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Nombres complexes 


C’est plus Zamuzant en Z. 
Publicite Peugeot - 20 e siecle. 


Pour bien aborder ce chapitre 

En 1545, le mathematicien Gerolamo Cardano publie une formule donnant une solution par radicaux de 1’ equation 1 
x 3 - ax + b : 



Cette formule avait ete decouverte par les mathematiciens del Ferro et Tartaglia. Ce dernier F avait communique a Cardano 
en lui demandant de s’ engager a ne pas la publier, promesse que Cardano ne tint pas. 

Bombelli, en 1572, applique la formule a Fequation x 3 - 9x + 2 et il obtient : 

x — \/l + \^26+ \J 1 - n/^26. 

II releve par ailleurs que x = 4 et x — -2 + \/3 sont les 3 solutions de Fequation. II se retrouve done face au probleme 
suivant : alors que les solutions de Fequation sont toutes reelles, il faut ecrire des racines de nombres negatifs pour les 
calculer. Bombelli ne se demonte pas et il invente alors des regies de calcul permettant de manipuler des quantites de 
la forme a+ \T-b avec b > 0 qui n’ont pas de sens. Il ecrit par exemple \/ r ~J x \/m" = -1. Ces nouveaux nombres ne 
sont pas compris tout de suite et leur manipulation conduit a des absurdites. Au 17 e siecle, Rene Descartes propose, tant 
leur existence est contestable, de les appeler nombres imaginaires 1 2 . Il faut attendre la fin du 18 e siecle et les travaux de 
Caspar Wessel pour que la construction des nombres complexes soit bien formalisee et pour comprendre leur interpretation 
geometrique. Ses travaux passent malheureusement completement inapcrcus. Quelques annees plus tard, Carl Friedrich 
Gauss redecouvre et popularise les travaux de Wessel. Il demontre en particular le theoreme fondamental de Falgebre 
(voir theoreme 21.24 page 778) qui dit qu’un polynome a coefficients complexes de degre ti admet n racines comptees 
avec leur multiplicite. 

Ce chapitre reprend et approfondit les notions apprises au lycee quant aux nombres complexes. On verra en particulier 
comment on peut les utiliser pour trouver les racines de certains polynomes a coefficients reels ou complexes, comment 
ils servent a resoudre des problemes de geometrie plane ainsi que des problemes d’ analyse reelle comme celui de la 
primitivation de produits de fonctions trigonometriques ou la resolution d’equations trigonometriques. Ce chapitre servira 
aussi d’ introduction a la notion de structure algebrique et plus particulierement a celle de groupe et celle de corps. Fes 
groupes sont des objets fondamentaux et vous verrez qu’ils sont omnipresents dans le cours de mathematiques durant vos 
deux annees en classe preparatoire. 

Fes fonctions trigonometriques seront utilisees en permanence pendant ces deux annees et ce des ce premier chapitre. Il 
est indispensable d’avoir une connaissance parfaite du paragraphe B. 1 page 1 155 de F annexe B. 

1. Les nombres complexes ont ete decouvert en etudiant des equations polynomiales de degre 3 et non pas de degre 2 car les mathematiciens du 16 e 
siecle considerent que des quantites comme x 2 + 1 sont strictement positives et que cela n'a pas de sens de chercher leurs racines 

2. Les nombres negatifs ne sont d'ailleurs alors guere mieux compris. Dans son dictionnaire raisonne des sciences, des arts et des metiers, d'Alembert 
en parle comme d’une idee dangereuse : « Il faut avouer qu'il n’est pas facile de fixer l’idee des quantites negatives, & que quelques habiles gens ont 
meme contribue a l'embrouiller par les notions peu exactes qu'ils en ont donnees. Dire que la quantite negative est au-dessous du rien, c’est avancer une 
chose qui ne se peut pas concevoir. Ceux qui pretendent que 1 n’est pas comparable a —1, & que le rapport entre 1 & —1 est different du rapport entre 

1 & 1, sont dans une double erreur : (...) Il n’y a done point reellement & absolument de quantite negative isolee : —3 pris abstraitement ne presente 

a l’esprit aucune idee. » 
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Vous aurez aussi souvent a manipuler des sommes ou des produits (symbolises respectivement par les symboles £ et n). 
II sera utile pour vous familiariser avec ces calculs de lire le paragraphe B.2 page 1158, toujours dans 1’annexe B. Vous 
y trouverez les definitions de ces symboles ainsi que des methodes et des formules classiques : telescopage, formule du 
binome, sommes geometriques, arithmetiques, etc ... Ces notions seront re-precisees au chapitre 8. 

1.1 Le corps € des nombres complexes 

1.1.1 Un peu de vocabulaire 


Definition 1.1 O Produit cartesien 

On appelle produit cartesien de deux ensembles A et B Fensemble, note A x B, des couples ( a , hJoufleAetfteB. 
A Notation 1.1 On notera A 2 le produit cartesien A x A. 

| Exemple 1.2 R 2 est Fensemble des couples de reels. 


Definition 1.2 Loi de composition interne 




Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne 

une application de E x E dans E : 


<p:{ 

ExE 

— ■ E 


la, b) 

> — * a* b 



I Exemple 1.3 Si H = N, la multiplication ou Faddition des entiers forme une loi de composition interne. Ce n’est pas le 
cas de la soustraction car la difference de deux entiers positifs n’est pas toujours un entier positif. 

1.1.2 Construction de C 


Definition 1.3 Corps des nombres complexes 

Nous appellerons corps des nombres complexes que nous noterons C, Fensemble R 2 muni des deux lois internes © et « 
definies de la fa§on suivante. Pour tous couples ( a , b) , ( a ' , b ') e R 2 , on pose 

la, b ) ffi [a! ,b') — (a + a' ,b+ b ') 

[a, b ) ® la 1 , b ') = laa! - bb', ab' + a'b) 


| Remarque 1.1 Nous expliciterons et justifierons l’utilisation du mot corps un peu plus loin. 

- Pour simplifier les ecritures, nous noterons + et x (ou •) les lois de composition interne ® et ®. 

- Pour tout nombre reel a, nous conviendrons d’identifier le nombre complexe la, 0) avec le reel a. Nous noterons par 
ailleurs i le nombre complexe (0,1). En appliquant cette convention et en utilisant la definition de Faddition et de la 
multiplication dans C, on peut ecrire pour tout nombre complexe la, b), 

la, b) — a+ ib. 

En effet, la, b ) = la, 0) + (0, b). Par ailleurs, (0, b ) = (b,0) x (0, 1 ) - i.b done la,b) = a+ i.b ou plus simplement a+ib. 


Proposition 1.1 


Le nombre complexe i precedemment introduit verifie 

i 2 = -l|. 


Demonstration On a i 2 = (0, 1) x (0, 1) = (-1,0) = - (1,0) = -1. 


1.1.3 Proprietes des operations sur C 

Avec les conventions d’ecriture precedentes, Faddition et la multiplication definies sur R 2 deviennent pour tous complexes 
a+ib et a' + i b', 

la+ ib) + la! + ib') = la+ a') + i lb + b') 
la+ i b)la' + i b') - laa! - bb') + i lab' + ba') 
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Proposition 1.2 Proprietes de l’addition dans C 

L’ addition dans C 

- est associative : V z, z' , z" eC z + (z' + z") = (z + z') + z" ; 

- est commutative : Vz.z'eC z + z' - z' + z 

- possede un element neutre 0 : Vz £ C z + 0 = z ; 

- de plus, tout nombre complexe z— a+ib possede un oppose , —z — —a—ib. 

On resume ces quatre proprietes en disant que (€, +) est un groupe commutatif. 

Demonstration Verifications laissees en exercice au lecteur. 

Remarque 1.2 Expliquons brievement ce qu’est un groupe. Cette notion sera developpee et etudiee dans le chapitre 19. 
Considerons un ensemble G et une application * qui a un couple {x, y) d’ elements de G associe un element note x-ky 
de G. Une telle application est appelee une loi de composition interne sur G. On dit que (G, ★) est un groupe si * est une 
loi de composition interne sur G qui verifie les proprietes suivantes : 

1 la loi ★ est associative : Vx,y,zeG, x-k [ykz) — [xky] k z. 

2 la loi k admet un element neutre eeG: VxeG, xk e- ek x— x. 

3 tout element x de G admet un symetrique y : Vie G, 3y £ G : xky-ykx-e. 

Si de plus la loi k est commutative, c’est-a-dire si elle verifie : Vx, yeG, xk y - y k x, alors on dit que le groupe est 
abelien (ou commutatif ). 

II est clair que l’addition dans C verifie ces proprietes. C’est aussi le cas de la multiplication dans C* 3 : 


Proposition 1.3 Proprietes de la multiplication dans C 

La multiplication dans C 

- est associative : Vz,z' ,z" e C z(z'z") - ( zz')z " 

- est commutative : Vz, z' £ C zz! = z! z 

- possede un element neutre 1:VzeC z x 1 = z 

De plus, tout nombre complexe non nul z-a+ib possede un inverse z~ 


verifiant z x z 1 = 1 donne par 


1 Cl 

b 

z ~ a 2 + b 2 

1 a 2 + b 2 


On resume ces quatre proprietes en disant que (C*, x) est un groupe commutatif. 


Demonstration Prouvons l’existence d'un inverse. Soit z= a+ ib un complexe non nul. Remarquons que ( a + i b){a - ib) = 
a 2 + b 2 . Le complexe z etant non nul. a 2 + b 2 0 4 . En divisant les deux membres de 1 'egalite par a 2 + b 2 . on trouve 


(a + ib)'. 


a - ib 
a 2 + b 2 


ce qui prouve que z possede un inverse z 1 qui s’ecrit ■ 


De plus, la multiplication est distributive par rapport a F addition : 


Vz, z' ,z" e C, z[z' + z") = zz' + zz" et (z+ z') z" = zz" + z'z". 

On resume les deux propositions precedentes en disant que (C, + , x) est un corps. Nous definirons ce terme dans le chapitre 
19. 

Une consequence importante est que les formules fondamentales suivantes sont valables dans C : 


a n - b n = ( a-b)Y. n k ~ = l a n ~ 1 ~ k b k I 



1 -q n+l 

Y n a k - \ 
z -fc= o'' 1 

1-q 

1 n + 1 si q — 1 


Formule du binome 
Formule de factorisation 

Somme geometrique 


Les deux premieres seront demontrees dans le theoreme 19.17 page 725 et la troisieme dans la proposition 8.7 page 307. 

3. C* represente 1’ ensemble des nombres complexes prive de 0 

4. En effet, si la somme de deux nombres positifs est nulle, alors ces deux nombres sont necessairement nuls. 
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1.2 Parties reelle, imaginaire, Conjugaison 

1.2.1 Partie reelle, partie imaginaire d’un nombre complexe 


Proposition 1.4 

Soient a, a' , b et b' des reels. On a : 

• a+ib-0oa-0elb-0. 

• a+ ib- a' + ib' o a - a' et b- b' . 

Pour tout nombre complexe z il existe done un unique couple ( a , b) de reels tels que z— a+ib. 

- a + i b est la forme algebrique de z. 

- a est la partie reelle de z. On la note Re(z) 

- b est la partie imaginaire de z. On la note Im(z). 


Demonstration En utilisant les conventions precedentes, a + i b = 0 se lit [a, b) = (0,0) ce qui est vrai si et seulement si a = 0 et 
b = 0. La suite en decoule facilement. 

Dans toute la suite du chapitre a et b designent des nombres reels sauf mention du contraire. 


Proposition 1.5 Nombre imaginaire pur 

1. Un nombre complexe est reel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle 

2. Si un nombre complexe a sa partie reelle nulle, on dit qu’il est imaginaire pur. On notera i 05 Fensemble des 
nombres imaginaires purs 

V 

Demonstration C’est une consequence directe des definitions. 

1.2.2 Conjugaison 


Definition 1.4 Conjugue d’un nombre complexe 

Soit z — a+ ib e C, un nombre complexe. On appelle complexe conjugue de z que Ton note z le nombre complexe 
defini par 



Demonstration Calculs immediats. 


( — 

Proposition 1.7 Proprietes de la conjugaison 

Pour tous complexes z, z' e C, 


1 . 

z + z' = z + z' | 

3. 

( 4 )= 

1 j 

2. 

zz' = zz' | 


\z'l 



Demonstration Calculs immediats. Pourle quotient (3), on peut raccourcir les calculs en remarquant que si u = z/z' a lors z = uz f 
et appliquer (2). 
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Application 1.4 Mise sous forme algebrique d’un quotient de nombres complexes. Pour mettre sous forme algebrique 
3-2 i 

le complexe — — - , on multiplie le quotient, en haut et en bas par le conjugue du denominateur : 

3-2 i (3 - 2i) (2- /) _ 4-7/ _ 1 ^ 

2+i (2+/) (2-/) _ 2 2 -/ 2_ 5 (4 7i) 

| Remarque 1.3 Si z e C alors zz e IR* . 

1.3 Representation geometrique des complexes 

1.3.1 Representation d’Argand 

On notera .7 l’ensemble des points du plan et "V Fensemble des vecteurs du plan. Soit 4/1. - (0,7,7 ) un repere orthonor- 
mal du plan. A tout point M de coordonnees ( x , y) dans ce repere on peut faire correspondre le nombre complexe z- x+i y. 
On realise ainsi une bijection de € vers le plan. A tout nombre complexe on peut faire correspondre un unique point du 
plan et reciproquement a tout point du plan on peut faire correspondre un unique complexe. Cette representation est due 
au mathematicien francais Jean Robert Argand (1768- 1822) et va s’averer d’un grand interet en geometrie. Certains 
problemes de geometrie se traduisent tres bien en calculs faisant intervenir des nombres complexes et reciproquement, 
certains calculs avec les nombres complexes ont une interpretation geometrique naturelle. 


v 


z = x + i y 


0 \ 1 


FIGURE 1.1 - Representation d’Argand 

De la meme t'acon, on peut identifier Fensemble des vecteurs "V du plan avec C en associant a tout vecteur ~v de Y de 
coordonnees (tx, P) dans 52 le complexe a + / (’> et reciproquement. 


Definition 1.5 Image d’un nombre complexe, affixe d’un point, d’un vecteur 

Soit (0,7,7 ) un repere orthonormal du plan. 

- Vintage du nombre complexe z-x+iye st le point du plan de coordonnees (x,y) dans le repere 52. 

- L’ affixe du point M de coordonnees (x, y) dans le repere 52 est le nombre complexe z- x+i y que Fon notera Aff(M). 

- L’ affixe du vecteur ~u - a~i + (’) 7 est le complexe a + / (i que Fon notera A FF( 77 ) . 


I Remarque 1.4 Les points du plan d’ affixe reelle sont situes sur I’axe reel (0,7). Ceux qui ont une affixe imaginaire 
sont situes sur I’axe imaginaire (0,7)- 

1.3.2 Interpretation geometrique de quelques operations 

On considere dorenavant et pour tout le reste du chapitre qu’un repere orthonormal ,7 = (0, 7, 7) a ete fixe, ce qui permet 
d’identifier C au plan ^ 2> . 


Proposition 1.8 Proprietes de l’affixe 

Soient H et 7 deux vecteurs de 7. Soient A et B deux points de 


Aff(li +~v) = Aff(TT) + Aff(7) 
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Demonstration 

1 . Supposons que Aff(7t ) = a+ i b et Aff(77 ) = c + id a lors It = ai + b~j , 77 = cT + d~j et 77 + 77 = (a + c)T + (b+ d)~J . Ce 
qui prouve que Aff(77 + 77 ) = (a + c) + i(b + d) = (a+ ib) + (c + id) = Aff(77 ) + Aff(77 ) . 

2. Comme OB = OA + AB, en utilisant l’egalite precedente, on obtient Aff(OB) = Aff(OA) + Aff(AB), soit Aff(B) = Aff(A) + 
Aff(AB). 


Proposition 1.9 Interpretation geometrique de z • z + a 

Soit 77 un vecteur d’affixe a. La translation de vecteur 77 est 1’ application qui a tout point M d’affixe z associe le point 
d’affixe z+ a. 


Demonstration Au point M de la translation de vecteur It associe le point M' tel que OM' = OM + 7 1 . Si z, z' et a sont les 
affixes respectives de M. M' et 77. la proposition precedente conduit a z' = z + a. 


Proposition 1.10 Interpretation geometrique d ez«z 

La reflexion d’axe (0,T) est P application qui a tout point M d’affixe z associe le point d’affixe z. 

Demonstration La reflexion d’axe (O, T) associe a tout point M de coordonnees {x,y) le point M' de coordonnees {x,-y). La 
proposition s’en deduit immediatement. 


1.4 Module d’un nombre complexe, inegalites triangulaires 


Definition 1.6 Module d’un nombre complexe 

Soient z- a+ ib un nombre complexe et M son image dans !¥ . On appelle module de z le reel positif ou mil note \z\ 
et donne par : 


\z\ - 1 1 OM| | 


Proposition 1.11 Expression du module d’un nombre complexe 

Pour tout complexe z— a + ib, 

\z\ — \fzi - v a 2 + b 2 


Demonstration Soit z = a+ibeC et soit M Vintage de z dans 3P alors on sait que \z\ 2 = ||OM|| 2 = a 2 + b 2 . Par ailleurs, 
zz= (a + ib){a- ib) = a 2 + b 2 . 


Proposition 1.12 O Proprietes du module 



Pour tout nombre complexe z. 



1. \z\ = 0 o z - 0 

3. Re(z) ^ |Re(z)| ^ \z\ 


2. |z| = |z| 

4. Im(z) ^ |Im(z)| ^ |z| 



Demonstration 

1. Soit z = a + ibeC tel que \z\ = 0 a lors a 2 + b 2 = 0 ce qui n'est possible que si a - b = 0. Reciproquement, si z = 0 alors 
\z\ =0. 

2. Evident. 

3. Si z = a+ i b alors Re(z) = a S |a| = tfa 2 ^ V a 2 + b 2 = \z\. 

4. De meme. 


Proposition 1.13 

Pour tous nombres complexes z, z' , 


1 z 

L z = ilp S1Z ^°- 

M 

| zz 1 

'1 = \z\\z'\ I 


z \ z \ 


1 z 

\z\ 

si z! 1 0. 


2. \z\ = lo- = z. 
z 

4. 

1 z' 

- U7 
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Demonstration 


1. SizeC*,ona 


done — = 

z 


z 



z 



zz 




2 . 

3. 

4. 


Si \z\ = 1. le resultat precedent amene : — = z. La reciproque est evidente. 


Pour la troisieme, ecrivons \zz'\ 2 = (zz')(zz r ) = zzz' z! = \z\ 2 \z'\ 2 . On termine en passant a la racine carree et en remarquant 
que \zz'\ SO et que \z\ S 0, \z'\ S 0. 


Et pour la derniere : 


Izf 

\z'\ 2 


On termine alors de la meme fagon qu ’en 3. 


Proposition 1.14 VW Inegalites triangulaires 

Pour tous nombres complexes z et z', on a 


2. ||z|-|z'|| |z-z'| 


1. |z+z'|<|z| + |z'||. 


Demonstration Soient deux complexes z, z! e €. 

1. On peut demontrer de maniere geometrique la premiere inegalite triangulaire en remarquant que e’est une traduction, dans 
le cadre complexe, de celle vue pour le triangle en classe de cinquieme. Si le point M est 1 ’image du complexe z et le point 
N l’image du complexe z + z' dans , alors, dans le triangle OMN, ON ^ OM + MN. Comme Aff(MN) = Aff(N) - Aff(M) = 
z + z' - z = z' , on a MN = \z'\. Par a illeurs, ON = \z + z'\ et OM = \z\. On peut aussi demontrer cette premiere inegalite de 
maniere algebrique. Developpons le module a u carre 

\z+ z'\ 2 = [z + z')[z + z') = |z| 2 +2Re(zz') + |z / 1 2 

En utilisant 1 ’inegalite Re (zz'j S Izllz^, on en tire que 

|z+z'| 2 =£ |z| 2 +2|z||z'| + |z'| 2 = (|z| + |z'|) 2 

et il suffit de prendre la racine carree de ces nombres positifs. 

2. Utilisons 1’ inegalite triangulaire deja demontree : 

|z| = Kz + z 7 ) + (-z')l s |z + z'| + \-z'\ = \z + z'\ + \z'\ 
d'oii Izl-lz'l ^ Iz + z'l. On obtient de fagon symetrique 

|z'| = |(z + z') + (— z)| =S|z + z'| + |z| 

d'ou egalement \z'\ - |z| S |z + z'\. Puisque |z| - \z'\ ^ |z + z'\ et que — (|z| - \z' |) ^ |z + z'\, on a bien ||z| - \z' || ^ |z + z'\. 


Proposition 1.15 

Soient a e € et r £ IR+. Soit A le point du plan d’affixe a. L’ ensemble des points du plan d’affixe zeC verifiant 

• |z - a\ — r est le cercle de centre A et de rayon r. 

• |z - a\ ^ r est le disque ferme de centre A et de rayon r. 

• |z - a\ < r est le disque ouvert de centre A et de rayon r. 

Demonstration Ces trois resultats proviennent de l'egalite \z- a\= AM 


1.5 Nombres complexes de module 1 

1.5.1 Groupe U des nombres complexes de module 1 


Proposition 1.16 Groupe U des nombres complexes de module 1 

Nous noterons U, l’ensemble des nombres complexes de module egal a 1 


| U = {z E C | |z| = 1} | 


Cet ensemble verifie les proprietes suivantes. 

1. U est stable pour le produit : Vz, z' e U, z.z' e QJ. 

V 
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2. Le produit est associatif : Vz, z' , z" eU, (z x z ') x z " = z x (z' x z"). 

3. Le complexe 1 est element de U et est L element neutre du produit : Vz e HJ, zxl = lxz = z. 

4. Si z est element de QJ, alors son inverse — aussi. De plus, on a 

z 

5. Le produit est commutatif : Vz, z' e U, zx z' - z' x z. 

On dit que (U, x) est un groupe commutatif appele groupe des nombres complexes de module 1 . 




FIGURE 1.2 - groupe U des nombres complexes de module 1 

Demonstration Soient z, z! e U. 

1. On a : \z x z'\ = \z\ x |z'| = 1 x 1 = 1. Done zxz'eU. 

2. L’associativite est une consequence directe de l’a ssociativite de la multiplication dans €. 

3. On a : 1 1 1 = 1 done 1 e U. La suite est evidente. 

4. On a : z x z - z x z = \z\ 2 = 1 done z est l'inverse de z. En utilisant les notations introduites precedemment, on obtient 
z~ l = 1/z = z. 

5. La commutativite est une consequence directe de la commutativite de la multiplication dans €. 

| Remarque 1.5 On verradans l’exemple 19. 10 page 722 une methode plus rapide pour verifier que (U, x) est un groupe. 

1.5.2 Exponentielle imaginaire 

On suppose ici connues les proprietes elementaires des fonctions cosinus et sinus ainsi que les differentes formules de 
trigonometrie circulaire. On pourra se reporter a ce sujet a 1’ annexe B paragraphe B. 1. Ce paragraphe doit etre parfaitement 
maitrise. 


Lemme 1.17 

Soient ( a , b ) e l 2 tel que a 2 + b 2 - 1. II existe un reel (pas unique) 0 tel que a = cos0 et b- sin0. 

Demonstration Comme a 2 + b 2 = 1, on a necessairement -KaS let-KiSl. L’ image de R par la fonction cos etant [-1, 1], 
il existe a e R tel que cos a = a. Comme : cos 2 a + sin 2 a = 1. il vient sin 2 a = b 2 . Une des deux egalites suivantes est alors verifiee 
para, sin a = b ou bien sin a = -b. 

- Si la premiere est vraie, nous posons 0 = a. 

- Sinon. la seconde est alors vraie et nous posons 0 = -a. 

Dans les deux cas. le reel 0 construit verifie les deux egalites mentionnees dans l’enonce du lemme. 
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Proposition 1.18 

Pour tout complexe z e U, il existe un reel 0 tel que z = cos0 + i sin0. 

Demonstration Soit z = a + ibe U. Par definition de U , a etb veriSent a 2 + b 2 = 1. Par application du lemme precedent, il existe 
done 0 e R tel que a = cos0 ef b = sin0. On a done z = cos0 + !sin0. 

Remarque 1.6 

Soit z e € et soit 0 e K tel que z = cos0+ i sin0. On rapporte le plan a un repere orthonorme direct (0,T,y ). Soit 77 un 
vecteur d’affixe z alors 0 est une mesure de Tangle [T,77|. Cette mesure est definie a 2kn pres ( ke Z). 



Figure 1.3 - Interpretation geometrique de la proposition 1.18 


/• 

Definition 1.7 Exponentielle imaginaire 


Pour tout reel 0eR, nous appellerons exponentielle imaginaire de 0 et nous noterons e' 6 le nombre complexe defini par 


e lQ = cos0+ z'sinG | 

V 

> 


Remarque 1.7 

- Soit z e U. D’apres la proposition 1.18, il existe 0 e K tel que z = e' 9 . 

- Reciproquement, tout nombre complexe de la forme e'° est de module 1. Done 

U = jz e C | 30 e K, z = e' :e }■ 


Remarque 1.8 La definition precedente est justifiee par Tegalite suivante, qui generalise la propriete fondamentale de 
Texponentiellereelle \/a,beU, e a+b - e a e b . 


Proposition 1.19 V Propriete de morphisme de l’exponentielle imaginaire 
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Figure 1.4- e m 


Demonstration 

e '( 0+e ') = 


Soient 0, 0' e 0?. On a ; 

cos (0 + 6') + i sin (0 + 0') par definition de l’exponentielle d’un nombre imaginaire pur 

(cos© cos(0 , ) - sin(0) sin(0 , )) + i (cos© sin©) + sin® cos©)) par application des formules d" addition 

(cos© + i sin®) (cos©) + i sin©)) 


Remarque 1.9 

Afin d’expliquer cette terminologie, explicitons ce qu’est un morphisme de groupes. Cette notion sera etudiee dans le 
paragraphe 19.1.3 du chapitre 19. Soit (G| , * i ) et (G 2 , * 2 ) deux groupes. On dit qu’une application <p de Gi dans G 2 est 
un morphisme de groupes lorsque 

Vx, y e Gi, tp (x*i y) = tp (x) * 2 tp (y) 

Nous pouvons alors reformuler la propriete precedente. 


Proposition 1.20 

La fonction exponentielle est un morphisme du groupe (US, +) sur le groupe (U, x) 


Remarque 1.10 

Avec les notations de la definition 1 .9, on definit 

• Le noyau du morphisme tp comme etant le sous-ensemble de Gi note Kertp donne par : Kertp = JxeGi <p (x) = e 2 } 
ou e 2 est le neutre de G 2 . 

• Vintage du morphisme tp comme etant le sous-ensemble de G 2 note Im <p donne par : Imtp = jtp (x) | x e Gi}. 

Notre morphisme de groupes 

f (R,+) — (C*,x) 

^'l 0 e ! ' e 


a pour noyau 


Kerqi = 2ttZ 


et pour image 


Imtp = u 


Proposition 1.21 


Soient 0 et 0' deux reels, on a 

e ie = e ' :0 ' <=> 3k el, 0 = 0' + 2A;7t| 


Demonstration Si e !0 = e !0 alors e ! ( 0 0 ^ = 0 et 0 - 0' = 2kn ou ke Z. Par consequent 0 = 0' + 2fcjr avec k e Z. La reciproque 
est evidente. 
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: + 1 = 0 I est connue sous 


Remarque 1.11 e ,x0 = 1, e 1 ? = 1, e m = -1. Cette derniere egalite, ecrite sous la forme | 

le nom de « Relation d’ Euler ». Elle est remarquable car elle lie cinq nombres fondamentaux en mathematiques e, i, tt, 1 
et 0. 


COROLLAIRE 1.22 

1 

Pour tout reel 0 e R, on a 

e = e iQ 

e l 9 



Demonstration En effet, si Be R, e' 0 e 10 = e ' = e ix0 = 1. Par consequent, l’inverse du nombre complexe e 10 est e 
Comme e !0 e U, par application de la proposition 1.16, l'inverse de e* 0 est aussi e‘®, d'ou les deux egalites ci-dessus. 


Theoreme 1.23 V Formules d’Euler 


V0eR, 


COS0 = 


sin0 = 


Demonstration Soit BeR.Ona: 


{ e' :e = cos0 + isinB 
e - ' 0 = cos0- isin0 


En additionnant la premiere equation a la deuxieme et en divisant les deux membres de 1' egalite obtenue par 2, on obtient la formule 
a nnoncee pour cos0. De meme, en soustrayant la deuxieme equation a la premiere et en divisant les deux membres de V egalite 
obtenue par2i, on obtient la formule a nnoncee pour sin0. 


.BlO 1 Leonhard Euler, ne le 15 avril 1707 a Bale et mort le 18 septembre 1783 a Saint-Petersbourg. 


Peu apres sa naissance les parents d’Euler demenagent a Riehen. Le pere d’Euler 
est un ami de la famille Bernoulli et Jean Bernoulli, dont Euler profita des legons, 
est alors considere comme le meilleur mathematicien europeen. Le pere d’Euler 
souhaite que Leohnard devienne comme lui pasteur mais Jean Bernoulli qui a 
remarque les aptitudes remarquables de son eleve, le convainc qu’il est destine 
aux mathematiques. 

Apres ses etudes a Bale, il obtient un poste a Saint-Petersbourg en 1726 qu’il 
quitte pour un poste a Facademie de Berlin en 1741. Malgre la qualite de ses 
contributions a Facademie, il est contraint de la quitter en raison d’un conflit 
avec Frederic II. Voltaire qui etait bien vu par le roi avait des qualites rhe- 
toriques qu’Euler n’avait pas et dont il fut la victime. En 1766, il retourne a 
Saint-Petersbourg ou il deceda en 1783. 

Euler souffrit tout au long de sa vie de graves problemes de vue. Fait remar- 
quable, il effectua la plus grande partie de ses decouvertes lors des dix-sept 
dernieres annees de sa vie, alors qu’il etait devenu aveugle. Il fut, avec 886 pub- 
lications, un des mathematiciens les plus prolifiques de tous les temps. Il est 

a Forigine de multiples contributions en analyse (nombres complexes, introduction des fonctions logarithmes et 
exponentielles, determination de la somme des inverses des carres d’entiers, introduction de la fonction gamma, 
invention du calcul des variations, ...), geometrie (cercle et droite d’Euler d’un triangle, formule liant le nombre de 
faces, d’aretes et de sommets d’un polyedre, ...), theorie des nombres (fonction indicatrice d’Euler, ...), theorie des 
graphes (probleme des sept ponts de Konigsberg) ou meme en physique (angles d’Euler, resistance des materiaux, 
dynamique des fluides... ) et en astronomie (calcul de la parallaxe du soleil,...). 



Proposition 1.24 Formule de Moivre 



V0eR, 'IneZ, 

e ! ” e = ( g!0 )" | 






Demonstration Soit 0 e R. Montrons d’abord par recurrence la propriete pour n e N. 
- Si n = 0 , on a : e ix0 = 1 = ( e ' 0 j . L : egalite est done vraie au rang 0. 


29 












- Supposons l'egalite vraie au rang n et demontrons-la au rang n + 1 : 


g i(.n+ 1)0 


e «(n0+0) 

g id g inS car eX p egt un mor phisme de groupes 
e e par hypothese de recurrence 



Demontrons maintenant la propriety pour neZ\N. On a aJors -n e N ef on peut appliquer la relation que nous venons de prouver 
al’entier -n. Celadonne : e^~ n ^ = ■ Mais d’apres la proposition 1.22, on a = e~ inS = et (e -10 ] = — jg , 

1 / 1 1" C ;nt" 

done = I — — J etl'on a bien e - \ e J . La relation est alors demontree pour tout ne I. 

Les formules suivantes interviennent souvent dans les exercices. 


Proposition 1.25 Factorisation par les angles moities 

Pour tout reel x e IR : 


.;3|c\i 

II 

+ 

* 

ix ix y 


e~T +e T 

= 2e"2" cos — 1 

1 







^ ■ 


= 2 ie~T sin — 1 

■HI 





,BlO 2 Abraham de Moivre ne le 26 mai 1667 a Vitry-le-Francois et mort le 27 novembre 1754 a Londres. 


Abraham de Moivre est un mathematicien franqais qui vecut la plus grande 
partie de sa vie en exil a Londres en raison de la revocation de l’Edit de 
Nantes. 11 fut V auteur de deux ouvrages majeurs en mathemadques. Le pre- 
mier, consacre aux probabilities "Doctrine of chance "et paru en 1718, s’in- 
teresse en pardculier au calcul des probabilities d’un evenement aleatoire 
dependant d’autres evenements aleatoires ainsi qu’aux problemes de conver- 
gence des variables aleatoires. Le second, "Miscellanea Analytica ", paru en 
1730, est un ouvrage d’ analyse dans lequel figure pour la premiere fois la 
fameuse « formule de Stirling ». On raconte cette histoire au sujet de sa mort. 
11 s ’etait rendu compte qu ’il dormait un quart d ’heure de plus chaque nuit. En 
utilisant cette suite arithmedque, il avait calcule a quelle date il mourrait : cela 
devait corresponds au jour ou il dormirait 24 heures. Ce fut exactement ce 
qu ’il advint. 
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1.6 Argument, fonction exponentielle complexe 

1.6.1 Argument d’un nombre complexe 


PROPOSITION 1 .26 Argument d’un nombre complexe, Argument principal d’un nombre complexe 

Soit z un nombre complexe non nul. II existe au moins un nombre reel 0 tel que ou p = |z| e IR* est le module 

de z. 

- pe' 0 est une forme trigonometrique de z. 

- Le reel 0 est appele un argument de z. 

Un tel nombre n’est pas unique : si 0o est un argument de z, Fensemble de tous les arguments de z est donne par 
{0o + 2/cit | ke Z}. On notera arg (z) = 0o [2tt] . Enfin, il existe un unique argument de z appartenant a l’intervalle ] — tt, tt ] . 
On l’appellera l’ argument principal de z. 

Demonstration Soit z un nombre complexe non nul. Posons p = \z\ ^ 0, on a alors z/p e U. D’apres la remarque 1.7, il existe 
9 e R tel que : zip = e !0 ce qui prouve 1 'existence d’un argument de z. Si 0' e R est un autre argument de z, on a bien ; 0' = 0 [2n] . 
En effet, en partant de z= e !0 = e' 0 ef en utilisant la proposition 1.21, il existe k e Z tel que 0' = 0 + 2kn. 

Exemple 1.5 On a : 

argl = 0 [2tt] arg/ = - [2 jt] arg-1 = it [2:t] arg-/ = -- [2 jt] 



Figure 1.7 - Representation trigonometrique d’un nombre complexe 
.Plan 1.1 : 


Comment calculer le module et un argument d’un nombre complexe donne 


Soit z-a+ib eC* d’ argument 0 e [R et de module p e R* . Exprimons p et d en fonction de a et b : 

• On a p = |z| = V a 2 + b 2 

I a b 1 

• Comme z - a+ ib — p(cos0+ /sin0) = p ■ + / , on cherche un unique reel 0 e] - tt, tt] 


V a 2 + b 2 V a 2 + b 2 


verifiunt cos0 = 


V a 2 + b 2 


et sin0 = 


V a 2 + b 2 


Proposition 1 .27 Produit et quotient de deux nombres complexes sous forme trigonometrique 

Soient deux nombres complexes non nuls : z = pe'° et z! — p'c' 0 , 


zzl - pp'e^^^J 2. 

£-£ e '( 0 - 0 ') 
z' o' 
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Demonstration C’est une consequence directe de la proposition 1.19. 


COROLLAIRE 1.28 

Soient z et zl deux nombres complexes non nuls. On a : 



Demonstration Demontrons la premiere egalite, la demonstration des deux suivantes est identique. Notons 0 (respectivement 0 ') 
un argument de z (respectivement de z' ) et p (respectivement p') le module de z (de z'). Par application de la propriete precedente, 
zz' = ). Par consequent arg(zz') = 0 + 0' [2 tt] = argz + argz' [2n], 



Demonstration Soient n e Z et z e C* . L'ecriture trigonometrique de z est z = pe ! ® ouOeR est un argument de z et p 
est le module de z. On a done : z n = (pe !0 j = p n = p' l e in ® par application de la formule de Moivre. Par consequent, 

arg(z”) = «0 ([2ti]) = nargfz) [2jt]. 


1.6.2 Fonction exponentielle complexe 

On suppose ici connues les proprietes de la fonction exponentielle reelle. On pourra a ce sujet consulter le paragraphe 
4.1.2. 


Definition 1.8 Fonction exponentielle complexe 

Soit z- a+ ib un nombre complexe. On appelle exponentielle de z le nombre complexe 



La fonction qui a tout nombre complexe z associe le nombre complexe e z ainsi definie s’appell e fonction exponentielle 
complexe. 


Remarque 1.13 

- Soit z = a+ ibe C. On a e z = e a+lb - e a e lb - e a [cos b+ i sin b] 

- Soit z= a + ib e C. On a \e z \ = = \e a \ \e lb \ - \e a \ = e a car la fonction exponentielle reelle est strictement 

positive. 

- La fonction exponentielle complexe ne s’ annule jamais : \e z \ - e a f 0. La fonction exponentielle complexe est done a 
image dans C* . 

- La fonction exponentielle complexe prolonge la fonction exponentielle reelle ( ce qui signifie que sa restriction aux 
nombres reels coincide avec la fonction exponentielle reelle). 

- Si Z est un complexe non nul, on peut l’ecrire sous forme trigonometrique Z = pe !0 . Un complexe z-a+ib verifie 
e z — Z si et seulement si e a e lb - pe' 6 . En prenant le module, on trouve que a — ln(p) puis ensuite | b - 9 + 2kn | , 
(ifceZ). 

( C — * C* 

- La fonction exponentielle complexe < ^ est surjective (Voir la definition 1.7 page 1 139) mais pas injec- 

tive (Voir la definition 1.6 page 1138). II sera impossible a notre niveau de definir un logarithme complexe. 


Proposition 1.30 La fonction exponentielle complexe est un morphisme du groupe (C,+) danslegroupe (C*,x) 



Demonstration 

• Soient z = a + ib,z' = a! + ib' e €. En utilisant les proprietes de V exponentielle reelle et imaginaire, e z e z = e a e ib e a e ib = 
e a+a! e i{b+b') _ „z+z' 

• Soit ze C. Par application de la propriete precedente, e z e~ z = e z ~ z = e° = 1. Par consequent, e~ z est V inverse de e z et (e z ) 1 = 
[e~ z ). 

Vous pouvez maintenant etudier l’appendice B.3 pour des applications tres importantes de 1’ exponentielle imaginaire aux 
calculs trigonometriques. Avant cela, il est conseille de lire l’appendice B.2 pour vous familiariser avec les techniques de 
calcul de sommes et a la notation 
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1.7 Racines n-iemes de l’unite 

Dans tout ce paragraphe n designe un entier naturel non nul : neN*. 


Definition 1.9 Racine rt-ieme d’un nombre complexe 


Soit z e C. On appelle racine rt-ieme du nombre complexe z tout nombre complexe 2j verifiant 

If = z [. 


I 2in j— 

Exemple 1.6 i est une racine deuxieme de -1, e^~ est une racine cubique de 1, is / 2 est une racine deuxieme de -2. 


Definition 1.10 Racine rt-ieme de l’unite 

On appelle racine n-ieme de V unite une racine rt-ieme de 1, e’est-a-dire un nombre complexe z tel que | z” = 1 

J. On 

notera U„ Fensemble des 



racines rt-iemes de Punite : 

U„ = {zeC|z” = 1}|. 



Remarque 1.14 

- Pour tout n ^ 1, on a : 1 e HJ n et -1 e U ;i si et seulement si n est pair. 

- On a U ;i c U. En effet, si z e U ;i alors z” — 1 et done \z\ n — \z n \ - 1. Comme \z\ e IR* , cette egalite n’est possible que 
si \z\ - 1. 

" Notation 1.7 Soient m, n e Z tels que m n. On note [m, nj l’intervalle d’entiers donne par : 

I m, nj = {k e Z | m sS k n} . 


2ikn 

Proposition 1.31 OW Les racines rt-iemes de l’unite sont de la forme = e n ou A; e [0, n- 1] 

Notons to = e~ir . 11 y a exactement n racines rt-iemes de Punite. Elies sont donnees par les puissances de tn : of oil 

k e [0, n - 1] 



U„ = {w fc | fc£[0,rt-l]]} = {e ^ 21 | fcE^Or^llJ 

k 



Demonstration Soit z e € tel que z n = 1. En prenant le module, on en deduit que \z\ = 1. II existe done un unique reel 0 e [0, 2tr[ 
tel que z = On doit alors avoir e in e = 1, e’est-a-dire «0 = 2kn avec keZ. Comme on veut 0 e [0,2n[, on doit avoir 0 k < n 

• 2kn t . 

et done k e [[0, n - 1]] d’ou z = e n = oj*. Reciproquement, tout complexe de cette forme verifie bien z n = 1. 


Proposition 1.32 (Un, x) est un groupe commutatif 
L’ ensemble V n verifie les proprietes suivantes : 

1. U n est stable pour le produit (c-a-d : e U n , i, x E U n )- 

2. Le produit est associatif (c-a-d : VI;, e V n , ((; x £') x if = £ x [if x if')). 

3. Le complexe 1 est element de U n et est P element neutre du produit (c-a-d : VI; e U„, (xl=lx^ = Q, 

4. Si i, est element de U„, alors son inverse — aussi. De plus, on a : 

H 

5. Le produit est commutatif (c-a-d : V2;, 2;' e V n , 2; x 1/ = {/ x 2;). 

(U n> x) est done muni d’une structure de groupe commutatif. 


Demonstration Soient 2;, 2^ e V n : 

1. On a : (£ x £')" = If x = 1. Done i, x e U„, 

2. L'associativite est une consequence directe de l’associativite du produit dans C. 

3. On a : l n = 1 done 1 e Un. La suite est evidente. 

4. Remarquant tout d’abord que t,'‘ = If = 1. Done i, e U«. De plus ;2;x2; = !;x2;=l car Un c U. Par consequent, 2; _1 = 1/2; = L 

5. La commutativite est une consequence directe de la commutativite de la multiplication dans €. 
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Remarque 1.15 En fait, (U f? , x) est un sous-groupe de (HJ, x) qui lui-meme est un sous-groupe de (€*, x). Nous verrons 
la aussi plus tard comment prouver la propriete precedente de maniere plus rapide (voir 46 page 722). L’ application 
0 : U — ► U, z z n est un morphisme de groupe de noyau U H . 




Figure 1 .8 - U 3 Figure 1.9 - U 4 




Figure 1.10 -U 5 


Figure 1.11 — U 6 


I Proposition 1.33 0 La somme des racines n-iemes de l’unite est nulle i 

Soit un entier rc 3= 2. On a : 

i+(i)+(i) 2 +...+o) n x = y z = 0 

zeV n 



Demonstration On utilise la formule d'une somme geometrique de raison to ^ 1 et to' 1 = 1 : 


„_l to”-l 

l + (0 + --- + (0 = =0. 

to- 1 


Remarque 1.16 On utilisera tres souvent les racines cubiques de l’unite. On note j = e~^~ . C’est une racine cubique 
primitive de l’unite au sens ou U 3 = {1 ,j,j 2 }. Fes puissances de j sont simples a calculer : 


f 1 si k — 3p 

j k = lj si k-3p+l 

[j 2 si k — 3p + 2 


Fes proprietes suivantes interviennent souvent : 


j 2 = j = llj let 


1+7+7 -0 
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Figure 1.12 - Racines cubiques de 1’ unite 


Proposition 1 .34 Expression des racines n-iemes d’un nombre complexe 

Un complexe non nul z = pe ld admet n racines n-i ernes donnees par 



Z jt = p 1/ V(« + 2 « I ) =p 1/ "e i0/ "u) fc , ke[[0,n-n |. 


. 2i7t . 

ou u) = e n ou toute autre racine n-ieme primitive de 1 unite. 



Demonstration Notons Zq = p Hn g iQln Q n a £> ien z” = z etdonc Z n = z si et settlement si (Z/Zo)” = 1 c’est-a-dire si et seulement 
si (Z/Zo) est line racine n-ieme de I'unite. 

On pourra consulter plus tard l’annexe B paragraphe B.4.4 afin de voir le role des racines de I’unite dans la factorisation 
de certains polynomes. 

1.8 Equations du second degre 

1.8.1 Racines carrees 


Definition 1.11 Racine carree d’un nombre complexe 

Soit un nombre complexe ze C. On appelle racine carree de z une racine deuxieme de z, c’est-a-dire un complexe Z 
verifiant Z 2 = z. 


Par application de la proposition 1.34, on peut affirmer : 

Proposition 1.35 

Tout nombre complexe non nul possede exactement deux racines carrees. De plus, ces deux racines carrees sont opposees 
l’une de F autre. 

Attention 1.8 La notation \fz n’a de sens que pour z e IR + . Si on l’utilise a mauvais escient, on aboutit vite a des 
absurdites. Par exemple : -1 = V-T 2 - V—l x = \/(-l) x (-1) = \/T = 1. 

Remarque 1.17 

- Le complexe nul z = 0ne possede qu’une seule racine carree 0. 

- Si x e R + , ses deux racines carrees sont donnees par \fx et —\fx. 

- Si x e R* , ses deux racines carrees sont donnees par i\f\x\ et -i</\x\. En effet, la forme trigonometrique de x est 
x = \x\ e ln . D’apres la proposition 1.34, les deux racines carrees de x sont \f\x\e ml2 = i^\x\ et \/\x\e nl2 e 2nl2 = -i\/\x\. 
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Pour calculer en pratique les racines carrees d’un nombre complexe z, le plus simple consiste souvent a mettre z sous 
forme trigonometrique et a appliquer les formules precedentes. On dispose egalement d’une methode permettant de cal- 
culer les parties reelles et imaginaires des racines carrees de z. 



Exemple 1.9 Calculons les racines carrees de z — 8 - 6 i. Soit Z = X+ iY une des deux racines carrees de z. Les reels X 
et Y satisfont 

fX 2 +Y 2 = vTo6 = 10 
i X 2 - Y 2 = 8 
fXY est negatif 

Par addition des deux premieres equations, on obtient : X = 3 ou X = -3. Par soustraction de ces deux memes equations, 
on obtient :Y=louY=-l. Comme le produit XY est negatif, les settles possibility sont X = 3etY=-lou alors X = -3 
et Y= 1. En conclusion, Z = 3- i ou Z = -3+ i. On verifie au brouillon que ces deux complexes verifient bien Z 2 = 8-6/. 

1.8.2 Equations du second degre 


Theoreme 1.36 V Resolution d’une equation du second degre a coefficients complexes 

Soient a , ft, c trois nombres complexes avec a 0. Considerons F equation d’inconnue z eC 

az 2 + bz+c- 0 (*) 

Notons le discriminant de F equation (*). On a : 

-ft 

• Si A = 0, F equation (*) admet une racine double zq donnee par : zq — — . 

' 2 a 

• Si A / 0 et si 8 designe une des deux racines carrees de A alors F equation (★) admet deux racines distinctes z\ et Zi 

-b-8 -ft+8 

donnees par : Z\ et Z 2 = . 

2 a 2 a 


Demonstration Soit z e € une solution de 1’ equation (*). Puisque a jtO, nous pouvons ecrire le trinome sous forme canonique 

I o b c\ [( b \ 2 b 2 -4ac ] 

0 = a\z + —z+ — \ = a\\zi ^ — 

l a aj 1 2a) 4 a z 


En notant Z = z + b/2a. on doit avoir! '? =A/4a 2 . 

- Si A = 0, alors Z = 0 c’est a dire z= -bl (2d). 

— ft — 8 

- Si A 5^ 0, en notant 8 une racine carree complexe de A, (Z-8)(Z+ 8) =0 c’est a dire Z = +8 ou encore z = ou z - 

2 a 

On verifie dans chacun des cas precedents que z est effectivement solution de V equation. 


Corollaire 1 .37 Resolution d’une equation du second degre a coefficients reels 

Soient a, ft, c trois nombres reels avec a ^ 0. Considerons F equation d’inconnue xeC 

ax 2 + bx+c-0 (★) 
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Notons 


son discriminant. Remarquons que A e R. On a : 


Si A > 0, (★) admet deux solutions distinctes, toutes deux reelles x \ et x 2 donnees par 


— b— VX 


2 a 


-b + V A 


2 a 


Si A = 0, (★) admet une seule solution xq donnee par : 


• Si A < 0, (*) admet deux solutions distinctes, toutes deux complexes conjuguees x\ et x 2 donnees par 


Xl : 


-b- t\/[A| 


2 a 


X 2 ■ 


—b+i VlAT 


2 a 


Demonstration 

- Si As 0. une racine de A est donnee par 8 = \fK et les formules pour xq, x\ et x 2 se deduisent de celles enoncees dans le 
theoreme 1.36. 

- Si A < 0, une racine de A est donnee, d'apres la remarque 1.1 7 par 8 = D'apres les formules enoncees dans le theoreme 

AT -b+W 1ST 


1.36. les deux racines de (*) sont x\ 


et x 2 = ■ 


qui sont bien complexes et conjuguees. 


On pourra se reporter a F annexe B paragraphe 6.4.1 pour des precisions supplementaires sur les trinomes du second degre 
et au paragraphe B.4.5 pour des applications des relations entre les coefficients et les racines d’un polynome. 


1.9 Nombres complexes et geometric plane 

1.9.1 Distance 


Proposition 1.38 


Soient A et B deux points du plan d’ affixes respectives a et b. La distance de A a B est donnee par 


Demonstration L’affixe du vecteur AB est donnee par Aff(B) - Aff(A). De plus, par definition, \b-a\ = ||AB|| = AB. 


1.9.2 Barycentre 

Proposition 1.39 

Soient A, B et G trois points d’ affixes respectives a, b et g ; Soient a et p deux reels tels que a + (’> ^ 0. Alors, G est le 
barycentre des points A et B affectes respectivement des poids a et p si et settlement si 


a(g- a) + p(g- b) = 0. 


Demonstration C'est une traduction en terme d’affixe de l’egalite vectorielle aGA + |3GB = 0 qui definit le barycentre G. 

I Remarque 1.18 Si a = P = 1, le point G est le milieu du segment [AB]. On a alors, avec les notations precedentes, 
Fegalite g = (a+ b)/2. 


f Proposition 1.40 


1 

Soient n 5= 2 un entier, Ai,...,A, 7 des points du plan d’affixes respectives z \ z n . Soient ai a n des reels tels que 

n 

# 0. Le point G est le barycentre des points A; affectes des poids a,;, i = 1 si et seulement si son affixe z 

verifie 1’ equation 




n 

^ a i(Zi - z ) = 0 
i = 1 






n ¥ 

Demonstration C’est une traduction en terme d’affixe de l’egalite vectorielle a,GA,; = 0 . 

i=l 
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1.9.3 Angles 


Proposition 1.41 

Soient A, B, et C trois points du plan tels que C est distinct de A et de B, d’ affixes respectives a , b et c. Une mesure de 


Tangle (CA, CB) est alors donnee par 


— ; r 

' b- c ] 


(C A, CB) = arg | 


[271] 1 

^ Cl~ C j 

. — 1 


( b — c \ — * 

Demonstration Remarquons tout d’abord que arg = arg [b- c) - arg [a - c ) [2tt]. Par ailleurs b- c = Aff(BC) et a - 

\a- c ) 

c = Aff(CA). Done arg (b-c) = (T,CB) et arg(a-c) = Cf, CA). On conclut en utilisant la relation de Chasles pour les angles 
(CA,CB) = (T,CB) - (T, CA) [2ji], 


COROLLAIRE 1.42 

Soient A, B, et C trois points du plan tels que C est distinct de A, d’ affixes respectives a. b et c. 

c-b 

- A, B, et C sont alignes si et settlement si est reel. 

c— a 

c-b 

- Les droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires si et settlement si est imaginaire pur. 


1.10 Transformations remarquables du plan 

On notera £? le plan et ‘V Tensemble des vecteurs du plan. On appelle transformation du plan toute application bijective 
du plan dans lui meme. A toute transformation / du plan, on peut associer une application g du plan complexe dans lui 
meme qui au complexe z d’image le point Me# 1 associe Taffixe du point /(M) : 

g : | Aff(M) — Aff(M') ou M = / ( M ) ■ 

On dit alors que g represente V application f dans le plan complexe. 

1.10.1 Translations, homotheties 


Definition 1.12 Translation, homothetie 

- Soit It un vecteur du plan. La translation de vecteur H, notee f— , est la transformation du plan qui a tout point M e 
associe le point M' e & tel que MM' = ~u . 

- Soit Q un point du plan et A un reel non nul. L’ homothetie de centre Q et de rapport A, note est la transformation 


du plan qui a tout point Me^ associe le point M' e tel que 


CM' = AQM 


Remarque 1.19 

- Si le rapport d’une homothetie h vaut 1, alors h est T application identique ( L’ application identique de est celle 
qui a tout point Me# associe lui meme). 

- Les translations conservent les longueurs (on dit que ce sont des isometries ), les homotheties de rapport A les multi- 
plient par [A|. 


1 Proposition 1.43 

1 

| Soit H un point du plan d’affixe a) et A un reel different de 0 et 1. L’homothetie de rapport A et de centre Q peut etre | 

representee dans le plan complexe par T application qui a tout zeC associe z'eC tel que 

z' - 0) = A(z - (u) | (ou encore 

z' = Az+ (1 - A)u>). 



Demonstration Le point M' est 1 ’image de M par si et seulement si DM' = ADM ou encore Aff(M) - Aff(D) = A(Aff(M)' - 
Aff(D)) e’est-a-dire z' - w = A(z- w). 


1.10.2 Rotation 


Definition 1.13 Rotation 

Soient Q e & et 0 un reel. La rotation de centre Q et d’ angle 0, notee ro,e est la transformation du plan qui 
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- a O associe Q, 



- a tout point M different de Q associe le point M' tel que 

1 (QM,QM') = 9 [27t] 
| IIDM'II = ||OM|| 



f Proposition 1.44 

1 

| Soient O e ^ et 0 un reel. Soit co l’affixe de D. La rotation de centre H et d’ angle 0 peut etre representee dans le | 

plan complexe par l’application qui a tout zeC associe le complexe z! tel que 

zf — t 0 = e lQ (z- go) | (ou encore z! - 

e ,e z + (1 - e ! 0)w). 



Demonstration Soient z et z' les affixes respectives de M et M'. Si M ^ O , on a : 

M' est 1 ’image de M par la rotation de centre O et d' angle 0 o 

(DM, ON?) = 0 [2tt] etOM = OM' o 
z' -in \ , 

= 0 [2ji] et\z- w\ = \z -o)| o 


arg 

arg 


z - w 
z' — 0 ) 


= 0 [2n] et 


= 1 (*)• 


Soit pe m une representation trigonometrique de 


Done (*) est equivalente a — 

z -in 

est alors trivialement verifiee. 


Les deux relations precedentes sont equivalentes a p = 1 et a = 0 [2 jt]. 

A ' — u) 

= e !0 , soit z! - in = e' 0 (z - in) . Si M = Q alors M' = O et z = z' = to . L’egalite z! - a) = e* 9 [z - in) 


1.10.3 Similitudes directes 


Definition 1.14 Similitude directe 

Une similitude directe est une transformation du plan admettant comme representation dans le plan complexe 1’ appli- 


cation : 


( C — C 
( z * — * az + b 


ou {a, b ) e C* 


xC. 


Proposition 1.45 

Une similitude directe conserve les angles orientes et les rapports de longueurs. 


Demonstration Soit f la similitude representee par z-^ az + b, A\, A2, A3. A4 des points de 3 s tels que Ai / A2 et A3 A4, z\, 
Z2, Z3, Z4 leurs affixes respectives et zj, z' 2 , z' 3 , z ' 4 les affixes respectives de leurs images par f. Pour tout i e {1,2, 3, 4}. on a done 
z’. = azj + b. En particular : 

I z' 2 - zj = a(z 2 - zi) 

1 z' 4 -z 3 = a(z 4 -z 3 ) 

j - ■?' 

^3 24 — Z3 

et done a etant non nul : — = . Par consequent 

z’ 2 - Zj Z 2 — z\ 

(A^.A^) = arg(^-f3 ) = a rg(^^.] = (A^,A^) [2jt] 

Z<) Z-, \Z 2 Z\ ) 


et 

Z 4~ Z 3 _ I £4 ~ Z 3 I _ A 3 A 4 
Z 2 - z' I Z2 - Z\ I A 1 A 2 ’ 

ce qui prouve la propriete. 


A' A' 
A 3 A 4 

A' A' 
A 1 A 2 


Proposition 1.46 

La composee de deux similitudes directes est encore une similitude directe. 

Demonstration Soient f et f deux similitudes directes representees dans le plan complexe par, respectivement, z <-* az + b et 
z *—* a r z+ b r oit [a, b) e €* x € et oil [a’ ,b’) e C* x C. Alors f ° f est representee par z<-> a'{az+ b) + b’ soit z—> aa! z+ a’b+b’ . 
Notant a = a’ a et (3 = a’ b+ b’ et remarquant que a est non nul, on a represente f f of par z-^ a z + (3 avec (a,p) e €* x € et f of est 
done bien une similitude directe. 
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'Proposition 1.47 N 

Soient [a,b) eC’x C. Soit / la similitude du plan representee dans le plan complexe par z^ az+b. 

- Si a - 1, / est la translation de vecteur d’affixe b. 

- Si a / 1, / admet un unique point invariant fl ( /(Q) = O ) appele centre de la similitude. De plus, dans ce cas, si 

1 . a est un argument de a, 

2. r est la rotation de centre Q et d’ angle a ( rn, a X 

3. h est l’homothetie de centre Q et de rapport \a\ ( hn,\a\ X 

alors / s’ecrit comme la composee de h et r : f = r ° h = h o r. Le reel | a\ est appele le rapport de la similitude et a 
est une mesure de V angle de la similitude. En particular, 

- si a e R*, / est l’homothetie de centre Q et de rapport \a\. 

^ - si \a\ — 1, / est la rotation de centre Q et d’ angle a. ^ 

Demonstration 

- Si a= 1, on reconnait V application etudiee dans la proposition 1.9. 

- Supposons maintenant a ^ 1 et recherchons les points invariants par f. Soit un tel point qu’on suppose d’affixe zq. zq est alors 

b 

solution de 1' equation zo = az 0 + b. Cette equation possede une et une seule solution qui est zq = (car a^l !). Notons O le 

1 - a 

point d'affixe zq. H esf done l’unique point invariant de f. Soient M un point d'affixe z. Notons M' le point d’affixe z! = fiz). 
On a : z' - zq = a(z- zq). Soient a un argument de a. h l’homothetie 1iq : \ a \ et r la rotation ro ,| a | ■ Verifions que f s’ecrit comme 

la composee de h et de r. Notons z\ l’affixe de r(M) et Z 2 celle de h{r( M)). D’apres les propositions 1.43 et 1.13 : 

zi-zo = e m {z- zq) 

z 2 -z 0 = la\(z 1 -z 0 ) 

done 

z 2 _z 0 = \a\e la [z- zq) = a(z-zo) 

ce qui prouve que z 2 = z' et done que z 2 estl’affixe de f(M) On a done bien montre que f = h o r. On montre de la meme fagon 
que f = roh. 

Multimedia : On donne un rapport, un angle et un centre. On pointe avec la souris 
sur un z du plan complexe et le logiciel construit 1' image de z par la rotation , 
puis 1' image de ce point par l'homothetie 


En resume 

1 il faut savoir manipuler parfaitement les operations suivantes sur les nombres complexes : addition, multiplication, 
conjugaison, calcul du module ou d’un argument. 

2 il faut connaitre parfaitement les formules d’Euler et de Moivre. 

3 la fonction exponentielle complexe doit etre bien maitrisee. La technique de factorisation par les angles moities 
est d’un usage frequent dans les exercices. 

4 il faut savoir calculer les racines carrees d’un nombre complexe ainsi que les solutions d’une equation du second 
degre a coefficients complexes. 

5 il faut avoir bien compris les groupes U et HJ „ tant au niveau algebrique que geometrique. 

6 les differentes transformations du plan doivent etre bien maitrisees ainsi que la traduction en terme d’affixe des 
notions d’ angle ou de distance. 

Il est essentiel de completer la lecture de ce chapitre par celle des paragraphes suivants de 1’ annexe B : 

1 Trigonometrie, voir paragraphe B. 1 page 1155. 

2 Calculs de sommes, voir paragraphe B.2 page 1 158. 

3 Trigonometrie et complexes, voir paragraphe B.3 page 1 164. 

4 Calculs sur des polynomes, voir le paragraphe B.4.1 page 1 168 consacre au trinome du second degre ainsi que le 
paragraphe B.4.4 page 1 176 consacre a la factorisation des polynomes grace aux racines de l’unite. 
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1.11 Exercices 


1.11.1 Forme algebrique - Forme trigonometrique 

Exercice 1.1 O 

Donner l’ecriture algebrique des nombres complexes suivants : 

Zl = (3 _ ^/) (2 + 2 ) 3- z 3-JP3J 5- z 5 = (2 + /) 

2. z 2 = (1 - 2/) 2 4. z 4 = f 4 6. z 6 = (1 + 2 ') 2 - (2- z') 2 


Solution : 






1. z\ = - (7-5 i) 
6 

3. 

z 3 - 

1 

— (1-3/) 
10 

5. 

Z5 = 2 + 1 1 Z 

2. zi = -3-4/ 

4. 

z 4 = 

1 

-(1-3/) 

2 

6 . 

Z6 = -3 + 6/ 


Exercice 1.2 V 

On donne les nombres complexes 


zi = (\/6+ i Vz) 



et z 2 = 


-\ + i\/3 
1 , ; y/3 


1. Mettre zi et z 2 sous forme algebrique a+ib. 

2. Determiner le module puis un argument de z\, z 2 et ziz 2 . 

3. Determiner le module puis un argument de Z — Zl — z®. Ecrire Z et Z' sous forme algebrique. 


Solution : 

1. Un calcul direct donne : z\ = 


i\/2 


De plus : z 2 = 


— 1 + i 


y/3 + 


1 , ; V3 


I 1 , ; V3 I 


l + iy/3 


2. II est alors clair que z\ - 


V2e in ' 2 


et que z 2 = 2 (l/2 + \/3l2i) = 


2e 


3. Comme Z = zi/z 2 = v / 2/2e i ' (Il/2_,l/3) - V2l2e inl6 , il vient \Z\ = \/2I2 
. De meme, Zl = z® = {2e lltl3 ^ 6 - 


arg(Z) = jt/6 [2ji] 


d’ou 


Z = 


V2 


(v^H 


: 64e = 64 . 


Exercice 1.3 V 

Determiner le module et et un argument de z — 


t <— j 7T / TT 1 n / 3571 . q / TT 

Solution: On montre facilement que 1 + /V3 = 2e ^ et que 1 - i — \/2e id’ouz-2 iu e “3“ = 2 e 7 car 35ji/3 = 
(36jt- jt)/ 3. Le module de z est done 2 10 et uti argument de z est 


l + iv/3 
1-Z 


Exercice 1.4 W 

1. Soit 0 e [— tt, tt] . Determiner le module et un argument de : e ld + 1 et e‘ d -l. 

2. En deduire le module et un argument, pour 0 e ] -tt, tt [, de : 

cos0 + i sin0 + 1 
cos0 + i sin0 - 1 


Solution : 

1. Par factorisation paries angles moides (voir proposition 1.25 page 30 ), on trouve 


/ft /o I /t) 0 \ 0/0 

z=e H + l = eZ e?+e 2 = 2cos-e2. 
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II reste a etudier le signe de cos|. Comme 0 e [-it, it], alors | e [— tt/2, tt/2] et cos| 3= 0. II vient done 
On montre de meme que si z! = e' () - 1 alors : 


0 


0 

|z| = 2cos - 

et 

arg(z) = - [2 tt] 

2 


2 


z 1 = e l ? - e *2j - 2zsin-e'2 = 2sin-e ?>. 

On etudie alors le signe de sin^. Comme 0 e [— jt, tt] , sin0/2 SO si 0 e [0,n] et sin0/2 < 0 si 0 e [— tt, 0[. Done : 



0 

| z' \ = 2 

sin- 

2 


et 



0 + IT 

si 0 e [0, it] 


— - I 2 *] 

arg(z ) = \ 

0 + 3it 



2 t27Tl 

si 0 e [-n,0[ 


2. En utilisant les resultats de la question precedente, on obtient : 

cos0+isin0+l e 10 + l e 1 ? 2cosl 


Z = 


cos0 + i sin0 - 1 e‘ 0 -l £ i% 2tsin 


6 

= cotan -e 2 


On obtient |Z| = |z| / Iz'l = 


cotan - 


et arg(Z) = arg(z) - arg(z') = 


—tt/ 2 si 0 g [0, tt[ 
-4? [2it] si 0 e ] — tt, 0[ 


Exercice 1.5 O 

Trouverles entiers neN tels que (\/3 + i) n soitreel. 


Solution : Comme \/3 + i - 2e l H , si neN :(\/3+ i ) " — 2 n e 1 "^ . Ce nombre est reel si et seulement si ?t| = 0 [it] 
e’est-a-dire si et seulement si n est un multiple de 6. 


Exercice 1.6 

On considere, pour 0 e [R et neN, le complexe z = [1 - sin 0 + i cos 0 ] n . Determiner les reels 0 tels que Re (z) = 0. 


Solution : En utilisant la factorisation par les angles moides (voir proposition 1.25 page 30 ), on trouve : 
z = [1 + e ‘( ,t/2+e )]' i = 2 n cos”(n/4 + 0/2)e in(lt/4+9/2 ) 

et done : 

Re(z) = 2 n cos n in/4+ 0/2) cos(mx/4+ n0/2) 

Par suite : Re(z) = 0 si et seulement si 0 = 2fcit + it/2 ou 0 = (2k + l)n/n-n/2\ou keZ. 


1.11.2 Polynomes, equations, racines de l’unite 

Exercice 1.7 V 

Soit P le polyndme defini dans C par : 

P(z) = z 3 - z 2 + (5 + 7 t)z+ 10- 2 1 . 

1 . Montrer que P possede une racine imaginaire pure. 

2. En deduire une factorisation de P de la forme P(z) = (z-2t)Q(z) ou Q est un polyndme du second degre a 
coefficients complexes. 

3. Resoudre alors P(z) = 0 et factoriser completement le polyndme P sur C. 

Solution : 

1 . Le nombre complexe \ 2 i \ est une racine de P. 

2. P admet alors une factorisation dela forme P(z) = (z-2 t)Q(z) a vec Q (z) = az 2 +bz+c un polyndme a coefficients 
complexes a determiner. Par identification, on montre que Q (z) = z 2 + (-1 + 2 i)z+ 1 + 5 i. 

3. En appliquant le theoreme de resolution des equations du second degre a coefficients complexes, on trouve que 
les racines de Q sont -1 + i et 2 - 3i . On a done : P = (z — 2t) (z + 1 - i) (z - 2 + 3t) . 
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Exercice 1.8 O 

Determiner les racines carrees des nombres complexes suivants : 

1. zi = -3 + 4z' 3. Z3 = -24-10z' 

2. Z2-S-I2i 4. Z4--i 


Solution : 

1. On utilise la methode vue en cours. Soit / — X+ zY une racine carree de z\. (X, Y) verifie le systeme : 

| X 2 + Y 2 = 5 
< X 2 - Y 2 = -3 . 

[xY >0 


Par addition-soustraction des deux premieres equations, il vientque 2X 2 = 2 c’est-a-direX- ±1 et 2Y 2 = 8 c’est-a- 
dire Y = ±2. On utilise alors que XY > 0 et on trouve que | Z — 1 + 2i] ou | Z — — 1 — 2 i \ . Reciproquement, on verifie 
que ces deux solutions conviennent. 

2. On procede de meme et on trouve que les deux racines carrees de z^ sont \ 2 - 3i \ et \ -2 + 3 i \ 

3. On procede encore de la meme fagot i et on trouve que les deux racines de Z4 sont | 1 — 5/ 1 et | — 1 + 5 z | . 

4. On peut proceder comme avant. Mais on peut aussi utiliserla forme exponentielle de -i qui est —i - e l3lr/2 done 
Z = pe‘ e est une racine carree de - i si et seulement si 


fp 

[20 = ^ [2tt] 


et alors p = 1 et Q - 3tt/4 [jt]. Done Z = e l3n/4 ou Z- e l7n/4 ce qui donne, sous forme algebrique Z = 

H/i 

ou Z— — (- 1 + z) . On verifie reciproquement que ces deux solutions conviennent. 


V2 

~ (1-D 


Exercice 1.9 O 

Determiner les racines des polynomes suivants : 


1. z 2 + i z + 5 - 5 i 

2. z 2 + z - i z - 5 i 


3. z 2 - zz+ 1 -3 i 

4. z 2 -3iz-3-i-0 


Solution : 

1. Le discriminant de z 2 + iz + 5 - 5 i est A = -21 + 20 i. Une racine carree de A est 2 + 5 i. Les racines du polyndme 
sont done : \ 1 + 2 i \ et | - 1 - 3 i \ . 

2. Le discriminant dez 2 + z-iz-5i est A - 18 i. Une racine carree de A est 3 + 3 i. Les racines du polyndme sont 
done : \ 1 + 2 i \ et | -2 - i \ . 

3. Le discriminant dez 2 -iz+l-3i est A = -5+ 12 i. Une racine carree de A est 2 + 3 i. Les racines du polyndme 
sont done : \ 1 + 2 i \ et \ - 1 - i \ . 

4. Le discriminant de z 2 - 3 iz - 3 - i = 0 est A — 3 + 4 i. Une racine carree de A est 2 + i. Les racines du polyndme 
sont done : 1 + 2 i et — 1 + i \. 


Exercice 1.10 O 

Determiner : 

1. Les racines troisiemes de -8. 2. Les racines cinquiemes de -i 3. Les racines sixiemes de | 


Solution : Soit z - pe 10 e C avec p e R* et 0 e RL 

1. On a — 8 — 8e ,rt et z est une racine troisieme de -8 si et seulement si p 3 = 8 et 30 = n [2 tt] . II vient alors p = 2 

ou z — 2e^ 27l/3+7t/3 ) = 2e iix = | -2 | ou z — 2e^ 4ir/3+7l/3 ^ = 2e i5nl 3 = 


2e 


,inl 3 


etd- 7t/3 [2tt/3]. Done z = 

On verifie reciproquement que ces trois nombres conviennent. 


2e 


,-inl 3 
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2. Comme - i-e 'J, on a : z 5 = -z si et seulement si p 5 = 1 et 50 = — ? [2tt] c’est-a-dire si et seulement si p = 1 et 


) = —jjj [ =?] . Les cinq racines cinquiemes de - i sont done : 




a vec ke [0,4]. 


3. De meme, on montre que 


l+iV3 


= 2e~5~ . Par consequent, z 6 = 


l+i\/3 


si et seulement si p 6 = 2 et 60 = =£ [2jt], 


: ’est-a-dire si et seulement si : p = \/2 et 0 = [■§■]. Les six racines sixieme de j~~=t sont done : 


ke [0,5], 


, (3fc+l)7I 

— g — 


Exercice 1.11 W 

Resoudre dans C 1’ equation 


(z-if + (z-ir + i = o (★) 


• Q O 1 /q 

Solution : Posons Z- (z - 1) . L’ equation devient alors Z + Z + 1 = 0 qui admet deux solutions :Z\ = _ f + iy = c 3 

2iix _ 0 , ; (6fc+2)it 

Z- e 5 +1 


1 \/^ q O 

et Z 2 = -j - i 2 ~ e _3_ - On a alors (z- 1) = Z\ ou (z- 1) = Z 2 . La premiere equation amene 


avec k e [0, 2] et la seconde : 
solutions de (*). 


.. (6fc-2)it 

z = e 3 + 1 


avec k e [0,2]. On verifie reciproquement que ces six nombres sont 


Exercice 1.12 W 

1. Resoudre dans C, L equation 


(1 + izr = (1 - iz) (*) 


(1.1) 


2n 


2. En deduire les valeurs de tan — et tan — , que l’on exprimera sous la forme : 
5 5 


y p+ q\fn, in, p, q) e N 2 x ; 


3. En deduire la valeur de tan — . 

10 


Solution : 

1 -j- fg 

1. Soit z une solution de (★). z ^ -i done 1- iz ^ 0. Posons U = . Lenombre complexes doit verifier U 5 = 1. 

1 — zz 


En posant io-e l ~^,il existe k e [0,4] tel que : 
Alors : 


U = 


(» K - 1 ( kn 

z--i — - — - = tan 


(!)*• + 1 


V 5 


On verifie reciproquement, que 


kn 

z = tan — 
5 


est solution pourke.] 0,4[. 


2. Resolvons de fagon differente V equation (★) en developpant les deux membres a l’aide de la formule du binome 
de Newton : 

1 + 5(zz) + 10(zz) 2 + 10(zz) 3 + 5(zz) 4 + (zz) 5 
= 1 - 5(zz) + 10(zz) 2 - 10(zz) 3 + 5(zz) 4 - (zz) 5 
5zz+ 10(zz) 3 + (zz) 5 = 0 
z[z 4 -10z 2 + 5] =0 

Et si z est une solution non-nulle, Z — z 2 est racine du trindme 


qui possede deux racines reelles : 
et done, les racines de (★) sont : 


Z z - 10Z + 5 = 0 


Zi = 5 - 2\/5 Z 2 = 5 + 2\/5 


0, +]/ 5 + 2\/5, ±\j 5-2y/5 
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^ kit . . , n 2n 

Comme tan — est stnctement positif pour k - 1,2, et comme tan— < tan — , on trouveque 
5 5 5 


tan — = y5-2\/5 
5 


tan — = ]/ 5 + 2\/5 
5 


3. En utilisant la formule de trigonometrie : 


tan 20 = 


2tan0 


1 - tan 2 0 


avec 0 = — , et en posant A = tan — , A doit verifier : 
10 ^ 10 


' 5 - 2\/5 A 2 + 2A- V5 - 2\/5 = 0 


et A est alors la seule racine positive de ce trinome : 


A = 


VS-2 

\js-2\fl 


Exercice 1.13 W 

Resoudre les equations suivantes d’inconnue zeC : 


1 . 


1 + - 




= 0 


2. (z+ i) n = (z- i) n 


Solution : 


1. Soit z une solution de la premiere equation. On a necessairement z ^ i car i n ’est pas une solution de V equation, 
z i p o 

Posons Z = 7 . Ce complexe verifie l + Z + Z+Z-0. Remarquons que Z ^ 1 car il n ’existe pas de complexe 

Z l 

z + i ■? 1 1 - Z 4 , 

z tel que 7 = 1. Done 1 + Z + Z +Z = — — — et Z verifie : 1 - Z = 0. Le complexe Z est done une racine 

Z+l 

quatrieme de l’unite differente de 1, ce qui amene Z — — — On ecrit ensuite que z - i— — - et on trouve les 

trois solutions I z = 1,0, — 1 I. On verifie reciproquement que ces trois nombres sont solutions de 1 ’equation. 


2 . 


Considerons maintenant une solution z de la deuxieme equation. Comme precedemment, il est clair que z ^ i. 

Z + i 2ikn 

Posons U . Il vient alors U — 1 et done U est une racine n-ieme de 1 ’unite differente del : U - e n avec 

z- i 

k e [1, n - 1] . On ecrit alors que 


z - 


U+l _ 


U-l 


2ikn 

e n +1 


2ikn 

e n - 1 


Apres factorisation par 1’ angle moitie, on trouve que 


ze \ cotan — ; ke [0 ,n - 1] 


que ces nombres sont solutions de V equation. 


On verifie reciproquement 


Exercice 1.14 W 

Resoudre 


Solution : W On remarque que z - 0 est une solution de cette equation. Supposons alors z 0. En prenant les 
modules, on a : |z| 3 = |z| = |z| et done :|z| = 1. Si z est solution, alors en muldpliant par z on trouve que z 4 = |z| 2 = 1 
d’ou z £ {1, i, — 1, — i}. On verifie reciproquement que ces solutions conviennent. L’ ensemble solution de 1 ’equation est 
done : {0, 1, \. 


Exercice 1.15 

Soit (1) une racine n-ieme de l’unite differente de 1. On pose 

n - 1 

S = ]T {k+ 1) a) fc . 
k = 0 
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Determiner une valeurde S. 

Indication 1.9 : On pourra calculer (1 - to) S. 


Solution : 


et 



(l-(o)S 


n - 1 

(l-w) Y (fc+l)w fc 

k=0 

Y (k+ 1) (w fc -(0 fc+1 ) 

k = 0 V ' 

(1 — <jl») + 2 (co — a) 2 ) + 3 (oj 2 - a) 3 ) + ... + n (oj” — 1 - a)") 
1 + co + oj 2 + ... + (d”~ 1 +ruo n par telescopage 

=o 

n 


Exercice 1.16 

Soit n e N, n 5= 2. Calculer le produit des elements de OJ n . 


Solution : 


rb=n< 

$eU„ k = 0 


n ~ 1 , 

= n 

k= 0 


v l+2+...+ n-l 


njn- 1) 




(- 1 )' 


Exercice 1.17 J 

Resoudre dans C F equation 


l + 2z + 2z 2 + ■■■ + 2 z n ~ l + z n = 0 


Indication 1.9 : Multiplier par (1 - z). 


Solution : Soit z une solution de l’equation. Comme 1 n’est pas solution de l’equation, necessairement z J 1 . Bn 

multipliant F equation par (1 - z), on se ramene a l’equation equivalente : 

(1 + z)(l - z n ) - 0 

Les solutions de cette equation sont les racines n-iemes de l'unite differentes de 1 ainsi que -1. 


Exercice 1.18 

2 in 

Pour n J 2, on note u> - e n . Calculer les sommes suivantes : 


= E« 

k=0 


kp 


[pe] 



k = 0 


1 . 


Solution : 

• La premiere somme est geometrique de raison o) p . La raison est differente de 1 si 
multiple de n. Alors 

wP" - 1 | 1 

Si= = 0 

et seulement si p n’est pas un 

Si p est un multiple de n, on trouve Si = n. 

• La deuxieme somme se calcule grace a la formule du binome : 



s 2 = Y (”](i) fc - u” = u + b)) n - 1 = 

k=0\ k ) 

-2” cos' 2 - - 1 

n 


en utilisant la factorisation par F angle moitie 
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• La troisieme somme se calcule en remarquant que 

I t- [ I far I fat 

co — 1 = 2 sin — = 2 sin — 

! n I n 


La premiere egalite est une consequence de la factorisation de L angle moitie et la seconde provient du fait que sinus 
est positif si 1c e [0, n— 1] . On introduit alors la somme E des exponentielles imaginaires correspondante que l’on 
calcule et finalement. 


E = 2£ e~ = 2 

k = 0 e l n- 1 


-1 2 ie 2 n 


S 3 = Im (E) = 


2cotan | — | 


Exercice 1.19 Racines primitives de V unite 

Soit n G N, n S 1 et soit oi e U,,. On dit que <±> est une racine primitive n-ieme de 1 ’unite si et seulement si toute racine 
n-ieme de V unite s’ ecrit comme une puissance de w. Autrement dit : 

U„ = {w fc | A: e z| 


Soit k e [0, n - 1] . Montrer que tn-en est une racine primitive n-ieme de 1 ’unite si et seulement si Ic est premier 
avec n. 


Solution : 

| => | Par contraposee, si Ic et n ne sont pas premiers entre eux, alors ils admettent un diviseur commun d ^ ±1 : n - dn' 

i f 2 ink'd \ n 

et Ic- dk avec n ,k eN. En particular, w = \e » = 1 et 

{w' | r e N} c U„, s V n 

car n' < n. On en deduit que o> n’est pas primitive. 

| <= | Si k et n sont premiers entre eux alors d’apres le theoreme de Bezout, il existe a,beZ tels que ale + bn - 1. Done 
pour tout le [0, n - 1] , 

2ikn 2ikaln 2i(l-bn)ht 2iln 

e n - e n = e n = e n 

et co est bien primitive. 


Exercice 1.20 VVV 

Posons w = e~ et considerons X = w + w 2 + w 4 et Y = co 3 + w 5 + w 6 . 

1. Montrer que Y- X et que ImX>0. 

2. CalculerX + Y etXY. En deduire queX et Y sont solutions d’une equation du second degrepuis calcule rX et Y. 

3. Exprimer ReX en fonction de cos y-. 

4. En deduire que cos ^ est une racine du polynome 8.r 3 + Ax 2 - Ax - 1 = 0. 


Solution : On remarque que <>) est une racine septieme de 1’ unite. 

1. On remarque que w = w 6 , w 2 = u 5 et m 4 = a) 3 . II est done clair que Y = X. Par ailleurs, comme ^2, ^ e [0, tt] , 
on a : sin^ > o et sin 4? > 0. De plus |sin^| = sin 5 < sin ^ car sin est croissante sur [d, j ] . Done ImX = 
sin ^ + sin ^ + sin ^ > 0. 


2 . 


On applique le cours : 1 + co + u 2 + u 3 + w 4 + w 5 + w 6 = 
ailleurs 


L — UJ 7 

= 0 car or = 1. II vient alors queX + Y — -1 .Par 

l-O) 


XY — (1)4 + (T) 3 + (Jt ) 3 + 3(r) 2 + (A ) 3 + (A ) 3 + (A ) 33 — (A ) 4 + (A ) 3 + (A ) 3 + 3 + (A) + (A ) 2 + (A ) 3 — 2. 


En utilisant les relations entre les coefficients et les racines d'un trindme du second degre, on obtient que X et Y 
sont racines du trinome X 2 +X+ 2. On en deduit que, comme ImX >0 ,X= -j + i*j- et que Y — - 1 - i . 
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3. Remarquons que Re (or) = Re (or). Done : 


ReX = Re (w + or + er ) 

= Re(o) + a) 2 + w 3 ) 

2tt 2tt 

= cos — +cos2 — + cos3 


271 


2tt 


, 2tt 


. 2tt 


2tt 


cos — +2 cos l + 4cos 3 cos — 

7 7 7 7 

q 2 ti o 2tt 2tt 

4 cos — I- 2 cos 2 cos 1 


4. Comme Re(X) = -1/2, l’egalite precedente devient : 

1 


— -4 cos 1- 2 cos 2 cos 1 

2 7 7 7 


Soit : 


8cos h 4cos 4cos 1 = 0 

7 7 7 

et on prouve que cos est une racine du polyndme. 


1.11.3 Application a la trigonometric 

Exercice 1.21 O 

Pour x e 1, lineariser les expressions suivantes : 

1. sin 2 x 3. sin 4 x 5. cos x sin 2 x 

2. cos 4 x 4. sin 5 x. 6. cos 2 x sin 2 x 


7. cos a cosb 

8. cos a cos cos c 


Solution : 

1. Parla trigonometric : sin 2 x = (1 — cos(2x)) 12 

2. On utilise les formules d’Euler et la formule du binome : 

e lx + e~ 


= — I e Ux + 4e i2x + 6 + 4e“ ZIX + e 

16 l 


— 2 ix . -Aix\ 



5. On calcule 


AX , -IX | I IX 


)(« 


_4 -a* /* - 

2 3 l 


— (cos(3x) - cos(x)) 
4 


6. De meme : cos 2 xsin 2 x = 


- (- cos(4x) + 1) 


- (cos [a-b) + cos (a + b)) 


7. Par la trigonometric ou en utilisant les formules d ’Euler : cos a cos b - 

8. On utilise les for mules d’Euler : 

cos a cos 1? cos c = - (cos [a—b— c) + cos {a-b + c) + cos(a+ b—c) + cos(a+ b+ c)) 
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Exercice 1.22 

Pour tout x e K, transformer : 

1. cos(3x) en un polyndme en cosx. 

2. sin(3x) en un polyndme en sinx. 

3. cos(4x) en un polynome en cosx. 


Solution : 

1. D’apres la formule de Moivre et la formule du binome : 

cos(3x) + i sin(3x) = (cosx+ i sinx) 3 

= cos 3 x + 3/ sinxcos 2 x- 3cosxsin 2 x- i sin 3 x 

et il vient en identifiant les parties reelles et imaginaires : cos(3x) = cos 3 x - 3 cos xsin 2 x mais sin 2 x = 1 - cos 2 x 
done cos3x = 4 cos 3 x- 3 cosx 


2. 11 vient aussi sin(3x) = 3 sin xcos 2 x - sin 3 x. Comme cos 2 x = 1 - sin 2 x, on obtient : 

3. On procede de me me que dans la premiere question et on trouve 


sin(3x) = 3sinx-4sin x 


cos(4x) = 8cos x - 8cos x + 1 


Exercice 1.23 V Equations trigonometriques 

Resoudre dans F ensemble des nombres reels les equations trigonometriques suivantes . 


1. cos(2x) + cos(x) = 0 

2. sinxcosx=l/4 

3. tan(3x- |) = tan(x+ ^P) 

4. cosx- \/3sinx = 1 


5. cos(2x- |) = sin(x+ 

6. sinx- 1/ sinx = 3/2. 

7. sinx+sin3x = 0 

8. 3 cosx- \/3 sinx = \/6 


Solution : 

1 . cos( 2 x) + cos(x) = 0 •«=> cos( 2 x) = -cos(x) -£= 3 - cos( 2 x) = cos(x+ti) 2 x = x+tt [ 2 ti] ou 2 x = — x — 

TT [2 71] X — 71 [2tt] OU X = — I [x]- 

2. D’apres les formules de trigonometric, cos xsin x = sin(2x) 12 done cos xsin x =1/4 <=> sin(2x) = 1/2 <==> 2x = 
71/6 [2ti] ou2x = tt-71/6 [2tt] <=> x = ti/12 [tt] ou x = 5ti/12 [tt] . 

3. tan(3x- |) = tan(x+ <s> 3x- ^ = x+ [tt]<=^ 2 x = tt [tt]<=^>x = 0 [^]. 

4. cosx - \/3sinx = 1 <=> | cosx - & sinx = | <=> cos ^ cosx - sin | sinx = cos^ <=> cos(| + x) = cos| <=^> 
^ + x=| [ 2 tt] ou ^ + x = -^ [ 2 tt]<=^>x =0 [ 2 tt] ou x=— ^ [ 2 tt] 

5. cos( 2 x- |) = sin(x+ ^2) <s=> cos( 2 x- = cos(| - [x+ ^)) <=> cos(2x- |) = cos(-x— |) <=> 2x - ^ = 
-x- | [ 2 tt] ou 2 x- ^ = x+ | [ 2 tt] <^=^> x= 4L [^ 1 ] ou x= [ 2 ti] 

6. On suppose que x^O [tt] On a : sinx - 1/ sinx = 3/2 <=> sin 2 x- 1 = 3/2 sinx <=> sin 2 x- 3/2 sinx - 1 = 0 .On 
effectue le changement de variable X = sinx et on cherche les racines du trinome X 2 - 3/2X- 1 = 0. On trouve 2 
et -1/2. Seule la deuxieme racine amene des solutions pour notre equation. On resout alors sinx = -1/2 et on 
trouve x = - 71/6 [2tt] et x- tt/6 + tt [2tt] = 7tt/6 [2tt] . 

7. Cette equation se traite comme la premiere. On trouve x = 0 [ | ] 

8. On multiplie les deux membres de P equation par et on effectue alors des calculs similaires a ceux de la 

troisieme. On trouve x= 4L [2tt] ou x— — [2tt] . 

Exercice 1.24 W Equations trigonometriques 

Resoudre les equations trigonometriques suivantes : 

1. cos(2x) + cos(x) = -1 2. cos 4 x + sin 4 x = 1 3. cosx+cos2x + cos3x = -1 


Solution : 

1 . On utilise les formules de duplication : cos(2x) + cos(x) = - 1 2 cos 2 x - 1 + cos x = - 1 <=> cos x (2 cos x + 1) = 

0 cos x = 0 ou cos x = - \ <=> x = | [tt] ou x = (tt + [2tt] = 4^ [2tt] oux=-j [2tt] . 
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2. On utilise les linearisations effectuees dans l’exercice 1.21 et on obtient : cos 4 x+ sin 4 x = 1 cos(4x) = 1 <=> 
4x = 0 [2n] x- 0 [tt/2] . 

3. On utilise les calculs de 1 ’exercice 1 .22. On sait que cos(2x) = cos 2 x - 1 et que cos(3x) = 4 cos 3 x - 3 cos x, done 
cosx+ cos2x+ cos3x = -1 <=> 2 cos 3 x+ cos 2 x- cosx = 0 <=> cosx(2cos 2 x + cosx- l) = 0. Afin de resoudre 
2 cos 2 x+ cosx - 1 = 0, on pose X = cosx et on cherche les racines de 2X 2 +X - 1 = 0 qui sont 1/2 et -1. Done 
2cos 2 x+ cosx- 1 = 0 si et seulement si cosx = 1/2 x = +tt/3 [2tt] ou cosx = -1 x = it [2tt] . Finalement 
les solutions de l’equation initiale sont : x = nl 2 [jt], x = ±ti/3 [2ti] et x- tt [2tt] . 


Exercice 1.25 V 

Soient nENet0ER\ 2 ttZ. 

1. Montrer que : 


2. En deduire : 


3. En deduire : 


(«+l)9 


L< 

k = 0 


1 = e 2 


n 


Y COS(fc0) 
k = 0 


n 

et ^sin(fc0). 

k = 0 


n 

Y fcsinA;0. 
k = o 


Solution : 

1. Comme 0 e R \ 2ttZ, e ,f) / 1 et en reconnaissant la somme des n+ 1 premiers termes d’une suite geometrique de 
raison e !0 , on a : 


, „„ , [»+l)B ; t«+l)9 (n+l)8 

" fce_ v- f ie) k _ l-e (n+1)e _ e‘^~ 


k = 0 fc=0 


1 _ piQ ; 0 ,• 0 .• 0 

1 e e i ? e~ l ?-e l ? 


in % Sln 

e 2 


(n+l)9 


2. Par ailleurs : 


Y cos (fcQ) - Re ^ 


Y sin(A:0) = Im Y 


cos(/ 

sinliiUi! 

sinf 


sin K, 

sin^ 

sinf 


3. Pour la derniere somme, il suffit de deriver l’egalite XjL o cos(A;0) = cos ynjj 0 

rapport a 0. On trouve alors 


(w+l)9 ■ (2«+l)9 . 

n \ Olll n olll n I 

2 - 2 - par 


sin | 2 sin | 2 


Y fcsin kQ ■ 


1 [2n + 1) cos (2n f 1)9 sin | - sin ( 2n +P d cos f 


Exercice 1.26 

On pose 

A = sin(^) B = cos(y^) C = tan(£) 

1 . En utilisant la trigonometrie, montrer que A verifie une equation du second degre. 

2. Exprimer A , B , C en utilisant des racines carrees. 


Solution : 

1. Pour tout x e R, on a la formule cos(2x) = l-2sin 2 x. Appliquee ax- tt / 12, il vient que sin 2 (7i/12) = 
(1 - cos(jt/6)) 12. Done sin(7i/12) est une solution deX 2 - (2 - \/3) 14-0. 
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2. On resout cette equation. Ses deux solutions sont X = + .. v/ ' 2 . Comme sin(Tt/12) > 0, il est clair que 


sin(7r/12) = 


V2-V3 


Pour calculer cos (tt/12), on utilise alors la formule fondamentale de la trigonometric et 


le fait que ce cosinus estpositif. On trouve 


cos(ji/12) = y 1 - sirr (tt/ 12) = y 1 - 
Enfin, d’apres la definition de la fonction tangente, il vient que : 


/l- 2 -' 73 . 

\/2 + v/3 

V 4 

2 


tan (tt/12) = 


sin (tt/ 12) 
cos (tt/12) 


2-\/3 


2 + i/3 


Exercice 1.27 r \/<? 

Calculer la somme 


S=£ cos 2 
k= 1 


o l + cos2x 

Solution : Pour tout x e 1, cos x et done, d’apres les formules d’Euler : 


S=I>s 2 ^= Wl + < 


kn 1 

k = 1 9 2 k= 1 ' 

la derniere egalite etant consequence du fait que 


'l 1 

4 

/ 2ikn 

2ikn \ 

= 2+ - 
i 4 

L 

fc=i 

\e 9 

+ £ 9 


1 * 1 , 2ikn 
2 +- > e 9 

4 ifei 


i2tt /2x8xjt ;2x2xtt *’2x7ti _/2x3xtt i2x6jt /2x4xji /2x5xti 

e “5” s s = e 5 , e ^ =e ^ et e 9 = e 9 


(Placer les racines neuviemes de l’unite sur un dessin !). On trouve alors par application du cours : 


7 1 2ikn 

S,- + -y g -r, 

4 4fc'„ 


Exercice 1.28 W 

Pour tout x e K, calculer les sommes suivantes : 


1 ■ St=IL 


cos kx 


2. S 2 =I^ 0 fc sin kx 


cosfcx 

3. S 3 =Zi- n t— (avec x^nll [it]). 

^ u rnc K v 


4. S 4 = Zfc- 0 Sm f * (avec x ^ tt/2 [tt]). 
cos*- x 
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car on a recoil nu une somme geometrique de raison . Or cette quantite est egale a 1 si et seulement si 

cosx 

x — 0 [tt] . Si x / 0 [tt] alors 


1 - 


/ ix \ ^ 

/ e ix \ 

(cosxj 1 cos n+1 x- e l{ ^ n+Y)x 1 (cos n+1 x- e z(zz+1)x ) (cosx- e _z *) 


e LX cos”x cosx — e lx 
cosx 

1 (cos^x- e z(zz+1)x ) (cosx- e _zx ) 


cos^x cos 2 x-cosx(e** + e~ lx ) + 1 


rns" r vV 


sin xcos' l x 


cos x—e 


sin x cos” x 


(sin(« + 1 ) x+ i (cos ” +1 x— cos [n + 1 ) x)) 


Comme S 3 = Re (S'), il vient que S 3 = rc + 1 si x = 0 [tt] et que 


S 3 = 


sin (n + 1 ) x 


sinxcos" x 


4. De meme S 4 = Im (S') =0 si x- 0 [tt] et 


S 4 = 


cos ” +1 x - cos (n+ 1 ) x 


sinxcos" x 


Exercice 1.29 r \/<? 

Yl— 1 

Calculer V n e N*, V (-l) p cos” (— ). 

p= 0 K n ' 


Solution : On a 




p = 0 


rpTti 't , 1 „(e i P Rln + e- l P nln \ n "z , 1 

- =X>D P 


p = 0 
72-1 


p = 0 Z 


= £ (1 + e~ 2ipnln Y - 4 1 1 + e~ 2ipnln ^' 


v 72 1 

072 1 J ~ 9 

p = 0 z z 

^ 72-1 72 


j££[“k 2 "’“” = ^I " £«- 2 "’“” 

p=Ok=o\ K l z i:=OV ,C /P=0 


Or^e 2l P knln - 0 pour k-l,2,...,n-l. Restent k-0 et k - n pour lesquels ^ e 2l P knhl - n . 
Done "f (- 11 ? cos” (=) = -L („(") + „( j) = ZL., 


1.11.4 Application des nombres complexes a la geometrie 

Exercice 1.30 V 

Sot z un nombre complexe non nul. Placer sur un dessin les points d’ affixes respectives 

1. z, -z, ~z et -z. 

2. z, 2 z, iz, iz et z+ 1 + i et \/ 2 (l + i) z. 

3. z, z~\ z et z 3 si |z| = 1. 


Solution : Pour tout 1 ’exercice, on appelle M le point d’affixe z. 
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1 . On utilise que z est deduit de z par la symetrie d ’axe 
les abscisses et que -z est deduit de z par la symetrie 
de centre O. 


2. Multiplier z par un reel non nul k revient a ap- 
pliquer au point M l’homothetie de centre O et 
de rapport k. Multiplier z par i revient a appli- 
quer a M la rotation de centre O et d’angle jt/2. 
Ajouter au complexe z un complexe zq revient 
a appliquer a M une translation de vecteur d’af- 
fixe zq. Comme \/2(l + i) = 2e lltl4 , multiplier z 
par \fl (1 + i) z revient a appliquer a z la simil- 
itude de centre O, de rapport 2 et d’angle tt/4. 




V2(l +i)z 

2z 


z + l + i 


1 

O 



% 


3. Si ze!J alors d’apres le cours, z _1 - z. Par ailleurs, 
z = e ld oit 0 est un argument de z. Done z 1 2 3 = e 3,e et 
on peut alors placer le point d ’affixe z 3 . 



Exercice 1.31 O 

Determiner et representer les ensembles de nombres complexes : 


1. Ei = {z e C | z = z}. 

2. E 2 = {z E C | |z| =£ 4}. 

3. E 3 = {z e C | |z-l| = |z+l|}. 


4. E 4 = {zeC| |z- 1 + 2 i | = 1}. 

5. Es = {zeC| Imz = -1( 

6. E6 = {z e C | arg(z) = tt/4 [ji]} 


7. E7 = {z e C | arg(z) = jt/3 [2tt]}. 

8. Es = {z e C | arg(z- 1) = jt/6 [tt]} 

9. Eg = {zeC I arg(z- 1 + 2/) = tt/2 [2tt]} 


Solution : Dans toute la solution, on appelle M le point d’ affixe z. 

1. Un complexe est egale a son conjugue si et seulement si il est reel done Ei = K. 

2. On applique le cours : E 2 est le disque ferme de centre 0 et de rayon 4. 

3. Si A est le point d’ affixe -1 et B celui d’ affixe -1 alors |z — 1 1 = |z+ 1| si et seulement si d (M, A) = d (M,B). Done 
M est un point de la mediatrice du segment [A,B] , e’est a dire de l’axe imaginaire, done E 2 = iU. 

4. D’apres le cours E 3 est le cercle de centre le point d’ affixe 1 - 2 i et de rayon 1. 

5. L’ ensemble E 5 est constitue de la droite passant par le point d ’affixe - i et paralle le a 1 ’axe reel. 

6. L’ ensemble E 6 est la bissectrice principale. 

7. L’ ensemble E7 est la demi-droite d’extremite l’origine et formant un angle de tt/3 a vec 1’ axe des abscisses. 

8. L’ ensemble Es est 1’ image par la translation de vecteur i de la droite passant par l’origine et le point d’ affixe 
(\/3+ i) 12 angle de 71 / 3 avec l’axe des abscisses. 

9. En fin 1’ ensemble Eg est 1’ image par la translation de vecteur It (1 - 2 i) de la demi droite [Oy). 
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Exercice 1.32 O 

Soient A(l + i) etB(4 + 3/). 

1 . Trouver 1 ’affixe du point C pour que le triangle ABC soit equilateral direct. 

2. Trouver T affixe des points D et E pour que le quadrilatere ABDE soit un carre direct. 


Solution : 

1. Le triangle ABC est equilateral direct si et seulement si C est deduit de B par une rotation de centre A 

avoir Zq = e' ir/:! (zb - z,\) + z,\ . Apres calcul, on trouve que T affixe de C est 

Reciproquement, on verifie que ce point convient. 

2. Le quadrilatere ABDE est un carre direct si et seulement si on a en meme temps : 

- le point D est Vintage de A par une rotation d’ angle — jt/2 et de centre B. 

- le point E est l’image de B par une rotation d’ angle ji/2 et de centre A. 

On trouve alors zd = — i (za - zb) + zb c’est-a-dire I zd — 2 + 6/ 1 et ze - i (zb - za) + za c’est-a-dire | ze = 3 - 2/ |. 
On verifie reciproquement que ces deux points conviennent. 


et d angle Pi 13 done on doit 
z c = 5/2 - \/3 + [2 + 3/2v / 3) i 


Exercice 1.33 O 

Calculerla longueur d’un cote d’un poly gone regulier a n sommets inscrit dans le cercle unite. 


Solution : On calcule pour cela : 


2 ITT 


|l-e n | = 


| in ( in in \ | 

7T 

e n e n - e n \\ = 

2 sin - 

IV ) 1 

n 


Exercice 1.34 O 

Soit ABC un triangle direct. On construit a l’exterieur de ce triangle les triangles ARC et BSC isoceles et rectangles 
respectivement en R et S. Si T est le milieu de [AB] , montrer que RST est rectangle et isocele en T. 



Solution : Quitte a effectuer une translation, une rotation et une homothetie, on peut supposer que T affixe de T est 0, 
celle de A est - 1 et celle de B, 1. On note c, r, s les affixes respectives de C, R et S. Comme ARC est isocele et rectangle 
en R, C est deduit de A par une rotation de centre C et d’ angle jt/2. Done c-r = i (-1 - r). De meme, B est deduit de S 
par une rotation de centre S et d’ angle tt/2, done 1 -s - i[c- s). On deduit de ces deux relations que 

c+i - 1 + ic 


II est alors clair que is — r done R est l’image de S par une rotation de centre T et d’angle jt/2. Autrement dit, RST est 
rectangle et isocele en T. 


Exercice 1.35 00 

Trouver tous les nombres complexes tel que les points M, N, P d’ affixes respectives z, z 2 et z 4 sont alignes. 


Solution : II est clair que z - 0 et z - 1 sont solutions du probleme. On suppose dans la suite que z / 0 et z / 1. 

On utilise la condition d’alignement de trois points dans le plan complexes et on trouve que M, N, P sont alignes si et 
seulement si (z 4 - z 2 ) / (z - z 2 ) e IR (Remarquons que z - z 2 / 0 car z est different de 0 et 1), c ’est-a-dire si et seulement 
si il existe ael tel que -z (z + 1) = a. Resolvons 1 ’equation z 2 + z + a = 0 pour a e K. Son discriminant est A - 1 - 4a. 
Si AsO, e’est a dire si a ^ 1/4, alors z — -l/2±\/l/4-a. Si A < 0, e’est a dire si a > 1/4, alors z — -1/2+ «V-l/4 + a. 
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En rouge : 


] -oo,l/4] 


-112- VuT- 


- En bleu gi : 

- En rouge g 2 



[1/4, +oo] 


V-l/4 + a 


Done, en faisant varier a, si as 1/4, on voit que tous les reels sont solutions de P equation. Si a > 1/4, alors tous les 
complexes de la forme -1/2+ ai avec a e R* sont solutions de V equation. On en deduit le lieu recherche : M, N, P 
sont alignes si et seulement si M est sur la droite reelle ou alors sur la droite passant par (-1/2, 0) et parallele a 1 ’axe 
imaginaire. 


Exercice 1.36 0 Construction a la regie et au compas du pentagone regulier 

1. (a) i. Resoudre dans C V equation z 5 - 1 (*). 

ii. Posonsw = cos(^) + / sin(^). Montrer que V ensemble solution de l’equation (*) est : {l, to, to 2 , to 3 , oj 4 } . 

iii. Representer { 1, a), o) 2 , or 3 , 0 ) 4 J dans le plan complexe. 

iv. Calculer : 1 + a) + to 2 + to 3 + io 4 . 

(b) On pose a = a) + a ) 4 et p = a ) 2 + w 3 . 

i. Deduire de 1 (a)iv que a et |3 sont solutions de Z 2 + Z - 1 = 0 (**). 

ii. Exprimer alors a en fonction de cos (+2-J et (3 en fonction de cos (4p) 

(c) Resoudre 1’ equation (* *) et en deduire une valeur exacte de cos(=?). 

2. (a) On designe par Ao, Ai, A 2 , A 3 et A 4 les points d’affixe respective 1, 0 ), ( 1 ) 2 , or 3 et (o 4 . 

i. Par quelle transformation simple passe-t-on de Ao a Ai ? puis de Ai a A 2 ? Generaliser ce resultat. 

ii. Quelle est 1 ’abscisse du point H intersection de la droite (A 1 A 4 ) avec 1 ’axe des abscisses ? 

(b) Soit le cercle de centre Q d’affixe et passant par le point B d’affixe i. On designe par M et N les 
points ou 'C rencontre V axe des abscisses, M ay ant une abscisse positive. 

i. Prouver que M a pour affixe a et que N a pour abscisse (3. 

ii. Prouver que H est le milieu de [OM]. 

iii. Deduire de ce qui precede la construction a la regie et au compas d’un pentagone dont on commit 
le centre O et un sommet Ao- Effectuer cette construction en se plagant dans un repere orthonormal 
direct (0,T,"7) avec T = OAo. 

Solution : 

r 2ikn 

1. (a) i. Les solutions dans € de l’equation z - 1 sont les 5 racines cinquiemes de 1’ unite : e 5 , k e [0,4 [J . 

. 2tt \ . 2tt a 2 nr 2 ]ln , 

ii. 11 est clair que tn - cos[^-j + - e 5 . II est aussi clair que, pour tout 1c e [ 0 , 4], e 5 = 

iii. Voir 1.10 page 34. 

iv. On reconnait une somme geometrique de raison 0 ) done : 1 + w + <n 2 + w 3 + <n 4 = (l - w 5 ) / (1 - w) mais 
comme <n 5 = 1 , il vient : 1 + w + <n 2 + w 3 + w 4 = 0 . 

(b) Posons a = « + a ) 4 et (3 = w 2 + a) 3 . 

2 in . 8ztt _2ztt . ? 4z'jt „ Gin 

i. Ona:<r> = e 5 eta ) 4 = e _ S _ =e 5 . II est alors clair que w = <rr . De meme, (n 2 = e 5 eta ) 3 = e _ S _ 



//. On a a 2 + a - 1 = (a) + 0 ) 4 )“ + (a> + w 4 ) - 1 = to 2 + 2 a > 5 + co 8 + co + co 4 — 1 — co 2 + 2 + co 3 + co + oj 4 — 1 = 
1 + a) + a ) 2 + a ) 3 + a ) 4 = 0. Done a est solution de Z 2 + Z - 1 = 0. On fait de meme pour p. 
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2. 


iii. On a a = u> + w 4 = to + w = 2 cos ^P et p = w 2 + a) 3 = w 2 + w 2 = 2 cos (^P) 

(c) Lesracines de Z 2 + Z- 1 sont (-1 - \/5) /2 et (-1 + \/5) /2. Comme ^P e ] 0, tt/2[ etque e ] tt/2, tt [, il vient : 

cos t? = (- 1 + \/5) / 4 et cos ^P = (- 1 - \/5) /4. 

(a) i. On passe de Ao a Ai, puis de Ai a A2, puis de A, a A,-+| par une rotation de centre O etd’ angle 2tt/5. 
ii. L’abscisse du point H intersection de la droite (Ai A4) est 1 ’abscisse de A 1 qui vaut cos ^P = (- 1 + \/5) / 4. 

(b) i. Par application du theoreme de Pythagore dans le triangle QOJ, on obtient que le rayon du cercle est 

V5I2. Done l’affixe de M est -1/2+ \/5/2 = a et l’affixe de N est -1/2- y/5/2 = p 

ii. L’ affixe du milieu de [OM] est (0 + a) 12 = (- 1 + v / 5)/4 ce qui correspond it t’affixe de II.. 

iii. Pour construire 1 in pentagone regulier a la regie et au compas, on commence par tracer le cercle unite 

de centre O et passant par Aq. On place ensuite le point B d’ affixe i et le point Q d’ affixe -1/2. On 
trace le et le milieu Q passant par B ce qui nous permet de construire les points M et N. On leve les 
perpendiculaires a l’axe des abscisses passant par M et N. Ces perpendiculaires intersectent le cercle 
unite en les points Ai, A2, A3 et A4. 


Exerdce 1.37 W Propriety de l’angle au centre 

Dans le plan muni d’un repere orthonormal direct (O.T ,~j), on considere un cercle de centre D, de rayon R > 0 et 
trois points A, B, M e . Prouver la propriety de Vangle au centre : 


DA, QB j = 2 |mA, Mb| [2jt] 


Solution : Quitte a effectuer une translation, on peut supposer que D.-0. En effectuant une homothetie de centre O et 
de rapport 1 /R, on peut supposer que R = 1 et grace a une rotation, on peut se ramener au cas ou M est le point d ’affixe 

1. Ces transformations n ’affecteront par le resultat car elles conservent les angles orientes. On note a, b, m les affixes 
respectives des points A, B, M. On sait que \ a\ — \ b\ = 1 et que m = 1. Soit a, p e 1R des arguments pour a et b. On sait que 

|oA, OB j = arg ^ = arg e p_a = p - a [2n] 


et que 


(mA,MB| = arg- 


b— 1 


arg- 


- 1 

? ia - 1 


arg- 


2 ) ,P- a p-ct 


[7t] 


par factorisation par les angles moities. L’ argument n’est connu qu’a jt pres car on ne connait pas le signe de 


sin 2 /sin (2). On en deduit que 2 MA,MB =p-a [2n] = OA,OB et la propriete de l’angle au centre est prouvee. 




Exerdce 1.38 W 

Soit zEll\il}. Montrer que : 

z+ 1 

e iU. 

z- 1 

On pourra prouver cette propriete par trois methodes differentes : 

1 . Une methode algebrique utilisant les proprietes du groupe U. 

2. Une methode utilisant la factorisation par 1 ’angle moitie. 

3. Une methode geometrique. 
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Methode geometrique : 


si A est le point du plan complexe d’affixe z, B celui d’affixe 1 et C celui d’affixe -1, ABC est 


un triangle inscrit dans le cercle unite et BC est un diametre de ce cercle. Par application du theoreme de la mediane, 
ABC est done rectangle en A et arg I I = | [tt] . On en deduit que est un imaginaire pur. 


Exercice 1.39 W 

Determiner les points M du plan d’affixe z tels que . 


1 . 


z+ 1 


z- 1 
z+ 1 

2. e iff 

z- 1 


3. 


I z+ 11 
| z- 1 1 


Solution : Soit ze€ \ {1}. Supposons que M est le point du plan complexe d’affixe z, A est celui d’affixe 1 et B est 

celui d’affixe -1. On a : MA= |z- 1|, MB = |z+ 1| et |mB,Ma| = arg(|jjjy). 
z+ 1 

1. Supposons que : e R. Alors soit ce quotient est nul, dans quel cas M = B, soit 

points A, B, M sont alignes. La reciproque est evidente. Par consequent : {z e C | |^y eR} = | R \ {1} | . 

2. Supposons que : e iU. Alors : |mB,Ma| e | [tt], Le triangle MBC est done rectangle en A et d’apres le 

theoreme de la mediane, M est un point de cercle de diametre [ A,B], e’e st-a-dire un point du cercle unite different 
de A. La reciproque est immediate. Done : {z e C | E iR} = | HJ \ {1} | . 

3. Supposons enfin que ;| | = 1. Alors : \z- 1| = |z+ 1| , ce qui s’ecrit aussi : AM = BM. Done M est un point 
de la mediatrice du segment [A,B] qui est l’axe imaginaire. Par consequent : z e t'R. La reciproque est triviale et 
{zeC| |f±i| = l} = QR]. 


MB,MA =0 [tt] et done les 


Exercice 1.40 W Une caracterisation des triangles equilateraux 

Soient A, B et C trois points du plan complexe d’ affixes respectives a, b et c. Montrer 1’ equivalence des assertions 
suivantes : 

1. ABC est un triangle equilateral. 

2. j ou j 2 est racine du polynome P = aX 2 + bX+ c. 


Solution : Rappelons que comme j est une racine troisieme de L unite, on a : j 3 = 1 et 1 + j + j 2 - 0. De plus, 

e m ' 3 = e ~ ln e 4lnl3 - -j 2 et e~ lnl3 - - _y_ Q n a j a S grie d’ equivalences : 


ABC est equilateral 

<=> 

B est Fimage de A par la rotation de centre C et d’angle +ti/3 

•^=> 

b — c - e lixl3 [a- c) ou b-c- e~ lltl3 [a-c) 

•^=> 

b-c--j 2 {a-c) ou b-c--j{a-c) 

^=> 

j 2 a+ b- (l + j 2 ) c — 0 ou ja+ b- (l + j) c — 0 

<=> 

j 2 a+b + jc-0 ou ja+b + j 2 c-0 

<=> 

cij 4 + bj 2 + c — 0 ou aj 2 + bj + c- 0 

<=^>- 

j 2 est une racine de P ou j est une racine de P 


Exercice 1.41 W 

Dans le plan muni d’un repere orthonorme direct ,~f), on considere un cercle de centre O sur lequel on place, 
dans le sens trigonometrique direct, 6 points distincts A,B,C,D,E et F de faqon a ce que les triangles OAB, OCD et 
OEF soient equilateraux. On note M,N et P les milieux respeedfs de [BC], [DE] et [FA]. On veut montrer que MNP est 
equilateral. 

1. Effectuer un dessin a la regie et au compas. 

2. On note z, z! et z" les affixes respectives de A,C et E. Donner les affixes zb, zd et zy des points B, D et F en 
fonction de z, z' et z" . 

3. Donner les affixes zm, -Zn et zp des points M,N et P en fonction de z, z' et z". 

4. Conclure ( on pourra utiliser 1 ’exercice 1 .40). 
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Solution : 

1 . 

2. Le triangle OAB est equilateral. Par consequent. 


zb = e 1 ^ z 


De meme, on montre que 


1 I 

zq = e 3 z 


z F = e' '3 z" 


3. Comme M est le milieu de [BC], zm = 


_ z B +zc _ 


De meme, on montre que : zn = 


et que 


e‘?z" 4 


4. On utilise le critere prouve dans l’exercice 1.40. Pour montrer que MNP est equilateral, il suffit de montrer que 
zm + jzN + j 2 z P = 0. On a : 


ClM + jZN + j 2 Zp = - \e l 3 z + z 1 + j le 1 3 z' + z"\ + j 2 


[e 3 + j ]z+\l + je 3]z +\j + j e 3 z 


V 


mais 

• j 2 = - (l + j) = -e l 3 done a - 0. 

• je l % = j (1 + j ) =j + j 2 = - 1 done p = 0. 

• j 2 e^ = 7 2 (1 + 7') = 7' 2 + 1 = -7 done y = 0. 
ce qui prouve le resultat. 


Exercice 1.42 W Formule de Heron 

C 



Soit I le centre du cercle inscrit au triangle ABC. Les longueurs des cotes sont a-y + z, b-z + xetc-x + y. On 
a ppelle s le demi-perimetre x + y+ z. Les angles en I verifient a + p + y = tt. 

1. Demontrer que r+ix- ue m . 

2. Calculer (r+ ix){r + iy){r+ iz). 

3. En prenant les parties imaginaires, demontrer que xyz = r 2 (x+ y+ z). 


4. En deduire que r = 


(s- n)(s— b){s- c) 
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5. Demontrer que l’aire du triangle ABC va ut 
r & rb rc 

stf — — + — + — = \A(s - a] (s - b) (s - c] (Formule de Heron) 


Solution : 

1. Dans le triangle AIH rectangle enH, r - u cos a et x — itsina, d’ou r+ix- u{ cosa+ i sin a) = ue m . 

2. (r+ tx)(r + iy){r+ iz ) = ue m ve l $ we l Y - uvwe‘^ a+ ^ + ^ — uvwe ln = -uvw. 

3. En prenantles parties imaginaires, on a 0 = r 2 z+ r 2 y+ r 2 x- xyz, d’ou leresultat. 

4. On en deduit r 2 s = xyz. Or s - x+ (y+ z) - x+ a d’ou x - s- a. Done xyz = (s- a)(s- b)(s - c) et done 

2 (s-a)(s- b)(s-c] , . ^ 

r = , d ou leresultat. 

s 

ra rb rc 

5. L’aire du triangle ABC egalel’aire de BIC + celle de CIA + celle de AIB a savoir — + — + 


ra rb rc r Us- a)[s- b){s- c) 

Done sa = — + — + — = ~(a+ b+ c) — rs = sy = v s(s- a){s- b)(s— c). 


1.11.5 Transformations du plan complexe 

Exercice 1.43 O 

Identifier les transformations complexes suivantes : 

5. fs : Z 1 -* —z + 2— i. 

6. f 6 :z~z. 

7. fj : z 1 -*- (1 + i) z+ i. 

8. /8 : z 1 — • (l + iV3) z+ 1. 


1. fi : z '->• z+ 1 + i. 

2. f 2 :z~ e iltl6 z. 

3. f 3 :z~e inl3 z+ 1 . 

4 . /4 : z <-> 2z+ 1 - i. 


Solution : 

1. La transformation f\ est la translation de vecteur d’affixe 1 + i. 

2. La transformation f 2 est la rotation d’ angle ji/ 3 et de centre O. 

3. La transformation f 3 est une rotation. Son centre est le point d’affixe solution de V equation f ( z ) = z, e’est a dire 
z = (1 + i \/3) 12. L’ angle de la rotation est it 13. 

4. La transformation f\ est une homothetie de rapport 2. Pour trouverson centre, on resout V equation f (z) — z et on 
trouve z = —1 + i. 

5. La transformation fs est une homothetie de rapport - 1 et de centre 1 + i/2. 

6. La transformation est la symetrie d’axe (Ox). 

7. Comme 1 + i - v / 2 e' n/4 j ja transformation f 2 est la composee de 1 ’homothetie de rapport v2 et de centre - 1 avec 
la rotation d’ angle tt/4 et de meme centre. 

8. Comme 1 + tV 3 = 2e lnl3 , la transformation fy est la composee de l’homothetie de rapport 2 et de centre t\/3/3 
avec la rotation d’ angle it 13 et de meme centre, tt/4 et de meme centre. 


Exercice 1.44 O 

Donnerles applications qui represente dans le plan complexe les transformations suivantes : 

1. La translation de vecteur d’affixe -2+ i. 

2. La symetrie de centre i. 

3. La rotation d’ angle tt/6 et de centre 1. 

4. L’homothetie de rapport 3 et de centre 1 + 2 i. 

5. La similitude de rapport 2, d’ angle it 13 et de centre 1 + i. 


Solution : 

1. z z - 2 + i 

2. On peut voir la symetrie de centre O comme 1’ homothetie de centre i et de rapport — 1. Une telle transformation 
est representee par f : z^> -z + b ou be C. Pour trouver b, on utilise que f (i) = i et on trouve que b-2i. 
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3. La transformation est representee par une application de la forme : f: z^ e lnl6 z + b ou be C. Pour trouverb, on 
utilise que /(l) = 1 et on trouve b — -\/(3)/2 + 1 - il 2. 

4. La transformation est representee par une application de la forme : f : z <-*■ 3z + b oil b e C. Pour trouver b, on 
utilise que / (1 + 2/) = 1 et on trouve b = -2 - 4i. 

5. La transformation est representee par une application de la forme : f : z >-► 2 e ,7t/3 z + b oil b e C. En utilisant la 
meme demarche que precedemment, on trouve que b — \/3 (1 - /). 


Exercice 1.45 

On considere : 

- le point O du plan complexe d'affixe 1 + 2 i 

- l’homothetie h de centre Q et de rapport 2. 

- la rotation r de centre Q et d’ angle tt/4. 

- la transformation du plan complexe s-roh. 
Donner V ecriture complexe de s. 


Solution : La transformation s est une similitude de centre Q, d’angle nl 4 et de rapport 2. Pour tout z e <C, on 

a done s ( z) — 2 e' 7t/4 z + b = \/2(l + i)z + b ou b est un complexe a determiner. Comme s(l+2i) = 1 + 2 i, il vient : 

b=l + V2+i{2- 3\/2). Done 


s:z—v / 2(l + i)z+l + \/2+/(2-3\/2j 


Exercice 1.46 O 

Etudierla similitude s qui envoie le point A d’affixe i surle point A' d’affixe 1 + \/3/2+ i/2 etle point B d’affixe 1 + i 
surle pointB' d’affixe l + 3\/3 + 2 i. 


Solution : Comme s est une similitude, il existe a, be C tels que, pour tout zeC, on a : s{z) - az+ b. De s (A) = A' et 
s (B) = B', on tire le systeme : 

j ni + b — 1 + \/3 / 2 + i 12 

| a (1 + /) + b — 1 + 3\/3 + 2 i 

On en deduit que a-3/2[l- i\f. 3) = 3e~ lnl3 et que b- 1/2 (-1 + 3-s/3 + i (l + 3\/3)). En resol vant P equation s(z) = z, 
on trouve que le point fixe D. de s a comme affixe l-i. La similitude s est done la composee de 1 ’homothede de centre 
Q et de rapport 3 avec la rotation de centre Q et d’angle — tt/3. 


Exercice 1.47 W 

Demontrer que : 

1. la composee de deux symetries centrales est une translation. 

2. la composee d’une rotation et d’une translation est une rotation. 

3. la composee de deux rotations est une rotation ou une translation. 


Solution : 

1. La premiere symetrie centrale est representee par une application de la forme f\ : z -z + bi et la seconde par 
une application de la forme fz : z —z+ £>2 oil b\ , /+> e C. Si zeC alors f\ of 2 (z) = z+ b\ - b 2 et on reconnait que 
ft ~ fz est une translation de vecteur d’ affixe b 2 - b\. 

2. La rotation est representee par une application r \ z^ e lQ z + b ou Q eU et ou b eC. La translation est representee 
par t : z >->■ z + a ou aeC. Alors pour tout z eC, rot[z)- e !0 z + e‘®a + b et on reconnait encore une rotation 
d’angle 0. De meme, to r{z) - e l(i z+ a+ b qui est aussi une rotation d’angle 0. 

3. On note r : z ^ e !0 z+ b et r ’ : z >-► e 10 z+ b' les deux rotations avec 0,0' e R et b,b' e C. Pour tout z e C, on a 
ror' (z) = e *( e + e )z+ ( e lQ b ' + b) et on reconnait 1’ ecriture d’une rotation d’angle 0 + 0'. 
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Chapitre 



Geometrie elementaire du plan 


J’etais incapable de relancer la balle par 
dessus le grillage ; elle partait toujours a environ 
un radian de la direction ou elle aurait du aller. 

Richard Feynman - 1985. 


Pour bien aborder ce chapitre 

En plus de proposer quelques rudiments de geometrie plane, ce chapitre a deux vocations importantes : 

1 la premiere est d’apprendre a calculer. On verra comment certains problemes de geometrie se ramenent a effectuer 
des calculs qui peuvent s’averer difficiles si on ne procede pas avec un minimum de methode. 

2 la seconde de donner des representations concretes pour le cours d’algebre lineaire qui nous occupera en seconde 
periode. On verra que l’ensemble des vecteurs du plan est muni d’une structure algebrique particuliere appelee 
espace vectoriel. La bonne comprehension des notions et proprietes des chapitres 23 et 24 passe par une bonne 
representation de ces notions dans le cas particulier du plan (et de l’espace). 

II est conseille dans une premiere lecture de ne s’attacher qu’aux demonstrations marquees du signe O . 

Comme indique dans le programme, on suppose connues les notions suivantes : 


- calcul vectoriel - orientation 

- distance et norme euclidienne - angles et angles orientes 

- orthogonalite 


Ces differentes notions seront precisees dans les chapitres 23 et 27. 

Apres quelques rappels sur les reperes cartesiens et les coordonnees polaires, on introduit deux outils fondamentaux en 
geometrie (plane) : le produit scalaire et le determinant. Le premier permet de tester 1’ orthogonalite de deux vecteurs et le 
second leur colinearite. On mettra en evidence leurs proprietes algebriques (bilinearite, (anti)symetrie) et leurs proprietes 
geometriques (projection, calcul d’aire,...). 

On s’interessera ensuite aux droites et aux cere les du plan. On determinera leurs equations cartesiennes (sous une forme 
plus generate que celle vue au lycee), parametriques (qui correspond en fait a l’equation du mouvement d’un solide au 
cours du temps suivant la droite ou le cercle considere) et polaires. On mettra en place des methodes efficaces de calcul 
de la distance d’un point a une droite. Elies serviront dans de nombreuses situations. 


2.1 Quelques notations et rappels 

Dans tout le chapitre on notera ,9* l’ensemble des points du plan et 'V l’ensemble des vecteurs du plan. 
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Bio 3 

Euclide, ne vers -325, mort vers -265 a Alexandrie 


On sait peu de choses au sujet d’Euclide. 

11 parti en Egypte afin d’y enseigner les mathematiques et travailla au monseion " d’Alexan- 
drie. 11 mena de nombreux travaux de recherche. 11 est 1’ auteur des "Elements" . Ce texte, 
forme de treize livres, est une compilation du savoir mathematique de son epoque. 11 resta une 
reference pendant pres de 2000 ans et contient, entre autre, les fondements de la geometrie du 
plan. 

C’est dans les Elements que pour la premiere fois un travail mathematique a ete realise sur la 
base d’une demarche axiomatique. 

a. Temple dedie aux muses rattache a la bibliotheque 

mm 


2.1.1 Addition vectorielle 



Figure 2.1- Addition vectorielle 

Rappelons que pour former la somme de deux vecteurs 77 et 77 de Y, il suffit de considerer trois points A, B, C de tels 

que 77 = AB et 77 — BC. Le vecteur somme 77 + 77 est alors donne par 

77 + 77 = AB + BC = AC. 

L’ addition vectorielle verifie les proprietes suivantes : 

- elle est associative : pour tous 77, 77, To dans Y, on a : 

(u + 77) + To = 77 + Co + To) . 

- elle possede un element neutre note 0 : pour tout 77 dans "V : 

77+0 = 0+77 = 77. 

Remarquons que le vecteur nul est representable, pour tout point A de par le vecteur AA. 

- chaque vecteur 77 dans Y possede un vecteur symetrique 77 verifiant : 

77 + 77 = 77 + 77 = 0. 

On notera -77 le vecteur 77 symetrique de 77 . Comme 0 = AB + BA= BA+ AB = BB = 0 , cette notation conduit a celle 
ci : -AB = BA. 

- l’addition dans Y est commutative : pour tout 77, 77 de Y, 

77 + 77 = 77 + 77. 

Pour resumer ces quatre proprietes, on dit que le couple (Y, +) est un groupe commutatif. 

2.1.2 Produit d’un vecteur et d’un reel 

A tout nombre reel A et a tout vecteur 77 e Y, on peut associer le vecteur A. 77. Ce produit que Ton dit externe possede les 
proprietes suivantes : 

- Pour tout vecteur 77 e Y, 1 • 77 = 77. 
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- Pour tous reels A, |a et tous vecteurs uef, (A.|i) = A(qll). 

- Le produit par un scalaire est distributif par rapport a Faddition vectorielle : pour tout reel A et tout vecteurs 17, ~v de 

y, A (17 + ~v) = A 17 + A ~v . 

- Le produit par un scalaire est distributif par rapport a F addition des reels : pour tout reels A, p et tout 17 de y, (A+ p)17 = 
AT? + pll. 

On dira, pourresumer ces 8 proprietes de Faddition vectorielle et du produit externe, que le triplet (L, + , .) est un espace 
vectoriel sur R. 

2.1.3 Vecteurs colineaires, unitaires 


Definition 2. 1 O Vecteurs colineaires 

Deux vecteurs 17 et ~v de y sont colineaires si il existe un reel A tel que Ti — All ou un reel q tel que ~v — r\u. 


Remarque 2.1 

Le vecteur nul est colineaire a tous les vecteurs du plan. II est d’ailleurs le seul vecteur du plan a verifier cette propriete 
(exercice !). 


Definition 2.2 O Vecteur unitaire ou norme 

Un vecteur est dit unitaire ou norme si sa norme est 1. 


2.1.4 Droites du plan 

" a Notation 2. 1 

Soit A un point de & et 17 un vecteur de y . On note A+ 17 l’unique point B de donne par AB = 17. 


Definition 2.3 Droite vectorielle 

Soit 17 un vecteur non nul du plan. On appelle droite vectorielle dirigee par 17 le sous-ensemble de y, note Nect (17), 
des vecteurs du plan colineaires a 17. 

Vect (17) = {A17 | A e R} 


Definition 2.4 Droite affine 

Soit A un point du plan 3? et 17 un vecteur non nul de "V . La droite D passant par A et dirigee par ~u est Fensemble 
des points du plan de la forme A+ All ou A est reel. 

D={A+A17 | A £ M} = A + Vect(l7). 

Un vecteur non nul de y est un vecteur directeur de la droite donnee par le couple (A, 17) si il est colineaire a 17. 


Remarque 2.2 Remarquons que si une droite D est donnee par le couple (A, 17) et si M est un point du plan, alors on a : 
MeD<s>3AER: M = A+ All o AM = All o AM et 17 sont colineaires. 


Definition 2.5 O Droites paralleles, orthogonales 
On dit que : 

- deux droites sont paralleles si leurs vecteurs directeurs sont colineaires. 

- deux droites sont orthogonales (ou perpendiculaires) si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux. 


2.2 Modes de reperage dans le plan 

2.2.1 Reperes Cartesiens 


Definition 2.6 O Base 

- Un couple de vecteur Ci,~j) de 'Lest une base de L si et seulement si ces deux vecteurs sont non colineaires. 

- Une base est dite orthogonale si les deux vecteurs la composant sont orthogonaux. 

- Elle est dite orthonormale si elle est orthogonale et si les deux vecteurs la composant sont de plus unitaires. 
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Figure 2.2 - Repere cartesien 


Remarque 2.3 En vertu de la remarque 2.1 page 64, si [u,~v) forme une base du plan, alors aucun des deux vecteurs 
It, ~v n’est nul. 


Proposition 2.1 Caracterisation des bases du plan 

Soit It , ~v e V . Le couple forme une base du plan si et seulement si : 


Va, p e D3, alT + pH = 0 => a = p = 0 


Demonstration :: 'J 

E Nous allons effectuer un raisonnement par contraposee (vous pouvez consulter la page 1128 si vous n ’etes pas familier a vec 
ce type de raisonnement). Supposons que (71, 1?) ne soit pas une base du plan. Alors Ti et ~v sont colineaires. Done il existe 
P' e R tel que H = f>'~v . On prouve ainsi V existence de deux reels a = 1 et p = -fj' non tous deux nuls tels que ctu + = 0 et 

V implication directe est prouvee. 

| <= | Effectuons a nouveau un raisonnement par contraposee. Supposons qu'il existe deux reels a et p non tous deux nuls tels que 
ecu + pT7 = 0. 

- Siajt o. on obtient : H = - f>la~u etles vecteurs H. ~v sont colineaires. Ils ne peuvent done pas former une base du plan. 

- Si a = 0 alors p est non nul et on a : ffr = 0 . ce qui n ’est possible que siU = 0. D 'apres la remarque precedant la proposition, 
("it, 7) ne forme la encore pas une base du plan. 

L’ implication reciproque est ainsi prouvee. 


Definition 2.7 Repere Cartesien, Origine d’un repere, repere orthogonal, orthonormal 

Un repere cartesien Si du plan fiS est donne par un triplet (0,T,”/*)oii O est un point de fii et ou CT,~j) forme une 
base de "S. 

- Le point O est 1’ origine du repere. 

- Si les deux vecteurs T et ~j sont orthogonaux, on dit que Si est un repere orthogonal. Si ils sont de plus unitaires, le 
repere Si est alors dit orthonormal. 

- Les droites passant par O de vecteur directeur respectifs T et ~J sont appeles axes du repere Si et sont notes (Ox) et 

(Oy). 


Definition 2.8 V Repere orthonormal direct 

Un repere orthonormal (0,~i ,~f Jest dit direct si V angle (~t ,~f ) a pour mesure 


Proposition 2.2 Coordonnees cartesiennes d’un vecteur, d’un point 

Soit (O, T, ~] )un repere du plan Si . 

- Soit It un vecteur de Uet (T, ~j ) une base de "V . II existe un unique couple de reels (x, y) tel que 


u — x i + y ] ■ 

Ce couple (x,y) represente les coordonnees ( ou les composantes) du vecteur u dans la base ( i , j ). On notera cela 
sous une des formes suivantes : 

~u{x, y), It \ ou lt\ X \. 

\y \y) 

- Soit M un point du plan & et (0,~i ,~f )un repere Si de . II existe un unique couple de reels (x, y) tel que 

OM = xT + y~) . 
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Ce couple (x,y) represente les coordonnees du point M dans le repere £8. De meme que precedemment, on ecrira : 


M(x;y), M ou M 

y ly, 


Demonstration Soient It un vecteur de Y et soient tT\ le projete de II sur (Ox) parallelement a (Oy) ef M 2 le projete de ~u sur 
(Oy) parallelement a (Ox). On a : 17 = u[ + 777 . Comme u[ est colineaire a T ef 777 est colineaire a ~j , il existe des reels x et y tels 
que Mi = xi etU 2 = y~f ■ Par consequent : U = xT + y~] . 

Ce couple (x,y) esf de plus unique : si ( x 1 ,y') est un autre couple de reels tels que : It = x'T + y*~j , on obtient, par soustraction : 
0 = (x- x')T + (y- y')~J . soit encore : (x- x')T = (y' ~ y)~J ■ Comme ~i et~f ne sont pas colineaires. cette egalite n’est possible 
que si x = x' et y = y' . 


Remarque 2.4 

- Cette proposition permet d’identifier l’ensemble des points du plan avec l’ensemble R 2 . En effet, si un repere cartesien 
£8 est fixe dans ££ , a tout point M de & correspond un unique couple de reels (x,y) : ses coordonnees. Reciproque- 
ment, a tout couple de reel (x, y) correspond un unique point M de !¥ dont les coordonnees dans le repere considere 
sont donnees par ce couple. 

- De meme, si une base £8 est fixee, on peut identifier l’ensemble des vecteurs du plan avec R 2 . Notons Qag 1’ application 
qui a un vecteur 17 de Y lui associe ses coordonnees (x, y) dans £8 : 


La proposition 2.2 dit que 0^ est bijective. Cette identification « respecte » de plus F addition et la multiplication par 
un scalaire. Ainsi, si 17 et 17' sont deux vecteurs du plan qui ont pour coordonnees respectives 17 et 17 |*, dans £8 
alors 


'17) - (x,y) et 0^(17') = (x',y') 


et le vecteur 


17 + 17 ' = xi + y~J + x'T + y'7" = (x + x') T + (y + y') ~J 
a pour coordonnees (x+x',y + y') ce qui s’ecrit aussi 


17 + 17') = (x + x', y + y') 


En identifiant les relations 2.1 et 2.2, on obtient 


On montrerait de plus facilement que, si X est un reel, alors 


17), ce qui n’est qu’une autre facon de 


dire que Al7 a pour coordonnees | ^ . Pour resumer ces deux egalites, on dit que Qag est une application lineaire. Une 

application entre deux espaces vectoriels qui est a la fois lineaire et bijective est appelee un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. 

- Si on connait les coordonnees d’un point A Xa et celles d’un point B N 5 dans un repere (O, T, T), on obtient celles 

vfa I \yB) 

[ X ] de AB. Ainsi, xT + y~J — AB - AO + OB = OB - OA = xgT + yB~J ~ xa~i ~ yiCj — (*b - Xa)T + (yB - yA)T et done 


en identifiant : AB 


Proposition 2.3 Identification de £8 et de V avec (R 2 

En resume : 

- un repere £8 ( 0 ,T,”/*)etant fixe dans £i8 . F application qui a un point de £/ associe ses coordonnees dans ££, est une 
bijection de £/ dans l 2 . Cette bijection permet d’identifier le plan et l 2 . 

- une base £8 etant fixee dans “V , F application Qyg qui a un vecteur de "£ lui associe ses coordonnees dans £8 est 
bijective et lineaire. Si on prend un peu d’avance sur le chapitre 23, on dit que O yj est un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. Cet isomorphisme permet d’identifier Y et R 2 . 
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.Bio 4 


Rene Descartes, ne 31 mars 1596 a La Haye, mort a Stockholm le 1 1 fevrier 1650 


Rene Descartes est un philosophe, physicien et mathematicien francais. La pensee 
de Descartes a eu des repercussions fondamentales sur la philosophic et la science 
moderne. II est 1’ auteur du fameux "Discours de la methode". En tant que scien- 
tifique, les lignes suivantes, extraites de ce discours, devraient vous interpeller. La 
methode fixe quatre principes pour la conduite de l’esprit humain : « Le premier 
etait de ne recevoir jamais aucune chose pour vraie, que je ne la connusse evidem- 
ment etre telle : c’est-a-dire, d’eviter soigneusement la precipitation et la preven- 
tion ; et de ne comprendre rien de plus en mes jugements, que ce qui se presenterait 
si clairement et si distinctement a mon esprit, que je n’eusse aucune occasion de le 
mettre en doute. Le second, de diviser chacune des difficultes que j’examinerais, en 
autant de parcelles qu’il se pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux resoudre. 

Le troisieme, de conduire par ordre mes pensees, en commencant par les objets 
les plus simples et les plus aises a connaitre, pour monter peu a peu, comme par 
degres, jusqu’a la connaissance des plus composes ; et supposant meme de l’ordre 
entre ceux qui ne se precedent point naturellement les uns les autres. Et le dernier, 

de faire partout des denombrements si entiers, et des revues si generates, que je fusse assure de ne rien omettre. ». 
Bien que Francois Viete utilise deja une notation semi-symbolique, Rene Descartes est le premier a utiliser une 
notation entierement symbolique. II est a l’initiative de Fintroduction des lettres latines dans les notations mathema- 
tiques. II propose d’utiliser les premieres lettres de Falphabet ( a , /;, c, ...) pour les parametres et les dernieres ( x , 
y. z, ...) pour les inconnues. Nous utilisons toujours cette convention ! Descartes est aussi a Forigine de la notion 
de repere du plan et de ce qu’on appelle maintenant la geometrie analytique, ce qui nous interesse ici. On raconte 
que c’est en observant une mouche qui se promenait sur les carreaux d’une fenetre, qu’il aurait pense a definir, a 
l’aide des carreaux, des coordonnees du plan. Descartes comprit le premier qu’on peut transformer un probleme de 
geometrie en un probleme algebrique. La geometrie de Descartes est publiee en francais en 1637 et traduite en latin 
par Van Schooten en 1649, puis, dans une edition considerablement augmentee et commentee en deux volumes en 
1659 et 1661. Cette seconde edition favorisera considerablement la propagation des idees de Descartes. 



2.2.2 Changement de repere 



Figure 2.3 - Changement de repere 


Un changement de repere consiste a changer simultanement Forigine O' et la base ( i' ,~f') d’un repere cartesien 
(O' , i' ,]') en F origine O et la base (T ,~j) d’un nouveau repere £% (O, T , ~f) . Soit M un point du plan & de coordonnees 
(x',y') dans l’ancien repere W et de coordonnees (x, y) dans le nouveau repere Cherchons a exprimer les nouvelles 
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coordonnees (x, y) en fonction des anciennes (x',y'). Notons (x C y , y 0 i ) les coordonnees de O' dans gf,. On a 


x i + y'J' = O'M 

= O'O + OM 
= OM-OO' 

= x~t + yj - x 0 '~i - y 0 '7 

= (x-x 0 /)T + (y-y 0 /) 7 

Si (a, P), (y, 8) designent les coordonnees respectives de T' et 7' dans on a aussi 

x'l'+y' 7' = x'CaT + pyi + y'CyT + Sy 

= (ax' + yy')T + (Px' + 8y')7* 

On obtient alors les relations recherchees 

J x - x Q ' = ax' + y y' 

1 y-y 0 ' = px' + 8y' 


Proposition 2.4 ^ Changement de repere 

Soit M un point de g? de coordonnees (x', y') dans un premier repere S/g et de coordonnees (x, y) dans un second repere 
g%. Soient (xo',yo'l les coordonnees de O' dans g%, (a,p), (y,8) les coordonnees respectives de T' et 7' dans Si. Les 
nouvelles coordonnees (x,y) de M en fonction des anciennes (x',y') sont donnees par les relations 


x - xo' = ax' + y y' 
y~yo' = Px' + 8y' 


Remarque 2.5 Sous forme matricielle, cette relation s’ecrit 


a y \ x 

P 8 J( y' 



Proposition 2.5 V Changement de repere entre deux reperes orthonormaux directs 

Soient & (O, 7 , 7 ) et -7 (O', T', ”/*') deux reperes orthonormaux directs. Notons 0 = |T,T'j. Les nouvelles coordon- 
nees (x, y) d’un point M du plan g/ dans le repere Stf, s’expriment en fonction des anciennes (x',y') dans le repere & 
par 


x-Xqi = cosGx' - sinGy' 
y-yo' - sinGx' + cos Gy' 


ou (xo',yo') represente les coordonnees de O' dans le repere gg. 


Demonstration Par projection sur les axes (O.T) et (0,7), °n obtient, pour les vecteurs i! et ]’ les relations 

{ «' =cos0T TsinB^ 

]’ = -sin0T + cos07 

Par application de la proposition precedente avec a = cos0, p = sin0, y = -sin0 ef 8 = cos0, on obtient la formule de changement 
de base annoncee. 


Remarque 2.6 Sous forme matricielle, cette relation s’ecrit 


cosG -sinG x' 
sinG cosG )\y' 


Equation cartesienne 
Definition 2.9 g? Equation cartesienne 

Soit g% (0,~i ,7 )un repere. Une equation F(x,y) - 0 est une equation cartesienne d’une partie .<// du plan si on a 
P equivalence 

M(x,y) e sg o F(x,y) = 0. 


68 














Exemple 2.2 Un repere orthonormal [0,~i,~j) du plan etant fixe, l’ensemble des points du plan d’equation cartesienne : 

• y - x - 1 = 0 est la droite affine dirigee par le vecteur T + ~j et passant par le point de coordonnees (0, 1) . 

• x 2 + y 2 - 1 = 0 est une equation du cercle de centre O et de rayon 1. 

2.2.3 Reperes polaires 



FIGURE 2.4 - Reperes polaires 


Proposition 2.6 V Repere polaire, pole, axe polaire 

Soit M{0, T, '7' )un repere orthonormal direct. Soit 0 un reel. Soit .'%(()) le repere (O, ~ii (0) ,~v (0)) image de M par une 
rotation de centre O et d’ angle 0. Ce repere, qui est encore orthonormal direct , est le repere polaire attache au reel 0. De 
plus 

J 1? (0) = cos0T + sin 07* 

I "r (0) = - sin0T + cos 0;* 


Le point O est appele le pole et la droite orientee (0,T) est appelee Yaxe polaire de ce repere. 


Demonstration Les rotations sont des transformations du plan qui conservent les mesures d’angles orientes et les longueurs. 
L’image d’un repere orthonormal direct par une rotation est done encore bien un repere orthonormal direct. Les formules sont 
obtenues par projection des vecteurs u(6) et u(6) surles axes de £%. 

I Remarque 2.7 Si on considere un repere orthonormal direct ,~j), 0 un reel, SM’fO) le repere polaire associe a 0 : 

(0,« (0) ,~v (0)) et si on identifie Y a C via le repere 3%, on a Afffzl (0)) = e i0 et Aff("p (0)) = ie lQ . 

S A Notation 2.3 II est frequent de rencontrer les notations (u^,uq) pour le couple (w(0), i/(0)). 


Definition 2. 10 V Coordonnees polaires d’un point 

On rapporte le plan /Y a un repere orthonormal direct ,~f ). On dit que (r, 0) e K 2 est un couple de coordonnees 


polaires pour le point M ( x , y) 0 , fY si et seulement si 


J x-r cos0 
\ y=rsin0 


Remarque 2.8 

- Si M e & a pour affixe z 3- 0 alors un couple de coordonnees polaires pour M est donne par (r, 0) ou 0 est un argument 
de z et r est le module de z. 

- Si M un point du plan distinct du pole de coordonnees polaires (ro, 0o) alors les autres couples de coordonnees polaires 
pour M sont les couples (r,0) verifiant 


r - ro I r--ro 

0 = 0 O [2ti] ° U ) 0 = 0Q + tt [2ti] ' 


- Les coordonnees polaires de I’origine sont donnees par n’importe quel couple (0,0) ou 0 e K. 


.Plan 2.1 


Comment calculer les coordonnees polaires d’un point a partir de ses coordonnees cartesiennes 
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Soit M e g? de coordonnees cartesiennes (x,y) dans un repere orthonormal direct g% tel que x 4 0. Un couple de 
coordonnees polaires pour M est donnepar ( r , 0) avec 

fy\ x 

0 = arctan - et r = . 

I x> COS0 


Equation polaire 


Definition 2. 1 1 7 Equation polaire 

Soit 1% (0,7,7 ), un repere orthonormal direct. Une equation F(r,0) = 0 est une equation polaire d’une partie /// du 
plan lorsqu’un point M appartient a .7 si et seulement si l’un des couples de coordonnees polaires (r, 0) de M verifie 
F(r, 0) = 0. 


Exemple 2.4 Un repere orthonormal (0,7,7) du plan etant fixe, Fensemble des points du plan d’equation polaire 

• 0 = 0 est l’axe (0,7) de g%. 

• r = 1 est le cercle de centre O et de rayon 1. 

2.3 Produit scalaire 

2.3.1 Definition 

s 1 Notation 2.5 Si 7 est un vecteur de 7, on note || 7 1| sa norme. Si A et B sont deux points de gP tels que 7 = AB, la 
norme de 7 est donnee par la longueur AB. 


Definition 2. 12 V Produit scalaire 

> 

Le produit scalaire de deux vecteurs 7 et 7 du plan 7 , note 7.7 (on rencontrera aussi les notations (7 17) ou encore 

(7 [ 7)) est defini, de maniere geometrique, par : 



I 7.7 = || 7 1| || 7 1| cos (7, 7) si les deux vecteurs 7 et 7 sont non nuls 
) 7.7 = 0 sinon. 


V 




Remarque 2.9 

- Le produit scalaire ne depend pas de F orientation choisie dans le plan. 


7 cos 7,7 = 7 . En resume. 


Proposition 2.7 V 

Deux vecteurs 7 et 7 de 7 sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. 

Demonstration V Si un des deux vecteurs ~u ou~u est nul, le resultat est immediat. Supposons que 7 et 7 ne sont pas nuls. 
El Si 7 et 7 sont orthogonaux alors ^7,7j = ji/2 [tt] et cos ^7, 7 j = 0 et 7.7 = ||7 J| ||7|| cos (7, 7) = 0. 

| <= | Reciproquement, si 7.7 = 0 alors ||7|| ||7|| cos(7,7) = 0. Mais comme 7 et 7 ne sont pas nuls, on a necessairement 
cos (7,7) = 0, c’est a dire 7,7 = it/2 [tt] et7, 7 sont bien orthogonaux. 


2.3.2 Interpretation en terme de projection 


Definition 2.13 Mesure algebrique 

Soit D une droite de gP orientee par un vecteur unitaire 7. Soient A et B deux points distincts de D. La mesure 
algebrique AB est F unique reel A tel que AB = A7. 


Proposition 2.8 Projection orthogonale 

Soit D une droite et soit A un point du plan II existe un unique point A' de D tel que le vecteur AA' soit orthogonal 
a la droite D. Ce point est appele le projete orthogonal de A sur D. 
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Figure 2.5 - Interpretation en terme de projec- Figure 2.6 - angle obtus 

tion du produit scalaire : angle aigu 


Demonstration Soit 77 un vecteur unitaire directeur de D. Soit ~v un vecteur unitaire de 1' choisi en sorte que le couple (77,77) 
forme une base orthonormale du plan. Considerons le repere orthonormal H(Q.,~u ,H) oil O est un point de D. Soient (xa.Ta) les 
coordonnees de A dans ce repere. Un point M est element de D si et seulement si dans H, son ordonnee est nulle. Considerons done 
M(x,0) un point de D. On a AM(x-XA,-yA)- Ce vecteur est orthogonal a D si et seulement si il est colineaire a 77, e’est-a-dire si 
et seulement si x- xa = 0. On prouve a insi a la fois V existence et l’unicite de A'. 

Remarque 2.10 Soit .5^(0, T, 7 ) un repere orthonormal et Aun point du plan de coordonnees (x,y) dans ce repere. La 
droite des abscisses est orientee par le vecteur T. Si A x est le projete orthogonal de A sur (Ox) alors OA x = x. 


< ' 

Proposition 2.9 T? Interpretation du produit scalaire en terme de projection 

Soient 77 et 77 deux vecteurs de "V . Soient O, A, B trois points de tels que OA = It et OB = 7 7. Soit H le projete 
orthogonal de B sur la droite (OA). Choisissons pour cette droite F orientation donnee par le vecteur OA. On a alors 


Demonstration Avec 1 'orientation choisie pour la droite (OA) , || 77 || = OA = OA. Si (77,77) est un angle aigu, alors || 77 || cos(77 , 77 ) = 
OH etsi Cm, IT) est un angle obtus alors ||1T || cos (IT, IT) = -OH. Par consequent. ||77|| cos(77,77) = OH et~u.li = ||77|| ||77|| cos (77, 77) = 
OA.OH. 


2.3.3 Proprietes du produit scalaire 



Demonstration II suffit d’ecrire ~u.~v = ||17|| ||1T|| cos("m,1T) et ~u ,~u = ||1T|| ||"m|| cos(v,~u ) puis d’observer que (IT, IT) = 
-(v ,11} et que la fonction cosinus est paire. 


Proposition 2.11 0 Bilinearite du produit scalaire 

Le produit scalaire est bilineaire : pour tous vecteurs 77, u[, 777 "77, 777 , 777 cl e ‘V et pour tous reels Ay, A 2 

> 


+ \ 2 ~V 2 ) - ^\U-V\ + .V2 | et 

{\\Ui + \ 2 U 2 )-~V = Ai u[.l} + A 2 W 2 .lT | 





* 


Demonstration Supposons que l o. Soient 1 = et O un point de H . Soit ~J le vecteur image de 1 par la rotation de 
centre O et d ’angle J . Le triplet (O, T, ~j ) forme un repere orthonormal direct H du plan. Dans cette base, les coordonnees de 

- H sont (x,0) avec x= ||TT||. 

- Tq sont (xi,yi) 

- V 2 sont (x 2 ,y2). 

- AiTq + A 2 M2 sont (Aixi +A 2 x 2 ,Aiyi + A 2 y 2 ). 
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Par application de la proposition 2.9, il vient : 

7 .(Ai 7 + A2irj) = x(\ixi + A2X2), ~u.v i=x.x\ et ~u.V2 = x.X2 

Ceci prouve que 7 . (Ai v[ + A 2 U 2 ) = K\~u aJ\ + \ 2~11 ,V 2 - La seconde egalite se demontre de la meme fagon ou en utilisantla symetrie 
du produit scalaire et la premiere egalite. 

' ; \ 

Proposition 2.12 777 Expression du produit scalaire dans une base orthonormale 

Soit (7,7) une base orthonormale et soient 7, 7 deux vecteurs de 7 de coordonnees 7 et 7 | X , dans cette base. 
Alors 

U .7 = xx ' + yy' 

Demonstration 7 Comme H = x~i + y~] et~u = x’~i + y'~j , par bilinearite du produit scalaire, il vient 


H.U = (xT + y~]).{x'~i + y~f) 

= xi ,{x~i + y ~j) + y~j ,[x~i + y ~f) 

= x.x'T.T + xy'7.J + yx'J.7 + yy'77 

Comme 7 et 7 s °nt orthogonaux, d'apres la proposition 2.7, on a : 77] = 0. Par a illeurs, 7 et ~] etant unitaires, on a 7 .7 = 
II ~T || - 1| T I = 1 et 7 -7 = II 7 1| ■ || 7 II = 1 - J7 vient alors que 7i7j = xx' + yy' . 


Corollaire 2.13 7 Expression de la norme d’un vecteur dans une base orthonormale 

Soit (7,7) une base orthonormale. Soient ~u un vecteur de coordonnees 7i I X dans cette base. Alors 



Si (0, 7, 7) est un repere orthonormal et que A et B sont deux points de 77 de coordonnees A(xa, _Va), B(xb, Vh) dans ce 
repere alors 



* 

AB = 

AB 


= v (* B - x A ) 2 + (yB - yA) 2 




Demonstration Ces formules sont immediates. Pour la premiere, on a ||"w || = VuTi = yx 2 + y 2 . Pour la seconde, il suffit 
d ’appliquer la premiere au vecteur AB dont les coordonnees sont donnees par (xb - xa , yB ~ yA) • 


2.3.4 Interpretation en termes de nombres complexes 


f Proposition 2.14 7 

1 

Un repere orthonormal (0,T,~7) etant fixe, on peut identifier Y et €. Si ~u et ~v ont pour affixes respectives z et z\ 

alors 



7.7 = Re(z.z'). | 


Demonstration Exercice... 


2.4 Determinant 

2.4.1 Definition 

Definition 2.14 7 Determinant 

Le determinant de deux vecteurs du plan Y It et 7, note det("w,7) est defini, de maniere geometrique, par : 


{ det(T?,7) = 1 7? | || 7 1| sin (u, 7) si les deux vecteurs 7 et 7 sont non nuls 
det(7,7) = 0 sinon. 
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Remarque 2.11 

- Le determinant depend de l’orientation choisie dans le plan. Si on avait choisie l’orientation contraire, on aurait un 
determinant de signe contraire. 

- Pour tout H eH, det(H,"M) = 0. En effet, si H ^ 0 , det(l7,H) = || H || • || 7/|| sin {n,n j = 0 et si H = 0 le resultat est 
immediat. 


Proposition 2.15 V 

Deux vecteurs H et H sont colineaires si et seulement si 


det( u , v ) = 0 


Demonstration Si 1'un des deux vecteurs H ouH est nul, a lors la proposition est evidente. Supposons qu’aucun des deux 

vecteurs est nul. 

El Si H etH sont colineaires a lors ^17 = 0 [jt] et = 0. II vient a lors que det(77,"u) = ||77|| • ||1?|| sin^77,7lj = 0. 

| <= | Reciproquement, si det(lr ,H) = ||~w |j - ||~M || sin ^77 ,77 j = 0 a lors comme H etH sont non nuls, cette egalite n’est possible que 
si sin (n,n) = 0 ce qui amene ^77,77j = 0 [jt] et les vecteurs H etH sont done colineaires. 

Remarque 2.12 Un corollaire immediat a cette proposition est que trois points du plan A,B et C sont alignes si et 
seulement si det(AB, AC) = 0. 


2.4.2 Interpretation en terme d’aire 



FIGURE 2.7 - Interpretation en terme d’aire du determinant 


Proposition 2.16 V Interpretation du determinant en terme de projection 

Soient H etH deux vecteurs de "V . Soient O, A, B trois points de tels que OA - Hi et OB = H . Soit H le projete 
orthogonal de B sur la droite (OA). Choisissons pour la droite (BH) Porientation dans le sens directement orthogonale a 


OA. On a alors : 



La valeur absolue de ce determinant correspond a l’aire du parallelogramme construit selon les vecteurs H et H. 


Demonstration II est clair que || H || = OA. Compte tenu de 1 'orientation choisie pour (HB) , si a est la determination de (u,H) 
appartenant a]-n,n] alors 

- si a est positif, ||"u || sin(7i ,H) = HB 

- si a est negatif, ||"uj| sin(H,H) = -HB. 

Par consequent ||7T || sin(7? ,H) = HB etH .H = ||7I|| ||1T|| sin (u,H) = OA.HB. 


2.4.3 Proprietes du determinant 


Proposition 2. 17 V Antisymetrie du determinant 

Le determinant est antisymetrique : si H et H sont deux vecteurs de H alors det(77, H) - - det("u , H ) 
Demonstration C’est une consequence directe du fait que sin(7T,l7) = -sin(l/,l7). 
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Proposition 2.18 Bilinearite du determinant 

Le determinant est bilineaire : pour tous 77, u[, U 2 , 77 , v[, ~u 2 .dc "V et pour tous reels Ai, A 2 , on a 


det(77, Ai v[ + A 2 H 2 ) = Ai det(T7, 77j) + A2det(77, V 2 ) 


det(Ait<i + A 2 U 2 ,~u) — Ai det(iii,~p ) + A 2 det(it2,77 ). 


Demonstration Supposons 77 ^ 0. Soient T = et O un point de Soif 7* le vecteur image de T par la rotation de centre O 
etd ’angle Le triplet (O, ~i ,~]) forme u n repere orthonormal directs du plan. Dans cette base, les coordonnees de : 

- Ti sont (x, 0) avec x= || 77 || . 

- v{ sont (xi,yi) 

- V 2 sont (X 2 ,y 2 )- 

- AiiTi + A 2 n 2 sont (A 1 X 1 + A 2 x 2 , Aiyi + A 2 y 2 ). 

Par application de la proposition 2.16 : 

det(77,Ai77 + A 2 I 7 ) = x(Aiyj + A 2 .K 2 ), det(77, nj) = x.yi et det(77, V 2 ) = x.y 2 . 

II vient alors det(77 , Aj ~v\ + X 2 V 2 ) — Ai det(H,ni) + A 2 det(77 , V 2 ). La seconde egalite se demontre de la meme fagon ou en utilisant 
V antisymetrie du determinant et la premiere egalite. 

f ” N 

Proposition 2.19 OOO Expression du determinant dans une base orthonormale directe 

Soit (T, T) une base orthonormale directe et soient It, 77 deux vecteurs de V de coordonnees ~u\ et 77 X , dans cette 

\y I y 

base. Alors 

det(77, 77 ) = xy' - yx' 

On notera A X . le determinant det(77,77). On a done 

\ y y \ 



Demonstration O Comme 77 = x~T + y~J et 77 = x'~C + y'~] , par bilinearite du determinant, on a 

det(77,77) = det(x7* + y~J,x'~i + y'~j) 

= xdetfT.x'T + y'~j) + ydetCj ,x'~i +y~j) 

= x.x 7 det(7\T) + xy' det(7\7*) + yx' detij ,~t) + yy det("7 ,~f). 

Comme la base est orthonormale et directe. det(7\7*) = 1 et det(7\7*) = -1. D’apres la proposition 2.15, det(T,T) = 

det(7*iT) = On obtient alors det(77,77) = xy' - yx' . 

2.4.4 Interpretation en terme de nombres complexes 


Proposition 2.20 O 

Un repere orthonormal direct etant fixe, on peut identifier "V et C. Si 77 et 77 ont pour affixes respectives z et 

z! , alors 



Demonstration Exercice... 


2.4.5 Application du determinant : resolution d’un systeme lineaire de Cramer de deux equa- 
tions a deux inconnues 


Soit 


(y): 


jax + by - a 
( cx + dy — p 


On appelle determinant de ce systeme le reel 8 = ad - be. Ce systeme lineaire est dit de Cramer si et seulement si son 
determinant 8 est non nul. On a alors la proposition suivante. 
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Proposition 2.21 

Si [5C) est un systeme de Cramer alors il admet un et un seul couple solution (x, y) donne par 



a 

b 


a 

a 



p 

d 

et y - 

c 

p 



ad 

- be 

ad 

- be 


Demonstration 

1 Prouvons l'unicite du couple (x,y). Soient (xi.yi) et (x2,y2) deux couples solutions de f5^). On verifie facilement que le 
couple (X, Y) = (x 2 - x\,y 2 ~ y\) est solution du systeme 

ax + by = 0 
cx+ dy = O' 

Ceci prouve que dans le plan, identifie a IR 2 parle choix d'un repere orthononnal, les vecteurs ( a,b ) et (c,d) sont tous deux 
orthogonaux au vecteur (X,Y). Mais comme 


det((a, b ) , (c, d)) = 


- 8 2 ” 0 , 


les deux vecteurs ( a,b ) et ( c,d ) ne sont pas colineaires. Le vecteur (X,Y) etant orthogonal a deux vecteurs non colineaires 
ne peut etre que nul done X = 0 et Y = 0. Ceci prouve que x\ = X 2 et que y\ = y2 et done l'unicite du couple solution. 

Pour prouver 1 'existence du couple (x, y) , il suffit de verifier que le couple donne dans 1 'enonce de la proposition est bien 
solution de (oSO, ce qui ne pose pas de difficult e. 


| Remarque 2.13 Si le determinant du systeme est nul alors ce systeme admet soit une infinite de solutions soit aucune. 


2.5 Droites 

2.5.1 Preambule : Lignes de niveau 


Definition 2.15 PJ Ligne de niveau 

Soit a un reel. Une partie srf du plan est une ligne de niveau a d’une fonction F : & — * IR si gtf est solution de Fequation 
F(M) = a. 

Me^/o F(M) = a 


2.5.2 Lignes de niveau de M — >■ a. AM 


AM 0 = 


a 


A Tf 


M 0 


F(M) = a 


FIGURE 2.8 - Ligne de niveau de M >->■ il.AM 


Proposition 2.22 

Soient A un point de H un vecteur non nul de "V , a un reel et F : 


M — > u .AM 

F : F(M) = a est donnee par la droite dont la direction est orthogonale a ~u et qui passe par le point Mo de 

AmJ) = ° t.y^2 I. 


. La ligne de niveau a de 
defini par 
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Demonstration Posons U = 77 / 1| 77 || et considerons V un vecteur unitaire de tel que (A, U , V ) forme une repere orthonormale 
directe de V . Soient [x, y ) les coordonnees de M dans ce repere et a un reel. Comme 77 (|| 77 || , 0) et AM (x,y). on a : 


F(M) = a 


a 



ce qui prouve que si M est element de la ligne de niveau F(M) = a alors M est element de la droite orthogonale a H passant par le 
point Mg tel que AMq = a. “ j . 


Reciproquement, si M est element de cette droite alors les coordoonees de M dans le repere (A, U , V ) sont de la forme (a/ 1| 77 || , y) 
ou y e R eton verifie facilement que F (M) = 77 .AM = a. Done M appartient a la ligne de niveau F(M) = a. 


2.5.3 Lignes de niveau de M •— det u, AM 


AM 0 = 


a 

If 


M 0 


F{M) = a 


if 



FIGURE 2.9 - Ligne de niveau de M >— ■ det(d, AM) 


Proposition 2.23 

fS — - IR 


_ 

Soient A un point de u un vecteur non nul de T, a un reel et G : \ 

_» — ► . La ligne de niveau a de 

M — detU<,AM) 

G : G(M) = a est donnee par la droite de vecteur directeur 77 et qui passe par le point Mq de PS defini par 


ou 77 est le vecteur directement orthogonal a 77 et de meme norme. 




Demonstration Comme dans la demonstration de la proposition precedente, posons U = 77/||77 || et considerons V un vecteur 
unitaire de 'f tel que (A, U, V) forme une repere orthonormal direct de V . Soient lx, y) les coordonnees de M dans ce repere. Soit 
a un reel. Comme 71(1)711,0) etAM(x, y), on a : 


G(M) = a => det(77,AM)=a ==> y. ||77||=a 


a 



Done si M(jc, y) verifie 1 ’equation G(M) = a alors il est element de la droite de vecteur directeur H passant par le point Mo tel que 
AMq = a.-irXj. Reciproquement, si M est element de cette droite, alors ses coordonnees dans le repere (A, U, V) sont de la forme 


(jc, a/ 1| 77 1) ou x e IR et on verifie facilement que M est element de la ligne de niveau G(M) = a car G(M) = det(77,AM) = a. Par 
ailleurs, si 77 = || 77 1| V , on obtient bien AMq = a. — 7 -j et 77 est comme indique dans la proposition. 


2.5.4 Representation parametrique d’une droite 

Cette representation peut etre utilisee quand on connait un point et un vecteur directeur de la droite etudiee. 


Proposition 2.24 V Representation parametrique d’une droite 

Soit ^(OjT.y) un repere du plan. Soit D une droite du plan passant par un point A de coordonnees (x\ , y,\ ) dans et 

— ► |(X 

dirigee par le vecteur non nul uL.D admet comme representation parametrique : 


x 


y 


- Xa + tot 

= y A +f|3 


; te IR 


(A) 
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(Ce qui signifie que M(xm, Vm) e D o 3Ao e R | lM lA + “ ) 

l yM = La + Ao p 


Demonstration Si M ( x , y) e D alors les vecteurs AM ef 77 sont colineaires. II existe done un reel t tel que AM = fu et 1' egalite 
des coordonnees de ces deux vecteurs se traduit par les egalites (*) . Reciproquement, les egalites (*) impliquent 1 ’egalite vectorielle 
AM = t~u et le fait que le point M e D. 



Exemple 2.6 Soit <^?(0, T, ~j) un repere du plan. Determinons une equation parametrique de la droite D passant par le 

_ „ h 

point : A(l, -2) et dirigee par le vecteur : u . 

" 1 5 

Par application du theoreme precedent, une equation parametrique de D est : 


x — 1 + 3ta 
y- -2 + 5 fp 


teU 


2.5.5 Equation cartesienne d’une droite 

Cette representation est aussi utilisable quand on connait un point et un vecteur directeur de la droite en question. On 
se rememorera au prealable ce qu’est une equation cartesienne (voir la definition 2.9 page 68). 


Proposition 2.25 9W Equation cartesienne d’une droite 

Soient ,~f ) un repere orthonormal du plan, a, (i, c trois reels tels que a et p ne sont pas tous deux nuls. 

1 . La droite D passant par le point A de coordonnees (x A , y A ) dans M et dirigee par le vecteur non nul 1 1 1 ^ admet 
une equation cartesienne de la forme 



2. Reciproquement, Fensemble des points du plan d’equation ax+ Py+ c = 0 est une droite de vecteur directeur 



3. Deux telles equations represented deux droites confondues si et seulement si elles sont proportionnelles. 
Demonstration 

1. On pourrait demontrer cette egalite en eliminant le parametre t dans 1’equation parametrique de D. II est plus rapide de 
constater que 

M(x,y)eD => det("«,AM) = 0 

^ I -P x-x A I = Q 

I « y-yA I 

=> -(a(x-x A )) + P(y-y A )) = 0 

=> ax + Py = -(ax A + fiy A ) 
qui correspond a l’egalite recherchee a vec c = -{a x A + (3y A ). 

2. Reciproquement, si ax + (3y + c = 0 est une equation cartesienne d'un sous ensemble si du plan et si A(x a , y A ) est element 
de ce sous-ensemble alors ses coordonnees verified V equation ax + Py + c = 0 et, pour tout M(x,y) de si : a(x-x A ) + P(y- 
y A ) + c = 0. Done, pour tout point M de si , det(AM,7T) = 0 ou li (~P,a). est done la ligne de niveau 0 de 1' application G 
de la proposition 2.23. si est done, d’apres cette proposition, la droite orthogonale a U passant par A. 

3. Considerons les deux equations cartesiennes 

(1) aix + Piy + ci = 0 et (2) ct 2 X + P 2 y + C 2 = 0, 

la premiere represente une droite Di etla seconde une droite D 2 . Si ces deux equations sont proportionnelles, alors tout point 
M dont les coordonnees (x,y) verified V equation (1) (o M e Dj) verilient aussi l'equation (2) ef done est aussi element de 
D 2 . Ceci prouve que Di = D 2 . Reciproquement, si une droite D possede deux representations cartesiennes (1) et (2) alors, 
«i(-Pi,ai) etU 2 (~f>2' a 2) etant deux vecteurs directeurs de D, ils sont colineaires etil existe done tei* tel que 02 = kai, 
P 2 = fcPi. Considerons un point A(x A ,y A ) de D etetudions les egalites 

| a l x A + Pi y A + ci = 0 
1 a 2 x A + p 2 y A + c 2 = 0 

on montre que C 2 = kc\ et done que (1) et (2) sont proportionnelles. 
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Remarque 2.14 Une droite donnee dans un repere orthonormal possede une infinite d’equations cartesiennes propor- 
tionnelles. 


Exemple 2.7 Soient ,~j) un repere orthonormal du plan, D une droite passant pas le point A (1,-1) et dirigee 

par le vecteur 77 . Calculons une equation cartesienne de D dans ■'%. 

Soit M [x, y) e On a : 


M £ *2) <=> AM et 77 sont colineaires <=> det |aM, 77j = 0 <=> 


Une equation cartesienne de D est done : 2x - y - 3 = 0 


x- 1 

y+i 


1 

2 


= 0 <=> 2x- y-3 = 0 


2.5.6 Droite definie par deux points distincts 

Cette methode est a utiliser pour determiner F equation cartesienne d’une droite quand on connait deux points de cette 
droite. Soit D une droite passant par les points A et B de & de coordonnees respectives (x A , (Pa) et (xb , ys ) dans un 
repere orthonormal direct du plan. On determine une representation parametrique ou une equation cartesienne de D en 
remarquant que D admet AB comme vecteur directeur et en se ramenant a une des methodes developpees dans l’un des 
deux paragraphes precedents. 


2.5.7 Droite definie par un point et un vecteur normal 


Definition 2. 16 7? Vecteur normal 

Soit D une droite du plan et 77 un vecteur non nul orthogonal a un vecteur directeur de D. 71 est un vecteur normal a D. 


La proposition qui suit permet de calculer F equation cartesienne d’une droite quand on connait un point et un vecteur 
normal de cette droite. 


Proposition 2.26 V 

Le plan etant rapporte a un repere orthonormal, on considere une droite D d’equation cartesienne ax + (>y + c - 0. Alors 
le vecteur 


u l-fi, a I est un vecteur directeur de D et 


77 (a,f>) I est un vecteur normal a D. 


Demonstration Le fait que ~u (-(Fa) est un vecteur directeur de D a deja ete prouve dans la proposition 2.25. Le vecteur 
~v (a, p) est par a illeurs clairement orthogonal all et est done un vecteur normal a D. 


Proposition 2.27 Equation d’une droite definie par un point et un vecteur normal 

Un repere orthonormal etant fixe, la droite D passant par le point A(xa, }'a ) et de vecteur normal 77 (a, (i) a pour equation 
|a(x-x A ) + P(y-y A ) = 0 |. 


Demonstration SoitM(x,y) unpointduplan.SupposonsqueMeDalorsAM.il = 0, ce qui s’ecrit aussi a{x-xpJ+fi[y-yR) = 
0. Reciproquement si M verifie cette egalite alors le produit scalaire AM. 77 est nul et les vecteurs AM et 77 sont orthogon aux. Le 
vecteur AM dirige done la droite D. A etant un point de cette droite. ceci n’est possible que si M e D. 


2.5.8 Distance d’un point a une droite 


Definition 2.17 Z> Distance d’un point a une droite 

Soit D une droite et M un point du plan. On appelle distance de M d D et on note d(M, D) la plus petite distance entre 
M et un point de D. 


Remarque 2.15 Si H est le projete orthogonal de M sur D et si N est un point de D alors, d’apres le theoreme de 
Pythagore, 

MN 2 = MH 2 + HN 2 S MH 2 

Le minimum de la distance entre M et un point de la droite existe, est atteint en H et vaut MH. 
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FIGURE 2.10 - Distance d’un point a une droite 


Proposition 2.28 O 

Soit £% (O, T , ~] ) un repere orthonormal direct du plan. Soit D une droite du plan : 


passant par un point A(jca, Ja) 
de vecteur normal ~n 


de vecteur directeur u 

et d’ equation cartesienne ax + by + c - 0. 


Soit M(xm, yM) un point du plan, alors 


d(M,D) = 


| det |AM, ~wj| AM-n \ax M + by M + c\ 


Demonstration <0 Soit H le projete orthogonal de M sur D. 

• Par application des formules de trigonometric dans le triangle AHM rectangle en H. on a 


d (M, D) = HM = AM sin AM, u = 


AM| I'm || sin|AM,'uJ |det(AM,7l) 


Par ailleurs, toujours par utilisation de la trigonometric dans le triangle AHM. on a aussi 


d (M, D) = HM = AM cos AM, ~n = 


AM || n || cos AM, n Um 


Enfin, prenant pour ~n le vecteur normal a D de coordonnees ( a,b ). on a 

.... ^ _ 1^' ”| \a(x M -x A ) + b(y M -y A )\ \ax M + by M - [ax A + by A )\ \ax M + by M + c\ 


car Ae D et done ax A + by A + c = 0. 


2.5.9 Equation normale d’une droite 


Definition 2.18 V Equation normale d’une droite 

On dit que ax+ |3y = c est une equation normale d’une droite si a 2 + (r = 1. 











Figure 2.1 1 - Equation normale d’une droite 


est une equation proportionnelle a notre premiere equation et est done une autre representation cartesienne de D dans Si. Comme 

t a \ 2 I b\ 2 



il existe ( deGni modulo 2n) 9 e R tel que 


COS0 - 


Posons p - 


t-b 2 V a 2 +b 2 

= . Une equation de D est done x cos 0 + y sin 0 = p et cette equation est, par construction, normale. 


Remarque 2.16 

- Si xcos 0 + y sin0 = p est une equation normale d’une droite D dans un repere orthonormal Si, la seule autre equation 
normale de D dans Si est xcos(0 + jt) + ysin(0 + tt) = —p 

- Interpretation geometrique de 0 et p : Soit D une droite du plan rapporte a un repere orthonormal direct Si { 0,~i,~j). 
On suppose que D ne passe pas par l’origine de ce repere. Soit H le projete orthogonal de O sur D et soit xcos0 + 

y sin0 = p une equation normale de D. Le vecteur 7? est un vecteur normal a D. Par consequent, il est colineaire 

au vecteur OH. Done (T ,Oh) = 0 [tt] . De plus, 


|0 x cos0 + 0 x sin0- p\ 

d(0 ,D) = 1 = = ^ = \p\ 

V cos 2 0 + sin 0 


et done \p \ = d (0,D). 

- En corollaire a cette derniere remarque, si xcos0 + ysin0 = p est une equation normale de D et si M est un point du 
plan alors d(M,D) = |xcos0 + ysin0- p\. 

2.5.10 Equation polaire d’une droite 

Dans tout ce paragraphe, on considere un repere orthonormal direct fi(0,~7 ,~f ) et un repere polaire SSp (0,77 (0) ,77 (0)). 


Proposition 2.30 Equation polaire d’une droite passant par le pole 

Une droite D passant par le pole O du repere polaire Si% a une equation polaire du type 

| 0 = Qol^Tj 

ou 0o est un reel. Ceci signifie que si le point M est represente par le couple de coordonnees (/'m,0m) dans Si§ alors M 
est element de D si et seulement si 0 m = 0o- 

Reciproquement, une telle equation est celle d’une droite passant par le pole O de Si%. 

Demonstration Soit ~u un vecteur directeur de D. Soit 0o une mesure de 1’ angle (T,"w). M est element de D si et seulement si il 
existe a e R tel que OM = fH , c ’est a dire si et seulement si (| t\ , 0o) ou (| t \ , 0o + n) forme un systeme de coordonnees polaires de 
M. 

L’ equation 0 = 0q [tt] deGnie done bien une equation polaire passant par O et dirigee parli. 
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Proposition 2.31 Equation polaire d’une droite ne passant pas par le pole 

Une droite D ne passant pas par le pole O du repere polaire admet une equation polaire du type 



ou p = d (0,D) et ou 0o = ^T,OHj [2 jt] , H etant le projete orthogonal de O sur D. 
Reciproquement, une telle equation est celle d’une droite ne passant pas par le pole O de 


Demonstration On utilise une equation normale de la droite D et son interpretation geometrique. Comme la droite D ne passe pas 
par l’origine, elle admet une equation normale dela forme x cos 0o + ysin0o = p ou 0o e R ef ou p / 0. Quitte a changer 0o en 0o + tt. 
on peut meme supposer que p > 0. Si ( r , 0) est un systeme de coordonnees polaires pour un point M du plan, alors les coordonnees de 
M sont donnees dans & par le couple (r cos0, r sin0). Le point M appartient a D si et seulement si r(cos0cos0o + Psin0sin0o) = p. 
c’est-a-dire si et seulement si r = cos (q_q 0 ) • 

2.5.11 Intersection de deux droites, droites paralleles 

Dans tout ce paragraphe, on considere un repere orthonormal if(0,T, ~J). 


Proposition 2.32 

Soient D et D' deux droites d’equations respectives ax+ by - c et a’x+ b'y = c' dans ^ ou {a,b) e [R 2 \ {(0,0)} et 
[a! ,b') e [R 2 \ {(0,0)}. 

- D et D' sont paralleles si et seulement si les couples [a, b) et (a' , //) sont proportionnels, c’est a dire si et seulement si 

| ^ | = 0 (Dans ce cas soit les deux droites sont confondues soit leur intersection est reduite a F ensemble vide). 

- Si D et D' ne sont pas paralleles, elles ont un unique point d’intersection. 


Demonstration Les vecteurs H (- b,a ) et u' [~b' ,a!) sont, respectivement, des vecteurs directeurs de D et D'. D et D' sont 
paralleles si et seulement si ces deux vecteurs sont colineaires, c’est a dire si et seulement si 

-b -b' I , , 

, = -bo! + ab = 0. 

a a 


Cette derniere quantite etant egale a | ^ , la premiere partie de la proposition est demontree. 

Si par a illeurs D et D' ne sont pas paralleles, alors ab ' - ba' ^ 0 et, d’apres la proposition 2.21 page 75, le systeme 
possede une unique solution : 

b'c-bc' 

ab ’ - ba’ 
ac - a c 

ab ’ - ba ’ 


ax + by 
a’x+b’ y 



2.6 Cercles 

2.6.1 Definition 


Definition 2.19 Cercle 

Le cercle de centre Q et de rayon R S 0 est Fensemble des points du plan situes a une distance R de Q : 

|m £ & : ||nM|| = r| 

Ce cercle sera note r /f(Q, R). 

2.6.2 Equation cartesienne d’un cercle 

Dans tout ce paragraphe, on considere un repere orthonormal M(0, i , j ). 
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Proposition 2.33 VW Equation cartesienne d’un cercle 

lex 

Une equation cartesienne du cercle de centre O L et de rayon R >5= 0 est donnee par 


ou sous forme developpee 


(x-a) 2 + (y-p) 2 = R 2 


x 2 + y 2 - 2txx - 2fiy + or + 13 - R - 0 


Reciproquement, si un sous-ensemble du plan satisfait une telle equation, alors ce sous-ensemble est le cercle de rayon 
R et de centre Q. 


Demonstration V Appelons r S le cercle de centre O et de rayon R > 0. 

Supposons que M [x, y) est un point de V. Alors ||om|| = R et elevant a u carre ||oM || = R 2 ce qui s’ecrit (x- a) 2 + [y- P) 2 = R 2 . 
Reciproquement, si les coordonnees de M (x, y) verifient (x - a) 2 + (y - (5) 2 = R 2 alors j| AM || = R 2 et jj DM || = R. Par suite Me 1 ?, 


Proposition 2.34 

L’ equation x 2 + y 2 - 2ax - 2py + y = 0 represente : 

1 . L’ ensemble vide si a 2 + p 2 - y < 0. 

2. Le cercle de centre Q(a,(3) et de rayon R = i/a 2 + P 2 - y si a 2 + p 2 - y 3= 0. 


Demonstration Remarquons que 


x 2 + y 2 - 2ax - 2Py + y = (x - a) 2 + (y - P) 2 - a 2 - fr + y. 


Si a 2 + p 2 - y < 0. cette equation cartesienne ne peut avoir de solution. Sinon, on applique la proposition precedente. 

2.6.3 Representation parametrique d’un cercle 


Proposition 2.35 Representation parametrique d’un cercle 

Soit ,7 (0,7, 7 ) un repere orthonormal. Le cercle de centre Q(a, P) et de rayon R > 0 admet comme representation 
parametrique 

lx = a + Rcos0 
\ , 0eK 

y = p + Rsin0 


xm = a+Rcos0n 

(Ce qui sigmfie que M e ^ (Q, R) 3 0 O e IR < ). 

[m = P + RsinOo 
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Figure 2.13 - Representation parametrique d’un cercle 


On verifie facilement que (xm, yy[) verifie V equation (x-a) 2 + (y — (3) 2 = R 2 . 

Reciproquement, soirM(xM,yM) e ^(n,R). Fes coordonnees de M verifient (xM-a) 2 + (yM-|l) 2 = R 2 . Posons a = et b = FJ. 
Comme a 2 + fo 2 = 1. il existe un reel Go tel que a = cosGo ef b = sinGo- Done 

Jxm = a + Rcos6o 
1 I'M = P + RsinG 0 


2.6.4 Equation polaire d’un cercle passant par l’origine d’un repere 

( : . > 

Proposition 2.36 Equation polaire d’un cercle passant par l ongine d un repere 

Soit /%((), ~i,~f ) un repere orthonormal. Soit Q(a, (i). Le cercle 'r£ de centre Q, passant par O et de rayon R > 0 admet 
comme equation polaire 

^^lacost^^PsinlJ 

ou, de maniere equivalente 

ou (R, 0 O ) est un systeme de coordonnees polaires pour Q. 

Reciproquement, toute equation de la forme r - 2a cos 0 + 2(1 sin 0 est P equation d’un cercle de centre Q(a, (3), passant 
jtar Porigine Q de £% et done de rayon = \/a 2 + p 2 . 

Demonstration Soit ^ un cercle de centre Q, passant par O ef de rayon R > 0. Comme O est element de ^ ^ admet une equation 
cartesienne de la forme : x 2 + y 2 -2ax-2f ly = 0. Remplagant x par r cos 0 et y par r sinG, on obtient : 

x 2 + y 2 - 2ax - 2|ly = 0 
<=> r 2 -2r(acosG + |3sin0) = 0 
( r = 2acosG + 2|3sin0 (1) 

<=> < ou 

l r = 0 (2) 

La seconde equation admet pour ensemble solution le singleton {0} . La seconde peut etre ainsi reduite : si (R, Go) est un systeme de 
coordonnees polaires pour O. r = 2Rcos(G - Go) est equivalente a (1). Comme le point O verifie cette equation (pour G = Go + j), 
les deux conditions (1) et (2) se resument a (1) r = 2a cos 0 + 2(3 sin 6 ou encore r = 2Rcos(G - Go). 

Reciproquement, si un ensemble du plan admet comme equation polaire r = 2a cos 0 + 2(1 sin 6 alors c’estle cercle de centre D(a, |3) 
et passant par O. 

2.6.5 Caracterisation d’un cercle par l’equation MA.MB = 0 


Proposition 2.37 V Caracterisation d’un cercle par l’equation MA.MB = 0 

Soit &(0, T, ~j ) un repere orthonormal. Soient A(xa, y,\ ) et BU'b.Vb) deux points du plan. Soit r S :/ l’ensemble des points 
M du plan verifiant 

MA.MB = 0. 

Alors est le cercle de diametre AB. Une equation de est donnee par 

I (x - xa) (x - x B ) + (y - fa) (y - yB) = o | 
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Figure 2.14 - Caracterisation d’un cercle par l’equation MA.MB = 0 


Demonstration Soit I le milieu de [A, B] . Pour tout point M du plan : 

MA.MB = 0 

=> (mI + Ia).(mI + Ib) = 0 
=> MI.MI + (IA + iB).Mi + m.iA = 0 

==> mi 2 -ia 2 = o 

=> IM = IA 

car IA + IB = 0 . En resume, si M est element de *€ alors IM = IA, c’est a dire M appartient au cercle de diametre AB. 
Reciproquement, si M est element du cercle de diametre AB alors IM = IA et remontant les implications precedentes, on montre que 
Me^, 

Remarque 2.17 La precedente proposition est une reformulation du theoreme de la mediane vu au college :« Un 
triangle est rectangle si et settlement si un de ses cote est un diametre de son cercle circonscrit ». 


2.6.6 Intersection d’un cercle et d’une droite 



Figure 2.15 - d(Q,D) > R 


Figure 2.16 - d(Q,D) = R 


Figure 2.17 - d(Q,D) < R 


Proposition 2.38 7? 

Soient D une droite et if (Q, R) un cercle de rayon R > 0. 

1. Si d(Q,D) > R alors Dn^= 0. 

2. Si d(Q,D) < R alors D n f est formee de deux points distincts. 

3. Si d(Q,D) = R alors Dn^ est constitue d’un unique point. Si M est ce point, on dit que D est la tangente au 
cercle f au point M. M est le projete orthogonal de Q sur D. 

Demonstration Soient D une droite et R) un cercle de rayon R > 0 et de centre Q. 

1. Si d( Q,D) > R, il ne peut y avoir de point d’ intersection entre if et D. 
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2. Si d = rf(f2,D) < R, nommons H le projete orthogonal de O sur D. Pour tout point M de D, DM 2 + HM 2 = HM 2 , soit 
d 2 + HM 2 = QM 2 . M est element de ?nD seulement si on a ala fois DM 2 = R 2 ef HM 2 = OM 2 -d 2 , c’estadire seulement 
si HM 2 = R 2 - d 2 . Supposons que H oriente la droite D, il y a alors deux possibilites pour M, elles sont donnees par 

BM = ±\/R 2 -d 2 Tt 

Reciproquement, les deux points M donnees par cette demiere egalite sont bien elements de^nD. 

3. Supposons enfin que d[Pl, D) = R. Cette distance est celle entre PI et H, le projete orthogonal de O sur D. H est done element 
de^f n D ete’est le seul element possible de cette intersection. 


• - 

Proposition 2.39 V Equation cartesienne de la tangente a un cercle 

Soit &(0, T, ~j ) un repere orthonormal. Soit 'L un cercle de centre Q(ct, P) et de rayon R > 0. 'L admet comme equation 
cartesienne : 

x 2 + y 2 - 2txx - 2fiy + y = 0 

(avec y = a 2 + p 2 - R 2 ). La tangente a en Mo(xo, yo) e ^ admet pour equation cartesienne 

^x+y^y^od^+xl^p^^+yK^oJ 

V / 

Demonstration Un vecteur normal a la tansente a ^ en Mo est donne par OMo \ „ . Un point M L est element de cette 

|yo-p | y 

tangente si et seulement si OMo-MoM = 0. On obtient ainsi une equation cartesienne de la tangente a^ en Mo : 

(xo-a)(x-x 0 ) + (yo-P)(y-yo) = 0 (*) 


Soit en developpant : 


xx 0 + yy 0 -a{x-xo)- P(y- yo) -x£-y£ = 0 


Comme Mo u est element de cette tangente, xi + y~ -2axo -2fiyo + y = 0 et 1' equation cartesienne de depart (*) est equivalente a 

|yo u u 

xox + yoy- a(xo + x)~ P(yo + y) + y = 0 


En resume 

1 II convient d’avoir bien compris : 

- Futilite du produit scalaire 

- l’utilite du determinant 

et les differentes methodes pour les calculer. 

2 II faut savoir effectuer des changements de repere, vous en aurez un grand besoin en physique. 

3 II faut savoir calculer rapidement et sans hesitation : 

- F equation cartesienne 

- F equation parametree 

- F equation polaire 
d’un cercle et d’une droite. 

4 il faut aussi savoir calculer la distance d’un point a une droite et l’aire d’un parallelogramme dans le plan avec le 
determinant. 

5 Au terme de ce chapitre, vous devrez savoir organiser des calculs afin de pouvoir les effectuer dans des conditions 
optimales. 
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2.7 Exercices 

/f\ Attention 2.8 Penser a dessiner, cela aide souvent a resoudre un exercice. 

2.7.1 Produit scalaire et determinant 

Exercice 2.1 V 

Soient ~u etU deux vecteurs du plan. Developper : 

1. || H + ~iT|| 2 - | T7 - ~v\\ 2 . 

2. det(U + ~u ,Y - ~v) 

Solution : 

1. Comme le produit scalaire est une forme bilineaire symetrique, on a, pour tous vecteurs Yi et b du plan : 
\~a || 2 — | b | = {a + b \a - b) done 

|| IT + 7? || 2 - ||7l-"iT I" = {2Yi\2b) 

- 4{Y\~v) 

2. De mime, comme le determinant est une forme bilineaire anti- symetrique alternee, il vient : 

det (H + ~v , Y - "?) = 2det(l!,"i7) 

Exercice 2.2 V 

Soient A, B et C trois points du plan. Montrer que : 

det(AB,Ac) = det[BC,BA] = det[cA,CB| 

1. En raisonnant geometriquement. 

2. En utilisant la bilinearite et V antisymetrie du produit scalaire 


Solution : 


1 . Orientons le triangle ABC dans le sens direct. On peut choisir une determination dans [0, tt] pour les trois angles 

AB, AC , CA, CB , BC, BA . Les trois determinants sont alors positifs et sont de plus chacun egaux au double 

de 1 ’aire du triangle ABC, ce qui prouve les egalites 


2. D’apres la relation de Chasles et en utilisant la bilinearite et 1’ antisymetrie du produit scalaire : 

det^AB.Acj = 

det(AB,AB + Bc) 

- 

det (AB, AB] + det ( AB, Be] 

= 

- det |BA, Bcj 

= 

det |bC,Ba| . 

On prouve de meme la derniere egalite. 



Exercice 2.3 Y 

Dans le plan, on considere un parallelogramme ABCD. On note E le pied de la perpendiculaire menee de C a (AB) . On 
note F le pied de la perpendiculaire menee de C a (BD). Montrer que BD.BF = ||BC|| 2 + BA.BE. 


Solution : Faire un dessin ! Calculous 

BD.BF - BA.BE = BD.fBC + CF) - BA.(BC + CE) 
= BD.BC - BA.BC 
= (AB + BD).BC 
= AD.BC 
= BC.BC 
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Exercice 2.4 W 

Soit ABCD un parallelogramme. Montrer que 

AC 2 + BD 2 = AB 2 + BC 2 + CD 2 + DA 2 . 


Solution : Soit I le milieu de [AC] et done aussi le milieu de [BD]. 

AB 2 + BC 2 + CD 2 + DA 2 = AB.AB + BC.BC + CD.CD + DA. DA 

= (ai + re) . (ai + m) + (m + ic] . (m + ic] + (ci + id) . (ci + id) + (m + ia) . (di + ia) 

= AI 2 + IB 2 + 2AI.IB + BI 2 + IC 2 + 2BLK + CI 2 + ID 2 + 20 + DI 2 + IA 2 + 2DLIA 

= 4AI 2 + 4BI 2 + 2AI.IB + 2AI.ID + 2BI.IC + 2DI.IC 
= AC 2 + BD 2 + 2AI. (iB + ID) + 2 (m + Dl) .I~C 
= AC 2 + BD 2 


2.7.2 Coordonnees cartesiennes dans le plan 

Exercice 2.5 R? 

Calculer une equation cartesienne puis une equation parametrique de la droite 2 : 

1. passant par A (2,1) et de vecteur normal~n — (1,-1). 

2. passant par A (-1,0) et de vecteur directeur H - (1,-2). 

3. passant par A (1,2) etB(-2,3). 

4. passant par 1 ’origine et parallele a la droite 2' : x + y - 1 = 0. 

lx =1 + 2 1 

5. passant par A(l, 1) et perpendiculaire a la droite 2 : 1 ;teR. 

[y = -l + ? 


Solution : 

1. Comme 2 admet ~n comme vecteur normal, une equation cartesienne de 2 estde la forme x-y+c = 0 avec c e R. 
Comme Ae2, on a c - -1 et 2 : x - y - 1 = 0. Un vecteur directeur a 2 est celui de coordonnees (1,1) done une 

lx -2+ 1 

equation parametrique de2 est 2 : •( ; t e R. 

[y =i + £ 

2. Comme 2 est dirigee par ~u elle admet comme vecteur normal celui de coordonnees (-2,-1) ou encore li - 
(2, 1). Une equation de 2 est done de la forme 2x + y + c - 0 ou ceR. Comme Ac 2, il vient que c - 2 done 

lx = -1 + t 

2 :2x + y + 2 - 0. Une equation parametrique de 2 est 2 'A ^ ; t e 1R. 

3. Comme A et B sont des points de2, le vecteur AB = (-3, 1) dirige2 etle vecteur li - (1,3) dirige 2. Une equation 
cartesienne de 2 est alors de la forme x+ 3y + c - 0 avec c e K. Comme A e 2, on trouve que c - -7 et finalement 

lx =1 — 3? 

2 : x + 3 v - 7 = 0. On trouve par ailleurs qu ’une equation parametrique de 2 est 2 A ; f e K. 

|y = 2+ t 

4. Comme 2 et 2 ' sont paral Idles, le vecteur ~n = (1, 1) normal a 2' est aussi normal a 2 et done une equation 
cartesienne de 2 est de la forme x + y + c = 0 avec ceR. Comme O £ 2, c - 0 et 2 : x + y - 0. Un vecteur 

_ lx = —t 

directeur a 2 est u = (- 1, 1) et une equation parametrique de 2 est 2 A ; t e IR. 

[y = t 

5. Un vecteur directeur de 2 ' est Ti = (2, 1) qui est normal a 2 car les deux droites sont perpendiculaires. Une 
equation de 2 est done de la forme 2x + y + c = 0 avec c e IR. Comme Ae2 alors c = -3 et 2 : 2x + y - 3 = 0. Un 

_ f x = 1 - t 

vecteur directeur de2 est u - 1-1, 2) done une equation parametrique de 2 est 2 A ;feR. 

\y =1 + 2 ? 


Exercice 2.6 R? 

Calculer une equation cartesienne de la droite 2 d’ equation parametrique 


\x = 1 - ? 
jy =2-3?' 


Solution : On pourmit lire sur 1’ equation parametrique de Q) les coordonnees d'un point et d'un vecteur directeur de 
9/1. Procedons autrement : 

x = 1- t ( t = 1 - x 2- y 

=> < 2-v => 1 — x = ==> -3x+v+l = 0 

y =2-3 1 =—^~ 3 

et done 3> : -3x + y + 1 = 0. 


Exercice2.7 9? 

On rapporte le plan a un repere orthonormal direct. On considere les points A(- 1, - 1) , B(2, 3) et C (3, -3) . 

1 . Calculer 1 ’aire du triangle ABC. 

2. En deduire la distance de A a la droite (BC). 

3. Former une equation de la droite (AB). 

4. En deduire la longueur de la hauteur issue de C et retrouver 1 ’aire du triangle ABC. 


Solution : 

|det(AB,Ac)| i 1 

1 . L’ aire de ABC est donnee par : * 1 — — = y = | 11 1 . 

2. Soit H le projete orthogonal de A sur (BC). (AH) est done une hauteur de ABC et l’aire de ABC est aussi donnee 
par : BL ^ AH . Comme BC = </37, on trouve . 


AH = 


11V37 


3. Le vecteur AB (3, 4) dirigela droite (AB). Par consequent, une equation de (AB) est| -4x + 3y- 1 =0 |. 
La longueur de 
-4x c + 3y c - 1 


4. La longueur de la hauteur issue de C est la distance de C a la droite (AB). Par consequent : d (C, (AB)) = 

22 

AB x d (C, (AB)) 5 i 1 

. L aire du triangle ABC est alors donnee par : = = | 11 1 . 


Exercice 2.8 V 

Dans le plan rapporte a un repere orthonormal, on considere les points a| ^ et B 

1. Ecrire une equation cartesienne de la droite (AB). 

2. Determiner la distance du point C.| j a la droite (AB) . 

3. Determiner les coordonnees du projete orthogonal H de C sur (AB). 

4. Retrouver la distance du point C a la droite (AB) en utilisant la question precedente. 


1-2 
I 3 ’ 


Solution : 

1. Soit Ml 


\y 


un point du plan. 11 appartient a la droite (AB) si et seulement si det(AM, AB) = 0, ce qui donne une 


equation cartesienne de la droite (AB) : (AB) : 5x + 3y + 1 = 0 


2. Avec la formule du cours, d[C, (AB)) = 


|5 + 3+l| 


\/5 2 3 4 + 3 2 \/34 

3. Comme ~n - (5,3) est normal a (AB) , il dirige (CH) et une equation parametrique de (CH) est (CH) 
Les coordonnees de H sont solutions du systeme : 

x - 1 + 5t 

y = 1 + 3f . 

5x + 3y+l =0 

On trouve t = -9/34, x = - 1 1 /34 et y = 7/34. Done H (- 1 1 /34, 7/34) . 

4. II sufht de calculer la norme de CH = (45/34,27/34), on trouve II CH II = \/81/34 = 9/ \/34. 


x = 1 + 5f 
y = l + 3f 


Exercice 2.9 W 


Dans le plan rapporte a un repere orthonorme, on considere le point O j ^ . Parmi toutes les droites passant par D, 
determiner celles qui sont a distance 1 du point A ^ . 


Solution : On peut decrire toutes les droites passant par Q (saufla droite verticale) a 1 ’aide d’un seul parametre, la pente 
m. L’equadon cartesienne d'une telle droite °/) m est done (y- 2) = m(x- 1), e’est-a-dire 
La distance du point A a la droite Q) m est alors donnee par la formule : 


: mx— y + (2- m) — 0 


d{A,9> m ) = 


\-m-4 + 2-m\ 2|m+l| 


/ m 2 + 1 


V m 2 + 1 


Cette distance vaut 1 si et seulement si 4 (m + l) 2 = m 2 + 1, e’est-a-dire 3 m 2 + 8 m + 3 = 0, et on trouve les deux pentes 
-4+/7 -4-/7 

solutions, mi = et m2 = . On verifie ensuite que la droite verticale passant par Q ne convient pas en 

ecrivant son equation cartesienne x- 1 et en calculant la distance de A a cette droite qui vaut 2. 


Exercice 2.10 O 

Calculerla distance du point A a la droite dans les cas suivants : 

1. A (0,0) et ( x) passe par B (5, 3) et est dirigee par 77 (1,2). 

2. A(l,-1) et 2) passe par B(- 1,1) et est perpendiculaire all (2,3). 

3. A (4, 1) et est la droite d ’equation cartesienne x + 2y + 3 = 0. 


Solution : 

1. d (A, S>) = 


det BA, i 


_ A/5 
5 


2. 


d{ A,% = 


ll»|| 


_ 2y/l3 
_ 13 


3. 


d(A,m= |JA+ ^ A+31 = 2^ 


Exercice 2.11 O 

Dans le plan muni d’un repere orthonormal direct, on considere les 4 points A (- 1 , 3) , B (-6, -2) , C (2, -6) et D (3, 1) . 

1. Montrer que ABCD est un trapeze. 

2. Calculer les coordonnees de 1’ intersection de ses diagonales. 

3. Montrer que ses diagonales sont perpendiculaires. 

4. Calculer 1 ’aire de ABCD. 


Solution : 

1. Comme AD = (4, -2) et BC = (8, -4) il est clair que BC = 2AB et que les droites (AD) et (BC) sont paralleles. Par 
suite, ABCD est un trapeze. 

2. On calcule une equation cartesienne de (AC). Cette droite est dirigee par AC = (3,-9) on encore par le vecteur 
77 = (1,-3). Un vecteur normal a cette droite est done 77 = (3, 1). Une equation cartesienne de (AC) est done de 
la forme 3x + y + c - 0 a vec ceR. Comme A e (AC), il vient que c - 0. Done (AC) : 3x + y = 0. On montre de 
meme que (BD) : -x+ 3y = 0. On remarque que ces deux droites passent par l’origine du repere done leur point 
d’intersecdon est O. 

3. Un vecteur normal a (AC) est 77 = (3,1) et un vecteur normal a (BD) est 77' = (-1,3 ). Il est clair que 77 - 77' = 0 et 
done que les diagonales sont perpendiculaires. 

4. On utilise la formule vue au college. Si si designe l’aire de ABCD alors si = (petite base + grande base) x 
hauteur/2. On sait que petite base = AD = 2/5 et grande base = BC = 4/5. De plus 


hauteur = d (A, (BC)) = 


|detAB,Bc| 

1-5 8 

1 -5 -4 1 

1 

1 

to 

o 

1 to 

60 

II BC || 

4/5 

4/5 

4/5 


etsi - 45. 
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Exercice 2.12 

On considere deux droites @ et S>' d’equations respectives : 

D: 3x + 4y + 3 = 0 et D' : 12x-5y + 4 = 0 


1 . Montrer que ces deux droites sont secantes. 

2. Determiner une equation de chacune de leurs bissectrices 1 . 

Solution : 

1. Un vecteur directeur de D est 77 (-4,3) et un vecteur directeur de D' est 77 ' (5,-12). Ces deux vecteurs ne sont 
pas colineaires done ces deux droites ne sont pas paralleles. 

2. Soit M [x, y) un point du plan. On a la serie d ’equivalences : 

M est un point d’une des bissectrices aux deux droites 
<=> d(M,3>) = d(M,3>') 

|3x + 4y + 3| |l2x-5y + 4| 

^ 5 “ 13 

<=> 13(3x + 4y + 3) = 5(l2x-5y + 4) ou 13(3x + 4y + 3) = -5(l2x-5y + 4) 

<=> -21x + 77y + 19 = 0 ou 99x + 27y + 59 = 0. 

Done les bissectrices ontpour equation I -21x+ 77y + 19 = 0 I et I 99x + 27y + 59 = 0 . 


Exercice 2.13 W Bissectrices de deux droites 

On considere deux droites @ et non paralleles et d’equations normales respectives : 

x cos 0 + y sin 0 — p — 0 et xcos0' + y sin0' - p' = 0 

ou p,p' e R et 0,0' e K, 0 ^ 0' [tt]. 

1. Determiner une equation normale de chacune de leurs bissectrices 2 . 

2. Montrer que si 77 et 77 ' sont des vecteurs unitaires qui dirigent les droites @ et @' alors les vecteurs ~u + u' et 
77 - m' dirige chacune de ces deux bissectrices. 

3. Montrer que ces deux bissectrices sont perpendiculaires. 


Solution : 

1 . Soit M (x, y) un point du plan. On a la serie d ’equivalences : 

M est un point d’une des bissectrices aux deux droites 
<=><7(M,@) = d[M,3>') 

|xcos0 + ysin0 - p | |xcos0' + ysin0' - p' | 
cos 2 0 + sin 2 0 cos 2 0' + sin 2 0' 

|xcos0 + ysin0 - p | = |xcos0' + ysin0' - p'\ 

<=>xcos0 + ysin0 - p = xcos0' + ysin0' - p' ou xcos0 + ysin0 - p = - (xcos0' + ysin0' - p') 
(cos 0 — cos0') x+ (sin0 - sin0') y-p~p' ou (cos0 + cos0') x+ (sin0 + sin0') y = p+ p' 


e+e' f 
• - 2 sin sin - 


' 0+0' f 

-x + 2cos sin- 


-y= p-p ou 2cos- 


' 0 + 0 ' 0 - 0 ' , 
-x + 2sin cos y = p+ p 


0+0' 0+0' 2 (p-p') 0+0' 0+0' 2(p+p') 

-sin x+cos y= — ou cos x + sin y= — 


ce qui est licite car 0^0' [tt] . Les equations des deux bissectrices sont done : 


0+0' 0+0' 2 (p-p') 

-sin x+cos y- — — 


0+0' 0+0' 2(p+p') 

cos x+sin y = —~r 


Ces deux equations sont de plus normales. 


1. Rappelons qu’un point est sur une bissectrice de deux droites si et seulement si les distances de ce point a chacune des deux droites sont egales 

2. Voir la note 1 
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2. Comme 77 et 77' sont un itaires, on peut supposer que It — (cos 0, sin 0) et que 77' = (cos 0', sin 0') alors 

*. >r , » .N 6 — 9 r f 0 + 0 r 0+0^ 

u + u = (cos0 + cos0 ,sin0 + sin0 J =2cos I cos — — >sin I 

qui dirige clairement la premiere bissectrice. De meme : 

*. r r r\ 0— 0 / ( 0+0 r 0+0 ; \ 

u - u — (cos0-cos0 ,sin0-sin0 J = 2sin— — I -sin— — ,cos— — I 
qui dirige la deuxieme. 

3. Comme (H + IT') . (7T - 71') = || 77 1| 2 - || 17' || 2 = 0, ies deux bissectrices sont perpendiculaires. 


Exercice 2.14 W 

Dans le plan, on considere trois points A, B et C non-alignes. Une droite @ coupe les droites (BC), (AC) et (AB) en A', 
B' et C' respectivement. Par A' on mene les paralleles a (AB) et (AC) qui coupent respectivement aux points E et F la 
parallele a (BC) menee par A. Montrer que les droites (B'E) et (C'F) sont paralleles. 

Indication 2.8 : Le probleme est independant du repere choisi, a vous done de choisir un bon repere... 


Solution : Faire un dessin ! 

- Choix du repere : S/t — (A, AB, AC). Dans ce repere, A ||| , b|^, C | ^ . Comme B' est sur la droite (AC), il existe b e R 

1 0 I c 

tel que B' , . De meme, il existe c e R tel que C' . 

Equation cartesienne de la droite @ = (B'C') : un point m| ^ est sur cette droite si et seulement si det(B'M, B'C') = 0, 


e’est-a-dire 


(B'C') \bx+ cy-bc- 0 


- On calcule de meme V equation de la droite (BC) et 1’ on trouve (BC) :x+y-l = 0 


- Coordonnees de A' j ^ ; puisque A' est sur la droite (B'C') et sur (BC), ses coordonnees verifient le systeme 


x + y = 1 
bx+cy -be 


On en tire 

A' 

c(l - b ) 

c-b 
Z?(l - c) 

. On remarque que le cas oil b - c correspond a une droite 2> parallele 



b- c 



a (BC) ce qui est exclu par V enonce. 

- Equation cartesienne de la droite , parallele a (BC) passant par A : on trouve 


&' : x + y- 0 


- Coordonnees de E : il existe A e R tel que E = A' + AAB, e’est-a-dire •( ^ . Puisque E e x+ y - 0 

b- c 


c(l - b) 


+ A 



Ensuite, calculons le 


a pres simplifications. 


Le resultat est montre. 
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Exercice 2.15 00 

On considere un point A J ^ del ’axe (Ox) et un point Bx . de I ’axe (Oy) . 

1 0 | cl — A 

1. Ecrire 1’ equation cartesienne de la mediatrice du segment [AxBx]. 

2. Montrer que lorsque A varie, cette mediatrice passe toujours par un point fixe. 


Solution : 

1. Soit M^.Le point M appartient a la mediatrice de [Ax, Bx] si et seulement si d(A\, M) = d(Bx,M), c’est-a-dire si 
et seulement si [x- A ) * 1 2 3 4 + y 2 - x 2 + [y- a + A) 2 . Ceci amene 1’ equation cartesienne 


Q>\ \ 2Ax + 2(A- a)y-2Xa+ a 2 — 0 


2 . 


On remarque que le point C 


\al2 
\al2 


appartient a toutes les droites 


Exercice 2.16 00 

On considere dans le plan euclidien un triangle equilateral (ABC) . On choisit un repere orthonorme d ’origine le milieu 
— ► AB I — a I a 

de [AB], a vec le vecteur i = — dans lequel A et B avec a > 0. 

II AB || I 0 1° 

1. Determiner les coordonnees du point C. 

2. Ecrire les equations cartesiennes des droites (AC) et (BC). 

3. Montrer que si M est un point interieur au triangle, la somme des distances de M a chaque cote du triangle est 
constante. 

4. Retrouver ce resultat en partitionnant le triangle ABC en trois triangles dont on determinera les a ires grace au 
determinant. 


Solution : 


1. Si c| c , on calcule ||AC|] 2 = c 2 + a 2 qui doit valoir || AB || 2 = 4a 2 d’ou l’on tire c = V3 a et done 

2. Soit m|^ un point de la droite (AC). II doit verifier det (AM, AC) = 0, d’ou l’on tire 


(AC) : \/3 ax - ay + spia 2 — 0 


et de me me 


(BC) : V3ax+ ay- V3a 2 - 0 


3. Soit un point M ^ interieur au triangle. La distance de M a la droite (AB) vaut y (y A 0). Appliquons la formule 
du cours pour calculerla distance deM ala droite (AC) : 

\\f3ax- ay + \/3a 2 l \/3x-y+\/3a 


rf(M,AC) - 


V3 a 2 + a 2 2 

On a utilise que le point M etait a droite de la droite (AC) pour enlever la valeur absolue. De meme, 

\VSax+ av- V3a 2 \ - \/Sx - y + \[3a 

rf(M,BC) = = = 

VS a 2 + a 2 2 

La somme des trois distances est constante et vaut \/Sa. 
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4. Si U, V et W sont trois points du plan, on notera Mjvw 1 aire du triangle UVW. On a : 

d (M, (AB)) + d (M, (BC)) + d (M, (CA)) 
|det(AM,AB]| |det(BM,Bc]| |det(cM,CA]| 


II ) II 

— + — 

II > II 

— + — 

II > II 

AB 


BC 


CA 


— + £^3 + 

ou ,fe/| estl ’aire du parallelogramme porte par les vecteurs AM et AB, £#3 est 1 ’aire du parallelogramme porte par 
les vecteurs BM et BC et £^ est l’aire du parallelogramme porte par les vecteurs CM et CA. Mais - 2///\iab, 
stfi - 2jz4ibc ets^ 3 - 2.0?mca- Done : 

d (M, (AB)) + d (M, (BC)) + d (M, (CA)) = 2 [s^mas, + -24ibc + -c+ca) = 2^^\bc 
ce qui prouve que la somme des trois longueurs est constante. 


Exercice 2.17 W 

Dans le plan, on considere un triangle (ABC) et on note I le milieu du segment [BC]. Line droite passant par I coupe 
les droites (AB) en D et (AC) en E. Determiner le lieu des points d’ intersection des droites (BE) et (CD). 


Solution : On se place dans le repere (A, AB, AC). Dane ce repere 

1 . le point I a comme coordonnees I 

2. la droite passant par D admet comme equation cartesienne : (y- 1/2) = A(x- 1/2) avec A ^ 0 (puisque cette droite 
n ’est pas para I Idle a (AB) ni a (AC). 

3. les coordonnees des points D et E sont D| 1/2 — 1/2A, eL ^ 


|l/2 
1 1/2 


4. la droite (BE) admet comme equation cartesienne : (1 - A)x + 2y = 1 - A 

5. la droite (CD) admet comme equation cartesienne : 2Ax+ (A - l)y = A - 1. 


6. 1’ intersection de ces deux droites est formee du point : M 


A- 1 


A+l 
A- 1 - 


A+l 


1 - 


- 1 + ■ 


(les deux droites ne sont pas 


A+l 


paralleles lorsque A / - 1). 

7. Le point M est sur la droite d’ equation x + y - 0 . L’ application A <-*■ etant une bijection dc M \ {0} vers 

A+l 

[R \ {-1, 1}, on trouve tous les points de cette droite sauf ceux d’abscisse 1 et — 1. 


Exercice 2.18 W 

On considere dans le plan euclidien un triangle isocele (ABC) avec AB = AC. On considere un point D qui varie sur le 
segment [AB] et un point E sur Je segment [BC] tels que D'E = -BC ou D' est le projete orthogonal de D sur (BC). Par 
le point E, on mene la perpendiculaire a la droite (DE). Montrer que cette droite passe par un point fixe I. 


Solution : On choisit le repere orthonorme tel que A | ^ , b| 

-b _| b AT .\\ , lA + fr _ ,, 

et C . Notons D , on a alors E .On determine 





A 


V equation cartesienne de la droite (AB) ; 

ax - by + ab - 0 

, les coordonnees du point D : 

D 

a\+ ab 

puis l’equa- 





2 



tion cartesienne de la perpendiculaire en E : 
polyndme en A : 


, a\ + ab 

— bx h y+ b( A+ b) — 0 


On peut voir cette equation comme un 


A[Z?+ ~^\ + [b(b- x) + ay] - 0 
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II suffit d’annuler le coefficient de A et le coefficient constant pour voir que cette droite passe toujours par le point 
\-b 2 la 


Exercice 2.19 W 

Dans le repere canonique du plan, on considere deux points sur les axes a|^ et b| ^ ** ^ . On note C le point tel que 

(OACD) soit un rectangle. On note 2>\ la perpendiculaire a la droite (AB) passant par C. Montrer que la droite 3>\ passe 
par un point fixe a determiner lorsque A varie. 

Solution : C ^ Pour obtenir 1 ’equation cartesienne de @)\ , on traduit CM. BA = 0 et P on trouve 
| tt, — A 

@i\ : Ax+ (A- a)y-2a\ + a 2 = 0 
quel ’on peut ecrire comme un polynome en A ; 

A(x + y-2a) + {-ay+ a 2 ) — 0. 

En considerant le point IP avec x et y qui annulent les deux coefficients de ce polynome, on trouve le point fixe 



Exercice 2.20 00 

Determiner 1’ intersection des droites Di etD 2 : 


Di 


x 

y 


2t—l 
— t + 2 



t + 2 
3f + 1 


Solution : 


1. On prend deux parametres distincts t et u et on egale les abscisses et ordonnees pour obtenir le systeme 


2t — 1 — u + 2 

— 1 + 2 — 3u+l 

3 4 

y- — Hi — — . 

7 7 


d’oii 


2 t—u = 3 

-t-3u = -1 


1 1 13 

d’ou -7u = 1 et u — — . On en deduit u — h2 = — et 

7 7 7 


2. u{ 2,-1) est vecteur directeur de Di, done n(l,2) est vecteur normal de Di. Done une equation cartesienne de Di 
est x + 2 y — k. k est determine en ecrivant que (pour t — 0) M(-l,2) e Di soit k - — 1 + 2x2 = 3. Maintenant 

on traduit : un point de D 2 verifie cette equation de Di : t + 2 + 2(3 1 + 1) = 3 soit t = - — et on conclut comme 
ci-dessus. 

Moralite : L’ intersection de deux objets geometriques se traite bien lorsqu ’un est defini en parametrique et 1’ autre 
par equation cartesienne. 


2.7.3 Geometrie du triangle 

Exercice 2.21 00 Centre du cercle circonscrit d’un triangle et mediatrices 

Soient A, B, C trois points non alignes du plan &. Montrer que les mediatrices du triangle ABC sont concourantes en 
un point O centre du cercle circonscrit au triangle : 

1. En utilisant la definition et les proprietes de la mediatrice d’un segment. 

2. En effectuant des calculs dans un repere bien choisi. 


Solution : 

1. La mediatrice du segment [AB] admet comme vecteur normal AB, celle du segment [AC] admet comme vecteur 
normal AC. Les points ABC etant non alignes, ces deux vecteurs ne sont pas colineaires et done ces deux medi- 
atrices ne peuvent etre paralleles. Elies se coupent alors en un point qu ’on notera O. On a : OA = OB = OC. On 
deduit de ces egalites que O est le centre du cercle circonscrit a ABC et que O est element de la mediatrice de 
[BC] . Par consequent, les trois mediatrices du triangles sont concourantes en O. 
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2. On peut aussi proposer la solution calculatoire suivante. On peut choisir un bon repere orthonorme dans lequel 
les coordonnees de A, B et C sont A | ^ , b|^, c|^. Les milieux des cotes du triangle ont pour coordonnees, A'| > 

B' , C'\ {a + ^ ^ . Les perpendiculaires issues respectivement de C', B' et A' ont pour equations cartesiennes : 


a+b a 2 - c 2 

x= , -ax+cv-\ = 0, 

2 1 2 


b 2 -c 2 

-bx+ cy-\ = 0 


et on verifie qu ’elles passent par le point 


I {a+b) 12 
| c/2 + ab/2c 


Exercice 2.22 W Centre de gravite et medianes d ’un triangle 

Soient A, B, C trois points non alignes du plan SP. Soient G 1 ’ isobarycentre de ABC. 

1 . Soit I le milieu de [BC] . Montrer que AG = | AI. Bn deduire que G est element de la mediane de ABC issue de A. 

2. En deduire que les medianes du triangle ABC sont concourantes en G. 


Solution : 

1. Comme G est V isobarycentre de ABC, on a : GA+ GB + GC = 0 . Utilisant la relation de Chasles, on en tire : 
GA+GA + AI + IB + GA+AI + IC = 0 c ’est-a-dire : 3GA+2AI = 0 d’ou la relation annoncee. La mediane issue de 
A etant la droite (AI), il est alors clair que G est element de cette mediane. 

2. On demontrerait de meme que, si ] designe le milieu de [AC] et K celui de [AB] ; BG = |BJ et CG = §CK. Le 
point G appartient done a la mediane de ABC issue de B et celle issue de C. Les trois medianes de ABC sont done 
concourantes en G. 


Exercice 2.23 W Centre du cercle inscrit a un triangles et bissectrices 

Soient A, B, C trois points non alignes du plan S? . Montrer que les trois bissectrices interieures du triangle ABC sont 
concourantes en un point K du plan et ce que ce point est centre du cercle inscrit a ABC (e’est a dire le cercle tangent 
aux trois cotes du triangle). 


Solution : Notons d,\ , d\>, et dc les bissectrices interieures de ABC issues respectivement de A, B et C. Les points A, 
B et C n’ etant pas alignes, d,\ et d\>, ne sont pas paralleles et se coupent en un point K du plan. Par definition d’une 
bissectrice, on a : d (K, (AB)) = d (K, (AC)) = d (K, (AB)) = d (K, (BC)). Par consequent, d (K, (CA)) = d (K, (CB)) et K est 
element de la bissectrice issue de C. On en deduit que les trois bissectrices interieures de ABC sont concourantes en 
K. Notons Ka, Kb, Kc les projetes ortbogonaux de K sur respectivement (BC), (AC) et (AB), on a : d (K, (AB)) = KKc, 
d (K, (AC)) = KKb et d (K, (BC)) = KK,\ . D’apres ce qui a ete fait precedemment, on peut affirmer que ces trois longueurs 
sont egales : KKa = KKb = KKc- Le point K est done le centre du cercle r d’ circonscrit au triangle KaKbKo II reste a 
montrer que les trois cotes du triangles ABC sont tangents a ce cercle. Comme Ka est le projete orthogonal de K sur 
(BC), la droite (BC) est perpendiculaire a un rayon du cercle r d } et est done tangente a . On fait de meme avec les 
droites (AC) et (AB) et on montre que if est bien le cercle inscrit a ABC. 


Exercice 2.24 W Orthocentre d’un triangle 

Soient A, B, C trois points non alignes du plan SP. 

1. En exprimant chacun des vecteurs de l’expression ci dessous au moyen de vecteurs d’origine A, montrer que 
pour tout point M de g? on a: 

AB.CM + BC.AM + CA.BM = 0. 

2. Montrer que la hauteur issue de A dans le triangle ABC et celle issue de B ne sont pas paralleles. On notera H le 
point d' intersection. 

3. Montrer que AB.CH = 0. En deduire que les hauteurs du triangle ABC sont concourantes. Le point de concours 
est V orthocentre du triangle. 
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Solution : 

1. Soit M un point du plan. 

AB.CM + BC.AM + CA.BM - AB. [CA + Am] + [§A+ Ac) .AM + CA. (Ia + Am] 

= (ab + ^].am+(ac + ca].am+(ab + ba].ca 
= 0 

2. La hauteur issue de A admet comme vecteur normal BC et celle issue de B le vecteur AC. Les points ABC n ’etant 
pas alignes ces deux vecteurs ne sont pas colineaires et les deux hauteurs ne peuvent done etre paralleles. Elies 
sont done secantes en un point qu ’on notera H. 

3. Utilisant l’egalite etablie dans la premiere question avec M = H et le fait que H est a 1’ intersection des hauteurs 
issues de A et de B, on obtient : AB.CH = 0. On en deduit que H est element de la hauteur issue de C et que les 
trois hauteurs de ABC sont concourantes en H. 


Exercice2.25 00 Droite d ’Euler d’un triangle 

Dans un triangle ABC non equilateral et non aplati, on considere V orthocentre H, le centre O du cercle circonscrit et 
le centre de gravite G. 

1. Exprimer OG en fonction de OA, OB et OC. 

2. Soit ~u = 30G - OH. Montrer que ~u est orthogonal a AB. 

3. En deduire que OH = 30G. 

La droite passant par ces trois points est appele droite d’ Euler du triangle ABC. 


Solution : 

1 . Comme G est 1 ’isobarycentre de A, B et C, par la relation de Chasles, on obtient : OG = \ joA + OB + OC j . 

2. On appelle I le milieu de [AB] . II vient : 

17 .AB = [30G-0H].AB 

= (oa+ob + oc-oh).ab 
= (hc + oa+ob).ab 

= HC.AB + |oA+ Ob] .AB car HC dirige la hauteur issue de B 

=o 

= (oi + IA+OI + iB).AB 
= 201. AB car IA = -IB 

= 0 car OI dirige la mediatrice du segment [AB] 


3. En effectuant le meme calcul, on pourrait montrer que 37. AC = 0. Par consequent, le vecteur ~u est a la fois 
orthogonal a AC et AB. Mais le triangle ABC n’ etant pas plat, ceci n’est possible que si U - 0 , e’est-a-dire 
seulement si OH = 30G. Le triangle n ’etant pas equilateral, on en deduit que les points O, G et H sont alignes. La 
droite portant ces trois points est appelee droite d’Euler du triangle ABC. 

Proposons une preuve calculatoire de cette propriete : 

Dans un repere orthonorme adapte, les coordonnees de A, B et C sont AH, BH , CL, le centre de gravite a pour 


coordonnees 


G 


[a+b )/ 3 
c/3 


les trois hauteurs ont pour equation cartesienne 


x-0, -bx+cy+ab-0, -ax+ cy+ ab-0 


d’oii le point d’intersection des hauteurs 


H 


I ° 

| -able 


Pour trouver le centre du cercle circonscrit, on peut chercher 
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V intersection des mediatrices ou resoudre |]QA|| 2 = ||QB|| 2 = ||OC|] 2 ce qui donne 


I [a+b)/2 
| c/2 + ab/2c 


On calcule ensuite 


det(HG,HQ) 


\(a+b)/3 (a+b)l 2 I 
\c/3 + ablc c/2 + 3abl2c\ 


ce qui montre que ces trois points sont alignes. 


Exercice 2.26 W Formules des sinus, d ’Al-Kashi, de Heron 

Dans le plan oriente, on considere un triangle ABC non aplati de sens direct (c’est-a-dire qu ’on passe du point A a u 
point B , etdu point B au point C en tournant dans le sens direct) . On note : a - BC, b = CA, c = AB, A = BAC, B = CBA, 
C = ACB et r/f l’aire de ABC. On note aussi R le rayon du cercle circonscrit a ABC, r le rayon du cercle inscrit a ABC 
et p- j(a + b+ c) le demi-perimetre de ABC. 

1. Montrer que det|AB,Acj = det|BC,BAj = det|cA, CBj = 2&/ 

2. En deduire la formule des sinus : 

a b c abc ^ 

sin A sinB sinC 2/// 

3. Prouverles formules d ’Al-Kashi : 

a 2 - b 2 + c 2 - 2bccosA, b 2 - c 2 + a 2 - 2cacosB, c 2 = a 2 + b 2 -2abcosB 

Ces formules generalised la formule de Pythagore dans un triangle quelconque. 

4. Deduire des deux dernieres questions la formule de Heron : 


1 ^ abc 

m = -be sin A - — 

2 4R 


\Jp[p-a)[p-b)[p-c) = rp 


Solution : 

1. Chacun des 3 determinants est egal, le triangle etant direct, a 2///. 

2. Par definition du determinant et udlisant les egalites precedentes, on a : 

IIabII II AC II sinA= || BC || ||ba|| sinB = II Ca|| II CB II sinC = 2stf 


c ’est-a-dire : 


be sin A - ac sin B-ab sin C = 2&/. 


En divisant ces dernieres egalites par abc, on obdent : 


sin A sinB sinC 2 
abc abc 


Par ailleurs, si on note I le milieu de [BC] et O le centre du cercle circonscrit a ABC, V angle inscrit BAC intercepte 
le meme arc de cercle que P angle au centre BOC. Par consequent : BOC = 2BAC = 2A. Par ailleurs, comme 
OB = OC, le triangle BOC est isocele en O et BIO est rectangle en I. Dans ce dernier triangle, on peut ecrire : 
sinBOI - 4k, ce qui amene : — - = 2R. 

1 sinA 

3. On a : 


a 


2 


| BC | 2 

BC.BC 

(ba+ac).(ba+ac) 

BA.BA - 2AB.AC + AC.AC 

||ba|| 2 — 2 | Ab|| I AC I cos BAC + | AC | 2 

c 2 -2bccosA+ b 2 


On obdent les deux formules suivantes par permutations des lettres a, b et c. 
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4. Les deux premieres egalites decoulent directement des res u I tats etablis dans la seconde question . Si K designe le 
centre du cercle inscrit dans le triangle ABC et si Ka, Kb, Kc designent respecdvement V intersection de ce cercle 
avec les cotes [BC], [AC], [AB] deABC alors KKa, KKb, KKc sont les hauteurs respectives des triangles KBC, KAC 
et KAB et ces hauteurs sont toutes de longueur r. Les aires de ces trois triangles sont done respecdvement , 4f 
et y- Comme ces trois aires partitionnent celle du triangle ABC, on a : ,(/ = = (a+b+c)i _ ^ f 

on a : 


-be sin A 
2 

-bcV 1 - cos 2 A 


= \ bc \! (i - cos A) (l + cosA) 


a 2 -b 2 -c 2 \ I a 2 -k^-c 2 \ 

-bc\ / 1 1 | [ 1 4 | par application des formules d’Al-Kashi 


= - \J [2bc - a 2 + b 2 + c 2 ) (2 be + a 2 -b 2 - c 2 ) 

= -\J ({b+c) 2 - a 2 ) (a 2 - ( b-c ) 2 ) 

= -\/[lb+ c) + a ) (( b+ c ) — a) {a — {b— c)) ( a+ [b - c)) 

4 

= -\/{-a+b+ c){a + b + c){a-b+ c){a+b- c) 


a+b+c a+b+c-2a a+b+c-2b a+b+c-2c 


= yjp{p-a){p-b)[p-c) 


Exercice 2.27 W 

On considere un triangle (ABC). On note A', B', C' les symetriques respeedfs des points A, B, C par rapport aux points 
B, C, A. Quel rapport y a-t-il entre les aires des triangles (A'B'C') et (ABC) ? 



Figure 2.18 - Exercice 2.27 


Solution : L’aire d'un triangle (ABC) est la moide de l’aire du parallelogramme - det(AB, AC). En notant si le double 
de l’aire du triangle ABC et si' le double de celle de A'B'C', on calcule en udlisant la relation de Chasles : 

si' = det(A'B',A'C') 

= det(A'B + BB', A'A+ AC') 

= det(BA + 2BC, 2BA + CA) 

= det(AB, AC) + 4 det(BC, BA) - 2 det(CB, CA) 

— si + 4 si + 2 si — 7 si 

L’aire du triangle (A'B'C') vaut done 7 fois l’aire du triangle (ABC). 


2.7.4 Cercle 

Exercice 2.28 O 

Determiner le centre et le rayon des cercles d’equadons cartesiennes : 
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1. x 2 + y 2 -4x + 4y- 1 = 0 


2. x 2 + y 2 - 6x + 8y + 24 = 0 


Solution : 

1. x 2 + y 2 — Ax + 4y —1 — 0 <=> (x- 2) 2 + (y + 2) 2 = 9. Cette premiere equation est celle d’un cercle de centre (2, -2) 
et de rayon 3. 

2. x 2 + y 2 - 6x + 8y + 24 = 0 (x- 3) 2 + (y + 4)" = 1 qui est l’equation d’un cercle de centre (3, -4) et de rayon 1. 


Exercice 2.29 V 

Soient le cercle de centre 0(2; - 1) et de rayon et 3> la droite d ’equation 2x + y = 0. Determiner les droites qui 
sont tangentes a 7? et paralleles a 2. 


Solution : Un droite 2' parallele a 2) a une equation cartesienne de la forme 2x + y + c = 0 avec c e R. Si de plus 3>' 
est tangente a alors d = \/5l2 ce qui amene : |3 + c| / \/5 - y/512 et done : c = 1/2 ou c = 11/2. La droite 


est done celle d’equadon cartesienne : 2x+ y + 1/2 = 0 
solutions du probleme. 


2x + y+ll/2 = 0 . Reciproquement, ces deux droites sont 


Exercice 2.30 W 

On considere le cercle d’ equation 


:x 2 + y 2 + x-3y-3 = 0 


et le point A . Une droite passant par A est tangente au cercle : £ au point M. Calculer la longueur AM. 


Solution : Le cercle est de centre o| ef rayon R oil R 2 = 11/2. Puisque OM.AM = 0, d’apres le theoreme de 
Pythagore, AO 2 = AM 2 + R 2 . On en tire AM = 3. 

Exercice 2.31 W 

On considere le cercle d’equadon 

: x 2 + y 2 + lOx - 2y + 6 = 0 

et la droite d’ equation 

Or. 2x+y-7 = 0 

Ecrire les equations cartesiennes des tangentes au cercle et paralleles a la droite @. 


Solution: Le cercle est de centre 0| ^ et de rayon R = 2\/5. Une droite parallele a & a pour equation cartesienne 

S> f : 2x+ y + t — 0 

Cette droite est tangente au cercle ‘C si et seulement si d[D.,3> t ) = R> e’est-a-dire si et seulement si [ f-9 = 10. On trouve 
deux valeurs de t, t\ = 19 et tz = — 1, d’ou les deux droites : 

2x+y+19 = 0et2x+y-l = 0 


Exercice 2.32 W 

On considere le cercle d’ equation 

<€■. x 2 + y 2 + 4x - 6y - 17 = 0 

et la droite d’ equation 

3>: 5x + 2y- 13 = 0 

Trouver V equation cartesienne du diametre de Hi perpendiculaire a la droite 2). 
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Solution : Le cercle a pour centre fi| ^ et pour rayon R = \/30. Le diametre passe par fi et celui recherche ne peut 
etre verticale car il est perpendiculaire a II a done pour equation cartesienne y-3 = m(x+ 2), e’est-a-dire 

2> m : mx- y+ (3 + 2m) - 0 

Un vecteur normal a 3> m est Ip,, | et un vecteur normal it @ est 77 . Pour que les deux droites soient perpendiculaires, 

il faut et il suffit que fr^.H — 0, e’est-a-dire m - 2/5. On trouve done l’equation du diametre : 

2x — 5y + 19 = 0 


Exercice 2.33 W 

Tracer la courbe d’ equation y — -3 + V2l-4x- x 2 

Solution : On doit avoir (y + 3) 2 = 21 - 4x - x 2 , c ’est-a-dire 

(x + 2) 2 + (y + 3) 2 = 25 

1-2 

On reconnait un demi-cercle de centre Q de rayon R = 5 situe au dessus de la droite d’equation y - -3. 


Exercice 2.34 W 

Determiner les cercles de centre Q 


qui coupent la droite d’equation 


2x- 5y + 18 = 0 


en deux points A, B avec AB = 6. 


Solution : Il suffit de determiner le rayon du cercle. En appelant H le projete orthogonal de Q stir 3> et en utilisant le 
theoreme de Pythagore, 

R 2 = OH 2 + (AB/2) 2 

On calcule QH 2 = 29, puis R 2 = 38. L’equation du cercle est done 

(x - 3) 2 + (y + l) 2 = 38 


Exercice 2.35 W 

Determiner les equations de cercles tangents aux deux droites d ’equation 4x - 3y + 10 = 0, 4x - 3y - 30 = 0 et dont le 
centre se trouve surla droite d’equation 2x+ y - 0. 


Solution : Si l’on note Q| le centre du cercle, il faut que d(D ,&\ ) = d(D,S) f ), ce qui donne 1 Ofl + 10 = - 1 ()a + 30 
etl’on tire a - 1. On trouve Q ^ et rayon du cercle vaut 4. 


Exercice 2.36 W 

On considere le cercle d’equation 

So : x 2 + y 2 — 6x + 2y +5 — 0 

I 4 

Par le point A ^ , on mene deux tangentes au cercle. Calculer la distance d entre les points de tangence. 
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Solution : Le cercle est de centre £2 ^ , de rayon R = %/5. Une droite passant par A est d ’equation y + 4- m[x - 4) 

3 m :mj:-y-4(m+l)=0 

En ecrivant que d(Q,3 m ) — R, on trouve une equation du second degre en m : 

2 m 2 -3m -2 = 0 

dontles racines sont m\ — 2 et m 2 — -1/2. Comme mi m 2 = — 1, les deux tangentes sont orthogonales, et en appelant C 
et D les points de tangence, QCAD est un carre de diagonale d - \/To 


Exercice 2.37 W 

Dans le plan r apportea un repere orthonorme, determiner les droites passant par l’origine, orthogonales et tangentes a 

\2 

un cercle de centre Q I . 


Solution : Les equations de deux droites passant par l’origine sont de la forme y = mx et y — m'x. Pour que ces 

deux droites soient orthogonales, il faut que 1 + mm' = 0, c’est-a-dire m' = -Urn ( m - 0 ou m' = 0 corresponded aux 
deux axes qui ne sont pas solution du probleme). Un cercle de centre Q est tangent a ces deux droites si et seulement 

y y (2m -l) 2 (2+m) 2 , 

si d (Q., 3) m ) = d [El, 3-ii m ) ce qu on traduit par = — ; , c est-a-dire 3m - 8m -3 = 0, tnnome qui 

m 2 + 1 m z + 1 

possede les deux racines ni\ - 3 et m 2 - -1/3. Les deux droites solutions sont de pente 3 et -1/3. 


Exercice 2.38 W 

Dans le plan rapporte a un repere orthonorme, on considere deux points /\| j et b| 

1. Ecrire F equation cartesienne de la droite (AB). 

2. On considere le cercle d’ equation : 

x 2 + y 2 - 8x - lOy + 37 = 0 

Determiner la distance entre la droite (AB) et ce cercle. 


Solution : 

1. On trouve 




2. L’equation cartesienne reduite du cercle est 


(x-4) 2 + (y- 5) - 4 


C’est done le cercle de centre fiL et de rayon 2. La distance du centre D ala droite (AB) est donnee par : 


d{ 0,3) = 


|4 + 5-2[ _ 7 
\/l 2 + l 2 V2 


La distance du cercle a la droite est done 


7-2\/2 

d{3,3 ) = d{ 0,3) - R = > 0 


Exercice 2.39 W 

Dans le plan rapporte a un repere orthonorme, pour \ > 0, on note le cercle de centre | ^ tangent a 1 ’axe (Oy) et l y 

le cercle de centre tangent a l’axe (Ox). Determiner les coordonnees des deux points d’ intersection de ces cercles, 
puis le lieu de ces points lorsque A varie. 
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Solution : 


: (x- A r + yr - A 2 
r A : (x - A) 2 + (y - A) 2 = A 2 

Un point P | * appartient a ces deux cercles si ses coordonnees verifient les deux equations. En formant la difference des 
deux equations, on tire y— A/2. En reportant dans la premiere equation, on trouve 

4x 2 - 8Ax + A 2 = 0 


d’ou x\ — 


(2+ y/3) A 


et x 2 : 


(2-\/3)A A 1 2 + \/3 _ A 1 2 — \/3 


-. d’ou P A — 
2 2 


i 


i 


. Les points decrivent les droites d’equations 


y= (2+ \/3)x et y = (2- \/3)j 


Exercice 2.40 W 

Le plan est rapporte a un repere orthonorme Srf = (0,7, /). Oti considere le point A - {a, a) (a> 0). 

1. On considere la famille des cercles 'tf n passant par A et O. On designe par t l’abscisse du centre de L l . Former 
L equation cartesienne de Lit. 

2. Le cercle L t coupe la droite (Ox) en O et un second point K,. Former V equation cartesienne de la tangente D f 
a Lt en K f . 

3. Determiner en fonction de t L equation cartesienne de la normale a D t passant par A puis les coordonnees de la 
projection orthogonale H f de A surD r . 

4. Reconnaitre L ensemble des points H t lorsque t varie. 

Solution : 

1. Comme d(Ct,0) = d(Cf,A), on trouve 

(Lt : x 2 + y 2 - 2fx + 2(t- a)y — 0 

On auraitpu partir egalement d’une equation cartesienne generale d’un cercle passant par O : 

x 2 + y 2 + 2ax + 2Py = 0 

que le point A appartenait a ce cercle. 

C f | t , d’ou Lequation cartesienne de la tangente : C/ K ; -K f M = 0 : 

tX+ (f- ci)Y-2t 2 - 0 

3. Le vecteur n t | ^ ^ est orthogonal a la droite 3> t . On ecrit 

= 0 => (f- a)(X- a) - t(Y- a) = 0. 

On trouve 


4. C’est la droite d ’equation y-x-a. 

Exercice 2.41 W 

On considere le point B = (a, 0) du plan et un cercle L passant par B de centre P = (xo, yo) • 

1 . Ecrire 1 ’equation de L . 

2. On considere une droite passant par O d ’equation 

y = mx 

Ecrire une condition necessaire et suffisante sur m pour que cette droite soit tangente a L. 


|X — ci t I 
|Y -a t-a\ 


et dire 
2. K,| 2 0 ', 
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3. Trouver 1 ’ensemble des points P tels que les deux tangentes a Vi passant par 1 ’origine soient orthogonales. 


Solution : 

1 . 

(x-x 0 ) 2 + (y-y 0 ) 2 = {xo-a) 2 + yl 

2. Cette droite est tan gen te au cercle si et seulement si = R, ce qui donne 

\y 0 -mx 0 \ 


VT- 


■ = (X 0 - a) + y 0 


On trouve la condition 

[a 2 + j/q - 2<zxq\ m 2 - 2x° yom + (jco - a) 2 = 0 

3. Les deux pentes m\, m 2 doivent verifier ni\ m 2 = 1, c’ est a dire puisqu’elles sont racines d’une equation du second 
degre : 

(xp - a) 2 _ 

a 2 + j/g - 2aniQ 

Apres developpement, on trouve Xg = yjj d’oii 

(xo -2a) 2 + yg = 2 a 2 

C’est le cercle de centre {2a, 0) de rayon \[2 a. 


Exercice 2.42 




Droite de Simson d'un triangle 


Dans le plan rapporte a un repere orthonorme ■$. - (O, i , j ), on considere un triangle (ABC) avec A| B| n et C , 


(a,b,c^Q etb^ c). 

1. Determiner V equation du cercle circonscrit au triangle (ABC). 

2. Ecrire V equation cartesienne de la droite (AB) et donner un vecteur normal a cette droite. 

3. Ecrire F equation cartesienne de la droite (AC) et donner un vecteur Ttz normal a cette droite. 

4. On considere un point M X ° du plan. On note A' le projete orthogonal du point M sur la droite (BC) , B' le projete 

\yo 

orthogonal de M sur la droite (AC) et C' le projete orthogonal de M sur la droite (AB). Trouver les coordonnees 
des points A' , B', C'. 

5. Montrer que les points A', B', C' sont alignes si et seulement si le point M se trouve surle cercle Vi . Dans ce cas, 
la droite portant les points A', B' , C' et M est la droite de Simson du triangle ABC. 


Solution : 


1 0 \ b \ c 

1. L’ equation d’un cercle est dela forme x 2 + y 2 + ax+Py+ y = 0. En traduisant que A , B , CL sont surle cercle, 
on trouve le systeme 

i + y --a 2 
ba + y — - b 2 
ca + y = - c 2 

En resolvant, on en tire a, (>, y et l’equation du cercle : 


9 , a 2 + bc 

: x + y - {b+ c)x y+bc- 0 


2. Si M , en notant A' le projete de Mo sur (BC), on a 

\yo 


V, R) 


La droite (AC) a pour equation cartesienne : 


(AC) : ax + cy - ac — 0 
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et un vecteur normal a cette droite est n{ | ^ . La droite (AB) a pour equation cartesienne 

(AB) :ax+by-ab- 0 

et un vecteur normal a cette droite est f • 



4. Les trois points A',B',C' sont alignes si et seulement si det(A'B\ A'C') = 0, c’est-a-dire si et seulement si apres 
calculs : 

x o+yo~ (b+c)x o - + C y 0 + bc = 0 

c’est-a-dire si et seulement si le point M est surle cercle circonscrit au triangle (ABC). 


Exercice 2.43 W 

On considere deux cercles 'f et c f'. Determiner le lieu du milieu des points M e e -f et M' e tels que les tangentes 
a ux cercles en M et M' soient orthogonales. 


Solution : Considerons le repere d’origine le centre du premier cercle et tel quele centre du deuxieme cercle soit M | ^ . 
L’equation des deux cercles est alors : 

| ^ : x 2 + y 2 = r 2 

(x- a) 2 + y 2 -R 2 

le point M est d’affixe z = re 1 ® et le point M' d’affixe z! — a + Re* 9 . Les tangentes en M et M' sont dirigees par les 

_J-sin0 — ;|-sin0' , 

vecteurs u _ et it . Les tangentes sont orthogonales si et seulement si 

COS0 COS0 


sin0sin0' + cos0cos0' = sin(0 + 0') = 0 
c’est-a-dire 0' - kit- Q. Alors le milieu de [MM'] a pour affixe : 


1 , 


Z = — \a + re + Re 
2 


te , n„t(fcjT-0)i _ 


a r r + teR, a 
- + | : 1 e la = - + pe' 


( 01 + 9 ) 


oil e = ±1 et 


1 2 L 2 


Lorsque 0 va tie entre 0 et 2n, le point P decrit le cercle de centre (milieu des centres des deux cercles) et de rayon 


p = -Vr 2 + R 2 . 
K 2 


Exercice 2.44 W Puissance d’un point par rapport a un cercle 

Soit M un point et if un cercle de centre O. Une droite A passant par M coupe if en deux points A et B, eventuellement 
confondus si A est tangente a r f. 

Demontrer que MA.MB tie depend pas de la droite A choisie. 
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Solution : 

Soit I le milieu de [AB], 

MA.MB = MA.MB 

= |mI + Ib] . (mi + IA 




A / 

= MI 2 + MI. 1 LA + IB 

+ LA.IB 

~ | 

= MI 2 - IA 2 


A 

Maintenant, comme (01) est la mediatrice de [AB], 
on a : MI 2 = MO 2 + IO 2 et IA 2 = OI 2 + OA 2 . D’ou 


MA.MB = MO^ + I0 Z - (01 + 0A Z ) = 

M0 Z - R z . 


Ce nombre s’ appelle la puissance du point M par rap- 

Rappelons la methode udlisee en classe de seconde : 

port au cercle . 


Les triangles MBA' et MAB' sont semblables. En effet ils ont 1’ angle AMA' en commun. De plus les angles MBA' et 

MB'A sont inscrits dans le meme cercle et interceptent le meme arc A' A. Ils sont done egaux. 


On en deduit : 

MA' MB 
MA ~ MB' 

d’oii MA.MB = MA'.MB'. 


L’ inconvenient de cette methode est qu ’il faut distinguer tous les cas de figure : M a J ’interieur, a 1 ’exterieur, sur le cercle 

i4 > . Triangles aplads, etc. 




Exercice 2.45 00 

On considere dans le plan euclidien un cercle de centre Q et de rayon R. Soit M un point du plan. On appelle puissance 
de M par rapport au cercle C, le reel 

7i c (M)=|]nM|| 2 -R 2 

a. On considere une droite passant par M et qui coupe le cercle C en deux points A et B. Montrer que 

tic(M) = MA.MB 

b. On considere deux cercles non-concentriques C et C' et 1 ’on appelle axe radical 1 ’ensemble des points M du plan 
verifiant ttc(M) = ttc(M'). Montrer que cet ensemble est une droite orthogonale a la droite joignant les centres 
des cercles. 



Figure 2.19 - Exercice 2.45 


Solution : 

a. Introduisons le point A' symetrique de A par rapport a Q. En utilisant que [AA'] est un diametre, done que 
BA.BA' = 0, calculous 

MA.MB = MA. (MA' + A'B) 

= ma.ma' 

= (Mn+nA).(Mn + nA') 

= IIMnii 2 + ^.(iM+nA') + nA.nA' 

= ||MO|| 2 - R 2 
= tic CM) 
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b. On se place dans i in repere orthonorme dans lequel : 

(C) : x 2 + y 2 = R 2 (C') : (x- d) 2 + y 2 = r 2 

ou Q | jj et Q'| ^ sont les centres des cercles de rayon R et r. On calcule 

ji c (M) = ttc(M') x 2 + y 2 - R 2 = (x— d) 2 + y 2 - r 2 
2 dx - R 2 + d 2 - r 2 


On trouve V equation d’une droite orthogonale a (QQ'). 


Exercice 2.46 W 

Par le sommet A d'un carre ABCD, on mene une droite qui rencontre la droite (BC) en E et la droite (CD) en F. 
Demontrer que la droite qui joint le point F au milieu I du segment [BE] est tangente au cercle inscrit au carre et 
rencontre la droite (DE) en un point M situe sur le cercle circonscrit au carre. 



Figure 2.20 - Exercice 2.46 


Solution : On considere le repere orthonorme d’origine le centre du carre et d’axes paralleles aux axes du carre. Alors 

A (l . B U , C\. D ° . On considere la droite qui passe par A, E,F. En notant m sa pente, son equation cartesienne est 
-a \-a a a 


y+a- m{x+a). On en deduitles coordonnees de 


Ensuite V equation cartesienne de la droite (FI) ; 



et 

F 

a{ 2 - m) 
m 

. Puis les coordonnees de 



a 




(FI) : m(m - 2)x + 2(1 - m)y+ aim 2 - 2m + 2) - 0 


On calcule la distance de l’origine a cette droite : 


rf(0,(FI)) 


fl|m 2 -2m + 2| 

\J m 2 [m - 2) 2 + 4(m - l) 2 


mais comme ( in 2 - 2m + 2) 2 = m 2 {m - 2) 2 + 4(1 - mj 2 — m 4 - 4 m 3 + 8 m 2 - 8m + 4, on trouve que cette distance vaut a 
et par consequent, la droite (FI) est bien tangente au cercle inscrit dans le carre. Cherchons ensuite les coordonnees du 


point M. 


DE 


2 a 

\2 {m - 1 )a 


M = D + ADE d’ou si M 


x 

\y’ 


j x = (2A- 1 )a 
\y = [1 + 2{m - 1) A] 
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Comme M e (FI), on tire A = - 


m 2 - 2 
m 2 - 2m + 2 


et ensuite 



aim 2 - 2) 

M 

m 2 - 2m + 2 
a(m 2 -Am + 2) 


m 2 - 2m + 2 


On veride ensuite que d(0, M) 2 = 2a 2 . 

Exercice 2.47 W 

On considere un cercle de centre O et de rayon 1. On considere un diametre [AB] de ce cercle et un point C surle cercle 
different de A et de B et non situe sur la mediatrice de [AB]. On appelle D le point de la droite (AC) qui se projette 
orthogonalement sur (AB) en O. La tangente au cercle au point C coupe la droite (AB) cn un point P. Montrer que la 
droite (AC), la perpendiculaire a [AB] issue de P et la perpendiculaire a (BD) issue de B sont concourantes. 



Solution : On considere un repere orthonormal direct centre en O, d’axe (Ox) parallele a [AB] tel que a| ^ , b|^. II 

existe 0 e IR tel que ■ Comme C n’est pas situe sur la mediatrice de [AB], cos0 ^ 0. On calcule une equation 

cartesienne de la droite (AC) dans ce repere et on trouve : 

(AC) : sin0x- (cos0 + l)y + sin0 = 0 


Puis on calcule les coordonnees de 


^ tan0/2 


La tangente en C au cercle a pour equation cartesienne 


Tg : cos0x+sin0y= 1 


et on trouve les coordonnees du point P 


I1/COS0 

P | 0 


On note I V intersection de la perpendiculaire a (BD) passant par 


B et de la perpendiculaire a (AB) passant par P : I = B + A 77 ou 77 
xi = 1/ cos0, on trouve que 


tan0/2 

1 


I1/COS0 
| tan0 


est orthogonal au vecteur BD. En utilisant que 


II ne reste plus qu ’a verifier que ce point appardent a la droite (AC) : 


sin0 

COS0 


(COS0+ 1) 


sin0 

COS0 


+ sin0 = 0 


Exercice 2.48 W 

Soient [AB] et [PQ] deux diametres d’un cercle 'Li . Parle point A on mene la parallele a (PQ) qui rencontre au point C 
le cercle et en I la droite joignant le point Q au symetrique P' de P par rapport a (AB). Soit H le point de rencontre de 
la droite (AQ) et de la perpendiculaire a (AB) menee par le point I. Montrer que les points P, C et H sont alignes. 
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H 



Figure 2.21 - Exercice 2.48 


_ , ^ , . . „ , , 1-1 ll lcOS0 I-COS0 J COS0 „ 

Solution: On choisit un repere orthonorme en sorte que A „ , BL,P . „,Q . „,P . „ . On chcrche C 

c ^00 sm0 -sm0 -sin0 


la forme C = A + AOP 


— 1 + ACOS0 . „ o ? \ n n ^ 1 

, . _ avec A e R. Comme xf + vz = 1, on trouve A = 2 cos 0 et hnalement 
Asin0 L 


|cos(20) 
sin (20) 


On cherche ensuite les coordonnees del- A+ AOP avec yi = - sin0 ce qui donne A = -1 et 


I — (1 + COS0) 
-sin0 


Cherchons 


— * COS0 

ensuite les coordonnees de H = A + AQA. Puisque xh = xj, on trouve que A = et ensuite 


1-COS0 


Puisque 



— (1 + cos 0) 

H 

sin 0 cos 0 


1 - COS0 


HQ 


cos0(2cos0 + 1) ^ 

„ „ 1 - 2 cos 0 HP 

sin 0 cos 0 

1 - COS0 


2cos0 + 1 

1 - 2 cos ( 
n() - 

1 - COS0 


on voit que ces deux vecteurs sont colineaires et done les trois points P, Q, H sont alignes. 


2.1.5 Coordonnees polaires 

Exercice 2.49 V 

Determiner 1’ equation polaire d’un cercle 22 de centre (a,)’ * 1 ) et de rayon R > 0. 

Solution : Une equation cartesienne de 2? est : (x- a) 2 + (y- P) 2 = R 2 , ce qui donne, passant en coordonnees polaires 
: 7- 2 -2r(acos0 + psin0) = R 2 -a 2 -p 2 . 


Exercice 2.50 2? 

Determiner une equation normale et une equation polaire des droites d’ equation cartesienne : 

1. y-V 3x 2. x+y + 2-0 3. x+\/3y-l-0 


j x- r cos0 
) y = r sin 0 


Solution : 

1. L’ equation normale de la droite d’equation y = yxix est ^y-x — jy = 0. Si (r, 0) est un couple de coordonnees 
x — rcos0 

et r— 

y-r sin " 


polaires pour (x,y), on a : 


et r^y cos0- ^rsin0 = 0, ce qui amene : r cos? + 0 = 0 e’est-a-dire 


0=# M 


2. De la meme fagon, 1 ’equation normale de la droite d’equation x+ y + 2 = 0 est 


V2 v ,V2 


y + v^=o, ce qui s’ecrit 


encore : xcos | + y sin | + y'2 = 0 . On a done : r cos - 0) = - + 2. Une equation polaire de la droite est alors : 
v2 


cos (ji - | + 0) 


, e’est-a-dire 


y'2 
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3. Par la meme methode, on trouve pour l’equation normale jx + yry - - = 0 et pour l’equation polaire 

r = i , 

2cos|^-0j 


Exercice 2.51 

Determiner une equation normale et une equation polaire de la droite passant par A (1,0) et B (3,2). 


Solution : Le vecteur AB = (2,2) dirige (AB) done une equation cartesienne de (AB) est de la forme x+ y + c — 0 avec 
ceR. Comme A est element de cette droite, c = - 1 et (AB) : x + y- 1 = 0. Une equation normale de la droite est done 
2 yX+ ^y-y — &. Si (r,0) estun couple de coordonnees polaires pour [x, y), ona: -^rcos0+-^rsin0 = e’est-a-dire 


r (cos;i/4cos0 + sinTi/4sin0) 


_ V2 


et done 


V2 

r = 

2cos(0-ti/4) 


Exercice 2.52 V 

Determiner une equation polaire des cercles suivants donnes par leur equation cartesienne. En deduire leur centre et 
leur rayon : 

1. x 2 + y 2 - 3x — 3y — 0 2. x 2 + y 2 - \Zl2x + 2y - 0 


Solution : 

1. En passant en coordonnees polaires, l’equation devient : r 2 - 3r (cos0 + sin0) - 0 ce qui s’ecrit aussi : 
r — 3 (cos0 + sin0) ou r — 3\/2 cos0 + sin0j, e’est-a-dire : r — 3\/2cos(0- j) . Son centre admet done 

comme coordonnees polaires f j, e’est-a-dire comme coordonnees cartesiennes : (|, |) et son rayon vaut . 

3V2 


2. De la meme faqon, on prouve que : 


• = 4cos(0- 


est une equation polaire du second cercle. Son rayon est 
done 2 et son centre admet comme coordonnees polaires (2, ?) e’est-a-dire comme coordonnees cartesiennes : 

(v/3.1) 


Exercice 2.53 W 

Dans le plan, on considere un cercle '£> et un point O de ce cercle. Determinez V ensemble des projections orthogonales 
du point O surles tangentes au cercle c € . 


Solution : 

1. Choix du repere. Notons Q le centre du cercle. Considerons le repere orthonorme direct 

— on |R 

-. Dans ce repere, QL et f equation du cercle s’ecrit 


- (O, i , j ) avec 


II on || 


(x- R) 2 + y 2 -R 2 


2. 


Soit 0 e [0,2tt] et M 0 


fl + Rcos0 
Rsin0 


un point du cercle. L’equation cartesienne de la tangente au point Me au cercle 


s’ecrit 


(Tg) : cos0(x- R) + sin0y = R 


Notons He la projection orthogonale du point O sur la droite Te- Puisque le vecteur 77 1 ^ ^ dirige la normale 

en Me, He = 0+ A77. Comme le point H appartient a la droite Tq, on trouve X - R(1 + cos0), on obtient les 
coordonnees polaires du point He : 

p = R(1 + cos0) 

On reconnait une cardioi'de (voir la section 6.3.3 page 246). 
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2.7.6 Lignes de niveaux 

Exercice 2.54 W 

Soient deux points distincts du plan A et B et soit k un reel. Etudier P ensemble des points M du plan tels que MA 2 - 
MB 2 = k. 

Indication 2.8 : On pourra considerer I le milieu de [AB] . 


Solution : On a la serie d’ equivalences ; 


MA 2 - MB 2 = k 

(ma-mbUma+mb] = k 


-AB. 


2MI + 


IA+IB 


i ="o car I est le milieu de [AB], 


= k 


AB.IM = - 


et, appliquant le cours, M est element de la droite normale a AB passant par le point P tel que : IP ■ 


Exercice 2.55 W 

Soient A et B deux points du plan non necessairement distincts et soit un reel k. Etudier V ensemble 777 des points M 
du plan tels que 

MA.MB = k. 


Solution : Si A et B sont confondus, alors l’egalite MA.MB = k s’ecrit AM - k et 777 est le cercle de rayon Vk et 
de centre A si k > 0, 777- est reduit au point A si k = 0 et 777 = 0 si k < 0. Supposons que A et B sont distincts. Soit I le 
milieu de [AB]. On a la serie d’ equivalences : 


Par consequent, notant R = 
R < 0. 


k + IA 


MA.MB = k 

(mi + i"a| . (mi + re] = k 


_ ( 

mi.mi + mi. ia+Jb 

t="o car I est le milieu de [AB] j 

||mi|| 2 - |IlA.|| 2 = k 


+ IA.IB 


.1 2 || ^ || 2 

MI =k+ IA 


k 


, ( <oi c est le cercle de centre I et de rayon vdi si R > 0 , if/c = {1} si R = 0 et - 0 si 


Exercice 2.56 W 

Soient A et B deux points distincts du plan, 77 et ~v deux vecteurs distincts de plan. Determiner les points M du plan 
tels que : 

AM-71 = BM-77. 


Solution : On a : 



AM - 77 = BM • 77 


AM - 77 = (BA + Am) • 77 


AM- (77 - 77) = BA- 77 

Posons a = BA- 77 et w = 77 - 

77. Appliquant le cours, 1 ’ensemble des points M du plan verifiant AM • 77 = BM • 77 est la 

droite de vecteur normal w passant parle point P tel que : AP = 


Ill 


Exercice 2.57 W 

Soient A et B deux points distincts du plan et ~u un vecteur non nul. Determiner les points M tels que 

~u .AM + ~u .BM = 0. 


Solution : Notons I le milieu de [AB]. 

H.AM + U.BM = 0 

H ■ |ai + im] + It ■ |bi + im] = 0 

<=> H ■ IM = 0 car I est le milieu de [AB] 

Par consequent 1’ ensemble recherche est la droite de vecteur normal Tt passant pari. Remarquons que cette exercice est 
un cas particular du precedent dans le cas oil ~v - —~u. 


Exercice 2.58 W 

Soient A et B deux points distincts du plan et ~u un vecteur non nul. Determiner les points M tels que 

Aet(u ,NM) + der(l7,BM) = 0. 


Solution : Notons I le milieu de [AB], 

det(H,AM) + det("u,BM) = 0 

<=> 

det|l7, AI + Im] + det |H,BI + Im] = 0 

<=> 

detail, I m] = 0 car I est le milieu de [AB] 

et 1 ’ensemble recherche est la droite dirigee par ~u et passant par I. 
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Chapitre 


3 


Geometrie elementaire de l’espace 


Pour bien aborder ce chapitre 

De la meme fagon que dans le chapitre consacre a la geometrie plane 2, ce chapitre a pour vocations de vous familiariser 
avec le calcul algebrique et de vous donner des representations pour les objets etudies dans les chapitres 23 et 24 d’algebre 
lineaire. 

La encore, on pourra passer dans une premiere lecture les demonstrations qui ne sont pas marquees par un O et se 
focaliser sur les autres parties. 

3.1 Preambule 

Dans tout ce chapitre on notera $ l’ensemble des points de l’espace et 'V l’ensemble des vecteurs de l’espace. 

De la meme fagon que dans le plan, on peut additionner les vecteurs de l’espace ainsi que les multiplier par des scalaires 
reels. Pour resumer l’ensemble des proprietes de cette addition et de cette multiplication, qui sont les memes que pour les 
vecteurs du plan, on dit que le triplet (Y ,+, .) possede une structure d’espace vectoriel sur R. 

3.1.1 Combinaisons lineaires de vecteurs, droites et plans dans l’espace 

Definition 3.1 O Droite vectorielle, droite affine 

- Soit 77 un vecteur non nul de l’espace. On appelle droite vectorielle engendree (ou dirigee) par 77 1’ensemble D des 
vecteurs de l’espaces colineaires a 77 : 

D = {77 e V | 3Ae R: 77 = A77} 

- Soient A un point et u un vecteur de l’espace. La droite affine passant par le point A et de vecteur directeur u est 
Fensemble Y des points M de l’espace tel que les vecteurs AM et 77 sont colineaires : 

| BAeIR: AM=A77}- 

v 


Remarque 3.1 Se donnant deux points distincts A et B de Fespace, la droite de Fespace passant par les points A et B 
est la droite passant par A et dirigee par AB. 


Definition 3.2 O Combinaison lineaire de deux vecteurs 

Soient 77, 77 et 7 v trois vecteurs de Fespace. On dit que 7? est combinaison lineaire des vecteurs 77 et 77 si et settlement 
si il existe deux reels a, p e R tels que Tv = all + (37?. 


Definition 3.3 O Plan Vectoriel, plan affine 

- Soient 77 et 77 deux vecteurs non colineaires de Fespace "V . On appelle plan vectoriel engendre (ou dirige) par les 
vecteurs ~u et~v Fensemble, note SP. des | vecteurs] de Y qui sont combinaisons lineaires de 77 et 77 : 

- {a77 + p77 | a, p e R} . 
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[- Soient 77 et 77 deux vecteurs non colineaires de Fespace V et Ae# un point de Tespace. On appelle plan affine'] 

engendre (ou dirige) par les vecteurs 77 et~v et passant par A Tensemble, note tY, des 

points 

M de A tels que le 

vecteur AM est combinaison lineaire de 77 et 77 : 



£? = |m £ S’ | 3(a,p) e K 2 : AM = aT7 + p77 J- . 




Remarque 3.2 

- Avec les notations precedentes : M est element du plan affine passant par A et engendre par 77 et 77 si et settlement si 
le vecteur AM est element du plan vectoriel engendre par 77 et 17 : gp. 

- Le couple (77, 77) forme une base de 3P. 

- Le triplet (A, 77, 77) forme un repere de ,'Y . 

- On peut aussi definir un plan affine 3/ en se donnant trois points non alignes A, B et C de $. On definit le plan affine 
passant par ces trois points comme etant le plan affine passant par A et engendre par les vecteurs AB et AC. 


Definition 3.4 O Vecteur normal 

Un vecteur est dit normal a un plan PY si et settlement si il est orthogonal a tous les vecteurs de ce plan. 


Remarque 3.3 

- Se donner un plan vectoriel revient a se donner un vecteur normal a ce plan. 

- Se donner un plan affine revient a se donner un vecteur normal a ce plan et un point de ce plan. 

3.1.2 Vecteurs coplanaires, bases 


Definition 3.5 O Vecteurs coplanaires 

Trois vecteurs non nuls sont coplanaires si Tun des trois est element du plan engendre par les deux autres (ou ce qui 
est equivalent si Tun de trois est combinaison lineaire des deux autres). 


Remarque 3.4 En prenant la negation de ce qui precede : trois vecteurs sont non coplanaires si et seulement si on ne 
peut ecrire aucun des trois comme combinaison lineaire des deux autres (on dit qu’ils sont lineairement independants). 


Definition 3.6 Base de l’espace 

Un triplet de vecteurs de Y : (77,77,77) est une base de Y si il est forme de trois vecteurs non coplanaires. 


Proposition 3.1 P> Coordonnees d’un vecteur dans une base de l’espace 

Soit (77,77,77) une base de Y . Tout vecteur ~x de Y s’exprime comme une combinaison lineaire unique des 3 vecteurs 
77,77 et 77 c’est-a-dire : 

MxeY, 3!(a, p, y) e IR 3 : ~x - a77 + p77 + y77 

Le triplet (a,p, y) est appele coordonnees de ~x dans la base 77,77,77). On notera : 



a 

r a' 

~x 

p ou ~x 

P 


Y 

VY 


ou aussi ~x (a, p, y) 


j 


Demonstration 

- Soit 3? le plan engendre par 77 et ~v . Soit mo le projete du vecteur m sur 3 s parallelement a 77. Il existe y e R tel que 
m = mo + y 77. Comme mo est element du plan engendre par 77 et 77. il existe (tx, (3) e IR 2 tel que mo = a77 + (377 . Done 
m = a77 + p77 + y77. 

- Ce triplet est unique : Si il existe un autre triplet (a'.p', y / ) e IR 3 veriGantm = a'Ti +p'77 + y'77 a lots (a-a')77 + (p-p')77 + (y- 
Y')77 = 0 . Supposons qu’un des trois : a - a' . p - p' , y - y' ne soit pas nul. par exemple a -a', alors 

_ p-p'_ y-y'-> 

U = V H W 

a— a' a— oc' 

et 77 est combinaison lineaire de~u et 77. et est done element du plan engendre par ces deux vecteurs, ce qui est contradictoire 
avec notre hypothese de depart. Le triplet (a, (3, y) est done unique. 
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Definition 3.7 8 > Base orthogonale, orthonormale 

Soit 38{u ,77 ,~u>) une base de 3. Si les vecteurs 77,77 ,w sont deux a deux orthogonaux, on dit que la base 38 est 
orthogonale. Si ils sont de plus unitaires, on dit que 38 est orthonormale. 


3.1.3 Orientation de l’espace, base orthonormale directe 

Comme on 1’ a vu dans le chapitre 2, il est important, pour pouvoir definir certaines notions ou resoudre certains problemes, 
de savoir orienter Tangle forme par deux vecteurs donnes. Dans le cas du plan, il est facile de fixer cette orientation. II 
suffit de decider, entre le sens horaire et le sens trigonometrique, quel sera le sens positif. Dans le cas de Tespace, les 
choses sont plus compliquees. Considerons deux vecteurs i et j de Tespace non colineaires et nommons 38 le plan 
vectoriel qu’ils engendrent. Ce plan separe Tespace en deux demi espaces 8 \ et 82 ■ Supposons que chacune de ces deux 
parties contient un « observateur» du plan .8 nomme 0\ pour 8 \ et ©2 pour 82 - Chacun de ces deux observateurs peut 
orienter le plan 88 mais le sens trigonometrique pour ©\ correspond au sens horaire pour ©2 et le sens horaire pour ©\ 
correspond au sens trigonometrique pour © 2 . L’ orientation d’un plan dans Tespace depend done de « la position d’ou 
on Tobserve». Nous allons tout d’abord expliquer ce que signifie orienter I’espace puis nous en tirerons un precede 
permettant d ’ orienter les plans de Vespace. 


direct 


indirect 




FIGURE 3.1 - Triedre direct, triedre indirect 


Il existe plusieurs regies mnemotechniques pour fixer une orientation de Tespace. Parmi celles ci, donnons celle dite « du 
bonhomme d’ ampere ». 

Considerons (O, i , j , k) un repere orthonormal de Tespace. Soient I, J et K des points de 8 tels que 01 = i , OJ = j , 
OK = k . On considere un « observateur » place les pieds en O, la tete en K et qui a le point I devant lui. 


Par convention, on dit que : 

- le repere (O, i , j , k ) est direct si Tobservateur a le point J a sa gauche. On dit aussi que la base ( i , j , k) est directe. 

- le repere (O, i , j , k) est indirect si Tobservateur a le point J a sa droite. On dit aussi que la base ( i , j , k ) est indirecte. 


Choisir une orientation de I’espace, e’est choisir de travailler avec les reperes directs, ou avec les reperes indirects. Si on 
fixe un repere dans Tespace, on choisit une orientation. 


Remarque 3.5 Considerant une base de Tespace 38 : 

- Si on echange deux vecteurs de 38, on change Torientation de 38. 

- Si on echange un des vecteurs de 38 avec son oppose, on change Torientation de 38. 

- Si on effectue une permutation circulaire sur les elements de 38 on ne change pas son orientation. 


Definition 3.8 8 > Orientation d’un plan dans Tespace 

Etant donnes un plan 83 et un vecteur normal 71 a ce plan, il existe une unique orientation du plan 83 telle que pour 
toute base orthonormale directe (77,77) de ce plan, le triplet (77,77,77) forme une base orthonormale directe de 8 . On 
dit que le plan 33 est oriente par n . 
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Figure 3.2 - Coordonnees cartesiennes 


3.2 Mode de reperage dans l’espace 

3.2.1 Coordonnees cartesiennes 

Definitions 


Definition 3.9 O Repere de l’espace 

On dit que le quadruplet 8? (O, ~u , ~u , Tu) e $ x y^ est un repere de l ’espace § si et seulement si ( ~u,~v ,~w ) est une base 
de y . O est appele origine du repere :M. 

• Le repere & est dit orthogonal si et seulement si la base {u,~u ,~w) est orthogonale. 

• Le repere 3% est dit orthonormal si et seulement si la base [~u , ~v , Tl>) est orthonormale. 


f ' 

Proposition 3.2 V Coordonnees d’un point dans un repere cartesien 

Soit M jo, i , j , k j un repere cartesien de Fespace. Soit M e 3 un point de Fespace. II existe un unique triplet 

(a, (3, y) e IR 3 tel que OM = a i + (3 j + y k . Ce triplet s’appelle les coordonnees de M dans le repere 8%. On le note : 


ou (a.p.y) sont les coordonnees de M dans ffi. Cette application est bijective et permet d’identifier § et R 3 . De meme, 
on peut identifier "V et IR 3 . 

Calcul algebrique avec les coordonnees 


M p ou M ou aussi M(a,|3, y) 
Y 


a 



Demonstration C’est une consequence directe de la proposition 3.1 


Remarque 3.6 La donnee d’un repere 3? de # permet de construire Fapplication : 
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Propositk)n3 J Calculs avec les coordonnees 

Soit ^(o, i , j , /c ) un repere cartesien de l’espace. Soient U et u' des vecteurs de coordonnees, dans , 


y et u! 
z 

Soient a, a' e K. Les coordonnees du vecteur all + [5 u' sont : 



ax + px' 

alt + fW 

ay + a'y' 


az+ a'z' 


Demonstration O Par definition, on a :~u = x i + y j + zk et u' = x' i +y' j + z' k . Par consequent : 
oCu +fiu' = (ax + fix') i + (ay + ay) j +[az + a'z') k 

ce qui prouve le resultat. 

Norme d’un vecteur, distance entre deux points dans un repere orthonorme 


Definition 3.10 D Norme d’un vecteur 

Soit H un vecteur de "V possedant AB comme representant dans "V oil A, B e On appelle norme de H et on note || ~u \ 
la longueur AB. 


Proposition 3.4 1? Expression de la norme d’un vecteur dans un repere orthonormal 

Soit 2% |o, i , j , k j un repere orthonormal de Pespace et Ti un vecteur de coordonnees It ( x , y, z) dans la base associee | 
a ce repere. On a : 


H II = J x 2 + y 2 + z 2 


Demonstration 1 Soit M e £ tel que OM = H . Soient : 

• H le projete orthogonal de M sur le plan horizontal : (o, i , j j . 

• I le point de (Ox) donne par ; 01 = x i . 

• J le point de (Oy) donne par : Ol = y j . 

Par definition du projete orthogonal, le triangle OMH est rectangle en H. De plus, comme le repere 2? est orthonormal, le triangle 
OIH est rectangle en I. Par application du theoreme de Pythagore dans ce triangle, on a 

OH 2 = OI 2 + IH 2 . 

Par application du meme theoreme dans le triangle OMH, on a aussi 

OM 2 = OH 2 + HM 2 . 

II vient alors 


OM z 


ob + nr + II\P 


d’ou le resultat. 


COROLLAIREp^ 

Soient 2%\o, i , j , k j un repere orthonormal de Pespace, A(xa,}'a.'Za) et B(xB,yB,ZB) des points de Pespace alors 


AB = Y (x B - x A ) 2 + (pb - yA) 2 + (-Zb - z A ) 2 


Demonstration O Les coordonnees du vecteur AB sont 


xb-x a 
yB-yA 
^B -ZA 


Si on applique a ce vecteur la formule precedente, on obtient le resultat escompte. 
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3.2.2 Coordonnees cylindriques et spheriques 

z z 




(a) Coordonnees cylindriques (b) Coordonnees spheriques 

Figure 3.3 - Coordonnees cylindriques et spheriques 


Multimedia : Animation: on deplace un point dans l'espace et on represente geometriquement 
ses coordonnees cartesiennes et spheriques/cylindriques 


'Definition 3. 1 1 S> Systeme de coordonnees cylindriques 


Soient : 


M 


O, i , j , k J un repere orthonormal de l’espace 
x 

y un point de S. 


• P le projete orthogonal de M sur le plan (Oxy) muni du repere orthonormal S£[\ |p, i , j J. 

On appelle systeme de coordonnees cylindriques de M par rapport a Si tout triplet de reels (r, 0, z) tel que 


OM = r~u (0) + zk 


(r,0) est un systeme de coordonnees polaires pour P relativement a . 
r est le reel positif tel que OP = r~u (0) 
z est la cote de M dans Si. 


Proposition 3.6 O Lien entre les coordonnees cylindriques et les coordonnees cartesiennes 

Soit Si |o, i , j , k j un repere orthonormal de l’espace, M un point de l’espace de coordonnees cartesiennes [x,y,z] 
dans Si et de coordonnees cylindriques par rapport a Si (r,0,z). On a : 

) x = rcos0 
y = rsin0 
z = z 

\ 

Demonstration Soit M un point de l’espace de coordonnees cartesiennes (x,y,z) dans S$.. Soit P le projete orthogonal de 
M sur le plan horizontal ^O, i , / J et (p, 0) un systeme de coordonnees polaires pour P par rapport au repere orthonormal direct 
Si o (o, i , j j. Avec H (0) = cos0 i + sin0 j , on a OP = pit (0) et : 

OM = OP + PM 

= r~u (0) + z k 
= rcosd i + rsinO j +z k 

d’ou le resultat. 


Definition 3. 12 V Systeme de coordonnees spheriques 

Soient Si [o, i , j , fc j un repere orthonormal de l’espace, M un point de l’espace et P son projete orthogonal sur le plan 
horizontal |o, i , j j . 
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Remarque 3.9 

- Cette definition ne necessite pas de definir une orientation dans la plan & et 1’ angle 0 = |0A,0 b| ne doit pas neces- 
sairement etre oriente. En effet, si on change 1’ orientation du plan. Tangle 0 est change en son oppose ce qui laisse 
invariant son cosinus. 

- ||«|| 2 = ~ u 7 a . 
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Proposition 3.8 

Deux vecteurs non nuls de 'V sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. 


Demonstration 2 C’est une consequence de la meme propriete mais dans le plan. 

3.3.2 Expression dans une base orthonormale 


Lemme 3.9 

Soient ~u et ~v deux vecteurs de Y alors 


_ i 

U .V — — 

2 


1 1| 7? + ~v 


|| 2 


Demonstration Soit le plan vectoriel engendre par 77 ef 77. Le vecteur It + 77 est element de 2? . Les proprietes du produit 
scalaire dans le plan permettent d’ecrire 

| IT + 77 || 2 = || TT | 2 + 1| IT || 2 + 277.77. 

Le produit scalaire des deux vecteurs U et H dans l’espace coincide a vec celui dans le plan 2P . On obtient done la formule 
a nnoncee. 


Theoreme 3.10 222 Expression du produit scalaire dans une base orthonormale 

Soient 3% ^O, i , j , k j un repere orthonormal de l’espace, [x, y, z ) et (x' } y' , z') les coordonnees respectives des vecteurs 
It et ~u de y dans Si. On a 

Demonstration 2 On a || 71 1| " = x 2 + y 2 + z 2 et || IT || 2 = x 12 + y' 2 + z' 2 . Par ailleurs 

|| IT +1T|| 2 = [x + x') 2 + [y + y') 2 + [z + z 1 ) 2 

= x 2 + 2xx' + x' 2 + y 2 + 2yy' + y' 2 + z 2 + 2 zz' + z' 2 . 

Par application de la formule etablie dans le lemme precedent, on obtient V expression mentionnee pour le produit scalaire. 

3.3.3 Proprietes du produit scalaire 

Proposition 3.11 Symetrie du produit scalaire 

[] Le produit scalaire est symetrique : si IT et IT sont deux vecteurs de ‘V alors : 

I ~u.~v ~v .It I 


Demonstration C’est clair en passant en coordonnees. On peut aussi voir cette proposition comme une consequence directe du 
fait que le produit scalaire dans le plan est symetrique, voir proposition 2.10 page 71. 


Proposition 3.12 2 Bilinearite du produit scalaire 

Le produit scalaire est bilineaire. Ce qui signifie que pour tous vecteurs 77, 77i, u^, 77, 77[, 12, de ‘V et pour tous reels 


Ai, A 2 


7T.(Ai7q + A 2 P 2 ) = AiTT.Tt + \ 2 ~u .v 2 I et 


(Aizq +A 2 TTI).77 = AiMi.77 + A 2 U2.7T 


Demonstration C’est clair en passant en coordonnees. 


Proposition^. 13 

Soit Si | i , j , k j une base orthonormale. Soit 77 un vecteur de ‘V de coordonnees (x, y, z) dans Si. Alors 


x-H.i y-H.j z-H.k 


Demonstration Laissee en exercice... 
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3.4 Produit vectoriel 

3.4.1 Definition du produit vectoriel 


U A V 



Figure 3.4 - Produit vectoriel de deux vecteurs dans l’espace 


Definition 3. 14 Produit vectoriel 

On suppose qu’on a choisi une orientation de Fespace. Soient 77 et 77 deux vecteurs de Y . Soient Y un plan de Fespace 
contenant ces deux vecteurs et k un vecteur normal unitaire a fY . Fixant k, on fixe une orientation de PP . On appelle 
produit vectoriel de 77 et 77 le vecteur, note 77 A 77 ou 77 x IT, donne par 

77 a 77 = det(77, 77 ) k . 


Remarque 3.10 fondamentale II y a deux choix possibles pour un vecteur normal unitaire a PP : k ou - k . Le produit 
vectoriel depend done a priori du choix fait au depart pour ce vecteur normal. 

Notons (77 r\— 77) le produit vectoriel construit en ayant choisi le vecteur k et (77 a — 77) le produit vectoriel construit 
en ayant choisi le vecteur - k . Notons aussi det— (77, 77) le determinant des vecteurs 77 et 77 dans le plan PP oriente par 
k et det — (77,77) le determinant des vecteurs 77 et 77 dans le plan PP oriente par - k . 

En choisissant le vecteur - k a la place du vecteur k, on change Forientation de PP , et done le signe de l’angle oriente 
(77 , 77) ainsi que le signe du determinant du couple (77 , 77) . Mais ce changement de signe est compense par le changement 
du vecteur k en le vecteur - k : (77 a— 77) = det— (77,77) k - -det — (77, 77) (— k) - (77 a — 77). 


Corollaire 3.14 O Norme du produit vectoriel de deux vecteurs 

Si 77 et 77 sont deux vecteurs de Y : 


77 a 77 II = | det(77, 77 ) | = II 77 1 


sin( u, v) 


Demonstration En utilisant la definition du determinant de deux vecteurs dans le plan et si 77 est un vecteur normal unitaire a un 
plan vectoriel contenant 77 et 77 , on obtient : 


|| 77 a 77 1| = || det (77, 77) 77 1| = |det(77,77)| ||77|| = | det (77, 77 ) | = ||77|| . ||77|| .|sin(77,77)| . 

Remarque 3.11 

- | sin(77,77)| ne depend pas de Forientation choisie pour le plan PP contenant les deux vecteurs 77 et 77. 

- 1 1 77 A 77 1[ est l’aire du parallelogramme construit a partir des vecteurs 77 et 77. 


Corollaire 3.15 P> Caracterisation de la colinearite de deux vecteurs via le produit vectoriel 

Deux vecteurs de Y sont colineaires si et seulement si leur produit vectoriel est nul. 

Demonstration Considerons un plan 3? contenant ces deux vecteurs. Ces deux vecteurs sont colineaires si et seulement si leur 
determinant dans le plan 3P est nul. 

Remarque 3.12 

- Soient i et j deux vecteurs orthogonaux (respectivement orthogonaux et unitaires) de Y. Alors ( i , j , i A j ) forme 
une base orthogonale (respectivement orthonormale) directe de Fespace. 


121 




- La droite passant par le point A et de vecteur directeur 77 est F ensemble des points M du plan verifiant 

AMaU = "o. 


3.4.2 Interpretation geometrique du produit vectoriel 

Soient 77 et 77 des vecteurs dc "V et Tv — 77 A 77. On obtient w a partir de 77 et 77 en composant : 

1. La projection sur un plan 2/ orthogonal a 77. L’ image de 77 par cette projection est un vecteur tTj de norme 
||77[| | sin (77, 77) | . (Remarquons que cette derniere expression est independante de F orientation de Fespace choisie). 

2. La rotation d’angle j dans le plan 2? oriente par le vecteur normal 77 qui transforme le vecteur 7 q en un vecteur 
V 2 de meme norme que 77j et directement orthogonal a 77 et 77 

3. L ’homothetie de rapport ||T7|| qui transforme 77? en un vecteur 7^ de norme 1 1 77 1 1 1 1 77 1 1 1 sin (77 , 77 ) | directement 
orthogonal a 77 et 77. 77j est done par definition egal a 77 A 77. 


3.4.3 Proprietes du produit vectoriel 


Proposition 3. 16 V Le produit vectoriel est antisymetrique 

Si 77 et 77 sont elements de "V alors 

|77a 77 = -77 a 77 


Demonstration C’est une consequence directe de V antisymetrie du determinant de deux vecteurs dans le plan. 


Interlude 

Lors d’une premiere lecture, on pourra passer directement a la proposition 3.22 page 123. Ce qui suit permet de demontrer 
cette proposition mais n’est pas important pour la comprehension du chapitre. 


Definition 3.15 Application lineaire dans Fespace 

Soit / : y — * V . On dit que / est lineaire si pour tout couple (77,77) de y 2 et tout reel A, 
/(T7 + 77) = /(77) + /(77) et /(A77) = A/(77). 


Proposition 3.17 Caracterisation des applications lineaires 

Soit / : V — * "V . f est lineaire si et seulement si, pour tout couple (77, 77) de t' 2 et pour tout couple de reels (a, (:)) 


/(a77 + p77) = a/(77) + p/(77) 


Demonstration Laissee en exercice. 


Proposition 3.18 

Une application composee de deux applications lineaires est encore lineaire. 


Demonstration Laissee en exercice. 


Definition 3.16 Application bilineaire 

Une application / : "V x V — > ‘V est dite bilineaire si elle est lineaire en chacune de ses variables, ce qui signifie que 
pour tout vecteurs 77 , 77 de y : 


si on fixe 77 : /(77, .) : 


y 


y 

/(77,77) 


est lineaire. 


si on fixe 77 : /(., 77) : 


y 


y .. , . 

est lineaire. 

f{u, v ) 
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Quelques exemples ^applications lineaires fort utiles pour ce qui vient... 

Soit 77 un vecteur de Y . Soient (O, i , j , k) une base orthonormale directe telle que i et 77 sont colineaires et telle que 
( j , k ) est une base du plan orthogonale a 77. 

Proposition 3.19 

La projection orthogonale p sur le plan orthogonale a 77 est lineaire. 

Demonstration SoientU et 77' deux vecteurs de Y de coordonnees respectives ( x,y,z ) et (x',y',z') dans ( i , j , k) alors p(v) 
est le vecteur de coordonnees (0 ,y,z) et p(v') est le vecteur de coordonnees (0 , y',z'). Comme 77 + 71' a dmet (x + x' , y + y',z+ z') 
comme coordonnees, p[ 77 +77') admet comme coordonnees (0, y + y',z + z') qui sont aussi celles du vecteur p{ 77) + p{ 77'). Par 
consequent, p[u) + p(77') = p(77 +77'). 

Soit A un reel. Le vecteur A 77 a pour coordonnees (Ax, Ay, Az). Les coordonnees de p( A77) sont done (0, Ay, Az) qui sont exactement 
les coordonnees de\p(v). Done p(A77) = Ap(77). 

On a prouve que p est lineaire. 

Proposition 3.20 

La rotation r d’ angle | dans le plan oriente (O, j , k) est lineaire. 

Demonstration Les vecteurs de ce plan sont ceux de coordonnees (0, y, z). Soit 77 un vecteur de ce plan. L’ image par r de 77 
est le vecteur de coordonnees (0, -z, y). On prouve la linearite de cette application en passant aux coordonnees, comme dans la 
proposition precedente. 


Proposition 3.21 

Soit k un reel non nul. L’homothetie hr de rapport k, qui a un vecteur 77 de "V associe le vecteur k~v est lineaire. 
Demonstration Soient 77 et v 1 deux vecteurs de Y . On a 

hj.(77 + v ') = k{ 77 + v ') = k~v + ku ' = /tj-(77) + v’). 

Si A est un reel, on a aussi 

hfcl A77) = fc(A77) = A/tj.(77) 

ce qui prouve la linearite de h. 


Remarque 3.13 

- En particular Fhomothetie h de rapport k - || 77 1| est lineaire. 

- Cette proposition est une reformulation du theoreme de Thales. 


Ces trois exemples vont nous permettre de demontrer que le produit vectoriel est bilineaire. 


Corollaire 3.22 T Le produit vectoriel est bilineaire 

L’ application 

j fxf — * Y 

(77,77) ' — » 77a77 

est bilineaire. Autrement dit, pour tout vecteurs 77, 77i, T/j, 77, 77j, V 2 de Y et pour tout reels Ai, A 2 

I 77 a (Ai 77i + A 2 77^) Ai77 a Tq + X 2 H a 77> I et I (Ai 77i + X 2 U 2 ) a77 = Ai77ia77 + \ 2 Ti 2 a 77 


Demonstration Fixons 77 dans Y . L’ application . 


est lineaire comme composee des trois applications lineaires p, r et h. Pour montrer que cp est bilineaire, il faut encore montrer 
que, pour 77 fixe dans Y et pour toutH, u' dans Y ef A reel, 

Cu + u) a77 = 77a77 + m'a77 et (ATI) a 77 = ATI a 77 

Ces deux propriete decoulent de l'antisymetrie du produit vectoriel et de la linearite de 0 — . Par exemple pour la premiere egalite, 
on procede ainsi 

(77 + tt') a 77 = -77 a (77 + u') = (-77) a (77 + «') = 0_-? (77 + «') = 0— * (77 ) + 9_-e(u') = -77 a 77 - 77am' = 77a77 + m'a77 


3.4.4 Expression dans une base orthonormale directe 
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Theoreme 3.23 WO Expression du produit vectoriel dans une base orthonormale 

Soit 38 1 i , j , k j une base orthonormale directe. Soient 77 et ~v des vecteurs de "V de coordonnees respectives [x, y, z] 
et (x',y',z'J dans 38. Les coordonnees (X,Y,Z) de 77 A 77 sont donnees par : 


Autrement dit : 



y y' 



z zl 


x = 

X x' 


z z' 



X X ' 



y y' 


yz'-y'z 
zx’ - z! X 


I xy'-x'y 


Demonstration 3 On a : 


H = xi+yj+zk et ~v = x' i + y' j + z' k . 


Utilisant la bilinearite du produit vectoriel et les relations 


l A J 


J A l 


j A k 


k a j =- i k a i = j i a k 


i a i = j a j = k a k = 0 

qui decoulent du fait que 38 est une base orthonormale directe, on peut ecrire : 


ce qu ’il fallait demontrer. 


[x, i + y j + z k j a ^x' i + y' j + z' k . j 
xx" i a i + xy' i a j +xz' i a k 
+yx' j A i + yy' j A j + yz' j A k 
+zx' k a i + zy' k a j + zz' k a k 
xy' k - xz! j 
—yx k + yz! i 
+zx' j - zy' i 

[yz'-y'z] i +[zx' -z'x] j + [xy'-x'y] k 


3.5 Determinant ou produit mixte 

3.5.1 Definition 

Definition 3.17 Determinant, produit mixte 

Soient It, ~v , ~u> trois vecteurs de Fespace "V . On appelle determinant ou produit mixte de ces trois vecteurs 
le nombre reel , note ou det(7< ,~v,lv], et donne par : 

det [It, ~v ,~w] = 


3.5.2 Expression dans une base orthonormale directe 

Theoreme 3.24 Expression du determinant dans une base orthonormale directe 

Soit 38(i,j,k) une base orthonormale directe de "V . Soient ~u , ~v, 7 u trois vecteurs de Y et soient [x, y, z), [x' , y' t z'] 
et [x ",y",z"] leurs coordonnees respectives dans cette base. Alors : 


det [~u, "77, 7c) = y y' y" \ = d' 


y y 


y y 
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Demonstration V II suffit de calculer le produit mixte de ces trois vecteurs en utilisant les formules vues pour calculer le produit 
scalaire et le produit vectoriel de deux vecteurs dans une base orthonormale directe. 

Remarque 3.14 

Le moyen mnemotechnique suivant, appele regie de Sarrus, permet de calculer le determinant de trois vecteurs assez 
facilement en additionnant les produits formes le long des fleches bleues et en soustrayant ceux formes le long des fleches 
rouges : 



3.5.3 Proprietes du produit mixte 


Proposition 3.25 Le produit mixte est antisymetrique 

Soient ~u, 17, Id trois vecteurs de "V . 

• On change le signe du produit mixte de trois vecteurs en permutant deux de ces trois vecteurs : 

det (17, ~u, 17) = -det (17,17,17) (1) 

det(l7, 17,17) = -det (17, 17, 17) (2) 

det(l7,l7,l7) = -det(!7,l7,!7) (3) 

• Le produit mixte est invariant par permutation circulaire 

det(l7,l7,l7) = det(H,77,l7) — det(l7,l7,l7) (4) 

On resume ces trois proprietes en disant que le produit mixte est antisymetrique. 


Demonstration 

• Demontrons (1) : 


det(l7,l7,i7) 


( v am ) .77 

(-71 A 17) .77 par antisymetrie du produit vectoriel 

- (17 a 17) Iw 
-det (17,17,17) 


• Pour demontrer (4). il faut se placer dans une base orthonormale directe de 'V et calculer, dans cette base, en utilisant la formule 
3.24, les trois determinants det (17,77,77), det (17,17,17). det (17,17,17) et verifier qu'ils sont egaux. 

• Pour demontrer (2), on peut remarquer que d’apres (4), det (17, 17, 17) = det (17, 17, 17) et appliquer (1). 

• Enfin d’apres (4) et (1). det (17,17,17) = det (17,17,17) = - det (17,17,17) 


Proposition 3.26 O Le produit mixte est alterne 

Soient H, 17, w trois vecteurs de "V . Si deux de ces trois vecteurs sont egaux alors le produit mixte de ces trois vecteurs 
det (17,17,17) est nul. 

Demonstration V Partant de l’egalite det (17,17,17) = - det (17,17,17) , si 17 = 17, on obtient det (17,17,17) = - det (17,17,17) ce 
qui amene det (17, 17, 17) = 0. 


Definition 3.18 Application trilineaire 

Une application ip : y 3 — <• B? est dite trilineaire si et seulement si : 

• pour tout (H,17) fixe dans y x "V , l’application : ~w ^ cp (17,17,17) est lineaire. 

• pour tout (17,17) fixe dans x y , V application : 17 >-► cp (17,17,17) est lineaire. 

• pour tout (17,17) fixe dans y *y , Papplication : 17 >-► qj (17, 17, 17) est lineaire. 
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Proposition 3.27 O 
Le produit mixte est trilineaire. 

Demonstration 

• Fixons (77 ,17) dans Y xY et montrons que V application : tp : 7? —> det (77 ,77,7?) est lineaire. Soient a, a' deux scalaires et 7?, 
7 ?' deux vecteurs de Y . On a 


ip(a7? + a7?j 


det(77 ,77 ,a7? + a , 7? , ) 

(77 a 77) . (a7? + 

a (77 A 77) .Tu + a' (77 A 77) .W par linearite du produit scalaire 
a det (77, 77, 7?) + c/det \yu,U,W) 
cup (7 ?) To/q^T? 7 ) 


Fixons maintenant (77,7?) dans Y xY et montrons que 1 ’application tp : 77 ■ — ► det (77 , 77 , 7?) est lineaire. II suffit de remarquer 
que pour tout 77 dans Y , comme le produit mixte est antisymetrique, det(77,77,7?) = -det(77,7?,77) et que l’application 
77 — ► -det (77, 7?, 77) est, d’apres le premier point, lineaire. 

On montre la linearite de 77 « det (77,77,7?) de la meme fagon. 


3.5.4 Interpretation geometrique 


Theoreme 3.28 7? Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte est nul 

Soient 77 , 77, 7? trois vecteurs de Y . Ces trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte est nul. 


Demonstration V Si un des trois vecteurs 77 , 77 , 7? est nul, le resultat est clair. On suppose done desormais qu'aucun de ces 
trois vecteurs n ’est nul. 

H Supposons que 77 . 77 , 7? sont coplanaires. Une des deux assertions suivantes est alors vraie : 

1 77 et 77 sont colineaires et on a done 77 A 77 = 0 ce qui entraine que det (77 , 77 , 777) = (77 a77) .7? = 0. 

2 77 et 77 ne sont pas colineaires et done 77 A 77 est un vecteur orthogonal a u plan engendre par 77 et 77 . Comme w est 
element de ce plan, It A 77 est orthogonal a 7? et necessairement : det (77 , 77 , 7?) = (77 A 77 ) .777 = 0 

E Supposons que det(77,77,7?) = 0. Alors : 

1 si 77 et77 sont colineaires, il est clair que 77,77,7? sont coplanaires...(ces trois vecteurs sont elements du plan engendre 
par It etT?. 

2 sinon, 77 A 77 est un vecteur orthogonal au plan engendre par 77 et 77 et comme (77 A 77) .7? = 0, 7? est aussi orthogonal 
a 77 A 77 et est done necessairement element de ce plan. 



Figure 3.5 - Interpretation du produit mixte 


Theoreme 3.29 Interpretation du produit mixte en terme de volume 

Soient 77 , 77, 7? trois vecteurs de Y. Notons Y le volume du parallelepipede -Y construit a partir de ces 3 vecteurs. On 

a : 

Y = | det (77, 7?, 777) | 


Demonstration tp Si les trois vecteurs sont coplanaires, le resultat est evident. On suppose done que ce n ’est pas le cas. Soient 
O, A, B et C des points de 1 ’espace tels que 77 = OA, 77 = OB et 7? = OC. 

• Soit H le projete orthogonal de C sur la droite dirigee par 77 A 77. OH est la hauteur du parallelepipede SA. OH est donnee par : 

OC|cos(77 a 77,7?) | = 1 7? I |cos(77 a 77 , 7?) | 
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• Le parallelogramme formant la base de & est porte par les vecteurs H etU et son aire si est donnee par : 

1 1| 17 || | IT || sin (17, 17) | = | "h a IT | 

Le volume V de & est done donne par : 

r = si x OH 

= || 17 a!7|| x || 7? | |cos(!7 a 17,17)1 

= |(17 a IT). 1 
= |det("w,lT, 77)| 


3.6 Plans dans l’espace 

3.6.1 Representation parametrique des plans 



Proposition 3.31 O 

Soit S? un plan affine de S Soit A un point de :¥ et (17, IT) un couple de vecteurs engendrant & . On a equivalence 
entre : 

1 le point M est element de S? . 

2 le produit mixte det |aM, H, IT j est nul. 

Demonstration Si Me# alors AM est combinaison lineaire deli et 17 et les vecteurs AM, 17. IT sont coplanaires. On a alors 
necessairement det^AM,l7,l7j = 0. 

Reciproquement, si det^AM,l7,l7j = 0 alors les vecteurs AM, 17, IT sont coplanaires ce qui n’est possible que si le point M est 
dans le meme plan que celui passant par A etengendre par 17 , IT, e’est a dire 2P (carl! ef IT ne sont pas colineaires par hypothese). 
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COROLLAIRE 3.32 

Soient A (xa, y\, Za), B (x B , ys, z B ), C (xc, yc. ■Zc) trois points non alignes de l’espace £ . Alors M (x, y, z) e $ est element 
du plan affine & passant par A, B et C si et settlement si 

x-x A x B — Xa X C -X A 
y-yA yB-yA yc-yA =o 
z-z K zb - za zc - za 

Demonstration II suffit d’appliquer la proposition precedente alt = AB et~v = AC et d’ exprimer le produit mixte avec les 
coordonnees de ces vecteurs. 


Proposition 3.33 Equation cartesienne d’un plan 

• Soit & un plan affine passant par un point A (x. 4 , y,\, Za) de l’espace £ et admettant le vecteur ~n ( a,b,c ) comme 
vecteur normal alors une equation cartesienne de ddd est 

I a{x- x A ) + b[y- y A ) + c{z- z A ) = o\ 


Reciproquement, l’ensemble des points M(x,y,z) verifiant F equation ax+ by+cz - d oil a, b , c, d sont des reels et 
ou a, b, c ne sont pas tous nuls est un plan affine de vecteur normal I ~n ( a , b, c ) I. 


Demonstration 

• M est element de 3? si et settlement si AM et It sont orthogonaux et done si et seulement si AM.U = 0. Exprimant cette demiere 
egalite avec les coordonnees des vecteurs consideres, on retrouve la formule proposee. 

• Si a ji 0, posons A^-^,0,oj sinon, si bj£0, posons A (o, - ^ , oj sinon on a forcement c ^ 0 et nous posons A ^0,0, j. Comme 

le point M (x,y, z) veriiie 1 "equation ax + by+cz = d,ona AM . It = 0 ef done M est un point du plan passant par A et de vecteur 
normal It. 


Definition 3. 19 r <? Equation normale d’un plan 

Soit & un plan affine d’equation ax+by + cz- d. Comme dit plus haut, le vecteur ~n ( a , b, c ) est un vecteur normal a 
Si ce vecteur est de plus unitaire, e’est a dire si 

|| ~n || " = a 2 + b 2 + c 2 = 1 

alors F equation ax+ by + cz - d est appelee equation normale de did . 


Interpretation geometrique de l’equation normale 

Soit & un plan et H le projete orthogonal de Forigine O de £% sur & . Posons : ~u — |==|- Considerons les 3 angles non 
orientes : 

a = ^ i , ~u j , et 

On a done 


cosa= i.~u, cosp= j ,~u et cosy= k du 

et ~u (cos a, cos p, cosy). Comme ~u est unitaire, on a aussi cos 2 a+ cos 2 p + cos 2 y = 1. Par ailleurs 


M (x, y, z) £ 3d 


HM.H = 0 
[om-oh] .u= 0 

|x i + y j + z k - hit j du — 0 ou h — || OH 
cos ctx + cosPy + cos yz = h. 


Cette derniere egalite forme une equation normale de did . 
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Position relative de deux plans 

L’espace est ici encore rapporte a un repere orthonormal direct PP |o, i , j , k j . 

Definition 3.20 7? Plans paralleles 

Deux plans de l’espace sont paralleles si et seulement si ils admettent un vecteur normal non nul commun. 


Definition 3.21 7? Plans perpendiculaires 

Deux plans de l’espace sont perpendiculaires si et seulement si ils admettent des vecteurs normaux non nuls orthogo- 
naux. 


'Proposition 3.34 7? Caracterisation de la perpendicularite ou du parallelisme de deux plans a partir de leurs' 
equations cartesiennes respectives 

Soient P/ et P/' deux plans d’equations cartesiennes respectives 

ax+by + cz-cl et a' x + b' y+ c' z- d' . 

Les vecteurs 7? ( a , b, c) et Pi' [a 1 , //, c') sont done, respectivement, des vecteurs normaux a :fP et a £P' . 

1 Les plans £? et !iP’ sont paralleles si et seulement si il existe un reel A ^ 0 tel que 

a' = A a, b' = A b et c' = Ac 

2 Les plans J 2 et PP' sont confondues si et seulement si il existe un reel A P 0 tel que 

a 1 — A a, b’ = A b, d = Ac et d! = A d 

3 Les plans J 2 et P/' sont perpendiculaires si et seulement si 

aa' + bb' + cc' — 0 

V 

Demonstration : 0 

1 PP et PP' sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colineaires ce qui est se traduit en termes de 
coordonnees par les 3 egalites ci dessus. 

2 £P et SP ' sont confondues si et seulement si, a la fois, ils sont paralleles et si ils ont un point commun A ( x a, yx, -Za) • ® apres 
le point precedent, ceci est equivalent a 

a! = Aa, b' = \b, d = Ac et ax^+ by& + cz^- d = a' x^ + b' y^+ c' za~ d! = 0 

On obtient alors 

(A a - a)x a + (A b -b)y\ + (Ac - c) z\ - d + d' = 0 

ou encore 

(A - 1) (axa + hyA + cz a) -d + d' = 0 

Et conmie A est element de 2P , on a aussi 

lX-l)d-d + d' = 0 

Ce qui prouve que d' = A d 

3 Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux, c ’est-a-dire si et seulement 
si ~nPn' = 0, de quoi decoule l'egalite a prouver quand on la transcrit en coordonnees. 


Proposition 3.35 

Soient PP et P/' deux plans de Fespace de vecteurs normaux respectifs 77 et 7 V . Si fP et J 2 ' sont secants alors leur 
intersection est une droite de vecteur directeur 77 A 77'. 

Demonstration P SoitA un point de V intersection des deux plans SP et PP' . 

Si le point M est element de PP n PP ' alors AM est orthogonal a 77 et a 777 Par consequent, AM est colineaire a 77 A ~n' et M 
appartient a la droite passant par A dirigee par 77 A 77'. 

Reciproquement, supposons que M appartient a la droite passant par A dirigee par 77 A 77', alors le vecteur AM est orthogonal a 77 
et a 777 Conmie A est element des plans PP et PP’ , necessairement M est element de PP et PP' et done de P* n TP7 


3.6.3 Distance d’un point a un plan 
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cl (M, &>) = 








Demonstration 2>2> Soit H le projete orthogonal cle M sur 22 . Plagons nous dans le plan defini par les points A, H et M. Soit 0 
une mesure de Tangle non oriente ^"n.MAj. On a MH = AM • |cos0| . 

Par ailleurs 

|| TT || AM |cos0| 7j-AM 
MH = AM • | cos 0 1 = L_J = 1 1 

II n II II n II 

ce qui prouve la premiere formule. Pour la seconde, il suffit d’appliquer la premiere avec ~n = ~u A U qui est bien un vecteur normal 
a 2? . Enfin, par definition, on sait que (H aV)-AM = detail ,V,AMj 

Theoreme 3.38 2 Quand le plan est donne par une equation cartesienne 

On rapporte le plan a un repere orthonormal 2 &. Soient 2/ un plan d’equation cartesienne ax+ by + cz + d - 0 et 
tin point de Fespace. On a 


d{M '^)_ \axM + by M + cz M + d[ 
V a 2 + b 2 + c 2 


Demonstration 2 > Au regard de l'equation cartesienne de 2 ? le vecteur ~n ( a,b,c ) est normal pour 22 . On considere un point 
A(x A ,y A ,z A ) e 22 . En utilisant la formule precedente, on obtient 


d (M, 3?) 


n-AM 



|fl(x M -x A ) + b(yM-y A ) + c(zM-ZA)| 
\/a 2 + b 2 + c 2 

ax M + byM + cz M - (ax A + by A + cz A ) | 
\/ a 2 + b 2 + c 2 
\ax m + i>yM + czm + d\ 


\/ a 2 + b 2 + c 2 


car comme A est element de 22 , on a ax A + fcy A + cz A = -d. 


3.7 Droites dans l’espace 


3.7.1 Representation parametrique 


Proposition 3.39 2?2?2? Representation parametrique d’une droite 

Soit 2% un repere orthonormal de Fespace. Soit 22 une droite passant par un point A(x A ,y A ,z A ) et de vecteur directeur 

u [x-fi , y-fi , z-fi ). Une equation parametrique de est : 



f x = x A + rx- 
j y - yA + ty-fi 

[ Z = Z A + tz-jl 


\ 


J 


Demonstration II s’agit d'une traduction en termes de coordonnees de l'egalite3\ e R : ~v = All. 


3.7.2 Representation cartesienne 

Proposition 3.40 2/222 Representation cartesienne d’une droite 

Soit 2% un repere orthonormal de Fespace. On se donne des reels a,b,c,d et a',b',d ,d' tels que les triplets ( a,b,c ) et 
[a', //, c') sont non nuls et non proportionnels. L’ ensemble des points du plan dont les coordonnees verifient le systeme 

I ax+ by + cz+ d — 0 
(A) i 

| a ! xt b'y + c' zt d! = 0 


est une droite de vecteur directeur ou li ( a , b, c) et ~n' [a', b’, c 1 ). 

Reciproquement, toute droite admet au moins un systeme d’equations de ce type. 
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Demonstration Les triplets (a, b, c) et ( a ', b' ,c') n’etantpas proportionnels, les vecteurs normaux a u plan S3 d’equation ax+by+ 
cz+ d = 0 et S3' d' equation d x + b' y+c' z + d' = 0 ne sont pas colineaires etces deux plans ne sont pas paralleles. Leur intersection 
forme done une droite affine d'apres la proposition 3.35. Un systeme d’ equations cartesiennes pour cette droite est donne par le 
systeme (*). 

Reciproquement, si 3 est une droite affine dirigee par 17 eY et passant par A e Y, alors si on complete le vecteurS en un triedre 
direct (77, 77, 7?) de l'espace, il est clair que 5$ est V intersection des plans passant par 3? (A, 17, 17) et 33 [A ,17,1?). La droite 33 
admet done bien un systeme d' equations du type indique. 


3.7.3 Distance d’un point a une droite 


Proposition 3.41 'v Distance d’un point a une droite 

Soit 33 une droite de l’espace passant par le point P et de vecteur directeur 77. Soit A un point de l’espace et H son 
projete orthogonal sur 33 (H est l’unique point de 33 tel que les vecteurs AH et 17 sont orthogonaux). On appelle distance 
de A a 33 la distance AH. C’est la plus petite distance de A a un point de 3. Elle est notee d (A, 33). 


Demonstration Voir la preuve de la proposition 3.36. 


Theoreme 3.42 O 

Soit 333 une droite de l’espace passant par le point A et de vecteur directeur 77. Soit M un point de l’espace. On a 


d(M,3) 



Demonstration Soient H le projete orthogonal de M sur la droite 333. Soit 0 une mesure de V angle non oriente (AH.AMj. On 
a : AH = AM | sin 0 1 . Par a illeurs. on a 


H A AM = 171 AM | sin 0| 


d’ou l’egalite. 


3.7.4 Perpendiculaire commune a deux droites 


Definition 3.22 7? Droites orthogonales, droites perpendiculaires 

• Deux droites affines de l’espace sont orthogonales si et settlement si leurs vecteurs directeurs le sont. 

• Deux droites affines de l’espace sont perpendiculaires si et seulement si elles sont a la fois secantes et orthogonales. 


Remarque 3.16 Si 33 et 33' sont deux droites paralleles, il existe une infinite de perpendiculaires commune a ces deux 
droites. Elle effet, elles sont contenues dans un meme plan et il existe une infinite de droites perpendiculaires a ce plan. 


Proposition 3.43 3) Perpendiculaire commune a deux droites 

Soient 33 et 33' deux droites non paralleles, il existe une unique droite A perpendiculaire a la fois a 33 et a 33' . Cette 
droite est appelee perpendiculaire commune aux deux droites 33 et a 33' . Si de plus 33 est dirigee par 77 et si 33' est 
dirigee par 77' alors A est dirigee par 77 A 77'. 


Demonstrati on 3 

« | Existence | Soient : 

• 77 un vecteur directeur de 3 et A un point de 3 

• 7? ' un vecteur directeur de 3' etA’ un point de 3' . 

Posons Tv = 77 A 77'. Comme les droites 3 et 3' ne sont pas paralleles, leurs vecteurs directeurs ne sont pas colineaires et done 
Tv est non nul. Notons 33 le plan donne par le triplet (A, 77, Tv) et S3’ le plan donne par le triplet (A',S',Tv). Un vecteur normal 
a 33 est 77 = 77 A 7c et un vecteur normal a S3' est S' = S' A Tv. Ces deux plans ne sont pas paralleles. En effet, si e’etait le 
cas, alors S et S' seraient colineaires. 11 existerait done des scalaires a, non tous deux nuls tels que alt A Tv + fi77 ' A Tv = 0 ce 
qui amenerait (a77 + 1377 ') A Tv = 0 . Alors Tv serait element du plan vectoriel engendre par 77 et 77 ce qui n ’est pas possible par 
definition de 7 v. L’ intersection des plans 33 et S3’ est done une droite affine A qui est dirigee par Tv et done perpendiculaire aux 
deux dro ites 3 et 3’ . 

« | Unicite~| Soit A 1 une droite affine perpendiculaire aux deux droites 3 et 3'. Alors un vecteur directeur 7 v' de A 1 est orthogonal 
a la fois a 77 et a 777 Autrement dit Tv' est colineaire a Tv = 77 A 777 De plus. A' est incluse dans le plan affine (A, 77, Tv) ainsi 
que dans le plan (A', S', Tv). Par consequent A' = 8. 
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FIGURE 3.8 - Perpendiculaire commune a deux droites 


.Plan 3.1 


Pour determiner la perpendiculaire commune a deux droites 


Dans l’espace muni d’un repere orthonormal direct, on considere deux droites non coplanaires 2> et 3>' telles que 

- Q) est dirigee par le vecteur ~u et passe par le point A 

- Q)’ est dirigee par le vecteur U 1 et passe par le point A' 

Pour determiner une equation cartesienne d’une perpendiculaire commune a@> et@>' : 

1 On forme le vecteur ~u =~u r\~u' . 

2 On forme une equation cartesienne ax+by+cz + d-0 duplan SP passant par A et engendre par It et ~v . Ce 
plan contientSi. 

3 On forme une equation cartesienne d x+ b'y+ c'z+ d’ = 0 du plan SP’ passant par A et engendre par ~u et ~v . 
Ce plan contient 

4 L’ intersection de SP et de SP' est une droite dirigee par ~v . Par construction, cette droite est la perpendiculaire 
commune A a2> eta 2> r . Un systeme d’equations cartesiennes pour A est done : 

ax+by+cz + d -0 
dx+ b’y+ c'z+ d' =0 


Proposition 3.44 Distance entre deux droites non paralleles 

Soient S> et °P ! deux droites non paralleles. Soient A la perpendiculaire commune a ces deux droites, H le point 
d’ intersection de A avec fP et H' le point d’ intersection de A avec Pour tout points M de fp et M' de 3>' , on a : 

d{H,H')^d{M,M') 

avec egalite si et seulement si H = M et H' = M'. La distance d ( I I, 11') est appelee distance de 3> a 3>' et se note 
d(@, 9'). 

Demonstration MH dirige & et H'M' dirige %)' . Ces deux vecteurs sont done orthogonaux a HH'. D’apres le theoreme de 
Pythagore, on a : 

||mm '|| 2 = ||mh+h'm '|| 2 + |]hm'|| 2 . 
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II vient alors MM' & HH' ef on a egalite si et seulement si MH + H'M' = 0, c’est a dire si et seulement si MH + H'M' = 0 ce qui 
equivaut a H = M ef H' = M'. 


Theoreme 3.45 V Calcul de la distance entre deux droites non paralleles 

Soient @ et £?' deux droites non paralleles de vecteurs directeurs respectifs 71 et 77', passant respectivement par les 
points M et M'. On a : 


\d [&,&) = 


det|77,77',MM'J 
II 77 a 77' || 


Demonstration V Soit A la perpendiculaire commune aux deux droites & et *2)' . Comme precedemment notons H le point 
formant 1’ intersection de et A, a insi que H' le point formant l'intersection de & et A. On a d[S>,S>') = HH' = ||hH'||. Les 
vecteurs 77 A 77' et HH' sont colineaires done 


Par consequent 
On a de plus 

jdet ^77,77',MM'j 


d’ou P egalite. 


(77 a 77') .HH' = || 77 A 77' || HH' 


| (77 a 77') .HH' j jdet^77,77',HH'j | 


|det (t7,77',MH + HH' + H'm']| 

|det^77,77',HH'j| car 77 et MH ainsi que 77' et H'M' sont colineaires 

| (77 A 77') ,HH'| par definition du produit mixte 

|| 77 A 77 ' || II HH' I car les vecteurs 77 A 77 ' et HH' sont colineaires 


3.8 Spheres 

3.8.1 Generalites 


Definition 3.23 Sphere 

Soient A un point de Fespace et R e R* un reel positif non nul. On appelle sphere de rayon R et de centre A F ensemble, 
note y (A,R) des points de Fespace situes a une distance R de A : 

y {MeS \ AM = R} 


Proposition 3.46 V 

L’ ensemble des points M de Fespace verifiant 

MA-MB = 0 

est la sphere de diametre [AB], 

Demonstration V Soit I le milieu de [AB] . Soit Ms S’. On a: 

MA-MB = 0<=> (MI + IA).(Mi + I~Bj = 0<=> ||mi|| 2 — LA.IB 

= o <=> IM = LA 

Proposition 3.47 Equation cartesienne d’une sphere 

Soit £% un repere orthonormal de Fespace. La sphere de centre A (a, b, c) et i 
cartesienne : 

de rayon RelK) admet comme equation 


(jc- a) 2 + (y- b) 2 + (z — c) 2 - R 2 = 0 


Demonstration II suffit d’ecrire que :M(x,y,z) e^<=> II AmII =R 2 . 
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3.8.2 Spheres et plans 


/ ' 

Proposition 3.48 Position d’un plan par rapport a une sphere 

Soit 39 une sphere de centre A et de rayon R e R* . Soient 9 un plan de l’espace et H le projete orthogonal de A sur 

. 

• Si d (A, 39) > R alors 3? n X9 — 0. 

• Si d (A, &>) = R alors 39 n 5? = {H}. 

• Si d (A, 39) < R alors 39 n 59 est le cercle de centre H et de rayon \J R 2 - d 2 (A, 39). 

Dans le deuxieme cas, on dit que 39 est le plan tangent a la sphere 59 au point H. 


Demonstration Soit Me 9. Par application du theoreme de Pythagore, d (A,M) 2 = d(A,H) 2 + d (H,M) 2 = d (A, t9) 2 + d (H,M) 2 . 
Par consequent, Me 9 si et seulement si R 2 = d(A,M) 2 = d (A, 9) 2 + d(H,M) 2 . 

3.8.3 Spheres et droite 

Soit 39 |o, i , j , le j un repere orthonormal de l’espace. 

On etudie dans ce paragraphe l’intersection entre une sphere -9 et une droite 9 . Afin de simplifier le probleme, on peut 
supposer que 9 est dirigee par le vecteur k , que O est le centre de ,9. Une equation cartesienne de y dans 9 est alors : 
x 2 + y 2 + z 2 = R 2 ou R e R* est le rayon de 9 . 

9 coupe le plan passant par O et dirige par les vecteurs i et j en le point A [a, b, 0) . Elle est done parametree par : 

{ x - a 
y-b ■ 
z=t 


Proposition 3.49 Position d’une droite par rapport a une sphere 

Posons d-d( 0,9). On a : 

• Si d > R alors 9 et ont une intersection vide. 

• Si d = R alors 9 et ont un point commun et un seul. On dit que la droite est tangente a la sphere. 

• Si d < R alors 9 eX 9 ont exactement deux points en commun. 

Demonstration On a : M(x,y,z) e 9r\9 <=> x = a,x = b,z = t et x 2 +y 2 +z 2 = R 2 <=> x = a,x = b,z = t et a 2 + b 2 + t 2 = 

R 2 . Comme d = a 2 + b 2 , on a : M (x,y,z) e 9 <==> t 2 = R 2 - d 2 . 


En resume 

1 II convient d’ avoir bien compris : 

- l’utilite du produit scalaire 

- l’utilite du determinant 

- l’utilite du produit mixte 

et les differentes techniques pour les calculer. 

2 II faut savoir calculer rapidement et sans hesitation 

- F equation cartesienne et de F equation parametree d’un plan 

- F equation cartesienne et de F equation parametree d’une droite 

- F equation cartesienne d’une sphere 

3 II faut savoir retrouver rapidement aussi les formules de changements de coordonnees spheriques et cylindriques. 
Elies seront utilisees a la fois en mathematiques et en physique. 

4 Les differentes formules pour calculer la distance d’un point a un plan, d’un point a une droite, entre deux droites, 
ou le volume d’un parallelepipede doivent etre bien connues. 


135 









3.9 Exercices 


3.9.1 Produits scalaire, vectoriel et mixte 

Exercice 3.1 W 

Soient U, ~v et w trois vecteurs de l’espace. Montrer que : 

~u A (~v A 7 ?) = [u.w) ~v - [Ti.~u)w 


Solution : Considerons un repere orthonormal direct |0, i , j , k J dans lequel les coordonnees de Ti sont [a, 0,0), 

celles de ~v sont [a', /:/,()) (il suffit pour cela que i et j en pend rent un plan contenant Ti etU) et celles de w sont 
[a", b" , c"). On a alors : 


a 

a’ 

a"' 


a 

b’c" 

0 A 

b' a 

b" 

= 

0 A 

-a'c" = 

0 

0 

c" 

y 


0 

a'b"-b'a" 


u.w v - [ u.v \ w ■ 



a! 

a" 

aa" 

b' - aa! 

b” = 


0 

c" 


aa"b' - aa'b" 

^ _/ J! 


d’ou l’egalite. 


Exercice 3.2 W 

Dans 1 ’espace, on considere un vecteur H unitaire etune base orthonormale directe { i , j , k). 

1. Calculer a = \\~u /\ i || 2 + ||17a j || 2 + ||"wa fc|| 2 . 

2. En deduire que l'une de ces trois normes est superieure ou egale a \J 2/3. 


Solution : 

X 

0 

-z 

y 

1. Notons Ti 

y . Alors ~u a i 

Z ,U A j 

0 , ~u a k 

-x. Par consequent, a = 2(x 2 + y 2 + z 2 ) = 2 puisque |] u \\ 2 = 1. 


z 

-y 

X 

0 

2. Parl’absurde, si les trois normes etaient toutes strictement inferieures a V2/3, on aurait2 - a < 2/3+ 2/3+ 2/3 = 2, 

ce qui est absurde. 





Exercice 3.3 W Identite de Jacobi 

On rapporte F espace a une base orthonormale directe. Soient quatre vecteurs Ti. b,~c, d del’ espace. 
1 . Montrer 1 ’identite de Jacobi : 


~CL A {b A "c ) + fcAl'c Afl) + 'c A(«A b) — 0 


2. Montrer que 


3. Montrer que 


(" a A b).(~c A di- 


et . c 
b ,~c 


ci . ci 
b . d 


(a A b) A ("c A d) = det("a , b , d)~c — det(7T, b ,~c) d 


Solution : 

1. Utilisons la formule du double produit vectoriel : 

~flA(£?A~c) + b /\ Cc /\~a) + ~c /\ (a /\ b ) 

= (a ,~c ) b - (a . b)~c + ( b 2a)~c - ( b .~c )~a + (c . b)~a - (c 7a} b 
= 0 
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2. 


(~a A b |~c A d) 


det(7t , b ,~c A d) par definition du produit mixte 

det( f? ,~c A d,~a) car le determinant est invariant par permutation circulaire 
( b A A d j \~a) 

{{b \ d)~c - {bfc) d | ~a) d’apres la formule du double produit vectoriel 
{b\d) {cfa) - {bfc) {dfa) par bilinearite du produit scalaire 
Cafe > fa\d) 

< bfc ) { b\d ) 


3. Udlisons a nouveau la formule du double produit vectoriel : 

(a A b) A (c A d) - ((fl A b).d)T-((fl A ft). - ?) d 
= detfa , b , d )~c - detfa , b ,~c ) d 


Exercice 3.4 W 

On considere deux vecteurs (a, b) de l’espace. Re soudre F equation vectorielle 

~x + ~a A ~x — b 


Solution : Soit ~x une solution. En prenant le produit scalaire a vec ~a, on trouve que 

~afx - ~a.b 

En prenant le produit vectoriel avec ~a,eten utilisant la formule du double produit vectoriel, on obtient 

~~a A ~x + fafxfa - ||7t \\ 2 ~x - ~a A b 
d’oii I ’on tire (remplacer~a A ~x par b - ~x etHfx par ~a . b) que : 

~x = „ [ b — ~a A b + fa ,b)~a 1 

1+ || fill 2 

On verifie reciproquement en utilisant la formule du double produit vectoriel que ce vecteur est solution. 


Exercice 3.5 WO 

On considere deux vecteurs ~a et h non-nuls et orthogonaux. Resoudre F equation vectorielle . 


x A a - b 

b A ~x -~a 


Solution : Soit ~x un vecteur solution. On calcule b A(i A a) = b A b = 0 d’ou en utilisant la formule du double 
produit vectoriel, ( b fafx -( b Cx)~a - 0 . Mais puisque Ci . b -0 et que ~a ^ 0 , on en tire que 
fagon, en calculant Ci r\(b t\~x), on trouve que 


b . x — 0 


De la meme 


a. x - 0 


Puisque le vecteur x est orthogonal a a et a b , il existe 


A eU. tel que 1c - A ~a A b . Alors en calculant 


A("a A b)/\a= AH'fllr b 


on doit avoir A = — — — . De meme, en calculant 

II a || 2 


b A (A H A b) — X\\b\f~a 


on doit avoir A = — — — . Par consequent, 
II b || 2 
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- Si\\a\\ 9 ‘\\b\\,sr = 0. 



ou SP est 1’ ensemble solution du systeme etudie. 


Exercice 3.6 W 

Soient quatre vecteursli , b ,~c , d de l’espace. Montrer que 

{a.~c ) x [b ,~c) + {a /\~c).{b A ~c) = [a .b) x |] c|| 2 


Solution : Calculons 



[~a A ~c ) x | b A ~c j = det(7t ,~c , b A "c ) 


= det(~c , b A ~c ,~a) 


— ["? t\{b A 


= [ ll~c II 2 b -ib.~c)~c].'a 


- \\~c\\ 2 ~a. b - {b ,~c)(a.~c) 


Exercice 3.7 W 

Soit n 5 3 et n vecteurs de l’espace al verifiant Z” a] = 0 . Montrer que 

(lj A dj — Cli A d j 

1 <ti<js,n \-si<j-sn 1 


Solution : Puisque la premiere somme vaut 


Y Z A a} = Y L A Oj + Y ai A a n 
J=1 V «'=1 7=1 »'=1 i-l 

et que 

12 - 1 72—1 \ , 

flj /\ dfi — J J /\ — 0 

1-1 1-1 ' 

on en deduit le resultat. 



3.9.2 Coordonnees cartesiennes dans l’espace 

Exercice 3.8 V 

Pour chacun des plans 2P suivant calculer une equation cartesienne et une equation parametree : 

1. Le plan &• passant par A (1,0, 1) et de vecteur normal ~n = (1, — 1,2). 

2. Le plan 2P passant par A(0, 1, 1) et engendre par ~u = (1,-1,0) et~u — (0,0,2). 

3. Le plan &• passant par A (1, - 1 , 0) et parallele au plan £2 : x-2z + 1 - 0. 

f 2x- y + 1 =0 


4. Le plan SP passant par A (1,-1, 1) et perpendiculaire a la droite 2> 

5. Le plan passant par les points A(1,0, 1), B(0, 1, -1) etC(2,l,0). 

\x-y + 1 =0 


x-y+z- 2 =0 


6. Le plan PP contenant les droites @ 


y- z-2 =0 


) x = -3 + t 
y =2 -t . 
z =2-2t 

7. Le plan P? passant par A(1,0,0) et perpendiculaire aux plans £2 : x- 2y + z- 1 = 0 et 22! :y-2z+l = 0. 
8. Le plan P? passant par les points A(l,0,-2) etB(0,-l,l) et perpendiculaire au plan £2 :x-y+z— 1. 
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Solution : 

1. Une equation de PP est de la forme x- y + 2z+ d — 0 avec d e R. Mais comme A e PP, d — -3 et done PP : 
x-y + 2z-3 = 0. Pour trouver une equation parametree de PP, il nous faut connaitre deux vecteurs 77 etU qui 
engendrent PP . 11 suffit de prendre deux vecteurs non colineaires et orthogonaux a 77. C’est le cas par exemple de 

{ x =l + s + 2f 
y — s ; s,t eU. 

z - 1 - t 

2. Comme PP est engendre par 77 — (1, -1, 0) et 77 = (0, 0, 2) , il admet 77' — (-2, -2, 0) ou encore 77 = (1,1,0) comme 
vecteur normal. Son equation cartesienne est done de la forme x + y + d- 0 avec de KL Comme Ae PP, d = -1 et 

) x - s 

y = 1 - s ; s, r e IR. 
z = l + 2f 

3. Comme le plan PP est parallele au plan Pi : x-2z + 1 = 0 il admet 77 = (1,0, -2) comme vecteur normal. Son 
equation est done de la forme x- 2z+ d — 0 avec d e R. On utilise les coordonnees de A pour calculer d = — 1. 
Done PP : x - 2z - 1 = 0. Pour determiner une equation parametrique de PP, il nous faut connaitre deux vecteurs 
77 et 77 engendrant PP . On peut proceder comme dans la premiere question. On peut aussi chercher ces vecteurs 
dans le plan vectoriel P : x - 2z = 0. On choisit par exemple 77 = (2,0, 1 ) et 77 = (0, 1,0). Il vient alors PP : 

{ x - 1 + 2t 
y =-l + s; i,teR. 

4. Un vecteur directeur a S> est donne par (2, -1,0) A (1,-1, 1) = (-1,-2, -1) et ce vecteur est normal a PP. On 
termine alors comme dans la premiere question et une equation de IP est x + 2y + z = 0. On cherche alors deux 
vecteur engendrant ce plan. On peut prendre 77 = (1, 0, - 1) et 77 = (2, - 1, 0) et une equation parametree de PP est 

{ x - s + 2t 
y =-t ; s, t e IR. 

z = -5 


5. Les vecteurs AB = (- 1, 1, -2) et AC = (1, 1, - 1) tie sont pas colineaires et ils engendrent PP . Un vecteur normal 
au plan est done 77 = AB A AC = (1,-3, -2). On termine alors comme dans la premiere question et on a PP : 

[ x - 1 - s+ t 


x — 3y — 2z +1 — 0. Une equation parametree est IP : < y 

u 


- s + t ; s,teU. 

-1-2 s- t 


6. Comme le systeme : 

x- y + 1 = 0 

y-z-2 = 0 

< x = -3+ t 

y -2— t 

z =2-2 t 


admet (- 1, 0, -2) comme solution, les deux droites sont secantes en le point A (- 1, 0, -2) et elles definissent bien 
un plan. Un vecteur directeur de @ est 77 = (1, -1,0) A (0, 1,-1) = (1,1,1). On lit sur V equation parametree de PP’ 
un vecteur directeur de qui est~v = (1,-1, -2) . Done un vecteur normal a PP est 77 = 77 A 77 = (- 1, 3, -2) et en 
utilisant les coordonnees de A, on trouve que PP :-x+3y-2z-5 = 0. Comme les vecteurs 77 et 77 engendrent 

{ x = -1 + s+ t 
y = s - t ; t £ 0? 
z =-2+s-2t 

7. Les plans S2 :x-2y + z- l = 0etJ2' :y-2z+l = 0tie sont pas paralleles et s ’intersectent suivant la droite 
fx-2y+z-l =0 

& : 1 . Cette droite est encore perpendiculaire a PP et un vecteur directeur pour cette droite 

[y-2z+l =0 

donne par (1,-2, 1) A(0, 1,-2) = (0,2,1) est normal a PP . On en deduit que PP :2y+ z = 0. Par ailleurs, tout vecteur 
normal a PI ou a P2P est element du plan vectoriel associe a PP done PP est le plan passant par A et engendre par 

{ x = 1 + s 
y = -2s+ t ; teR 
z = s-2t 
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8. Le vecteur It = (1, — 1,1) normal a PI : x - y + z - 1 est element du plan vectoriel associe a PP. Le vecteur 

AB = (— 1, — 1, 3) est aussi element de ce plan vectoriel et done PP est le plan passant par A et engendre par ~n et 

AB. En particular, ~n A AB = (-2, - 

4,-2) est normal a PP . Une equation cartesienne de PP est done x+2y+ z+ - 0. 
x = 1 + s—t 

Une equation parametree estPP : < 

y = -s- t ; teU. 

z — — 2 + s + 3r 


Exercice 3.9 

On considere la droite passant par A = (l,-2,0) et dirigee par 71 = (1,1,— 1). Soit Pi = (0,1, -2) un point de l’espace. 

1. Determiner les coordonnees du point H, projete orthogonal de B sur £>. 

2. Calculer de deux manieres differentes la distance de B ala droite PP. 


Solution : 

( x = 1 + t 

y = -2 + t ; f e R. De plus, une equation du plan normal a ~u passant par 
z = -t 

B est : x + y - z-3 - 0. Le point H forme 1 ’intersection de ce plan et de la droite PP et ses coordonnees satisfont 
le systeme : 

x = 1 + t 
v--2+t 

< 


Par consequent ^ H (7/3, -2/3, -4/3) | . 

2. La distance deB ala droite PP est donnee par II BH II = 


z — — t 


x + y- 

z-3 

, .j 

j~26 

BH = 



V 3 


On a aussi : d (B, PP) = 


M A AB| 

/~26 

|| 77 1| 

V 3 


Exercice 3.10 

On considere les plans PP et PP' d’ equations respectives x-y + z+l-0et2x+y-z-l-0. 

1 . Verifier que ces deux plans ne sont pas paralleles. 

2. Determiner une parametrisation de leur intersection °P . 

3. Donner une equation cartesienne du plan J2 passant par A =(1,1,0) et perpendiculaire aux deux plans fP et P/' . 


Solution : 

1 . Un vecteur normal a & est It 


-1 et un vecteur normal a PP* est n' 
1 


1 . Ces deux vecteurs ne sont pas colineaires 
-1 


done les plans ne sont pas paralleles. Leur intersection est alors une droite Pfi. 
2. ( P est dirigee par le vecteur 

0 
3 
3 


ou encore par le vecteur It 



1 

2 

~n a n! = 

-1 A 

1 = 


1 

-1 

0 

0 



1 . Un point de IP est : M 
1 


0 . On 1 ’obtient a partir du systeme 
-1 


{ x- y+ z+ 1 =0 

2x+ y- z - 1 = 0 


en fix ant y - 0 et en resolvant le systeme a deux equations et deux inconnues ainsi obtenu. Une parametrisation 



f x =0 


de ( P est alors : 

i y = t 

[z =-1+1 

teU 


3. Le plan J2 passant par A — (1,1,0) et perpendiculaire aux deux plans PP et fiP' admet ~u comme vecteur norma l. 
Son equation est done de la forme : y + z + c — 0. Comme Ae J, c = - 1 et une equation de PI est |y + z-l = o|. 
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Exercice 3.11 W 

On considere les plans 2? et 2 d ’equations respectives 3x - 4y + 1 = 0 et 2x - 3y + 6z - 1 -0. Determiner 1 ’ensemble 
des points equidistants de 2? et 22. 


Solution : Soit M (x, y, z) . On a la serie d ’equivalences : 

d (M, 2*) = d{M,£) 

|3x-4y+l| |2x-3y+6z-l| 


V3 2 + 4 2 V2 2 + 3 2 + 6 2 

<=> 7|3x-4y + l| = 5|2x-3y + 6z- l| 

<+=> 7(3x-4y + l) = 5(2x-3y + 6z- l) ou 7(3x- 4y + l) = -5 (2x- 3y + 6z- l) 

<=> llx- 13y — 30z + 2 — 0 ou 31x- 43y + 30z — 0 

Le lieu des points equidistants de 22 et 22 est done la reunion des plans d’ equations llx - 13y - 30 z + 12 = 0 et 31x- 
43y + 30z + 2 = 0. Ces deux plans sont appeles plans mediateurs de 22 et 22. 


Exercice 3.12 2 

Calculer : 

1. La distance du point A(l, 2,1) au plan 22 :x — 2y + 3z = l. 


x = 1 + 3t 


2. La distance du point B(l, 2,-1) a ia droite 22 parametree par < y-2-t avecteU. 

[ z — 2t 

( 2x — y z — 1 

3. La distance du point C ( 1 , 0, 2) a la droite A detinie par < 

[ x-y+z - -1 

4. Determiner la distance entre les droites et $>' d’ equations respectives : i X+ ^ n Z } eti ^ z ^ 

^ ^ ( x- y + 2z = 1 ( -x- 2y + 3z = 0 

Solution : 


1. d (A, . 


|lxl-2xl + 3xl-l| 


\/l 2 + 2 2 + 3 2 
2. Un vecteur directeur de °/i est : ~u 


Vu 


- 1 et un point de c 2 est : M 
2 


2 . Par consequent : d (B, 2>) = 
0 


1 17 abm| 

l~5 

|| 7? || 

V 7 



2 

1 

0 

3. Un vecteur directeur de A est : 17 = 

-1 A 

-1 = 

-1 et un point de A est : M 


1 

1 

-1 


0 . Par consequent : d (C, i 
-3 


1 17 a cm| 

[27 

|| 77 1| 

V 2 


4. Un vecteur directeur de 2 est Ti = 


-1 
1 A 


1 

-1 = 


1 _ 

1 et un vecteur directeur de est u! = 


2 

-1 A 


-1 
-2 = 



-12 0 

-1 3 

-5 


1 

-3 

0 _ 

1 

1 

1 . Un point de 9 est M 

0 et un point de 9' est M' 

0 , par consequent, comme ~u A u! = 

1 A 

1 = 

1 

2 

0 

0 

1 


-5 

-5 ou mieux : 


d [S>, 9’) = 


detail, u'.MM'J 


3\f2 


17 A u ' 


2 


Exercice 3.13 2 

On considere leplan 22 represente parametriquement par : 


x = 2 + A - n 
y =3-A + 2p (A, [i) e [ 
z — 1 + 2A + [a 
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1. Donner une equation cartesienne du plan 2P. 

1 

2. Determiner la distance du point A 1 au plan 2P. 

1 

3. Donner une equation cartesienne de la droite passant par le point A et perpendiculaire au plan 2? . 


Solution : 



2 

1 

-1 

-5 

1 . Le plan passe par le point Q 

3 et est dirige par les vecteurs ~u 

-1,7; 

2 . Le vecteur ~n = H A ~v 

-3 est normal 


1 

2 

1 

1 


au plan. L’ equation cartesienne est done de la forme -5x - 3y + z + c — 0. Puisque Ble2P, on trouve que c- 18, et 
done 


2? : -5x- 3y + z + 18 = 0 


2. Utilisons la formule du cours . 


d{A,2?) - 


|-5-3+l + 18| 11 


V5 2 + 3 2 + l 2 \/35 
3. La droite est dirigee par le vecteur ~n d’ou une equation parametrique : 

x = 1-5A 
y - i-3A 
z = 1 + A 

Bn eliminant le parametre, on obtient une equation cartesienne : 

x+5z-2 =0 

y + 3z-4 =0 


Exercice 3.14 

On considere la droite d’equation : 


Determiner la distance du point Q 


x+ y- z + 1 =0 

2 x-y + z -2 =0 


1 

2 a cette droite. 
1 


Solution : 


Le vecteur ~u 


1 

1 

-1 


est normal au plan le vecteur ~v 


2 

-1 est normal au plan 2?2. Puisque & - f¥'\ n & > 2 , 
1 


le vecteur ~u A ~v 


0 

-3 dirige la droite On peut egalement prendre comme vecteur directeur le vecteurli 
-3 


0 

1 qui lui est 
1 


proportionnel. Cherchons un point A de la droite 3>. En choisissant z - 0, on trouve par exemple A 


1/3 

-4/3 

0 


. Et alors : 


|| An A nil \/l9 

d{a,m - ^ 

II n || s/3s/2 


Exercice 3.15 W 


Soit aeU etle point A 


1 

1 . 


On considere les quatre plans d’ equations : 


a 


Pi : x + y - 1 = 0, P 2 : y + z - 1 = 0, P 3 : x + z - 1 = 0, P 4 : x-y+z=0 
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Trouver une condition necessaire et suffisante sur a pour que les projections orthogonales de A sur les quatre plans 
soient 4 points coplanaires. 


Solution : Un vecteur normal au plan (Pi) est n[ 
A e IR tel que A\ - A+ AT? : 


1 

1 . En notantAi 
0 


x — 1 + A 
y = i + A 


y le projete orthogonal de A sur le plan Pi, il existe 


Comme A\ e Pi, on a (1 + A) + (1 + A) - 1 = 0 d’ou l’on tire A = -1/2 et A\ 


1/2 

1/2. Par la meme methode, on trouve 



1 

1 - a /2 

1 - a/3 

A2 

1 - a/ 2 , A 3 

1 et A4 

1 + a/3 . Les quatre points sont coplanaires si et seulement si det(AiA2, A1A3, A1A4) = 0, 


a /2 

a /2 

2a/3 


ou encore (pour simplifier les calculs), det( 2 AiA 2 , 2 AiA 3 , 6 AiA 4 ) = 0. En developpant, on trouve que 2a(a + 1 ) = 0, 
c ’est-a-dire I a — 0 ou a — - 1 . 


Exe reive 3. 1 6 

On considere les deux droites de S3 d’ equations cartesiennes : 


x-2z+l 
y—z— 1 


x- z + 2 
y-3z-3 

Montrer qu ’elles sont coplanaires et former une equation cartesienne de leur plan. 


Solution : Soit M 


y . Alors M e @ n ssi x - 3, y - (),z - 1 . Done les deux droites sont concourantes et par consequent 


coplanaires. On trouve le plan d’equation 


2x+ y—5z— 1 = 0 


Exercice3.17 W'? Faisceau de plans 

Soit 3> une droite d’equations cartesiennes : 


I ax+bv + cz+d =0 
< 2 ) : { 

ya' x+ b' y + c' z+ d' =0 

On appelle faisceau de plans issu de Q> V ensemble des plans de l’espace contenant 

Montrer qu ’un plan & est element du faisceau issu de @ si et seulement si il a une equation cartesienne de la forme : 
& : a [ax+ by+cz + d)+fi [ a! x+ b' y + c' z + d') — 0 


ou a, p e R sont deux reels non tous deux nuls. 


a a! 


Solution : Posons 77 = 


b etli' 


b' . Un vecteur directeur a estTt - li a 77 '. Notons "V la plan vectoriel engendre par 


c c' 

~n etli'. Tout vecteur de ce plan est orthogonal a tout vecteur directeur de Reciproquement, tout vecteur orthogonal 
a un vecteur directeur de 2> est element de V . 
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| => | Supposons que 2P est element du faisceau issu de Un vecteur N normal a 2? est orthogonal alt et est done 
element du plan vectoriel "V . Par consequent, il existe a, (i e R non tous deux nuls tels que N = a 71 + ()7i line 
equation de 2? est alors de la forme a ( ax + by + cz) + (3 [a'x + b'y+ c' z) + D = 0 oil D e M. Considerons un point 
MeS>. Comme les coordonnees de M verihent a la fois les equations deQ) et2P, on obtient : D = ad + fid'. On a ainsi 
prouve qu ’une equation cartesienne de 2? est de la forme proposee. 

| <= | Reciproquement, supposons que 2? ait une equation cartesienne de la forme : 2P : a (ax+by+cz + d) + 
P(a' x+ b’ y + c' z+ d') — 0. Un vecteur normal a 2? est an + [372 ' qui est orthogonal a ~u car element de "V . La 
droite °J1 et le plan 2? sont done paralleles. On considere alors un point M de S>. Comme les coordonnees de M veri- 
fient les equations de 2>, elles verihent 1’ equation de 2P et done M e 2P. Le plan 2? contient alors necessairement la 
droite 2>. 


Exercice 3.18 W 

Trouver 1 ’equation cartesienne du plan 2? passant par les points A - (1 , 1 , 1) et B = (2,1, 0) et tel que la droite 


g>: 


I 


x + 2y + z - 2 
x + y- z + 3 - 0 


soit parallele a 2? . 

Indication 3.0 : Utiliser la notion de faisceau de plans developpee dans 1 ’exercice 3.17 page 1 43 


{ x — 1 + t 

y =1 . On en tire une equation cartesienne de (AB) : 

z = 1 - t 

[ y-i -o 

\x+ z-2 = 0 


Le plan 2? doit appartenir au faisceau issu de (AB) : 

2 s : x + \y + z - (2 + A.) = 0 


On trouve un vecteur directeur de : 


u = 


-3 

2 . 

-1 


Comme 3> est parallele a2P,le vecteur ~u doit appartenir au plan vectoriel d ’equation x+Xy+ z— 0 ce qui implique que 
X-2 d’ou 

2 > :x + 2y + z-4-0 


Exercice 3.19 02 

On considere les droites 


Montrer qu’il existe un unique couple de plans (2 s , £. 

@ c 2P, 


x — z— 1 
y = 2z+ 1 

y — 2x+l 
z-2x-l 


9 ') tels que 
9>' <z2?' 2PH2P' 


Determiner une equation cartesienne de 2? et 2?'. 

Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans developpee dans V exercice 3.17 page 143 


Solution : Supposons qu ’il existe deux plans 2? et 2/>' verihantles conditions de 1 ’enonce. Comme 2> c 2 s , 2* appartient 
au faisceau de plan issu de @ et comme & c 2P' , 2/>' appartient au faisceau de plan issu de & . Il existe alors 0,0' e 0$ 
tels que : 

: (x - z+ 1) + 0(y- 2z- 1) = 0 
(y-2x-l) + 0'(z-2x+l) =0 
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On ecrit T equation cartesienne des plans vectoriels associes : 

P : x + 0y - (1 + 20) z = 0 
P' : -2(1 + 0')x + y + 0'z = 0 


Ces deux plans sont paralleles si et seulement si les vecteurs 
produit vectoriel, la condition de parallelisme s’ ecrit done : 


-(1 + 20 ) 


- 2(1 + 0 ') 

1 sont colineaires. En utilisant le 


00' + 20+1 

= 0 [00' + 20+1 

= 0 

2 (1 + 20) (1 + 0') - 0' 

= 0 < 400' + 40 + 0' + 2 

= 0 

1 + 20(1 + 0') 

= 0 [200' + 20+ 1 

= 0 


En soustrayant la premiere et la troisieme equation, on trouve 00' = 0. Mais 0=0 est impossible d’apres la premiere 
equation, done 0' = 0. II vient alors 0 = -1/2. On trouve finalement : 


£P:2x-y + 3 = 0 


et 


S *' : -2x + y- 1 = 0 


Reciproquement, on verifie que les plans 27 et 27' donnes par ces deux equations cartesiennes sont solutions du prob- 
leme. 


Exercice 3.20 W 

Trouver V equation cartesienne des plans contenant la droite 97 dirigee par ~u = (-1,0,2) passant par A - (2,3, -1) et 
qui se situe a distance 1 du point B = (0, 1, 0). 

Indication 3.0 : On pourra utiliserla notion de faisceau de plans developpee dans V exercice 3.17 page 143 


Solution : Une equation cartesienne de27 est donnee par : 

_ (2x + z - 3 = 0 
® : i y-3 = o 

Si un tel plan 2P existe alors e’est un plan du faisceau issu de 97) et il existe A eU tel que : 

^>:2x+Ay + z-3(l + A) =0 


et alors 


d{ A, 2?) = 1 


A = 


- 6 + 2^6 


On en tire deux plans 2? possibles. On verifie reciproquement que ces deux plans sont solutions du probleme. 


Exercice 3.21 W 

On considere dans l’espace muni d'un repere 2&, les deux droites d’ equations : 


^ f x-z-a =0 \x + 2y+z-2b =0 

2>\ y 

|y + 3z+l =0 |3x + 3y + 2z-7 =0 

ou ( a,b ) e IR 2 . 

1 . Montrer qu ’elles ne sont pas paralleles. 

2. Trouver une condition necessaire et suffisante sur ( a , b ) pour que les deux droites soient secantes. Former alors 
T equation cartesienne de leurplan. 


Solution : 

1. On trouve un vecteur directeur de 27) : d ~ (1, -3, 1) et de 97)' : d' = (1, 1, -3). Us ne sont pas colineaires et done 
les droites ne sont pas paralleles. 

2. On determine un point A de 97 . On suppose que x - a et on reporte dans le systeme definissant 27) . II vient 

fz =0 

< et done A(a,-1,0). On fait de meme pour 97 . On suppose que y - b et on reporte dans le 

[ y + 3z + 1 = 0 
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_ , I x + z -0 , , 

systeme dednissant 20 . II vient 1 done A (7 - 3b, b, 3b -7) e 20 . De plus A 0 A. Les deux 

[3x+3b + 2z-7 - 0 

droites sont secantes si et seulement si det | d , d ' , AA'j = 0, e’est-a-dire si et seulement si -8a-8b+32 — 0 ce qui 

s ’ecrit aussi \ a+ b — 4~| . On pourrait aussi proceder ainsi. Les deux droites sont concourantes si et seulement si le 
systeme de 4 equations a 3 inconnues est compatible. On ecrit : 


x - z= a 
y + 3z- - 1 
x+ 2 y +z- 2 b 
3x + 3y + 2z- 7 


x 


- z = a 

y + 3z- -1 

2 y + 2 z- 2 b- a 
3y + 5z = 7-3 a 


L3 - Li 
L 4 — 3Li 


— z — 


a 


y + 3z- - 1 

— 2 z—b—j + l 
-4 z— 10-3fl L 4 - 3 L 2 


Done le systeme est compatible si et seulement si 2(b—j + l) = 10-3 a c ’est-a-dire si et seulement si | a+ b - 4 
On calcule facilement que 1 ’equation du plan alors forme par les deux droites est I 2x+ y + 2-2a+ 1 - 0 . 


Exercice 3.22 O 



3 

0 

2 

Dans l’espace rapporte a un repere orthonorme, on considere les points A 

0 , B 
-1 

1, C 

1 

1 et D 
-1 


1 

1 . Calculer la distance 
1 


entre les droites (AB) et (CD). 


Solution : La distance est donnee par 

det(AB,CD,AC) 
d= 1 _ 1 

IIABaCDII 

Apres calculs, on trouve que 

2 


V^v/7 



Exercice 3.23 W 

On considere dans S 3 la droite 


x-az+p 

y-bz+q 


et les points A 


0 

0, AC 
h 


0 

0 . On suppose que A et que A' & 3>. 
-h 


1. Donner une equation cartesienne du plan 2P (respeedvement &>') passant par le point A (resp A') contenant la 
droite 

2. Trouver une condition necessaire et sufdsante sur a, b, p, q, h pour que ,°0 et 2?' soient perpendiculaires. 
Indication 3.0 : On pourra udliser la notion de faisceau de plans developpee dans 1 ’exercice 3.17 page 1 43 


Solution : 

1. Le plan 20 appartient au faisceau de plans issu de la droite 20. Son equation cartesienne est de la forme 

(20) : 0(x- az- p) + (y- bz+ q) — 0 

(s ’il est different du plan d ’equation x - az+ p). II condent le point A si et seulement si 

0 _ bh+q 

ah+ p 

(On suppose que ah+ p 2- 0. Comme A & 2P, si ah+p- 0, le plan cherche serait le plan d’equadon x- az- p - 0 ). 
On trouve alors 1’ equation cartesienne de 20 : 

-( bh+ q)x+ ( ah+ p)y+ ( aq - bp)z+ h(bp- aq ) = 0 

En udlisant la meme technique, on trouve une equation cartesienne du plan 20' : 

-( bh - q)x+ (ah- p)y+ (bp- aq)z+ h(bp- aq) = 0 
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2. Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si 

[bh + q){bh - q) + [ah + p){ah - p) - [aq - bp) 2 - 0 


c ’est-a-dire 

h 2 [a 2 + b 2 ) = p 2 {b 2 + 1) + q 2 {a 2 + 1) - 2abpq. 


Exercice 3.24 W 

Dans 1 ’espace euclidien H = R 3 , rapporte a un repere orthonorme direct, on considere deux droites °2>\ et 0>2 d ’equation 
cartesienne 


j x + y -3z + 4 = 0 
|2jc-z+1 = 0 


et 3>2 ■ 


x- z+ 1=0 
y- z+ 1 = 0 


1. Trouvez une equation cartesienne de la perpendiculaire commune Aa®i et @2 • 

2. Determinez la distance entre les droites 3>\ et @2 par deux methodes differentes : 

(a) la premiere udlisant le cours. 

(b) la seconde utilisant le plan contenant la droite @2 et parallele a la droite Q>\ 


Solution : 



1 

1 

3 

1. Le vecteur d\ 

5 dirige la droite 3>i et le vecteur d 2 

1 dirige la droite @ 2 - far consequent, le vecteur d\ A c /2 

1 


2 

1 

-4 


dirige la perpendiculaire commune A. Ecrivons une equation du plan contenant la droite c /)\ et orthogonal a 
S> 2 - En fixant z — 0 dans V equation cartesienne de Q>\, on trouve qu’un point de Di est Ai (-1/2, -7/2,0). Le plan 


/5 s ! passe par A\ et admet ~n 1 = ~u A d\ — 2 


11 

-5 comme vecteur normal. On a done : 8P \ : 
7 


llx-5y + 7z-12 = 0. 


De meme, on determine une equation cartesienne du plan 22*2 contenant @2 et orthogonal a Q>\ 
dans 1 ’equation cartesienne de @ 2 , on trouve qu ’un point de D 2 est A 2 (- 1, -1,0). Le vecteur ~n 2 


. En fixant z— 0 
5 

= H A £^2 = “7 
2 


est normal a 9^2 done P 2 : 5x - 7y + 2z - 2 = 0. 

On en tire une equation cartesienne de A : 


jllx-5y+7z-12 = 0 
|5x- 7y + 2z- 2 = 0 


2. (a) D’apres le cours 


d(@i,@ 2 ) 


|det|di,d 2 ,AiA 2 j| 
d2 A d2 


1 

1 

1/2 



5 

1 

5/2 

- 


2 

1 

0 


\/26 


(b) Pour calculer d{Q>\,Q> 2 ), considerons le plan SP contenant la droite @2 et parallele a la droite Q)\. Un vecteur 
normal a ce plan est d\ A cL et comme A 2 e9P, une equation cartesienne de & est 3x + y - 4z + 4 = 0. 

La distance entre °/)\ et @2 est la distance entre un point quelconque de et le plan SP. On trouve 


d(®i,® 2 ) = d(Ai,P) = 


[3 x (-1/2) -7/2 + 41 
'/26 


4 

\/26 


3.9.3 Spheres 

Exercice 3.25 V 

Calculerla distance entre la droite 


jx-y + z = 0 
|x+ z = 1 
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et la sphere 


29 : x * 1 2 + y 2 + z 2 - 6x + 2y - 4z = -5 


Solution : En faisant apparaitre des carves, on montre que 

9: (x- 3) 2 + (y + l) 2 + (z- 2) 2 = 9 

done le centre de la sphere est Q (3, - 1, 2) et son rayon vaut R = 3. Si on fixe z— 0 dans 1 ’equation de 2/, on trouve qu ’ un 
point de 2/ est A (1, 1, 0) . Un vecteur directeur de 2/ est It de coordonnees 


1 

1 

-1 A 

0 = 

1 

1 


Alors 


d(Cl,&) = 


||AO A m|| V24 


ll«ll 


V2 


— \/l2 et d {59,2/1 = \/l2-3 


Exercice 3.26 9 

1. Montrer que x 2 + y 2 + z 2 -2x-4y-6z + 5 = 0 est V equation d’une sphere 29' dont on determinera le centre etle 
rayon. 

2. Etudier 1 ’intersection de -9 avec le plan -°9 d ’equation x + y+z - 1 = 0. On p red sera les elements geometriques 
de cette intersection. 


Solution : 

1. L’ equation x 2 + y 2 + z 2 -2x-4y-6z+5 = 0 s’ ecrit aussi : (x- 1) 2 + (y- 2)“ + (z- 3) 2 = 3 2 . On reconnait V equation 
d’une sphere de centre I Q (1,2,3) I et de rayon [3]. 


< 3. .9' n 29 est done un cercle. Determinons son 


_ | x w + yn + zn ~ 1 1 _ 5^/3 

" — 

centre et son rayon. Soit A un point de ce cercle et B le projete orthogonal de Cl sur £9 . Le triangle QAB est 


2. On applique le cours : d (O, , 


rectangle en B, OA est un rayon de la sphere 29 done OA = 3 et de plus : OB 

\/6 


_ 5^3 


En appliquant le theoreme 


de Pythagore dans ce triangle, on trouve AB = ■ Par consequent, le rayon du cercle intersection de 29 avec le 

y/0 

plan £9 vaut — . II reste a determiner les coordonnees du point B qui est aussi le centre de ce cercle. La droite 


(QB) est perpendiculaire a 29 et est done dirigee par le vecteur ~n 


1 

1 qui est normal a 29 . Cette droite est done 
1 


parametree par : < y 


— 1 + t 

— 2 + f , 

— 3 + t 


t e R. Les coordonnees de B sont solutions du systeme : < 


x = 1 + t 
y = 2 + 1 
z - 3 + t 
x+y+z- 1=0 


done 



2 


,3 

B 



3 


Exercice 3.27 9 

Soit une droite 3> de l’espace et A, B deux points distincts tels que les droites (AB) et 2/1 soient orthogonales et non- 
coplanaires. Determiner le lieu des centres des spheres passant par A et B et tangentes a 2/. 


Solution : Dans un bon repere, on a 


-a 


a ( 

0 , 

B 

0 et S>:\ 

0 


0 1 


z— h 
x = 0 
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Comme QA= QB, Q est dans le plan mediateur de [AB], Q 


0 

y . On traduit que @ est tangente a la sphere par d{ D,S> - 


R = || AO || . On trouve alors 2hz = -y 2 -h 2 + or, c’est une parabole dans le plan mediateur de [AB] . 

Exercice3.28 £ _ _ _ 

On muni 1 ’espace d’un repere orthonormal 22 |o, i , j , /c j . On considere la sphere 22 d ’equation : 

x 2 + y 2 + z 2 - 2x + 4y + 6z - 11 = 0 

ainsi que le plan 22 d’ equation : 

3x- 4z+ 19 = 0. 

1 . Donner le centre Q et le rayon R de 22 . 

2. Determiner 1’ intersection de 22 et de £2 . 

3. Donner une representation parametrique de la droite A perpendiculaire a 22 qui passe par Q. 

4. Trouver les coordonnees des points M et N de £2 respecdvement le plus proche et le plus eloigne de 22 en 
precisant les distances correspondantes (ces points sont sur A). 


Solution : 

1. On a : 


x 2 + y 2 + z 2 - 2x + 4y + 6z - 11 = 0 (x - l) 2 + (y + 2) 2 + (z + 3) 2 — 25 


Par consequent £2 est la sphere de centre | Q (1,-2, -3) | et de rayon \ R = 5 | . 

2. Appliquant le corns : 

„ |3 x 1 + 4 x 3+ 19| 34 

d (Q, _ = — > 5 

V3 2 + 4 2 5 

L’ intersection de 22 et de 22 est done vide. 

3. Un vecteur directeur a A est un vecteur normal a 22 . Par consequent le vecteur li 
parametrique de A est done : 


0 dirige A. Une equation 
-4 


x=l + 3t 

y = - 2 

z= -3-4 t 


4. Les points de 22 a distance maximale et minimale de 22 sont les solutions du systeme : 

(x — l) 2 + (y + 2) + (z + 3) 2 — 25 
x- l + 3t 

y = 2 

z = 3- 4f 


et sont done . 



-2 



4 

M 

-2 

et 

N 

-2 


1 



-7 


Par suite : 


d (M, 2 s ) = 


|3 x -2-4 x -2+ 19| 


et d (N, , 


|3 x 4- 4 x -2 + 19| 


Le point le plus pres de 22 est done M et le plus loin est N. 

Exercice 3.29 £ 

Montrer qu ’il existe une et une seule sphere, dont on determinera le rayon et le centre, intersectant les plans x = 1 et 
z — — 1 suivantles cercles d’equadons cartesiennes : 


x-1 

y 2 -2y + z 2 + &Z + 2- Q 


z — — 1 

x 2 -4x+y 2 -2y = 0 
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Solution : On a : 

y 2 - 2y + z 2 + 6z + 2 = (y — l) 2 + (z + 3) 2 - 8 et x 2 - 4x + y 2 - 2y — (jc — 2) 2 + (y- l) 2 - 5 

done 'jf? | esf le cercle de centre Qi (1, 1,-3) et de rayon 2\[2, ’€2 est le cercle de centre Q 2 (2, 1, — 1) et de rayon \/5. Le 
centre Q de la sphere SC se trouve a I' intersection de la droite perpendiculaire au plan x - 1 et passant par Qi et de 
la droite perpendiculaire au plan z — - 1 et passant par O. 2 , done Q (2, 1,-3) . Calculons main tenant son rayon. Le point 
A (0, 0, - 1) est element de '€2 et done de . Calculons I AQ = \/9 -3 et le rayon de SC est 3. 


Exercice 3.30 W 

Montrer qu’il existe une et une seule sphere SC tangente en A (1,2, 1) a la droite fC 


x + y-2z 
2x-y-3z 


en A' (1, - 1 - 2) ala droite Q)' 


{ 2x+y + 2z 
x-y-z 


= -3 
= 4 


On determinera son centre et son rayon. 


= 1 
= -3 


et tangente 


Solution : Supposons qu ’une telle sphere SC existe. Notons Q (xn, yn, zn) son centre. En utilisant les equations cartesi- 
ennes de @1 et °C' , on calcule ~u = (-5, -1,-3) un vecteur directeur de S> et ~u' — (1,4, -3) un vecteur directeur de ?C' . 
Comme les deux droites sont tangentes a la sphere, on doit avoir QA -71-0 et OA' ■ ul — 0 ce qui a me tie les deux equa- 
tions : 5xq + yn + 3 zn = 10 et xn + 4 yn - 3zq =3. Comme A, A ’ e SC, on doit aussi avoir || Qa|| = || QA' || ce qui amene 
V equation : yn + Z{> = 0. On resout alors le systeme : 


5x n + yo + 3z n 

= 10 

*o+4yo-3z n 

= 3 

yn + zn 

= 0 


et on trouve Q (76/37,5/37, -5/37) . On en deduit que le rayon de SC est ^\/894. Reciproquement, on verifie que cette 
sphere convient. 
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Chapitre 


Fonctions usuelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Our federal income tax law defines the tax y to be paid in terms of the income x ; it does so in a clumsy enough way by 
pasting several linear functions together, each valid in another interval or bracket of income. An archeologist who, five 
thousand years from now, shall unearth some of our income tax returns together with relics of engineering works and 
mathematical books, will probably date them a couple of centuries earlier, certainly before Galileo and Vieta. 

Weyl, Hermann ; The mathematical way of thinking 

L’objet de ce chapitre est d’introduire les differentes fonctions utilisees de maniere usuelles en classe prepa. Aux fonctions 
logarithme, exponentielle et trigonometriques connues depuis le lycee s’ajouteront les fonctions logarithmes et exponen- 
tielles de base quelconque, les fonctions puissances ainsi que les reciproques des fonctions trigonometriques. Nous intro- 
duirons aussi une nouvelle famille de fonctions : les fonctions hyperboliques (qui sont a T hyperbole equilatere ce que les 
fonctions trigonometriques sont au cercle unite) ainsi que leurs reciproques. 

Nous utiliserons a plusieurs reprises dans ce chapitre des theoremes qui ne seront enonces et demontres que beaucoup 
plus tard dans l’annee. Parmi ces theoremes, notons les trois suivants : 
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Theoreme 4.3 0 La derivee d’une fonction est identiquement nulle sur un intervalle et seulement si cette 
fonction est constante sur cet intervalle 

Soit / : I — <• R. On suppose que : 



/ est derivable sur un intervalle I. 


alors la fonction / est constante si et seulement si Vx e I, f'(x) = 0. 


On retrouvera le premier theoreme et sa demonstration en 1 1 .52 page 439 et le second en 12.7 page 474. Le troisieme sera 
etabli en 12. 13 page 478. 

Multimedia : Traceur de courbe reciproque: on donne le graphe d'une fonction. On pointe 
sur un point du graphe et on obtient son symetrique par rapport a la bissectrice principal 
On affiche le vecteur tangent en ce point au graphe initial et on obtient le vecteur 
tangent au graphe de la reciproque correspondant . En cliquant sur un bouton, on affiche 
le graphe entier de la reciproque. 


4.1 Fonctions logarithmes, exponentielles et puissances 


4.1.1 Logarithme neperien 

Nous verrons au chapitre 13 dans le theoreme 13.30 page 531 que toute fonction continue sur un intervalle I de R possede 
une primitive sur cet intervalle (voir 13.30). La fonction x >->■ — definie sur R* admet done une primitive sur R* . On 
pourrait montrer, mais e’est difficile, que Ton ne peut exprimer cette primitive avec des fonctions usuelles (fonctions 
polynomiales, fractions rationnelles, fonctions trigonometriques). II faut done introduire une nouvelle fonction. 


Definition 4. 1 O Logarithme neperien 

On appelle logarithme neperien et on note In F unique primitive s’annulant en 1 de la fonction definie sur R* : x^ — . 


In- 

R* — ► R 
x ~ f dt 


J l t 


| Remarque 4.1 ln( 1) = 0 


Theoreme 4.4 0 Proprietes de la fonction In 

- La fonction In est continue sur IR+. 


- La fonction In est derivable sur R* et 

VxelRT, ln'x= — 

X 


- La fonction In est meme 'ig' 00 sur R* , ce qui signifie qu’elle est derivable et que toutes ses derivees sont derivables. 

- La fonction In est concave sur R* 


Demonstration Les primitives d’une fonction sont. par definition, derivables. La fonction In est done derivable sur R* . Une 
fonction est continue la ou elle est derivable (voir la proposition 12.2 page 471). Done In est derivable et par suite continue sur R* . 
Sa derivee, qui est la fonction f : R£ — • • R, x <-* 1 lx est done il en est de meme de In. Comme la derivee f de In est une fonction 
strictement positive, In est strictement croissante sur R* . Enfin, pour tout jcei*, f" (x) = -II x 2 est strictement negative sur R* 
done In est concave. Vous pouvez consulter le paragraphe 12.5 page 481 qui traite de ce sujet. 


COROLLAIRE 4.5 

Soient I est un intervalle de R et u : I — > R 

* une fonction derivable. La fonction x *— * ln(zt(x)) est derivable sur I de 

derivee, pour tout x e I : 

. , u' (jc) 

(In u) (x) = — - 
u[x) 



Demonstration C’est une consequence directe du theoreme de composition des fonctions derivables. 
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Proposition 4.6 O Proprietes algebnques du logarithme 

Pour tout x,yeU* + etneZ 

1 

2 

ln(xy) = lnx + lny | 

bhh 


BHD 


lnfx' 2 ) = n\nx | 

V 

J 


Demonstration <2 

1 La methode pour prouver cette egalite est classique, il faut la retenir. Fixons y e R* et notons By la fonction 


( f IR* — » R 
y ' { x > — * ln(xy) -lnx -lny 


Cette fonction est derivable sur R+ comme composee et difference de fonctions derivables. De plus. 


Vxeli*, 


0' (X) : 


y_ 

xy 


1 1 
X X 


= 0 . 


D'apres le theoreme 4.3, By est une fonction constante sur R* . Elle est done constante sur R+ et il existe c e R tel que : 
VxeR*, By{x) = c. Determinons cette constante. c = By (1) = lny - lnl - lny = 0. Ce qui prouve que, pour tout x dans 
R+, Bp (x) = ln(xy) -lnx + lny = 0. 

2 Soit xeR*. Par application de la proposition precedente, on a les egalites 

0 = lnl = In j = ln|x. — j = lnx + ln — . 


desquelles decoulent le resultat. 

3 Soient x, y e R^ , par application des deux demieres egalites 

lnl — I = In (x. — I = lnx + ln — = lnx-ln y. 

I y) l y) y 


4 Par recurrence. 


Proposition 4.7 V Limites aux bornes du domaine de definition 


lnx ► -oo et lnx ► +oo 

x— 0 x— *+oo 


Demonstration 

- La fonction In est strictement croissante et In 1 = 0, done In 2 > 0. D ’a pres la derniere egalite de la proposition precedente, pour 

tout n e N. on peut ecrire In(2 n ) = ;iln2. On en deduit que ln(2”) ► +oo. La fonction In n’est done pas majoree. Comme 

V ' V 1 TI—+OO 

elle est strictement croissante, on peut affirmer, par application du theoreme de la limite monotone 11.25, que lnx » +oo. 

X— »+CXD 

- Par application du theoreme d’operations sur les limites et par utilisation de la limite precedente. 


lnx = -In ► -oo. 

x x— 0+ 


Definition 4.2 Nombre de Neper 

On appelle nombre de Neper F unique reel e verifiant lne = 1. 


Demonstration L’ existence du nombre de Neper est une consequence du theoreme des valeurs intermediaires qui sera vu dans le 
chapitre 12. L'unicite est une consequence directe de la stride monotonie de In. 
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Demonstration 

- Pour tout f S 1, on a - « — . Fixons x S 1. II vient que f* ^ ^ f* ce qui s’ecrit aussi Inx S 2[\fx- l) S 2 \fx. Divisant cette 

Inx 2 Inx 

inegalite par x, on obtient 0 ^ ^ —= ce qui amene, par application du theoreme des gendarmes 11.19, > 0. 

x ,/x x x— *+oo 

- Par ailleurs : XlnX » 0. 

X X— *+oo 


Proposition 4.9 V Limites usuelles pour In 

• « La fonction In est derivable en 1 et li 

• Cette limite s’ecrit aussi sous la forme 


Inx 
x- 1 

l_ In (1 +X) 

X X-0 


Demonstration 

- Le taux d'accroissement de In en 1 est donne par : 


VxelR*\{l}, A (x) - 


Comme In est derivable en x = 1 et que In' 1 = - = 1, on a bien lim A (x) = 1. 

H 1 x— >0 

La seconde egalite se prouve grace a un changement de variable : = = 




Figure 4.1 - Logarithme neperien 


| Remarque 4.2 La tangente en ( e , 1) passe par l’origine du repere. 

4.1.2 Exponentielle neperienne 
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/Proposition 4. 1 1 Exponentielle neperienne \ 

La fonction In definie une bijection de R* sur son image R. L’ application reciproque est appel fonction exponentielle 
neperienne et est notee exp. 


exp : 


R 

y 


R* 

expy 


Vx e R*, 
Vy E R, 


exp (In x) - x 


In (expy) = y 


La fonction exp 

- est strictement croissante et strictement positive. 

- est continue R. 

- est derivable sur R et Vx e J 

- est de classe c € co sur R. 


exp^^^xj^J. 


V 



J 


Demonstration -0 Posons f = In. La fonction f est : 
Hi ) derivable sur R? . 


de derivee strictement positive sur II 
(^aP) done strictement croissante sur R* 


Par application du theoreme de la bijection 4.2, on peut affirmer que f est bijective et que sa bijection reciproque f 1 est derivable 
sur R et a valeurs dans R* . De plus si yo e R 


/' _1 (yo) : 


f'lf-Hyo)) 


f-Hyo) 


■f Myo) 


Notons exp la fonction f 1 , nous venons de montrer que exp' (yo) = exp (yo) . II est alors clair que exp est c € co sur II 
De plus, comme lnx- 


-oo, on a exp x - 


• 0 et comme lnx - 


• +oo, on a exp x - 


| Remarque 4.3 exp 0 = 1 et exp 1-e 


Proposition 4. 12 Proprietes algebriques de la fonction exponentielle 

Pour tout x, y e R et n e Z 

\ 

l 

exp (x + y) = exp (x) exp (y) | 3 

, ■, exp (x) 

exp(x y) = 

exp(y) 











2 

1 

exp(-x) = 

expx 

4 

exp [nx)~ (exp (x))" 






V 






Demonstration Demontrons la premiere affirmation. Les autres se prouvent de meme. Soient x,y e R. Comme exp est la 
bijection reciproque de In, il existe x' , y' e R* tels que In (x') = x et In (y') = y. On peut alors ecrire 

exp (x + y) = exp (lnx' + lny 7 ) = exp (in (x'y')) = x'y 1 = exp (x) exp (y f ) . 

■ Notation 4.1 D’apres la formule 4, exp ( n) - exp(l.n) = e n , on conviendra de noter pour tout x e R, e x = exp(x). 

Proposition 4.13 1 

VxeR, | exp x Sa 1 + x j 


155 





Demonstration V II suftit d'etudier le signe de la fonction 


re — ► re 

x • — > expx-(x+l) 


Proposition 4.14 Limites usuelles pour exp 

• « exp x est preponderant devant x quand x tend vers +oo » : 

• « exp x est negligeable devant — quand x tend vers -oo » : xexp x > 0 |. 

• « exp x est derivable en x = 0 de derivee egale a 1 » : 




Demonstration <0 

^ expx x=lnX x 1 , ■ . ex P* 1 

- Comme — r— -■■■■- = -p-^r ll vient lim = lim = +oo. 

x IM inx x— +oo x x— 0+ Ia2£ 

x x 

- La seconde limite se demontre de la meme fagon. 

- Ecrivons le faux d’accroissement A de exp en 0. Pour tout x e IR* 

exp x - exp 0 exp x - 1 



4.1.3 Logarithme de base quelconque 


Definition 4.3 Logarithme de base a 

Soit a un reel strictement positif et different de 1 : a e I* \ {1}. On appelle logarithme de base a l’application notee 
log fi definie par 


Inx 
In a 


Remarque 4.4 

-Si a - 10, on obtient le logarithme decimal qu’on note log. 

- Si a - e. \og a = In. 

- l°g« 1 = 0 et log fl a—l. 
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Proposition 4.15 



Soient a e IR* \ {1}, x,y e R* et n e Z.. 



1 log„(xy) = log fl x + log fl y 

3 log « \7, \= lo 8a x - lo g a y 


ll\ 

[y J 


2 lo MxJ = - log “* 

4 \og a x n = n\og a x 






Demonstration Ces differentes egalites se demontrent en revenant a la definition de log,, ef en utilisant les proprietes du loga- 
rithme neperien. 


Proposition 4.16 

Pour tout a e IR* \ {1}, la fonction log,, est de 

classe Sg >0< 

3 sur IR* et 

N 


Vx E IR* 





- Si a e] 1; +oo[, log,, est strictement croissante et concave. 

- Si a e] 0; 1[, log,, est strictement decroissante et convexe. 



Demonstration Soit a e R* \ {1}. La fonction log„ est de classe < ^ >0 ° sur R* comme quotient de fonctions St? 00 sur R+. De plus, 
pour tout x e R+, log'„ (x) = 1/ (xlna) et log)) (x) = -1/ (x 2 lna). 

- Si a e]l;+oo[, a lors In a > 0, log), est done strictement positive et log)) est strictement negative. Done log„ est strictement 
croissante et concave. 

- Si a e]0; 1[, alors In a < 0, log), est done strictement negative et log)) est strictement positive. Done Iog„ est strictement decrois- 
sante et convexe. 


4.1.4 Exponentielle de base a 


(Proposition 4.17 Exponentielle de base a 

1 

Soit a e IR* \ {1}. La fonction log,, definie une bijection de IR* sur IR. On appelle exponentielle de base a et on note 

exp,,, la fonction definie de IR dans IR* comme application reciproque de log,,. 

Vx E IR*, 

exp fl (ln„ x) — x 

Vy E IR, 

In a (exp„ y) = y 

De plus, exp), est < <S? 00 sur IR et 


VxeI, exp'„ 

(x) = In a exp a (x) 

v 



Demonstration Soit a e R* \ {1}. Posons f = log,,. La fonction f 
est derivable sur R* . 

possede une derivee sur R* strictement positive si a e]l; +00 [ et strictement negative si a e]0; 1[ 

et est done strictement croissante sur R* si a e]l;+oo[ et strictement decroissante sur R* si a e]0; 1[. 

Par application du theoreme de la bijection 4.2, on peut affirmer que f possede une bijection reciproque / -1 derivable sur R et a 
valeurs dans R+. De plus si yo e R 



Notant exp„ la fonction f 1 
R. 


/' 1 (yo) = 7777TT 


/' (/ _1 (yo)) 


■ = ln af 1 (yo) • 


In af 1 (y 0 ) 

, on vient de montrer que : exp), (yo) = In a exp„ (yo) . II est alors clair que exp„ est de classe S*? 00 sur 


Proposition 4.18 

Soit aeR)\ {1}. On a 

I Vy e IR, exp„(y) = exp(yln(a)) 


Demonstration Soit y e R. Posons x = exp„ (y). On a log,, (x) = y ou encore - — - = y ce qui donne lnx = ylna ef en passant a 
P exponentielle x = exp (ylna). On a bien prouve que exp„(y) = exp(yln(a)) 
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Proposition 4.19 

Pour tout a e R* \ {1}, x, y e R et n e Z : 



l exp fl O=letexp n l = a 

4 exp n {nx) = (exp n x) ” 


2 exp fl (x + y) = exp a (x) exp fl (y) 

5 exp n xexpj, x = exp a& x 


exp fl (x) 

3 exp fl (x y) = 

exp a y 

exp a x 

6 — = exp a X 

exp b x b 




y 


Demonstration II suffit d’appliquer la formule precedente et les proprietes des fonctions logarithme et exponentielle. 
Notation 4.2 S’ inspirant de la derniere egalite de la propriete precedente, si a e R* \ {1} et si ieR, on notera 


a x - exp a (x) = exp (xln a ) . 


Remarque 4.5 

- On retrouve la notation precedente expx = e x . 

- Remarquons aussi que l x - exp (xlnl) = 1. 

Avec ces notations, la propriete precedente devient : 


Proposition 4.20 0 

Pour tout a, beUl x, y e IR et n e Z : 

l a 0 = 1 et a 1 — a 

4 

a nx = [a x ) n 


2 

a x+y = a x a y 

5 

( ab) x = a x b x 


3 

a x 

a x ~ y = — 

6 

ra\x a x 


v 

a y 


V b x 




FIGURE 4.3 - Exponentielles de base a 


4.1.5 Fonctions puissances 


Definition 4.4 V Fonction puissance 

Soit a e (R. On appelle fonction puissance d’exposant a la fonction definie sur R* par 

j R* — * R 

^“'1 x ' — * x a - exp (fllnx) 
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Remarque 4.6 

- <[)() est la fonction constante egale a 1. 

- tpi = Id. algebriques 


Proposition 4.21 Proprietes algebriques des fonctions puissances 

Pour tout a,beU, r,yEl* 


1 x a+b = x a x b 

2 x~ a = — 

x a 

3 [xy) a = x a y a 


4 ( x a ) b = x ab 

5 x° — 1 

6 l a = 1 

7 ln(x a ) = alnx 


Demonstration C’est une consequence directe de la definition et des proprietes des fonctions logarithme et exponentielle. 


^Proposition 4.22 
Soit aeR. La fonction cp„ : 


est 


- continue IR* . 

- derivable sur IR* et Vx e IR* , ip' a (x) = ai"" 1 . 

- de classe < r?? 00 sur IR* . 

De plus, 

-si a > 0, ip a est croissante, ip a (x) — 

X — ► 

ipa M * +O0. 


Si a - 0, cp 0 : x — ► x° = 1 est constante. 

Si a < 0, t p a est decroissante, ip a (x) 
tpa M * +°°- 


0 et 


X 

0 1 +oo 

tpo 

> +oo 

> 1 / 

0^ 


tPa 


1 


Si a > 1 ou si a < 0, tp a est convexe et si 0 < a < 1, cp^ 
est concave. 


Demonstration ip a est de classe c € co sur R* comme composee de fonctions c ^°°. De plus, par application du theoreme de 
derivation des fonctions composees, pour tout x e R* 


cp ' a lx) = — exp (fllnx) = ax 1 x a = ax a 


Compte tenu du signe de cette derivee, qui est donne par celui de a, on en deduit les variations de cp a . Calculous la limite de ip a en 
+oo. On sait que pour tout x e R* , x a = exp (alnx). De plus : lnx > +oo. 

- Si a > 0. fllnx > +oo et par composition de limite : x a = exp (alnx) » +oo. 

x —< ►+oo x — *+oo 

- Si a = 0, 0 = alnx * 0 et : x a = x° = I ► 1. 

x —> “+00 X—+OO 

- Si a < 0, alnx ► -oo et par composition de limite : x a = exp (alnx) ► 0. 

x —< >+oo x— *+oo 

La limite en 0 se calcule de meme. 


Remarque 4. 7 

- Si a > 0, on peut prolonger ip a par continuite en 0 en posant tp a (0) = 0. 

- Si a > 1, tp a est meme derivable en 0 : tp' a (0) = 0. 

- Si 0 < a < 1, cp' (x) > +oo et le graphe de ip„ possede une tangente verticale a Porigine. 

x — *-0 

/T\ Attention 4.3 Pour deriver une fonction de la forme w{x) - u{x) ufx> ( la ou elle est definie et derivable...), il faut 
au prealable la mettre sous la forme w(x) = exp (u{x)\n(u{x))) puis utiliser la formule de derivation des fonctions 
composees. A titre d’exercice, on montrera que : 

, lr, u'{x)\ 

w (x) = w{x) v (x)ln(w(x)) + u(x) 

V u[x) I 


4.1.6 Comparaison des fonctions logarithmes, puissances et exponentielles 
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Figure 4.4 - Fonctions puissances 


Proposition 4.23 
Pour tout ct,(3, y > 0 


(lnx) Y 

S 


x p |lnx| Y *o| 

J^p x — *■ +oo 


x — *0 | 


Demonstration Comme [> , y > 0 : 


(lnx) Y 


\Y 

lnx 


£ 

xY > 


{ [ 

In x Y 

P 

Y V ) X=xY 


I y In (X) 

U X 




X — *■ +oo 


0 


v ) 


par composition de limite et par utilisation de la limite usuelle 


lnX 

X x — *+oo 


0. La seconde limite se prouve de meme. 


COROLLAIRE 4.24 Wv 1 
Pour tout a,p, y > 0 


xP 



Demonstration La demonstration est identique a la precedente. 


4.2 Fonctions circulates reciproques 

4.2.1 Rappels succincts sur les fonctions trigonometriques 

Effectuons un rappel sur les fonctions trigonometriques. 


Proposition 4.25 Fonction sinus 
La fonction sinus, notee sin est : 

- definie sur IR. 

- a valeurs dans [-1,1]. 

- impaire. 

- 27i-periodique. 
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- continue sur R. 

- derivable sur R et 


VxeR, sin' x = cosx 


- de classe t ^°° sur R. 

De plus, la restriction de la fonction sinus a , — J est strictement croissante. 



Proposition 4.26 V Fonction cosinus 
La fonction cosinus , notee cos est : 

- definie sur R. 

- a valeurs dans [-1,1]. 

- paire. 

- 27i-periodique. 

- continue sur R. 

- derivable sur R et 



- de classe t ^°° sur R. 

De plus, la restriction de la fonction cosinus a [ 0, tt ] est strictement decroissante. 



^Proposition 4.27 V Fonction tangente 
La fonction tangente , notee tan, et donnee par : 


( Tt , 1 

sinx 

VxeR\| - + fctt k eZk 

tan x = 

1 2 > 

cosx 


est : 

- definie sur R \ j — + kn \ k e zj-. 

- a valeurs dans R. 

- impaire. 

- Tt-periodique. 

- continue R \ + kn \ ke zj-. 

- derivable sur R et 


V. 


VxeR\|^ + fc7t| ke. 


tan' x — 1 + tan 2 x ■ 
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- de classe t ^°° sur R \ j — + Ant | ke Z J-. 

De plus, la restriction de la fonction tangente a J — , — | est strictement croissante. 



| Remarque 4.8 On prouve la derivabilite des fonctions trigonometriques dans Fexercice 4.13 page 185. 


4.2.2 Fonction Arcsinus 



Proposition 4.28 k? Fonction arcsinus^ 

La fonction sinus est une bijection de j - — ; — | 
notee arcsin 

arcsin : 


sur [-1; 1]. La bijection reciproque est appelee fonction arcsinus et est 


1 [-1,1] 

[ 71 

^ l 2 ’ 2 J 

1 y 

' — * arcsin y 
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sin (arcsin y) = y 
arcsin (sin x) — x 


Vye[- 1,1], 

w [ 71 ^1 

y 2 2\ 


De plus, la fonction arcsin 

- est strictement croissante sur [-1, 1], 

- est impaire. 

- est continue sur [-1, 1], 

- est derivable sur ] — 1, 1[ et 


VyE]-l,l[, arcsin' y = 


de classe t ^°° sur ] — 1, 1 [. 

realise une bijection de [-1, 1] dans [— tt/2, tt/2] 


y 

-1 

0 

1 

1 




1 

s/l-V 2 





arcsin 

\ 

£|CM 

1 

TT 

2 


Demonstration La fonction sinus, sur l'intervalle \ — est 

1 2 21 

(^hT) continue 
C ~H2 P') strictement croissante. 


Par application du theoreme de la bijection 11.52. on peut affirmer que la fonction sinus, restreinte a l’intervalle ( — ; — J definie 
une bijection de ; — J sur [— 1; 1]. La bijection reciproque, nominee arcsin, est definie sur [-1; 1] et a valeurs dans ; — J . 
Posons I La fonction sinus est de plus 

C~H ~T) strictement monotone sur I 


H2J derivable sur I. 

~H3 'j et verifie Vx e I, sin' (x) = cosx ^ 0 


On peut alors appliquer le theoreme de derivation de la bijection reciproque 4.2 et affirmer que arcsin est derivable sur J = sinl = 
] — 1, 1 [ . Pour tout ye J, on a 

1 1 

arcsin y = — : — - = : — - 

sm (arcsin y] cos (arcsin y] 


cos (arcsin y) = y 1 — sin 2 (arcsin y) = y 1 - y 2 

car la fonction cosinus est positive sur j — , — [ et done arcsin' y = — . On verifie sans peine les proprietes restantes. 
J 2 2 l /, 9 

yi-y 2 


4.2.3 Fonction Arccosinus 


Proposition 4.29 V Fonction arccosinus 

La fonction cosinus est une bijection de [0, tt] sur [-1, 1]. Sa bijection reciproque est appelee fonction arccosinus et est 
notee arccos : 

( [-1,1] — [0,71] 

arccos : < 

( y 1 — * arccos y 


V y e [—1,1], cos (arccos y) = y 

Vjce[0,ji], arccos (cos x) = x 


De plus arccos : 

- est strictement decroissante sur [-1, 1], 
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Demonstration ( 2 La fonction cosinus, sur l’intervalle [0,tt] est 
(^trTj continue. 


H2 j strictement decroissante. 


Par application du theoreme de la bijection 11.52, on peut a ffirmerque la fonction cosinus, restreinte a l’intervalle [0, tt] , definie une 
bijection de [0, jt] sur [-1,1]. La bijection reciproque, nominee arccos. est definie sur [-1,1] et a valeurs dans [0,jt]. La fonction 
cosinus est de plus, a vec I = ]0,7t[ : 

C~ . Hi'') strictement monotone sur I 


H2 ) derivable sur I. 


H3) et veritie Vx e I, cos' (x) = -sinx^ 0 


On peut alors a ppliquer le theoreme de derivation de la bijection reciproque 4.2. La fonction arccos est derivable sur J = cos I = 
] — 1, 1 [ et pour tout ye J, on a 

1 1 

arccos y = = — — 

cos' [arccos y) - sin [arccos yj 

Mais 

sin (arccos y) = i/l - cos 2 (arccos y) = yjl -y 2 


car la fonction sinus est positive sur ] 0, rr [. Done arccos' y = 


On veritie sans peine les proprieties restantes. 


Proposition 4.30 Les graphes des fonctions arcsinus et arccosinus sont symetriques par rapport a la droite 
d’equation y = tt/4 


VXE [-1,1], 



164 









Demonstration t? La preuve est laissee en exercice. II suffit de deriver la fonction 0 : 
d’appliquer le theoreme 4.3. 


]-!,![ 


arccosx+ arcsinx 


et 



Figure 4.10 - Symetrie des graphes des fonctions arcsinus et arccosinus par rapport a la droite y = | 


4.2.4 Fonction Arctangente 


■Proposition 4.31 Fonction arctangente 
La fonction tangente est une bijection de | 

arctangente et est notee arctan : 


a valeurs dans R. Sa bijection reciproque est appelee fonction 


J 2 2 1 

arctan y 


Vx E 


My e R, 
7T Jt r 
2’ 2 1 ’ 


tan (arctan y) = y 
arctan (tan x) = x 


La fonction arctan 

- est strictement croissante sur R. 

- est impaire. 

- est continue sur R. 

- est derivable sur R et : 

, 1 

VyeR, arctan y- ^ 

1 + y 2 


- est '^°° sur R. 

- realise une bijection de R dans ]— tt/2, tt/2[. 


y 

-oo 

0 

+oo 

1 

1+y 2 

+ 1 + 




7T 




* 2 

arctan 

2 




Demonstration La fonction tangente est 
strictement monotone sur I 


1 


H2 j derivable sur I. 


et verifie Vx e I, tan'(x) = — fr— ^ 0 
cos z x 

On peut alors appliquer le theoreme de derivation de la bijection reciproque 4.2. On en deduit que tan est bijective et que sa bijection 
reciproque arctan est derivable sur J = tan(I) = R. Pour tout ye J 


arctan y = 


1 


1 


1 


tan' ( arctan y) 1 + tan 2 (arctan y) 1 + y 2 
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t anx 
x 

Arctanx 


Figure 4.11- Fonctions tangentes et arctangentes 
On verifie sans peine les proprietes restantes. 

Proposition 4.32 
Pour tout x e R* : 

<7 4.1 


Demonstration La preuve est laissee en exercice. II suflit, la encore, de deriver la fonction Q:x-^ arctanx + arctan — sur les 
intervalles IR* et K* puis d' appliquer le theoreme 4.3. 

4.3 Fonctions hyperboliques 

4.3.1 Definitions et premieres proprietes 

Sinus et Cosinus hyperboliques 

Definition 4.5 W Sinus et Cosinus hyperboliques 

Les fonctions sinus hyperbolique sh et cosinus hyperbolique ch sont definies sur R par 





Remarque 4.9 Toute fonction / :IcR — * R se decompose de maniere unique en la somme d’une fonction paire et 

d’une fonction impaire 

fix) + fi-x) fix) + fi-x) 

Vxel, fix) = — J — -+ J —— — — 

J 2 2 

En eftet, * - ILHILL es , palre . x - Milt* est llnpaire . Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyper- 
bolique sont respectivement la partie paire et la partie impaire de la fonction exponentielle dans cette decomposition. 



Demonstration Calculs immediats. 
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Proposition 4.34 

Les fonctions ch et sh sont derivables sur K avec, pour tout xeR 





Demonstration 

• Les fonctions ch ef sh sont de classe 'f ? 00 sur R comme combinaison lineaire de fonctions sur R. Appliquant les theoremes 
de derivation, on veride sans peine les formules a nnoncees pour leurs derivees respectives. 

• sh et ch sont respectivement impaire et paire par construction. 

• ch est une fonction strictement positive sur R car la fonction exponentielle est strictement positive sur R. Par consequent, sh a 
une derivee strictement positive sur R et est strictement croissante sur R. 

• Par application des proprietes sur les limites d’apres les limites de la fonction exponentielle a ses homes, on veride sans peine 
les limites annoncees. 

• Evaluant sh en 0. on veride immediatement qu 'elle s ’annule en 0. Comme elle est strictement croissante et continue, on en deduit 
qu 'elle est strictement negative sur R* et strictement positive sur R+ . 

• La fonction derivee de ch sur R etant sh, on deduit de cette derniere propriete que ch est strictement decroissante sur R* et 
strictement croissante sur R^. 
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Tangente hyperbolique 


Definition 4.6 Tangente hyperbolique 

La fonction tangente hyperbolique , notee th, est definie sur R par 



| Remarque 4.10 La fonction th est bien definie car la fonction ch est strictement positive sur R. 




Demonstration th est de classe c €°° sur R comme quotient de fonctions de classe S*? 00 sur R, son denominateur ne s 'annulant 
jamais. Appliquant les formules de derivation d’un quotient, si x e R 


, chxchx-shxshx . 9 1 

th x = ■= = 1 - tfr x = — - — 

ch^ x ch^ x 


L’imparite est facile a prouver. Pour les limites aux homes du domaine. par factorisation et utilisation des limites usuelles, on 
obtient 



1 + 1 + 

e x e x 
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4.3.2 Formulaire de trigonometric hyperbolique 

Tout comme les fonctions cosinus et sinus permettent de parameter le cercle unite, les fonctions ch et sh donnent 
une parametrisation de l’hyperbole equilatere de sommets (1,0) et (-1,0). Le formulaire de trigonometric hyperbolique 
ressemble fort au formulaire de trigonometrie classique. On le trouvera dans T annexe E paragraphe E.2. 

Donnons a titre d’exemples les formules d’ addition. 



4.3.3 Fonctions hyperboliques inverses 

Fonction argument sinus hyperbolique argsh 


Proposition 4.38 0 Fonction argument sinus hyperbolique ^ 

La fonction sinus hyperbolique definie une bijection de R sur son image R. L’ application reciproque est appel €e fonction 

argument sinus hyperbolique et notee argsh 

argsh : j 

R — ► R 
y > — > argsh y 


VyeR, 

sh (argsh y) = y 


Vxe R, 

argsh (shx) = x 

La fonction argsh 

- est impaire. 

- est continue sur R. 

- est derivable sur R et 



V 

Vy e R, 

argsh' y = 

vr + i 
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est strictement croissante sur R. 
realise une bijection de 1 dans I 
est de classe t £’°° sur R. 


X 

-00 0 +00 

1 

\J y 2 +l 

+ 1 + 

argsh 

-00 ^ 

> +00 


Demonstration V La fonction sinus hyperbolique, sur l'intervalle [ 
C~H l'') est strictement monotone 


H2J est derivable 

"hj') et verifie : Vx e I, sh' (x) = chx^0 


On peut alors appliquer le theoreme de derivation de la bijection reciproque 4.2 et affirmer que sh est bijective de R dans R. Sa 
bijection reciproque argsh est de plus derivable sur shR = R ef pour tout y e R 

u z 1 1 

argsh y = — — = — - 

sh (argsh y) ch(argshy) 

Mais 

ch (argsh y) = \J 1 + sh 2 (argchy) = J\ + y 2 

car la fonction cosinus hyperbolique est positive sur R. Done argsh' y = — ^ . On verifie sans peine les proprietes restantes. 

Ji + y 2 


-4 -3 -2 -1 S 


X ' — ► A rgshx 

X ' * X 

X ' — * s hx 


1 2 3 


FIGURE 4.15 - Fonctions sinus et argument sinus hyperboliques 

Expression logarithmique : 

e X — Q X 

On resout F equation y — — soit e 2x - 2 ye x - 1 = 0. En posant T = e x , on resout T 2 - 2yT -1 = 0. On a deux racines 

Ti = y + \/l + y 2 et T 2 — y— \/l + y 2 dont une settle est positive. D’ou x = InTi = In |y + \/l + y 2 j . 

Done argsh y = In (y + \/i + y 2 )- 


Verification : Lorsqu’on derive f{y) = ln|y+ \/l + y 2 j on obtient f'(y) = 
Comme /( 0) = 0, on a bien f{y) - argshy sur l’intervalle R. 

Fonction Argument cosinus hyperbolique argeh 


= ln(y + 

\/i + y 2 )- 

2y 

V 1 +y 2 

2\J 1+y 2 

V 1+ y 2 

\/i + y 2 

i + \ 
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roposition 4.39 Fonction argument cosinus hyperbolique \ 

La fonction cosinus hyperbolique, restreinte a R + , definit une bijection de R* sur son image [l,+oo[. L’ application 
reciproque est appelee argument cosinus hyperbolique et est notee argch. 

. ( [l,+oo[ — * IR 

argC '} y • — - argch y 


La fonction argch 

- est continue sur [1, +oo[. 

- est derivable sur ] 1, +oo[ et : 


Vye[l,+oo(, ch(argchy) = y 

VxeR + , argch(chx) = x 


Vye]l,+oo[, argch' y = 


- est strictement croissante sur [1, +oof. 

- realise une bijection de ] 1, +oo[ dans IF 

- est de classe < ^°° sur]l,+oo[. 


y 

1 +00 

1 

Vy2+1 

+ 

argch 

^ +00 

0^ 


Demonstration V La fonction cosinus hyperbolique, sur l’intervalle R+, est 
continue. 


H2 ) strictement croissante. 


Par application du theoreme de la bijection 4.1, on peut affirmer que la fonction cosinus hyperbolique deGnie une bijection de 
I = [R + sur son image J = [1, +oo[. La bijection reciproque, nommee argch, est deGnie sur J = [1, +oo[ et a valeurs dans I = R + . La 
fonction cosinus hyperbolique est de plus 


H1J strictement monotone sur I 
ftp) derivable sur I. 

hT') et veriGe : Vx e I, ch' (x) = shx^0 


On peut alors appliquer le theoreme de derivation de la fonction reciproque 4.2 et afGrmer que argsh est derivable sur J. De plus, 
pour tout ye J 

, 1 1 

argch y = — — r- = — r- . 

ch [argsh y) sh ( argch y) 


sh (argsh y) = ch 2 (argch y) - 1 = \J y 2 - 1 

car la fonction sinus hyperbolique est positive sur R + . Done argch' y = — ^ . On veriGe sans peine les proprietes restantes. 

\jy 2 - 1 

Expression logarithmique : 

Soit x 3= 0. On resoutl’ equation y = pour ys 1, soit e 2x -2ye x +l - 0. EnposantT = e x , onresoutT 2 -2yT+l = 0. 

On a deux racines Ti = y + \J y 2 - 1 et T 2 = y - \J y 2 - 1 dont une settle est superieure ou egale a 1 (leur produit egale 1). 
D’ou x= InTi = ln|y+ \J y 2 - lj. 

Done argch y = In (y + \/y 2 - l) . 


Verification : Lorsqu’on derive pour y > 1, /(y) = ln(y+ \J y 2 - lj on obtient /'(y) = 
— - . Comme /(l) = 0, on a bien /(y) = argch y sur l’intervalle 1+. 


/y 2 -l 2 y 


2v^I Vy - 1 2 Vy - 1 

i + \/y 2 -i 1 + Vy 2 -i 
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Figure 4.16 - Fonctions cosinus et argument cosinus hyperboliques 

Fonction Argument tangente hyperbolique argth 



(Proposition 4.40 V Fonction argument tangente hyperbolique 

La fonction tangente hyperbolique definie une bijection de R sur son image ] - 1, 1 [. L’ application reciproque est appelee 
Argument tangente hyperbolique et est notee argth. 


argth : 


y 


La fonction argth 

- est impaire. 

-est strictement croissante sur ] — 1, 1 [ 

— est continue sur ]—!,![. 


argth y 


Vye]-l,l[, th (argth y) = y 

VxeR, argth(thx) = x 
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Demonstration La fonction tangente hyperbolique, surl’intervallel- 
est strictement monotone sur I 


H2 ) est derivable sur I. 


( H3) et verifie Vx e I, th' (x) = — =— 5 1 0 
^ ^ ch 2 x 

On peut alors appliquer le theoreme de derivation de la fonction reciproque 4.2 et affirmer que argth est derivable sur J = th(IR) . De 
plus, pour tout ye J 

1 11 

argth v = — — = = . 

th' (argth y) 1 -th 2 (argth y) 1 -y 2 

On verifie sans peine les proprietes restantes. 

Expression logarithmique : 

— C~ X ef X — 1 ,, 1 -| - y I / I -J- v I 

On resout 1’ equation y = = — pour \y\ < 1, soit e 2x (l — y) = 1 + y, soit e 2x = — et x = - In . 

gX _|_ g x gZx 1 — 1 / 9 l 1 — i/ 1 


1 ,( 1 + y 
Done argth y = — In 


1 -y 2 U -y 


1, P + y 


Verification : Lorsqu’on derive pour y > 1 , f{y) = - In on obtient bien f'(y) — j. Comme /( 0 ) = 0 , on a bien 


f(y) = argthy sur l’intervalle ] — 1, 1 [. 


2 U-y 


4.4 Deux exemples 



Definition 4.7 Asymptotes 

Soit / : [c, +00] IR une fonction. On dit qu’une courbe y = g(x) est asymptote a la courbe y = f{x) en +00 si et 
settlement si : 

g{x) - f{x) * 0 

X — *+00 

En particulier, une droite d’equation y - ax + b e st asymptote a la courbe representative de f si et seulement si : 

fix) - [ ax+ b] * 0 

X — *• +OO 


1 Si fix) 


PLAN 4.1 : | Methode pratique de recherche d’ asymptotes | 

/eI, In droite horizontal y - l est asymptote. On lit sur le tableau de variations la position 


de la courbe par rapport a 1 ’asymptote. 

2 Si fix) * 00, on calcul la limite de fix) lx en +00. 

x — »+oo 

3 Si cette limite existe et est egal a un reel a f 0 , on calcule fix) - ax et on cherche la limite de fix) - ax 
en +00. Si fix) - ax — *■ b e R, la droite y - ax + b est asymptote. On determine la position de la courbe par 
rapport a 1 ’asymptote en etudiant le signe de fix) - [ax + b] au voisinage de +00. 


fix) fix) 

4 Si * 00, on ditqu’on a une branche parabolique de direction (Oy). Si * 0 , une branche parabolique 

de direction (Ox). 

5 Si fix) lx 2 admet une limite finie a non nulle et que ce n ’est pas le cas de f (x) lx, on peut rechercher des 
paraboles asymptotes. 
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Figure 4.18 - Courbes asymptotes lorsque x — ► +oo 


Plan 4.2 : | Plan d’etude d’une fonction~| 

1 Trouver le domaine de definition. 

2 Calculer la derivee (factoriser) et etudier son signe. 

3 Tableau de variations. On precise les valeurs exactes remarquables, les limites et les prolongements eventuels 
(on etudie alors la derivabilite de la fonction prolongee). 

4 Recherche d’eventuelles asymptotes. 

5 Trace approximadf de la courbe y — f(x) : on represente les asymptotes eventuelles, les tangentes horizon- 
tales 


I Remarque 4.11 La representation de valeurs particulieres numeriques obtenues a l’aide de la calculatrice ne presente 
en general aucun interet ! 

Exercice 4.1 

Etudier la fonction dehnie par fix) - x x+1 . 


Solution : 

l Comme : 


— v *+l _ ^(x+ljlnx 


f(x) = x x+1 = e 


f est dehnie sur R* . 

x In x H - x + 1 

Soit x £ Ml. On a : f (x) = x x+l done f est du signe de x\nx+ x+1. Introduisons la fonction 

x 

Q^> 

+ . , . Pour tout x e IRT : e' (x) = lnx + 2. On en deduit les variations de e et le signe 

x ' — » xlnx+x+1 + b 6 6 

def. 


X 

0 

e 2 +oo 

g'lx) 

+ 

— ©- 

I 


1 

. > +oo 

gw 


^ g( e - I 2 ) ^ 

fix) 

+ /' (f“ 2 ) + 


Remarquons que g (-2) > 0 et en utilisant les limites usuelles, on obtient : g (x) » 1. 

0 + 

3 Le tableau de variation de f est done : 


X 

3 +oo 

fix) 

1 + 

fix ) 

JI +oo 

0^ 


les limites etant obtenues en utilisant les limites usuelles etpar operation sur les limites. 
4 Le graphe de f admet une branche inhnie quand x — +oo. Si x e R* : 

x x+1 

= x ► +oo. 

x X *+oo 
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Le graphe de f n’ admet done pas d’ asymptote quand x — * +oo. On a affaire a une branche parabolique de 
direction O y. 

5 On en deduit le graphe de f : 

y = n*) 

2 - 



/ y = * 

1 - 



1 2 


Exercice 4.2 

Etudierla fonction definie par fix) ■ 


Solution : 


l Nous deduisons du tableau de signe 


X 

-oo -1 1 +oo 

x- 1 

-( 

) + 

x+1 

- 0 + 

+ 

x- 1 

X + 1 

+ -( 

) + 


que f est definie sur I = ]-oo, -l[u [l,+oo[. 


2 f est derivable sur ] -oo, 
ensemble. On trouve : 


l[U]l,+oo[ car la fonction racine carree est derivable sur IR*. Soit x un element de cet 
x z + x-1 


/'(*) = 


■(x+1) 2 


/' est done du signe de x 2 + x - 1. Les racines de ce trindmes sont a = (-1 + \/5) 12 et = (- 1 - \/5) 12. Seul a 
est dans le domaine de definition de f. Pour les limites, on remarque que : 


fix)=x 



et done lim / (x) = -oo, lim / (x) = +oo. Par limites usuelles, il est clair que lim / (x) = -oo. On en deduit 

x *• oo x — *■ +oo 

de la tableau de variation suivant : 


X 

-oo a -1 


1 +oo 

fix) 

I 

+ 


+oo + 

fix) 

>/(a) 

-oo ^ ^ -oo 


> +oo 

0 


3 Le graphe de f admet une branche infinie quand x ±oo et quand x — -1 

fix) lx - : 


En +oo 


1 - ■ 


\ !+i ^ ±0 ° 


et par multiplication paries quantites conjuguees, 

x-1 

I I v_ 1 1 

f lx) - x - x 



-2 

1+T 


-1 


1 +- 


■ + 1 
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La droite d’ equation | y = x- 1 | est done asymptote a la courbe au voisinage de +oo et -oo. 
| En -1~ | On a une asymptote verticale au voisinage de - 1 d’equadon x = -l. 

4 On en deduit le graphe de f : 



4.5 Fonction exponentielle complexe 

Soit I un intervalle de M. On s’interesse ici a une fonction / definie sur I et a valeurs complexes / : I e C. Pour tout t e I, 
une telle fonction s’ecrit sous la forme : fif)-x[f) + iy it), avec x, y : I — ► R. Les fonctions x et y sont respectivement la 
partie reelle et la partie imaginaire de /. 

Soit to e I. On dit que / est derivable en to si et seulement si x et y le sont. Dans ce cas, on definit f (fo) par : 

f (to) = x' (to) + iy' (to) . 


Proposition 4.41 

Soit ip une fonction definie et derivable de I dans C. la fonction / definie sur I par 

vrEl, /(r) = e‘P (t) 

est derivable sur I et 

VrEl, /'(fl^cp'tDe^ 0 . 


Demonstration Soit tel. Si (pi est la partie reelle de cp et si cp2 est la partie imaginaire de cp. on peut ecrire f [t) sous la forme : 
f(t ) = e<P(0 = e«Pi(0+/«P2(t) = e <Pi(tyq> 2 (f) = e<P i(f) (f) ) + isinfa (fl )) . 

Par application de la definition, on en deduit que : 

f it) = cp'j (t) e^ 1 {t) (cos (cp 2 [t)) + i sin (<p 2 (f))) + e lpi (f) {-q>' 2 (f) sin (q> 2 (f)) + Up' z it) cos (cp 2 (f))) 

= cp'j it) e m(t) (cos(cp 2 (0) + i sin ((p 2 it))) + iq>' 2 it) (isin(cp 2 (f)) + cos(cp 2 (0)) 

= (tPi it) + i cp'j (f))e ipi(t) (cos((p 2 (f)) + i sin (<p 2 it))) 

= tp'itleVM 


I Remarque 4.12 On en deduit que pour tout a e C, la fonction / : IR — ► C, t ’-*■ e at est derivable sur R de derivee : 
Vre IR, /' [t) = ae at . 
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En resume 


II est opportun de lire les paragraphes C. 1 et C.2 de 1’ annexe C qui contiennent des methodes pour construire des inegalites 
et dans lesquels sont promulgues quelques conseils pour le calcul des derivees. Au terme de ce chapitre, le formulaire sur 
les derivees des fonctions usuelles E.3 et celui sur les limites usuelles E.6 devront etre parfaitement connus. Vous devrez 
par ailleurs etre totalement familier avec ces nouvelles fonctions que vous serez amene a manipuler quotidiennement en 
sup et en spe. 

II conviendra de retenir parfaitement les graphes et F expression des derivees des fonctions introduites dans ce chapitre. 
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4.6 Exercices 


4.6.1 Fonctions exponentielles, logarithmes et puissances 

Exercice 4.3 W Inegalite de convexite 

1. Montrerque: 

Vx> — 1, ln(l + x) ^ x 

2. En deduire que : 


Solution : 

1 . II suffit, pour montrer cette inegalite, d ’etudier les variations de 0 : 


]-l,+oo] 

x 


U 

ln(l + x)-x 


2. Soit n > 1 . Appliquant V inegalite precedente avec x - —, on a : ln(l + jA ^ ce qui amene : 

nln (l + -) ^ 1 et, la fonction exponentielle etant strictement croissante : e" ln ( 1+ ») ^ e. Par consequent : 
(l+ =£ e. De me me, comme n > 1, -j: > -1 et on peut appliquer la premiere question avec x = -j-, on 

obtient : ln(l - ^ Multipliant les deux membres de cette inegalite par -n, on a : - nln (l - 5= 1 et done, 

passant comme precedemment a V exponentielle : e =S ( 1 — 77) "• 


Exercice 4.4 

Posons, pour x e R* 


V 


a — exp [x 


et b- — In x* 


Simplifier a b . 


Solution : Soit ieR*. Remarquons que b — — In (x) done 




In (a) 

= er 

= exp (In x) 


Exercice 4.5 W Des equations 

Resoudre les equations suivantes apres avoir determine leur domaine de validite : 


1. ln(x- 1) = ln(3x- 5) 

2. ln(\/2x- 3j = In (6- x) - | lnx 

3. 2 lnx = ln(x + 4) + ln(2x) 

4. e 4jc - 3e 2x -4 = 0. 

5. 8 6jc - 3.8 3jc -4 = 0. 


6. x^ x = (v^) x 

7 . 2* 3 = 3* 2 

8. log a x = log^. a ou a e R* \ {1} 

9. log 3 x - log 2 x = 1. 

10. 2 X +2 X+1 + ...+2 x+n = 3* + 3* +1 + ... + 3* + " oun eM 


Solution : 

1. domaine de validite :] |,+oo[. 


ln(x- 1) = ln(3x- 5) 
x- 1 = 3x- 5 
x = 2 


Reciproquementf 2~| est solution de cette equation. 
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2. domaine de validite :] | , 6 [ . 


In \sj2x- 3| = In (6 - x) — lnx 

= ln(vS^)=ln(^) 

6- x 

=> V2x-3 = — — 

\fx 

Mais : 

, 6- x 

V2x-3 = — — 

\fx 

=> x(2x- 3) = (6- x) 2 

=> x(x + 8) = 0 
==> x = 0 ou x=-8 

Aucun de ces nombres n ’est admissible, il n’y a pas de solution. 

3. 


2 In x = In (x + 4) + In (2x) 
J2XUJ4U 


2x(x + 4) 


= 1 


x + 9x- 36 = 0 
x = 3 ou x=-12 


Mais -12 ne verifie pas 1 ’equation. On verifie par contre que 3 la verifie. et V unique solution de 1 ’equation est |~3~| . 
4. On a : 


Ax 


- 3e 2x — 4 = 0 
X = e 2x 

X 2 - 3X - 4 = 0 
X= e 2x 

X = 4 ou X= -1 
=> e 2x - 4 (On ne peut avoir e 2x - - 1 !) 
==> x = ln2 

Reciproquement, on montre que | ln2 | est bien solution de 1 ’equation. 

5. Cette equation est valide sur R. On a la serie d’ implications : 




-3.8 3 *-4=0 
X 2 - 3X - 4 = 0 
X = 8 3x 

X= 1 ou X=4 
X = 8 3x 

8 3 * =1 ou 8 3 * = 4 
2 

x = 0 ou x = - 

9 


Reciproquement, on verifie que 0 et = sont bien solutions de V equation. 
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X^ = (y/X) x 
\/xlnx = xln\/x 

\/xlnx — lnx = 0 

2 

\/3c|l - — | lnx = 0 

r- V* 

\/x = 0 ou 1 = 0 ou lnx = 0 

2 

x = 0 ou x -4 ou x-1 


Reciproquement, seuls \ 1 et 4 | sont solutions de l’equation. 


2 X = 3 V 
x 3 ln2 = x 2 ln3 
x 2 (xln2-ln3) = 0 
In 3 


x-0 ou x = 


In 2 


Reciproquement, ces deux nombres sont solutions done les solutions de V equation sont : 0 et log 2 3 


logfl x = log., a 

In x In a 

In a In x 

In 2 x - In 2 a = 0 

(In x - In a) (In x + In a) — 0 

l 

x = a ou x — — 


Reciproquement, les nombres 


sont bien solutions de F equation. 


log 3 x - log 2 x = 1 
In x In x 
ln3 ln2 
In2-ln3 


In31n2 


= 1 

lnx = 1 


Reciproquement 


exp 


In31n2^ 

“HU 


x = exp 


est solution de 1 ’equation. 


In31n2^ 


1 0. On reconnait des sommes geometriques : 


2 X + 2 + ... + 2 = 3 X + 3 X+1 + ... + 3 

2 X (1 + 2 + . . . + 2") = 3* (1 + 3 + . . . + 3") 
1 - 2 n+l 
( 2 \ x _ 1-2 


1-3” 


1-3 


( 2 \* n 2” +i - 1 
U 3' i+1 -l 


In 2 


2 n+l - 1 
'3” +1 -l 
In | 
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2" +1 -n 

In 2 

3” +1 - 1 J 


Reciproquement, on verifie que : 

est bien solution de 1’ equation. 

ln l 


Exercice 4.6 W Des inequations 

Resoudre les inequations suivantes apres avoir donne leur domaine de validite : 

1. In [x 2 - 2x) > In (4x - 5) 

2. e %2 > (e x ) 4 x e. 

3. a' 2 < {\fa) 7x ~ 3 ou a e 05* \ {1}. 


Solution : 

1 . On verifie que 1 ’inequation n ’est valide que si x> 2. 

In ( x 2 - 2x) > In (4x - 5) 

==> x 2 - 2x > 4x - 5 car In est croissante 
=> x 2 - 6x + 5 > 0 
==> x e ] — oo, 1 [ u ]5, +oo[ 

Compte tenu du domaine de validite de 1 ’inequation, In (x 2 - 2x) > In (4x - 5) seulement si x > 5. Reciproquement, 
on montre que si I x > 5 I alors V inequation est verifiee. 


2. L’ inequation est valide sur D 


e x > ( e x ) x e 
e x2 ~ l > e Ax 

x 2 - 1 > 4x car exp est croissante 
x 2 - 4x - 1 > 0 

xe j-oo,2- v^5 u j 2 + V5, +oo| 


L’ ensemble solution de 1’ inequation est done : 
3. L’ inequation est valide sur K. 


] -oo,2 - \/5[ u ] 2 + \/5, +oo[ 


a x < [yfa) 1 


2 , 7x- 3 

x In a < In a car In est croissante 


Lorsque In a > 0 e’est-a-dire lorsque a > 1, 

a x2 < {^/a) 7x ~ 3 
? 7x-3 

x < car a ^ 1 done lna/0 

2 

2x 2 -7x + 3<0 

<=> X E -,3 

J 2 L 

L’inegalite est vraie si et seulement si x e ] | , 3 [ . 

Lorsque In a < 0 e’est-a-dire lorsque 0 < a < 1, 

a x2 > (/ a ) 7x ~ 3 

? 7x-3 

x > 

2 

2x 2 -7x + 3>0 

x e — oo, - u ] 3, +oo[ 
j 2 L 


L’inegalite est vraie si et seulement si 


xe ]-oo, ^[u]3,+oo[ 
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Exercice 4. 7 W Deslimites 

Determiner les limites suivantes : 


1. lim x* 

x — ►+oo 

2. lim 

x — 0+ 


3. lim xx 

x — -o + 

e x +2 

4. lim 

x— +oo e x +l 


5. lim — 

jc— >+ oo 3 * 


6. lim 


3 * 


7. lim x 2 e x -x 


8. lim x x 

o+ 


9. lim 

X — *+00 


(**) x 


1 0. lim — r- ou 1 < a < , 

x — *+oo ) 


11. lim\/xln 

x— 0 ( l+x 

flnxlif 

12. lim — 

X — *+00 V X ' 

13. lim fl + -) J 

X— +00 V v ) 


Solution 


l 


lnx 


1. xx - e x mais 


lnx 


0 done x x 


f° =U] 


2. x^ = e v ^ hlx mais J . xlnx = x? lnx * 0 done x ^ » e° - |T1 

v^n+ v^n+ I 1 


lnx 


l 


3. xx - e x mais 

e x +2 l+2e 


lnx 


► -oo done xx * fol. 

x o+ o+ 1 — 1 


4. 


e x +l l+e 


5. T^xfl V' = xe xln 3 done ■ 


• 0 - 


, X=xln | X 
e o 




Inf x- 

xe x 

6. De la meme fagon, toujours parce que e < 3 : lim — = | -oo | . 

7. x 2 e~ x - x = x 2 e~ x fl - ^ j - — -> [+55] 

8. x x — e xblx mais xlnx * done x x * e° = [ll. 

j£— o + o + — 


(**)* _ 


g xln(x x ) 
0 x x lnx 


_ ~(x 2 -x x )lnx _ p (x 2 X -I)x x lnx 


0 done : x 2 x - 1 


-1. Comme 


x x 1 n x ► +oo, par operations sur les limites, (x 2 x -l)x x lnx ► -oo et done : — 


. (x x ) x 


x x— »+oo 


0 


10 . 


m lna\ 
«Y _ 


„b x lna b x \nb\i T , -- — -i 

aS b l _ _ a x \nb-b x lna _ p \yb) \nb) 

^( flX ) gd x \nb 

I 1 

l+H - 


mais b x \nb 


- . (f r 


In a 

► 0 et > 0 done 

x^+oo In b 


t4 a 1 x — *+oo 

11. y/xlnf = 2x2 lnx- x2 ln(l + x) ► |~o] 


ln ( x J 

12. [^\ X = e X = g j (In In x-ln x) 


lnx 


X X— +oo 

Mi + i) ln ( 1 + i) 


0 et 


In (In x) 


0 done 


( lnx \ x 


V x ) x— +oo 


'= 0 - 


13. 


i. 11* jdn(l+l] i 

(l + l) =e [ xl = e x 


, ln(l +X) 
X 


= 0 - 


Exercice 4.8 W 

Soit un entier n > I . On considere V equation 

x x = n 

1. Montrer qu’il existe une unique solution a cette equation. 

2. Determiner cette unique solution. 


(4.1) 


Solution : 

1 . Etudions a n fixe la fonction definie par 


f{x) = x x -n-e x 
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Elle est definie sur ]0, +oo[, derivable sur cet intervalle et M x e I, 

fix) - x n ~ l e x ’' lnx [«lnx + 1] 

La derivee s’annule en un seul point xo - e~ 1,n < 1. On en deduit en ecrivant le tableau de variations de f que 
f presente un minimum en xo avec fix o) = - n. Par consequent, puisque /(x) * -n < n, et que 

x— 0 + — 1 

fix) * oo, la fonction ne s ’annule qu ’une fois en un point xi > xn . 

x— +oo— + 

2. Puisque fin 11 ' 1 ) = 0, en en deduit que la seule solution de P equation vaut n Un . 


Exercice 4.9 OV 

Soit neN’. Montrer que le nombre de chiffres necessaires pour ecrire n en base 10 est egale a la partie entiere de 
1 + log n. 


Solution : Supposons que l’ecriture de n en base 10 compte m+ 1 chiffres a m ,...,ao e [0,9] avec a m 0 et m e I 
On a alors : n — E^ =0 «fclO fc et 


log n = log £ a k 10 k 
\k = 0 


lnlO m [a m + a m _il0 1 +... + aolO m ) 

lino 

In [a m + Ujn-\ 10 _1 + ... + flolO _m ) 


In 10 


Mais 1 =£ a m + a m -ilO 1 + ... + aolO m ^ 10 et 


ln(a m + < 2 m_i 10 1 + ... + flnlO m ) 

0 « — - — < 1 . 

In 10 


Done 


E ( 1 + log n) — m + 1 


et le resultat est prouve. 


Exercice 4.10 OV 

Etudierla fonction definie par fix) = xa 


Solution : 


l Nous deduisons du tableau de signe 


X 

-oo -1 1 +oo 

x- 1 

-( 

) + 

x+ 1 

- 0 + 

+ 

x- 1 

X + 1 

+ -( 

) + 


que f est definie sur I - ]-oo, -l[u [l,+oo[. 

2 f est derivable sur ]-oo, - l[u]l,+oo[ car la fonction racine carree est derivable sur R* . Soit x un element de cet 
ensemble. On trouve : 


fix) 


x z + x - 1 


■(*+ir 


/' est done du signe de x 2 + x - 1. Les racines de ce trinomes sont a = (- 1 + \/5) /2 et (1 = (- 1 - \/5) 12. Seul a 
est dans le domaine de definition de f. Pour les limites, on remarque que : 


f lx)- x 



et done lim f (x) = -oo, lim f (x) = +oo. Par limites usuelles, il est clair que lim f (x) = -oo. On en deduit 

x — * — oo J x — *+oo J 1 x—1 
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de la tableau de variation suivant : 


X 

-oo a -1 


1 +oo 

fix) 

I 

+ 


+oo + 

fix) 

>/(a) 

-oo ^ ^ -oo 


> +oo 

0 


3 Le graphe de f admet une branche infinie quand x — ► +oo et quand x — -1 . 
En ±oo 


fix) _ j x- 1 _ 1- i 

x Vx+1 \ 1+ i 


* 1 

X — *-±oo 


et par multiplication par les quantites conjuguees. 


f (x) - x = x 



x- 1 



-2x 


x + 1 



-2 


1 + T 



+ 1 


x— -±oo 


-1 


La droite d’ equation | y = x- 1 | est done asymptote a la courbe au voisinage de +oo et -oo. 
| En -1~ | On a une asymptote verticale au voisinage de -1 d’equadon x = -1. 

4 On en deduit le graphe de f : 



4.6.2 Fonctions circulaires 


Exercice4.11 O 

Prouver que : 

1. VxelR + , sinxsSx 


2. Vx e D?, cosx 5= 1 - : 


Solution : 

1. 11 soffit d'etudierles variations de la fonction f \ : 

2. On prouve d’abord l’inegalite sur M + . Pour ce faire, on etudie les variations de fi : . 

1 " cosx-l+ : 
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et on utilise l’inegalite prouvee dans la question 1. On montre alors que V inegalite reste vraie sur D?_ en utilisant 
la parite de 


Exercice 4.12 

Demontrer que Vx e ] 0; j 


V 

, /sinx) 2 tanx 

u — + — 


> 2 . 


Solution : 

O'(x) = 

3>"(x) = 


Or sur ]0; f 


Soit <t>(x) = cos x sin 2 x+ xsinx- 2x 2 cosx, on a 
- sin 3 x + 2 cos 2 xsinx + sinx+ xcosx-4xcosx + 2x 2 sinx 
2 cos 2 x sin x - sin 3 x + sin x + 3x cos x + 2x 2 sin x. 

2 cos 3 x-4sinxcos xsinx - 3 sin 2 xcosx+ cosx - 3cosx + 3xsinx + 4x sinx + 2x 2 cosx 
2 cos 3 x- 7sin 2 xcosx- 2cosx + 7xsinx + 2x 2 cosx 
2 cos x(cos 2 x - 1) + 2x 2 cos x + 7 sin x(x - sin x cos x) 

~ ~ ( sin2xi 

2cosx(cos x- (1 - x )) + 7xsinx 1 


, 1 cosx ^ 1, d’ou 1 cos 2 x, soit 1 - x 2 H cos 2 x, soit 0 sS — sS cos 2 x- (1 - x 2 ). 


On a done <t>"(x) > 0. <t>' est strictement croissante sur [0; | [, comme <J>'(0) = 0, <D' est a valeurs positives, done <t> est 
strictement croissante sur [0; | [, comme = 0, <t> est a valeurs positives. 

Done Vx e ]0; | [, cosxsin 2 x+ xsinx > 2x 2 cosx, d’ou leresultat en divisant par x 2 cosx. 


Exercice 4.13 W 



i 

i 

i 


On a trace le cercle le cercle trigonometrique dans un repere orthonorme direct. L’ angle a est mesure en radians. Les 
triangles OAH et OBC sont rectangles respectivement en H et C. On rappelle que 1 ’aire du secteur angulaire OAC est 
a/2. 

1. Calculer 1’ aire du triangle OAC. En deduire que : Va e ]0,tt/ 2] , 0 < sina < a. 

2. Montrer que pour a e ]0 ,tt/2], on a 1 > cos 2 a > 1 - a 2 . En deduire que lim cos a = 1. 

a— 0 

3. Calculer 1’ aire du triangle OBC. En deduire les inegalites : Va e ]0 ,tt/ 2] , sina < a < tana. 

, , ■ , ■ , _ , , sina , tana . . 

4. Deduire des questions precedentes que lim = I et que lim 1. On prouve ainsi que sin et tan sont 

a — 0 a a— o a 

derivables en 0. Expliquer pourquoi. 

5. Pour (xe [0, jt/2], Etablirles inegalites : 

0 ^ cos 2 a sS cos a, OsS 1-cos a? sin 2 a et 0^ 1-cosa^a 2 . 


6. En deduire lim . 

a— 0 a 

rns fa + h} — rosfY sin fry + — rnsfY 

7. En deduire lim et lim . Quelle propriete importante de cos et sin vient-on 

ft— o li ft— o h 

de prouver ? 
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Solution : 


1. L’aire du triangle OAH estdonnee par 0C ^ AH = pp. Si a e ]0,jt/2] alors le triangle OAH n’est pas plat et son aire 
est > 0 done sina > 0. Par ailleurs, le triangle OAH est inclus dans le secteur angulaire OAC et done pp < f ce 
qui prouve la seconde inegalite. 

2 . Soit a e ]0, jt/2]. On utilise la question precedente. De 0 < sina < a, on tire 0 < sin 2 a < a 2 car la fonction x >— >• x 2 
est croissante sur R+. Done 1 > 1 - sin 2 a > 1 - a 2 ce qui donne finalement 1 S cos 2 a > 1 - a 2 . Si a — * 1, on en 

deduit grace au theoreme des gendarmes que lim cosa = 1. 

a— o 

3. L’aire du triangle OBC est OC 2 BC = pp. Comme le triangle AHC est strictement inclus dans le secteur OAC et 
que ce secteur est strictement inclus dans le triangle OBC, on en deduit que sina < a < tana. 

4. Soit a e |0, n/2|. On deduit de l’inegalite de la question 1. que 0 < pp < 1. De meme, de tana > a, on tire 

, s i na „ , , , „ , , ,, , . , sina 

sina > acosa et done > cosa ► 1. Par le theoreme des gendarmes, on en deduit que lim = 1. En 

a a— >o + a— o+ a 

0 _ , on trouve la meme limite par parite. La seconde limite est alors evidente. On reconnait que pp est le taux 
d’accroissement de sin en 0. 11 admet alors une limite quand a -* 0 et sin est derivable en 0 de derivee egale a 1. 
Idem pour tan. 

5. On sa it que 0 ^ cosa sS 1 done en multipliant par cosa qui est positif, on obtient la premiere inegalite. On en 
deduit que 1 S 1- cos 2 a>l- cosa et done la seconde inegalite. La derniere en decoule en udlisant que sina < a. 

6. On divise la derniere inegalite par a£]0,7t/2] : 


0s; 


1 - cosa 


= a <■ 0 

a— >0+ 


done lim ■ 

a— 0+ 


. x . 1-cosa 

0. Par parite, 11 s ensuit que lim = 0. 


a— 0 a 

7. Grace aux formules d’ addition et aux questions precedentes : 


cos (a + It) - cos a cos h— 1 sin h 

= cosa sina ► 

h h h h — *o 


On reconnait dans la premier terme de la ligne precedente le taux d’accroissement de cos en a. On a prouve qu ’il 
tend vers sina quand h — « • 0. Done cos est derivable en a de derivee - sina. On procede de meme pour sin. 


Exercice 4.14 OO 

Calculer : 

1. arcsin(sin(p)) 


2. arccos (cos ( 209971 )) 


Solution : 





1. Comme arcsin : [-1,1] — [-§»§], H faut determiner le reel xe 

-j, |] tel que sinx = sin(p). Mais sin(p) = 

sin (| + j) = cos| = *y = sin (f) d° nc '■ 

arcsin(sin(p)) = | 




2. On a : arccos : [-1, 1] — * [0,tt], done il faut determiner le reel x e [0, tt] tel que cosx = cosl 20 ^ 971 ). Mais 2009 = 

3 x 670 - 1 done 2009tt = — [2 tt] . Mais cos = cos ^ done : 

arccos(cos( 20 ° 911 )) = ^ 



Exercice 4.15 OO Formule de Machin 

1. Montrer que j - arctan ^ + a retail 

2. Pour tout x e IR \ + |Z), exprimer tan (4x) en fonction de tan x. 

3. En deduire la formule de Machin : 

71 1 1 

- = 4 arctan — arctan — 

4 5 239 

Solution : 

1. Notons a = arctan j + arctan p En udlisant les formules d’ additions pour la tangente : 

I + I 

tan (a) = — 2 3 = 1. 

l ~2*3 

De plus Osasn, done necessairement a = | . 
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2. Soit ieI\(S + 2-Z). Toujours par application des formules d’addidons, on montre que : 


tan (4x) = 


4 tan (x) - 4 (tan (x)) 3 
1-6 (tan (x)) 2 + (tan (x)) 4 


3. Par application de cette derniere formule, on trouve que : tan (l arctan 4) = 422. Done, une fois encore grace aux 
formules d’ additions, si on note p = 4arctan 4 - arctan ^ , on trouve : 

tan(3 = tan (4 arctan |) - tan (arctan ± ) = = 1 

1 + tan (4 arctan 4) tan (arctan 559) 1+ jfg * ^35 

et done comme dans la premiere question, on montre que p = f , ce qui demontre la formule de Machin. 


Exercice 4.16 




1 . Soit x e [-1,1]. Simplifier : 

(a) cos(arcsinx) 

(b) sin(arccosx). 


2. Soit xeB. Simplifier : 

(a) cos (3 arctan x) 

(b) cos 2 ( 4 arctan x). 


Solution : 

1. Soit xe [—1,1]. 


(a) arcsinx e [-§,§] done cos(arcsinx) - \/\ - sin 2 (arcsinx) = Vl- 


(b) arccosxE [0, Tt] done sin(arccosx) = \/\ - cos 2 (arccos x) = VI- 


2. Soit x £ KL Remarquons que, pour toutXe ] — tt/2, tu/2[, comme l+tan 2 X = 1/ cos 2 X, il vientcosX - 1 / V 1 + tan 2 X 
et done cosarctanx = l/(Vl + x 2 ) car arctanx e ] — ju/2, ji/2[. 

(a) On utilise les techniques de V annexe B.3, il vient cos(3X) = 4cos 3 X - 3cosX et done : 


cos(3arctanx) = 4cos arctanx- 3 cos arctanx 
4 3 


(1 + X Z J (1 + X Z J 


1 - 3x 2 


(l + x 2 ) d 


(b) Comme cos 2 X = l/2(cos(2x) + 1) : 


cos 2 1 - arctan xj = - (cos arctan x+ 1) 


1 1 
2Vl + x 2 + 2 


Exercice 4.17 W 

Resoudre F equation arcsinx = 2 arctanx. 


Solution : Pour toutXe ]— tt/2, tt/2[, comme 1 + tan 2 X = l/cos 2 X, il vient cosX- 1/Vl + tan 2 X. Done cosarctanx = 

l/(Vl + x 2 ) car arctanx e ] —tt/2, tt/2[ et comme sinX - ±Vl- cos 2 X, on a aussi sin arctanx = x/Vl + x 2 . On a alors : 


arcsin x = 2 arctan x 

=> 

x = sin (2 arctan x) 

=> 

x = 2 sin (arctanx) cos (arctanx) 


2x 


1 + X 2 

=> 

0 

11 

1 

=> 

x — — 1, x=0 oux=l 
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Reciproquement, on verifie que ces 3 nombres sont solutions de V equation. 


Exercice 4.18 

, , i I ?six>0 

Mon trer que : arctan x + arctan ^ = -i " s j x < q 

Montrer que : Vx e [-1, 1] ; arcsin(x) + arccos(x) = ?. 


Solution : La me me methode s ’applique dans les deux questions. 

( [R* — *■ [R 

1. Soit 0i : < i . 0i est derivable sur IR et 0, = 0. Par consequent, il existe des reels 

l x > — > arctan x + arctan j 1 

Ci et C 2 tels que 0i|R* = ci et 0i|R* = C 2 - En prenantla limite de 0i quand x tend vers -oo et +oo on montre que 


ci - - 2 et c 2 - 2 - 

9 c >o I I- 1 - 1 ! 
2. Soit 02 ' 


x > — * arcsin(x) + arccos(x) 

— 1 , 1 ] et evaluant P expression en x - 0 , on montre que cette constante vaut ?. 


. 02 est derivable sur [-1, 1] et 0', = 0. 02 est done constante sur 


Exercice 4.19 W 

Etudierla fonction f donnee par : 


f : x i-> cos 3 x + sin 3 x. 


Solution : Etudions f : x >->■ cos 3 x + sin 3 x. f est definie sur IR mais est 2ti -periodiques. On peut done restreindre le 
domaine d’etude al- [— tt, tt] . Si x e I, /'(x) = 3 cos x sin x (sin x- cos x). Resolvons l’inequation : sinx-cosx 5= 0 
pour xel afin de connaitre le signe de f sur I : 

sin x- cos x 3= 0 
s/2 s/2 

<==> — cosx sinxsSO 

2 2 

cos|x+-|^0 
xe —71, — — U — ,71 

L 4 J l 4 J 

On en deduit le tableau de variation suivant : 


X 

— TT 

71 

4 

o 

1 

7T 

4 


2 71 

sinx 

- 

- 

+ 


+ 

+ 

cosx 

- 

- 

+ + 


+ 

- 

sinx-cosx 

+ 

- 

- 


+ 

+ 

fix) 

+ 

0 

o + o - 

0 

+ 

0 - 

f 

-l 

V2 

2 

> 1 

-i ^ 

>/2 

2 


1 \ 

>*-1 


ainsi que le graphe : 
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Exercice 4.20 

Etudierla fonction definie par : 

f{x) - arcsin 1 2x \/ 1 - x 2 j 


Solution : 

1. Pour que la racine soit definie, il faut que x e [-1,1]. 


2. arcsin est definie sur [-1,1]. Etudions done cp(x) = 2xVl - x 2 sur [-1, 1]. C’est une fonction impaire. II suffit de 
faire 1 ’etude sur [0, 1] . ip est derivable sur [0, 1 [ et Vx £ [0, 1 [, 


ip'(x) = 


2(1 - 2 x 2 ) 


Vl-x 2 

On ecrit le tableau de variations de ip et on voit que 

Vxe [-1,1], tp(x) e [-1,1] 

avect P(A) = L 

Par consequent, Df - [-1,1]. 

3. f est impaire. On fait V etude sur [0, 1] . 

4. ip est derivable sur]- 1, 1[. Comme arcsin est derivable sur] - 1, 1[, a valeurs dans [-1, 1] et ip(0) = 1 si et seulement 
si 0 = -^= . On en deduit que f est derivable sur Ii = [0, -^= [ et sur I 2 =] -^= , 1 [ 

5. Vx £ Ii u I 2 , on calcule 

Par consequent, Vx £ Ii, fix] = 

6. Done il existe C 1 £ R tel que 

et 3 C 2 e IR tel que 


fix) = 


2(1 - 2x^) 


| 2 x 2 - 1 1 V 1 - x 2 
2 


Vx £ Ii, fix)- 2arcsinx+Ci 


Vx £ I 2 , fix) = - 2 arcsinx + C 2 

On determine Ci = 0 et C 2 = tt en prenant les valeurs pardculieres x-0etx- 1. 
7. En conclusion : 


fix) ■ 


2 arcsin x 


sixe [ 0 , -j=] 


- 2 arcsinx-jr six£[4=,l] 

v2 


Montrons en utilisantla trigonometric que 


Vx £ [ , — ], arcsin ^2xV 1 - x 2 j = 2arcsinx 


Soit x £ [ — 7 = , -4=]. Posons 

V2 V2 


3!0 £ [— f , f ] tel que 
Alors 

Or comme 20 £ [-j, j]. 


y = arcsin( 2 xv 1 - x 2 ) 


x = sin 0 


2xf 1 - x 2 = 2 sin 0 |cos 0 | = 2 sin 0 cos 0 = sin 20 
y = arcsin(sin( 20 )) = 20 = 2 arcsin x 


Exercice 4.21 W 

Etudier 


fix) = arccos 


\fx 

1 + x 
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\px 

Solution : Considerons la fonction cp(x) = . Elle est definie sur [0, +oo[ et derivable sur ]0, +oo[, et 

l + x 


Vx> 0, cp'(x) = 


1 - x 


2s/x(l + x) 2 


En tragant le tableau de variations de cp, on voit que cp est a valeurs dans [0, j\. Comme arccos est definie et derivable 
sur [0, |], / est definie continue sur Df = [0,+oo[ et derivable sur ]0, +oo[, et 


Vxe]0,+oo[, f'ix)- 


-1 


t\ — ■ 


x cp'(x) 


n+xr 

(x-l) 


2^xV x 2 + x + 1 (x + 1) 


Par consequent, f est decroissante sur [0, 1], croissante sur [1, +oo[ et /( 0) = — , /( 1) = — , /(x) — * — 

Comme fix) * +oo, / n’estpas derivable en 0 (demi-tangente verticale). 

jc— o 


Exercice 4.22 W 
Etudier 


f{x) — arcsin 



X 

Solution: Posons qt(x.) . <p 

V x 2 + 1 

est derivable sur M et 


. 1 

VxeIR. cp fxl = 

(x 2 + 1)V x 2 + 1 

D’apres le tableau de variations de tp, cp est a valeurs dans ] — 1, 1[. Comme arcsin est definie et derivable sur] — 1,1], / 
est definie et derivable sur K et 


VxeIR. f'(x) — xcp'fxl 

v 1 -^ 

1 

X 2 + 1 

= arctan' (x) 

Par consequent, 3C e R tel que 

VxeR, fix)- arctanx+C 

En prenant x — 0, on trouve que C = 0. 
Montrons par la trigonometrie que 

VxeIR. arcsin I 1 = arctan x 

lv/^2+1 J 

Soit xeR. 3!0 £] - |, |[ tel que 

x = tan0 

Alors arctan x = arctan tan 0 = 0 (car 0 £ ] - 1 | . 
D’ autre part, 

x tan0 

V X 2 + ] 

V 1 + tan 2 0 

(le cosinus est positif sur ]-§, f [. 
Alors 

arcsin [ = arcsin sin 0 = 0 

car 0 £ ] - f , f [ eton a bien le resultat. 



Exercice 4.23 W 

Etudiez la fonction f definie par : 


fix) - arctan 


2x 


- 2 arctan x 
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Solution : La fonction f est definie pour x { — 1, + 1} doncDf =] -oo, -l[u] - 1, 1 [u] 1, +oo[. Comme la fonction f est 
impaire, on fait V etude sur les intervalles Ii = [0, 1 [ et I 2 =] 1, +oo[. Calculons sa derivee : 


Vx e Ii u I 2 , 


f'M 


2x 2 +2 2 

x 4 + 2x 2 + 1 1 + x 2 


Par consequent, 3Ci e IR tel que Vx e Ii, /(x) = Ci et 3 C 2 e IR tel que Vx e I 2 , /(x) = C 2 . En faisant x = 0 et x — ► + 00 , on 
trouve que Ci = 0 et C 2 = -jr. 

Montrons par la trigonometrie que 


Vxe]-1,1[, 


arctan 


2x 

T^7 2 


- 2 arctan x 


Soit xe] — 1, 1[. 3!0 e ]-f , f [ tel que x = tan0. Alors 


2x 

1 - x 2 


tan 20 
1 - tan 2 0 


= tan(20) 


Or 20 e ]-j , | [ done 


arctan 


2x 

1 - x 2 


= 20 = 2 arctan x 


Exercice 4.24 

Montrer que 


W 


Vx e [0,1], arcsin \/x = — + — arcsin(2x- 1) 


Retrouver ensuite ce resultat par la trigonometrie 
Indication 4.3 : On pourra poser x — sin 2 u 


Solution : Soit fix) - arcsin \fx- — arcsin(2x- 1). f est bien definie sur [0, 1] car -1 ^ 2x- 1 ^ 1. Elle est derivable 
sur ]0, 1[ et 


fix) = 


/l - x 2 yfx \fl — (2x- l) 2 2V x- x 2 \Tfx- 4x 2 


= 0 


Cette fonction est done constante sur 1 ’intervalle [0, 1] . En faisant x — 0, on trouve que f{ 0) = — . 

On retrouve ce resultat car on peut poser x- sin 2 u lorsque x e [0, 1], avec ue [0, |], Alors 

71 71 

arcsin(2x- 1) = arcsin(-cos2w) = -arcsm(cos2w) = arccos(cos2i<) - — = 2u- — 
et arcsin \fx — arcsin sin u - u. 


Exercice 4.25 W 
Etudier la fonction 


1 - x 2 

fix) = arccos - 2 arctan x 

1 + x 2 


Solution : 

1 . Puisque arccos est definie sur [—1,1], il faut que 
et 1 - x 2 3= -(1 + x 2 ). Done 


1 — x 2 


D/ = l 


1 + X' 

II n’y a pas de parite. 


=£ 1, ce qui est toujours verifie car Vx eIR,1-x 2 ^1 + x 2 


2. Puisque arccos est derivable sur ] — 1, 1 [ et que 


1 — x 2 
1 + x 2 


= 1 


0, / est derivable sur Ii =] - 00 , 0[ et sur 


I 2 =]0, +oo[ comme composee de fonctions derivables. Et Vx e Ii u I 2 : 


fix) = 


-1 


-2 


(2x) - ■ 


1- 


(! — x 2 ) 2 V + x 2 ) 2 1 + 

(1 + x 2 ) 2 


2 sgjx) 
1 + x 2 


l + x z 


Par consequent, puisque f - 0 sur I 2 , 3C2 e IR, tel que Vx e Ij, fix) - C 2 et en faisant x — > • +00, C 2 = 0. Sur 
. 4 

Ii, / (x) = — et done 3Ci e IR, tel que Vx e Ij, fix) - 4arctanx + Ci. En faisant x —> ■ -00, on trouve que 

Ci = 2 71. 


1 + x 2 
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3. Montrons par la trigonometric que 


l-x l 


Vx3=0, arccos ;r= 2 arctan x 

\l + x z ) 

Soit x 3= 0. II existe un unique 0 e]0, | [ tel que x — tan0/2. Alors 2 arctan x = 0 et 

1 — x z 


1 + x 2 


= arccos(cos0) = 0(0 e [0, it]) 


Exercice 4.26 02? 

Etudierla foncdon 


fix) = arctan 


Vl^x 2 


Solution : On determine Df =] - 1, 1[, f est impaire et derivable sur ] - 1, 1 [ et Vx e] - 1, 1 [, 


2x 2 


/'(*) = ■ 


Vl-x 2 + ■ 

1 2Vl-x 2 


1 + ■ 


1 - X 2 


1-x 2 


1 


vT - x 2 

Par consequent, 3C e R, tel que Vx e] - 1, 1[, /(x) = C. Comme /( 0) = 0, on a montre que Vx e] - 1, 1[ 


Vl-x 2 

On retrouve ce resultat par la trigonometrie. Soit x e] - 1, 1[. Alors 3!0 e] - |, |[ tei que x - sin0. Alors 

sinQ 


arctan - arctan 


Vl-x 2 y/ 1 - sin 2 0 


= arctan© = 0 


Exercice 4.27 W 


Etudier 


fix) = arctan^ 


( V x 2 + 1 - 1 


Solution : Df = IR*\ / est impaire. On fait 1’ etude sur [0,+oo[. / est derivable sur ]0,+oo[ et Vxe]0,+oo[ 

1 V x 2 + 1 — 1 


fix) = 


2x 2 + 2-2v / x 2 + 1 Vx 2 + 1 
Vx 2 + 1- 1 


2(x 2 + l)(\/x 2 + l-l) 
1 


2(x 2 + 1) 

1 , 

= - arctan (x) 
2 


Done il existe Ci £ K telle que Vx e]0, +oo[, 


fix) = — arctanx+ Ci 

En prenant la limite lorsque x -* + 00 , on trouve Ci = 0. De meme, on montre que Vx e] - 00 , 0[, 

fix) — — arctan x 

On retrouve ce resultat par la trigonometrie en posant x — tan0. 
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Exercice 4.28 W 

Une statue de hauteur p est placee sur un piedestal de hauteur s. Un observateur se trouve a une distance d de la statue 
(sa taille est negligeable). Trouverla distance d pour que V observateur voie la statue sous un angle a maximal. 


H 



Solution : Notons 0 1’ angle AOH et ip 1’ angle AOS. Alors 

a- 0-cp 


p + s s n 

Or tan 0 = et tancp = — par consequent, puisque a,0,ip e]0, — [, 


p+ s s 

a = arctan arctan — 

d d 

En posant A-p + setB-s, etudions la fonction 


/: 


]0, +oo[ — * 

X > — * 


R 

A B 

arctan arctan — 

x x 


Elle est derivable sur ]0, +oo[ et 


Mx e I, f\x) 


(B - A) (x 2 - AB) 
(x 2 + B 2 )(x 2 + A 2 ) 


et done f s’annule en xq - \/AB (car A > B, puisque s > ()). On voit sur le tableau de variations de f que xo correspond 
a un minimum de f et done la distance d sous laquelle on voit la statue sous un angle minimal est : 


d 0 = x/(p+s]s 


Cet angle vaut alors 


cto = f{do) = 2 arctan 



(on a utilise la formule arctan x + arctan — - — lorsque x>0). 


Jt 

2 


4.6.3 Fonctions hyperboliques 

Exercice 4.29 O 

1. VxeIR + , shx^x. 

x 2 

2. Mx E IR, chx 13 1 H 

2 


Solution : II suffit d’etudier les fonctions f : 
qu ’elles sont positives sur le domaine d’ etude. 



R 

x 


R 

x 2 et de montrer 

1 H ch x 

2 


Exercice 4.30 O 

Demontrer que Mx e R et Mn e l\J, (chx+ shx)” = ch(rcx) + sh(rcx). 
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Solution : Soient x e R et n e N. Comme ch x + sh x = e x : 

(chx+ shx)” = [e x ) n = e nx - ch(nx) + sh(nx) 

Exercice 4.31 V 

Simplifier, quand la ou elles sont definies, les expressions suivantes : 

1. ch(argshx) 3. sh (2 argsh x) 5. th(argchx) 

2. th (argsh x) 4. sh(argchx) 6. ch (argth xj 


Solution : 

1 . Soit x e R. Comme ch est strictement positive sur R, ch x = VI + sti 2 x et : 


ch (argsh x) = 41 + sh 2 (argsh x) = 


\/ 1 +- x 2 


2. Soit x e R. Comme th x = ■ 


shx 

chx 


th (argsh x) = 


sh (argsh x) 


Vl + x 2 


ch (argsh x 

3. Soit xeU.En utilisant les formules d’ additions, 

sh (2 argsh x) = 2 ch (argsh x) sh (argsh x) = 


2xV 1 + x 2 


4. Soit x e [l,+oo[. Comme sh est positive sur [l,+-oo[, shx = V ch 2 x - 1 et 


5. SoitxE [l,+-oo[. 


th(argchx) = 


sh (argchx) 


ch(argch; 


1 = 

V X 2 

-1 




V x 2 - 1 


X 



P 1 1 
6. Soit x e R. De : 1 - th x = — , on deduit, ch etant positive sur R : chx = — . Par suite . 

ch 2 x Vl-th 2 x 


ch (argth x) = 


'1-th 2 (argth j 


1 


Vl-x 2 


Exercice 4.32 W 

Pour tout (a, b)eU 2 etne N, calculer : 


C n = Y ch(a+ kb) et S n = Y sh(fl+ kb). 
k=0 k = 0 


Solution : Soient (a, b ) e R 2 et n e M. On a 


1 _ e ln+l)b 

k \ P a sih^O 


C„+-S„ = Y [ch{a+kb)+sh(a+kb)) - Y e a+ - e ° Y [ e “ j =< 1-e 

k = o k = o k= o v I {n+ 1) e a si b-0 


De meme : 


~ la+kb ) _ -a v ( a -b) - ) e 


Cn -S n - Y ( c h(«+ kb) - sh(a+kb)) = Y e (a+ 1 = e a Y 
k = 0 A:=0 k= 0 ' 


X _ e -tn+l)b 


si b^ 0 


l-e~ b 
[n+ l)e~ a si b-0 
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Exercice 4.33 W 

Montrer que Vx / 0 , 


Calculer alors la somme 


thx — ■ 


th2x 


1 

thx 


S 


n — 


n-l 

£ 2 fc th(2 fc x) 
fc=o 


Solution : En utilisant les formules d’ addition pour la tangente hyperbolique : 

2 1 2 1 1 + th 2 x - 1 


th2x thx 


2thx 
l+th 2 x 


thx 


thx 


= thx. 


En remplaqant dans la somme, on trouve 


s B = E 2 ' 

k = 0 


2 2 
Vth2 fc+1 x th2 fc j 


y — y 

H"n th2 fc+1 v ■ - 


n-l 2 k 
k^o th2 fc j 


2 n 

1 

th2 n x 

thx 


Exercice 4.34 W 

Montrez que 

VxsO, arctan(shx) = arccos ( 

(chx 

Retrouver ensuite ce resultat par la trigonometric. 


Solution : Considerons la fonction f : [ 0 , +oo[- 


definie par 


fix) - arctan(shx) - arccos 

V chx 


Elle est derivable sur 1 ' interval le ] 0 , +oo[ et Vx > 0 , 


fix) = 


chx 

1 + sh 2 x 


shx 


/i --L- ch 2 x 

ch 2 x 


— 0 


Comme /( 0) = 0, on trouve que Vx e [ 0 ,+oo[, fix) - 0. 

Paria trigonometric : soit un reel x^O. Comme e] 0, 1 [, il existe 0 e [0, tel que 

chx 2 

= COS0 

chx 


Alors 
et alors 

Et d’ autre part, on a bien 


shx = \ — ^^5— - 1 = tan0 
V cos 2 0 


arctan(shx) = arctan(tan0) = 0 


arccosf — ) = arccos(cos0) = 0(0 e [0 , tt]) 

v chx' 
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Exercice 4.35 00 

Soit aeR. Resoudre V equation 


chx + cos a = 2shx + sin a 


Solution : En passant aux exponentielles et en notantX- e x , X doit verifier 1’ equation du second degre : 

X 2 + 2(sin a - cos a)X -3 = 0 

Le discriminant reduit vaut A' - (sin a - cos a) 2 + 3 > 0. Puisque X > 0, il faut que 

X - v (sin a - cos a) 2 + 3 - (sin a - cos a ) 

On a bien X > 0 car \J (sin a — cos a) 2 + 3 > \sina- cos a\. Alors 

x - In | \/4 - sin 2a - 2 + sin2aj 


Exercice 4.36 00 

Soit 


Montrer que f est bien definie et que : Vx e I =] - j [ : 

1. th Ap = tanf 

2. th/(x) = sinx 


R 

ln(tan(f + §)) 


3. ch f{x ) - — ^ — 

cosx 

4. sh/(x) = tanx. 


Solution : Remarquons d’abord que dans l’intervalle de definition, 0 < (f - f ) < f et done que la tangente prend ses 
valeurs dans ]0, +oo[ et par consequent que f est bien definie. 

1. Puisque 

thX = 


^-1 


En remplaqant. 


th 


/ M 


‘+1 
tan(f + f ) - 1 


tan(f + f) + l 

et en developpant sin (a + b), cos (a + b), on trouve le resultat. 

2. On utilise la meme expression de thx etl’on trouve : 


th fix) = 


tan 2 (f +f)-l 
tan 2 ij + f) + 1 


= sm - + - - cos - + ■ 


= - cos x+ - = smx 


ou l’on a utilise la formule cos 2 a - cos 2 a - sin 2 a. 
e x + e~ ' 


3. Puisque ch x = 


on trouve que 

tan 2 (f + f) + 1 


ch/(x) : 


1 


1 


2tan(i + ?) 2sin(f + f)cos(f + j) sin(x+?) 


1 

cosx 


4. De la meme fagon, 


sh fix ) = 


tan 2 (f + ?) - 1 sin 2 (^ + f) - cos 2 (# + f ) -cos(x+^) 


2tan(f + f) 


2sin(f + f)cos(f + f) sin(x+f) 


= tan x. 


Exercice 4.37 00 

Resoudre V equation 

On udliser a deux methodes differentes : 


5chx-4shx = 3 
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1) En exprimant tout a l’aide d’exponentielles, 

x 

2) En utilisant t — th — . 

2 

Solution : 

1. L’ equation s’ecrit 5(e x + e~ x ) -4(e x - e~ x ) - 6, c’est-a-dire 

(e x ) 2 -6e x + 9 = 0 

En posant X - e x , on a une equation du second degre, (X - 3 ) 2 = 0, on trouve alors une unique solution e x - 3, 
c ’est-a-dire \ x — ln3 | 

2. Si t — thj, 1’ equation s’ecrit 

1 + t 2 2 1 o 

5 7 -4 T = 3<=>4t-4t+l = 0 

1 - t 2 1 - t 2 

V unique solution est alors t = — . Alors 

th— = - 2{e ? - e~Z) = e? + e ~ 2 e x — 3 x - ln3 

2 2 

La premiere solution est plus simple ! 


Exercice 4.38 W 

Calculer la derivee de f : x ^ 
la trigonometric. 


1 + thx 
1 - thx 


sur un domaine a determiner. Conclusion ? Retrouver ce resultat en utilisant 


Solution : Comme th : R >-► ] - 1, 1 [, la fonction f est definie sur K. Pour tout x e K, on trouve que 


f'M = ■ 


1 


1 - thx (1 - thx) : 
1 - thx 


■(1 - th 2 x) = 


1 + thx 
1 - thx 


/ verifie 1 ’equation differentielle y’ = y. f est done de la forme : f : x ae x et comme f [0] - 1, on a a - 1 et f est la 
fonction exponentielle neperienne. On retrouve ce resultat en ecrivant 


fix) = 


ch x + sh x 
ch x - sh x 



e x . 


Exercice 4.39 W 

Montrer que Vx e K, 


2arctan(thx) = arctan(sh2x) 


Solution : Soit f : 


2arctan(thx) - arctan(sh(2x)) 
2 1 


Vxel R,/'(x) = 


Oil a D^- = IR et 
1 


1 + th 2 x ch 2 x 1 + sh 2 (2x) 
2 2 

= 0 


-(2 ch(2x)) 


ch 2 x + sh 2 x ch 2 (2x) 


Par consequent f est constante sur IR et puisque /( 0) -0, on a 1 ’egalite voulue. 

En passant par la trigonometric, soit xeR, 3!0 e] - f , f [ tel que thx = tan0. Alors arctan(sh(2x)) = arctan(2shxchx). 

Or shxchx = — , done sh2x = — = tan(20) et puisque 20 e] -?,?[, on obtient 1’ egalite souhaitee. 

l-th 2 x 1 - tan 2 (0) F J S 
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Equations differentielles lineaires 


In Order to solve a differential equation you look at it 
till a solution occurs to you 
George Polya - How to solve it. 

Pour bien aborder ce chapitre 

L’objet de ce chapitre est de donner des outils pour resoudre des equations differentielles du premier et du second ordre. 
Vous rencontrerez quotidiennement ces equations en mathematiques mais aussi en physique, en chimie et en sciences 
de Fingenieur. II est done imperatif de bien maitriser les techniques developpees ici. Indirectement, nous reviserons les 
techniques de primitivation enseignees en terminale. II est conseille a ce sujet de se remettre en memoire les primitives 
des fonctions usuelles, voir F annexe E.4. Vous pourrez dans une premiere lecture eviter de vous focaliser sur les demon- 
strations. Celles-ci s’eclairciront apres les premiers rudiments d’algebre lineaire du chapitre 23 et plus particulierement le 
paragraphe 23.5 page 860 et le chapitre 13 d’integration. 

5.1 Quelques rappels 

Dans tout le chapitre, I designe un intervalle de R non reduit a un point. Le symbole IK representera indifferemment le 
corps R des reels ou le corps C des complexes. 

5.2 Deux caracterisations de la fonction exponentielle 

Remarque 5.1 Soit a e € et f a : R — ► C, t >-► e at . La fonction f a verifie : 

• /«(0) = 1 

• V(f, t') £ R 2 , f a (t+ t') =f a (t)f a (t') 

• f a est derivable sur IR et f' a = af a . 

5.2.1 Caracterisation par une equation differentielle 

On se propose d’etudier ici une fonction / : R — * C derivable sur K et verifiant F equation differentielle f - af ou aeC* . 


Proposition 5.1 Caracterisation de la fonction exponentielle l’equation differentielle /' = af 

Soit / une fonction derivable de R dans C et pour laquelle il existe a eC* tel que f = af. Alors il existe X e C tel que : 
Vf e R, f(t) = \e at . 

Autrement dit, / verifie : / = A f a . Si, de plus, /( 0) = 1 alors / = f a . 


Demonstration Introduisons la fonction 0 : 


_ at . 11 est clair que, pour tout t e I 


3' (f) = /' (f) e~ at - af' {t) e~ at = af (t) e~ at - af (f) e~ 


Done 0 est une fonction constante sur 1' intervalle OS. Il existe alors AeC tel que : Vf e OS, f (t)e at = A. Le resultat est prouve. 
On verifie aussi facilement que si /( 0) = 1 alors f = fa- 
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5.2.2 Caracterisation par une equation fonctionnelle 

On se propose maintenant d’etudier une fonction / : R — * € derivable sur R et verifiant F equation fonctionnelle 

Mis, t)eR 2 , /(s+ t) = f is) fit) 


Proposition 5.2 ^ Caracterisation de la fonction exponentielle par Fequation fonctionnelle f{s+ t) = f(s) /(f) 
Soit / une fonction derivable de R dans C verifiant Fequation Mis, f) e R 2 , fis + t) - Si il existe c e R tel que 

/(c) = 0 alors / est la fonction nulle sur R. Sinon /( 0) = 1 et il existe a e C tel que /' = af , c’est a dire tel que / = f a . 

Demonstration Remarquons que, pour tout s,t e R, f{s) = fils- t) + t) = f is- 1) fit). S'il existe un reel t tel que fit) =0 
alors on deduit de l’egalite preceden te que f est identiquement nulle sur R. Supposons alors que f ne s’annule jamais. On a 
f (0) = / (0 + 0) = / (0) / (0) et done f (0) (/ (0) - l) = 0. Comme f ne s’annule jamais, il vient f (0) = 1. Par derivation de l’egalite 
f[s + f) = f is) fit) par rapport a s, on obtient f' is + f) = f (s) / (f) et avec s = 0 cela amene f' it) = f' (0) fit) ou encore f' it) = 
a fit) si a = f' (0). Par application de la propriete 5.1 et comme / (0) = 1. on peut affirmer que f= fa- 


53 Equation differentielle lineaire du premier ordre 

5.3.1 Vocabulaire 


Definition 5.1 O Equation differentielle lineaire du premier ordre 

Soient a, b, c trois fonctions definies sur I et a valeurs dans IK. 

- On appelle equation differentielle du premier ordre une equation differentielle de la forme 

VfEl, a it) y' it) + b it) y [t) - c it) (E) 

- Une solution de cette equation differentielle est une fonction / derivable sur I, a valeurs dans IK et verifiant : 

Vfel, a it) f' it) + b it) f it) - c it) 

- Resoudre, ou integrer Fequation differentielle (E) revient a determiner Fensemble des fonctions qui sont solutions de 
(E). On notera Sk (E) cet ensemble. 

- Le graphe d’une solution / de (E) dans un repere (O, ~7,~j) du plan est une courbe integrate de (E). 

- Si la fonction c est identiquement nulle, Fequation differentielle (E) est dite homogene ou sans second membre. 

- (E) est dite normalisee si a est la fonction constante identiquement egale a 1 sur I. 



Figure 5.1 - Champ de vecteurs et courbes integrales 


Remarque 5.2 Si y e ,5/, est une solution d’une equation differentielle explicite 

(E) y' = fiy,t) 

alors en un point (f, y) de la courbe representative de y, la pente de la tangente a cette courbe 'iS y vaut fiy,t). La 
connaissance de la fonction / permet de tracer un champ de vecteurs. En un point (fo,yo) du plan on represente un 
vecteur de pente /(fo,yo)- Alors un point (fo,y(£o)) d’une courbe integrale de (E), le champ de vecteurs sera tangent a la 
courbe. C’est l’idee de la methode d’Euler, voir 5.3.6 page 209. 
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Mathematicien frangais, Cauchy est, apres Leonhard Euler ( voir 1 page 
29), et avec pres de 800 publications, le mathematicien le plus pro- 
lifique de i’histoire des mathemadques. 11 fut un pionnier dans diverses 
branches des mathemadques comme V etude de la convergence et de 
la divergence des series (notions que vous decouvrirez en spe), l’e- 
tude des groupes de permutations (voir le chapitre 26, ce travail fut 
precurseur de la theorie des groupes). 11 travailla sur la theorie des 
equations differendelles et fut le decouvreur des foncdons holomor- 
phes. 11 ne se comporta pas toujours de maniere adroite avec les je- 
unes mathemadciens. II sous-esdma ainsi le travail d’Abel ou de Ga- 
lois et egara meme un memoire, pourtant capital, de ce dernier. II fut 
enseignant a l’ecole Poly technique. Son cours etait d’une rigueur in- 
habituelle pour 1 ’epoque et il fut decrie au depart par ses eleves et ses 
collegues. II allait neanmoins devenir une reference pour tout travail 
en analyse au 19 eme siecle. 



5.3.2 Resolution de l’equation differentielle homogene normalisee 


Theoreme 5.4 'v’W Fondamental : resolution de l’equation differentielle homogene normalisee 

On suppose que : 

feTl I est un intervalle de 05. 


mj) a est une fonction continue definie sur I et a valeurs dans K. 
Alors les solutions de F equation differentielle homogene normalisee : 




sont donnees par les fonctions 


tPa : 


ou a e IK et ou A est une primitive de a sur I. 


S K (E) = {f~ae~ AU) | a e K]~| 


Demonstration Nous verrons dans le chapitre 13 que toute fonction continue sur un intervalle I c/e K possede une primitive sur 
cet intervalle (voirle theoreme 13.30 page 531 ). 

1. Cherchons une solution de (E). Comme 
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I est un intervalle. 


H2 ) a est continue sur I, 


on peut afhrmer que a possede une primitive A sur I. Considerons la fonction cpi donnee par 


ipi est clairement derivable sur 1 comme composee de fonctions derivables. De plus, si tel, 

(p'j (f) = -A' (f) e~ A{t) 


Par consequent ip^ (f) + a (f) cpi (f) = -a (f) e A ^ + a(t)e A ^ = 0 et cpj est bien solution de (E). 

2. Montrons maintenant que toutes les autres solutions de (E) sont proportionnelles a celle ci. Soit (p : I — ► K une autre solution 
de (E). Comme cpi ne s’annule pas sur 1, le quotient jjjy- est dehni sur I. Si nous prouvons que la derivee de ce quotient est 
identiquement nulle sur 1, alors, d’apres le theoreme 4.3, la fonction est constante sur 1 et il existe a e K tel que, pour 
tout tel , = a ce qui prouve bien que les deux fonctions sont proportionnelles. Calculons done . Ce quotient est 

derivable sur 1 car c’ est un quotient de fonctions derivables sur I. De plus, pour tout tel, 


— J it) = it) 


ip' it)e A ^ +fl(t)cp(f)e A ^ 
(ip'(f) + a(t)(p(t))e A(f) 


cartp est une solution de (E). Le theoreme est done demontre. 

Remarque 5.3 Avec les notations de cette derniere proposition, remarquons que si ip est une solution non nulle de (E) 
alors il en est de meme de Atp ou A e IK. Reciproquement, toute solution de (E) est proportionnelle a ip. Sk (K) possede 
une structure de droite vectorielle. 


Exempt e 5.1 Resoudre 


(E): y' -2ty-Q 


(E) est une equation differentielle lineaire du premier ordre sans second membre et normalisee. La fonction a : 

( IR — ► IR j ... „ „ ^ „ j A ( R — ► I R 

< ^ possede des primitives sur IR. Une d entre elles est donnee par A : < ^ ^ . Par applica- 

tion du theoreme precedent, les solutions de (E) sont les fonctions : 


Proposition 5.5 

Soient I un intervalle et a une fonction continue definie sur I, to e I et yo e IK. Alors il existe une et une seule solution du 
probleme de Cauchy P equation differentielle 

Vfel, y'(r) + a{t)y[t) — 0 (E) 

verifiant la condition initiale (fo,yo) (e’est a dire telle que y (fo) = yo)- 

Demonstration 
Existence Posons : 

( I — * K 

f > — » y 0 exp fl(n)dnj 

Remarquons que t — a{u)du est la primitive de a sur 1 qui s’annule en to- Par application du theoreme precedent, (p est 
solution de (E). De plus, 

ip(fo) = yoexp|- a(w)dwj = y 0 . 

Par consequent, (p verifie bien la condition initiale ip (fo) = yo- 
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Figure 5.2 - Graphes de quelques solutions de (E) 

Unicite Soit \|/ une autre solution de E qui verifie la condition initiale (fo.yo)- Far application du theoreme precedent, cp et \|/ sont 
proportionnelles : 

3celK, \|/ = ccp. 

- Si yo = 0 alors cp est la fonction nulle et il en est done de meme de \|/. On a done bien cp = cp. 

- Sinon, si yo ^0, on a 

yo = cpUo) = ccpUo) = LEO 

ce qui amene, en divisant les deux membres de cette egalite par yo que c = 1 et done, la encore que \p = cp. 

Remarque 5.4 Avec les hypotheses de la proposition precedente : si to e I, 

Sr(E) = 1 1 — c exp a(w)dwj |ceK 

La solution prenant la valeur yo en to est exactement t^yo exp|-/^ a{u)du^. 

I Remarque 5.5 Si une solution s’annule en un point, alors elle est nulle sur R tout entier. 

Si une solution est non nulle en un point, alors elle ne s’annule jamais. 


5.3.3 Resolution de l’equation differentielle normalisee avec second membre 

/Proposition 5.6 


Vfel, y' (r) + a{t)y(t)-b{t) (E) 


Considerons V equation differentielle : 

On suppose que : 

I est un intervalle de R 

a et b sont des fonctions continues sur I a valeurs dans I 


ipo : I — *■ R est une solution particuliere de (E). 

alors les solutions de (E) sont les fonctions de la forme tpo+tp ou cp est une solution de F equation differentielle homogene 
associee 

VfEl, y'(f) + ay(f) = 0 (El). 

Autrement dit : toute solution de (E) est somme d’une solution cp de l’equation homogene (EE) associee a (E) et d’une 
solution particuliere tpo de (E) 

Sr (E) = {cp 0 + cp | cp E Sr (EE)} = cp 0 + Sr (H) 
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Demonstration 

- Soit <p : I — «■ IK une solution de V equation homogene (H) associee a (E). On a done cp' + acp = 0. La fonction epo + cp est solution de 
(E) . En effet : 

(epo + cp ) ' + a (epo + cp) = (pg + cp' + flepo + flip 

= (cpg + flepo) + (cp' + flep) 
b 0 

= b. 

- Reciproquement, soit \p une solution de (E). Montrons qu'il existe cp e (H) tel que \p = epo + cp. Ceia revient a montrer que 
\p - epo est solution de (H) . On verihe que c ’est le cas car : 

(\p-cpo)' + fl(\p-cp 0 ) = (v|/ - acp) - (cp'g - aepo) 



= b-b 
= 0 . 

Exemple 5.2 Resolvons sur I = R, 1’ equation differentielle 

y'+ty=t (E) 

Par application du theoreme 5.4, les solutions de F equation homogene : y' + ty - 0 sont les fonctions cp a : IK — ► IR, t ^ 

_ f 2 

ae "2" oil a e K. Une solution evidente de (E) est la fonction constante : cp : f ■ — ► 1. D’apres le theoreme precedent, les 
solutions de (E) sont les fonctions : 

[ I — ► R 

_£ ; aelR. 

( t < — » 1 + ae 2 


5.3.4 Determination de solutions particulieres 

Superposition des solutions 


Proposition 5.7 Principe de superposition des solutions 

Soient a, b, b\, i ?2 quatre fonctions definies et continues sur I telles 
differentielles 

\ 

que b - b\ + b-z- On considere les equations 

VfEl, y'(r) + fl(f)y(r) = b(t) 

(E) 

Vfel, y'(f) + a(f)y(f) = b\ (f) 

(Ei) 

Vfel, y' (f) + a(t)y(t) = b 2 (f) 

(E 2 ) 

Si yi et y 2 sont des solutions particulieres respectivement de (Ei) et (E 2 ) alors y - yi + y2 est une solution particuliere 

[de (E). 

J 


Demonstration En effet : 


(yi+y2)' + ay(yi + y2) = yl + ayi+y2 + «y2 



= b\ + b 2 
= b 

Trois cas particuliers 

Proposition 5.8 

Soient a e IK et P un polynome de degre n a coefficients dans K. L’ equation 

Vfel, y'(r) + ct y(f) (E) 

admet comme solution particuliere : 

• Un polynome de degre n + 1 si a = 0. 

• Un polynome de degre n sinon. 

Demonstration 
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- Si a = 0, une solution de (E) estdonnee par une primitive de P. Lepolyndme P etantde degre n, cette primitive est necessairement 
de degre n + 1 . 

- Si a 5 ^ 0, commengons par traiterle cas ou P est donne par P ( t ) = Af" avec A e R ef n e N. Cherchons une solution de (E) sous la 

forme cp : f cq- ou pour tout k e [0, n] , cq e IK. On a : 


(p est solution de (E) 

=> Y fc«fc 1 + a Y otfc = Af” 
fc=i fc=o 

7i— 1 n 

=> £ (fc+l)a jt+ 1 f fc + a £ a fc f fc = Af" 

fc =0 k=0 

u-l 

a.a n t n + Y ((fc+ l)oq + i + a.oq) C = Af ' 1 
k=0 


a.a„ = A 

Vfce [0, « — 1] , (k+ 1) aj. + 1 + a.cq = 0 


par identification 


- et V A; e [0, n - 1] , <Xfc = —(k+ 1) car a / 0 


Reciproquement, si les coefficients de tp : t —■ • Z^_ 0 a^f*" sont donnes par les relations precedentes, on verifie que (p est une 
solution de (E). On prouve ainsi que (E) possede une solution polynomiale de degre n dans le cas ou P est un monome de degre 
n. Traitons maintenant le cas general. On suppose que P est donne par P (f) = T.Yo^k tk ou :Vke [0, n\ , Aj. e K. Considerons 
les n + 1 equations : 


y' + ay 

= Ao 

(E 0 ) 

y' + ay 

= A \t 

(Ei) 

y' + uy 

= A 2 f 2 

(E 2 ) 

y' + ay 

= A„f " 

(E«) 


Compte tenu de ce qui vient d'etre prouve. pour tout k e [0, n] , (Ej-) admet une solution polynomiale qq- de degre k si 0 ef 
la solution nulle sinon. Par application du principe de superposition, on peut alors afSrmer que tp = (po + (Pi + • • • + <Pn est solution 
de E. Comme P est de degre n, q> n est different de 0 et tp n est necessairement de degre n. Le polynome (p est done clairement 
de degre n. 

Remarque 5.6 Pour montrer la puissance de Falgebre lineaire (a venir), void comment on pourra demontrer cette 
propriete : 

Pour a ^ 0, on considere F application / de IK n [X] dans lui-meme defini par /( P) = P' + aP. On a deg(/(P)) = degP. On 
en deduit que Ker / = {0}. / est injective done surjective. Ce qu’il fallait demontrer. 


f P roposition 5.9 



Soient P un polynome de degre n, m e K et a une fonction continue sur I. Soit a e K, F equation 


Vfel, y'(f) + a y(f) = 

P (f) e mt | (E) 


admet une solution particuliere sur I de la forme t >-»■ Q (f) e mt ou : 


• Q est un polynome de degre n si a + m ^ 0 

• Q est un polynome de degre n + 1 si a + m - 0. 




Demonstration Considerons \|/ : I — ► K et (p : I — ► IK, f — > \ye~' nt . Montrons que \p est solution de CE) : y' + ay = Pe mf si et 
seulement si cp est solution de (E)' : z' + (a + m) z = P. Ceci prouvera la proposition. En effet, d’apres la proposition precedente, (E') 
possede une solution particuliere tpo qui est un polynome de degre n si a + m ne s'annule pas ou un polynome de degre n+ 1 si 
->K,t« q>oe mt est une solution particuliere de (E). On a : 

\p est solution de (E) 

Vfel, \|/(f) + cnp(f) = P(f)e mf 
Vfel, q> [t)e mt + mip{t ) e mt + atp(f) e mt = P (f) e mt 
Vfel, q> {t) + (a + m) cp (t) = P (f) car exp ne s’annule jamais 
(p est solution de (E , j 

Reciproquement. par des calculs analogues, on verifie facilement que si tp est une solution de (E') alors tp est une solution de (E). 


ot+m s ’a nnule. Par consequent tpo : I 
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| Remarque 5.7 Cette technique s’appelle un changement de fonction inconnue. 


Proposition 5.10 

Soient qi,q 2 >«, w £ R avec <n / 0. L’ equation 

Vfel, y' (f) + ay(t) = (E) 

admet une solution particuliere sur I de la forme t pi cos (to t) + p 2 sin (to r) ou pi, p 2 e R. 


Demonstration On demontre le lemme suivant : SiVt e R, a cos (a»() + (3 sin (lot) = 0 (1), alors a = p = 0. En effet, pour t = 0. on 
a a = 0, et pour t = p = 0. 

Soit (po : t —► pi cos (to t) + p2 sin ( w 0 • On a la serie d' implications : 

(po est solution de (E) 

=> Vfel, (p[) (t) + a cpo (t) = rp cos(d)t) + q 2 sin(d)f) 

=> Vfel, (pi + a)p 2 ) cos (to f) + (p 2 - tupi) sin(d)f) = r|i cos (to f) + r |2 sin (to f) 

jpi + wp2 =m 
l -wpi + P2 =r|2 


=> (pi, P2) est solution de < 

l~tox + y = r | 2 

Reciproquement, si ce systeme admet un couple solution (pi , P 2 ) alors cpo : f •-> pi cos (at f) + P 2 sin (at t) est solution de (E) . 

Mais le determinant de ce systeme est 1 + at 2 y 0 et le systeme possede toujours un couple solution (voir proposition 2.21 page 75). 
L' equation (E) admet done toujours une solution de la forme indiquee. 


Exemple 5.3 Resolvons sur l’intervalle 1 = 0?, F equation differentielle 

y' + y — 2e x + 4sinx + 3cosx. 

Par application du theoreme 5.4, F equation homogene y' + y - 0 admet comme solutions les fonctions tp^ : US — ► IR, x ■ — ► 
ae~ x avec a e 0?. 

Une solution evidente de y' + y - 2e x est y : x >-► e x . 

D’apres la proposition 5.10, on peut chercher une solution particuliere de y 1 + y - 4 sin x + 3 cos x sous la forme <p : 
x >-► acosx+ psinx. On verifie alors que tp est solution de cette equation si et seulement si a = -1/2 et p = 7/2. Par 
application du principe de superposition, les solutions de (E) sont les fonctions x >-► l/2cosx+ 7/2sinx+ e x + ae~ x ou 
a e R. 


Methode de variation de la constante 

Soient a,b deux fonctions continues definies sur I et a valeurs dans K. Considerons F equation differentielle : Vf e 
I, y’ (t) + ay (t) - b (t) (E) . Pour determiner une solution particuliere de (E) : 

1 On peut determiner tout d’abord une solution non nulle de F equation homogene associee a (E). Une telle solution 
est de la forme t^c ou A est une primitive de a sur I et ou c eK*. 

2 On cherche alors une solution particuliere de (E) sous la forme : V t e I, \|; (t) - c(t) e~ A(l> ou c est une fonction 
derivable sur I. On a F equivalence suivante : 

\|/ est solution de (E) o V t e I, d ( f) -b(t). 

3 Le calcul de \|/ est done ramene a celui de c, e’est-a-dire a celui d’une primitive de b e A sur I. 

Remarque 5.8 Si on fixe to dans I, c est donnee sur I par exemple par : 

_ ( 1 — » K 

C '| t ~ — * f^biujd^^du 

et t|/ par : 

J I — > K 

^ ' | t ' — - b(u) e A(u) du| 

L’ ensemble des solutions de (E) sur I est done donne par : 

S k (E) = jf 1 - Ae _A(t) +^ b(it)e A{u) ~ Mt) du: AeIk| 
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COROLLAIRE 5.11 

Soient a et b deux fonctions continues definies sur I, to el et yo e K. Alors il existe une et une seule solution de 
F equation differentielle : 

ftel, y' (t) + a(t)y(t)-b(t) 

verifiant la condition initiale (fo,yo) (c’est a dire telle que y (to) = yo). 

Demonstration Les solutions de (E) sont de la forme i|/ = ipo + a( P ou •' 

- ipo est une solution particuliere de (E). Celle-ci existe en vertu de la methode de variation de la constante. 

- cp est une solution non nulle (et qui ne s’annule done jamais) de V equation homogene associee a (E). 

- a e IK est un scalaire. 

i|/ = tpo+aip verihela condition initiale (to.yo) SJ et seulement si \|/ (to) = yo ou, autrement dit, si et seulement si a = (yo - tpo ( f o)) /<P ( f o) 
ce qui prouve a la fois l’existence et l’unicite d’une solution a ce probleme de Cauchy. 

Exemple 5.4 Resolvons (E) : y' + 2ty- e l ~ r . L’ equation sans second membre associee a (E) est (Eo) : y' + 2fy = 0. 

La fonction a: t >-► 2t est continue sur K et possede done une primitive sur K donnee, par exemple, par A : t >-► t 2 . Par 
application du theoreme fondamental 5.4, les solutions de (Eo) sont les fonctions : 


•Pa : 


U 

t 


IR 


ae f 


2 


ouael. 

Utilisons la methode de variation de la constante pour determiner une solution particuliere de (E). Cette solution est de 
la forme t^c e~ l ou c est une primitive de t ^ b ( t) e A(,) = e t_t e l = e f sur R. Une telle primitive est t « e f . Par 
consequent t ^ e l e~' = e'^ L est une solution particuliere de (E) et les solutions de (E) sont de la forme : 

t i — [e c + a) e~ l 



Figure 5.3 - Graphes de quelques solutions de (E) 


5.3.5 Cas general 

On suppose ici que I =]a, (3 [ ou a et p sont des elements de IR tels que a < (3 ( on peut avoir a = -oo ou (3 = +oo). Soient a, 
b et c trois fonctions continues sur I, a valeurs dans K et soit J un sous intervalle de I sur lequel a ne s’annule pas. 

On considere F equation 

'ft el, a{t)y’ [t) + b(t)y{t)~ c{t) (E). 

Pour tout t e J, on peut normaliser (E) en F equation 

/ b(t) c(r) 

VrEj y'(r) + — y(f) = — (N) 
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Plan 5.1 : | Pour resoudre (E) sur (I) | 

1 On resout 1 ’equation homogene associee a (N) sur les sous-intervalles J del sur lesquels a ne s ’annule pas. 

2 On cherche une solution particuliere de (N), ce qui nous permet de resoudre completement (N) sur ces sous- 
intervalles. 

3 Analyse Toute solution de (E) sur un des sous intervalles J de I sur lequel a ne s’ annule pas est 

solution de (E) sur ce meme sous intervalle. On etudie alors comment raccorder ces solutions en 
un point to ou a s’annule. Pour ce faire : si tpi est une solution de (E) sur Ji =]a', fol et si ip 2 est 

solution de (E) surU =]?o,P , [ (alto) — 0), pour que ipi et q >2 se raccordent en to, il est necessaire 

que : 

1. cpi et tp 2 aient une meme limite l en to. 

2. La foncdon ip definie sur [«',(’>'( par ip^ = (pi , tp|i 2 = tp 2 et <p(b) = l soit derivable en b. 

Synthese II faut par ailleurs verifier que la fonction <p ainsi construite est bien solution de (E) sur 


Exemple 5.5 Resolvons sur I = M F equation differentielle : 


(E) : Vf el, (1 - r)y'(f) - y(f) = t 

Normalisons (E). Nous obtenons F equation : 

(N) : vreliul 2 , /(f)-— yit)= — 

l -t t-i 

ou Ii = ]-oo, 1[ et I 2 = ]l,+oo[. L’ equation homogene associee a (N) est : 

(H) : Vfeliul 2) / (f) — — y (f) = 0 

t-t 


1 Resolvons (H) sur R. Posons a : I ^ ^ . On a : 

(///) Ii est un intervalle de IR 


H2 ) a est continue sur Ii . 


Par application du theoreme de resolution des equations differentielles homogenes du premier degre, on peut 
affirmer que les solutions de (H) sont les fonctions de la forme : 


TU| | f — ► aie" AW 

ou A est une primitive de A sur Ii et ou ai e K. Une telle primitive est donnee, par exemple, par A : 

■j 1 . Par consequent, les solutions de (H) sont de la forme : 

I t 1 * In (| 1 f |) 


ou ai e IR. On montre de la meme fayon que les solutions de (H) sur I 2 sont de la forme 


2 Par la methode de variation de la constante, identifions une solution particuliere \|/| de (N) sur Ii. \pi est de 
f ^ 1 — + IR (A 

la forme : \pi : 1 X(t) °u A est une primitive de t e - t. Une telle primitive est donnee, par 

l { ' * ~t 

exemple, par t >-*■ L- et 
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Les solutions de (N) sur Ii sont somme de cette solution particuliere de (N) et d’une solution generate de l’equa- 
tion (H) et sont done de la forme : 


(ai : 


It 

t 


U 

t 2 1 , _ai_ _ ai + t 2 

2 1 -t 1-f 2(1- 1) 


ou ai e R. On prouve de meme que les solutions de (N) sur I 2 sont de la forme : 


r J 12 - R 2 

‘>“2-1 t »2 +r 

l 2(l-f) 


OU 02 E I 




Analyse Cherchons s’il existe des solutions de (E) definies sur R. Supposons qu’un telle solution l, 


existe. On doit avoir : 

• (|ij doit etre solution de (N) sur Ii et done il existe oq e IR tel que : Vf e Ii, (f) = («, (0 = 

HI + t 2 
2 ( 1-0 ‘ 

• (|i 2 doit etre solution de (N) sur I 2 et done il existe 02 e IR tel que : Vf e I 2 , (|i 2 (f) = ( a2 (f) = 

Ot2 + t 2 
2 ( 1-0 ' 

• ij est continue sur IR done ^i, doit avoir une limite quand f — ► 1 . Ceci n’est possible que si ai = -1. 

• De meme (|i 2 doit avoir une limite quand t — > • 1 + . Ceci n’est possible que si 02 = -1. 

• On doit de plus avoir lirri C|i, (r) = lim C|i 2 (t) ^ ce qu’on verifie facilement. En conclusion, on doit 


avoir : ( : 


. (f+i) 


Enfin, ( etant derivable sur IR, il faut verifier que la fonction que nous venons de construire est bien 
derivable en 1, ce qui est ici evident. 


Synthese On verifie enfin qu’une telle fonction est bien solution de (E) en s’assurant qu’elle verifie 


bien (E) . Pour tout f e IR, on a : 


(l-rK'(f)-tU) 


— (1 — t) + ■ 
2 
t 


La seule solution de (E) definie sur IR est done 



FIGURE 5.4 - Quelques courbes integrate de (E). On remarquera celle associee a ( 
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5.3.6 Methode d’Euler 

On considere le probleme de Cauchy pour une equation differentielle du premier ordre explicite : 


W =flt,y) 

jyUo) = yo 


Meme si l’equation differentielle est lineaire, sa resolution passe par un calcul de primitives, or on ne sait calculer que 
tres peu de primitives. Lorsque 1’ equation differentielle est non-lineaire, il est en general impossible de determiner la 
solution explicite du probleme de Cauchy. On a recours a des methodes numeriques de calcul approche de solutions. La 
plus simple de ces methodes est la methode d’Euler qui se base sur une idee geometrique simple. 

L’idee est d’approximer la derivee de y au point t par un taux d’accroissement : 


y\t) » 


y{t+h)-y(t) 

h 


ou de maniere equivalente, d’approximer la courbe de y par sa tangente en to. Comme ^ ~ f(r 0 ,y 0 ), on 

h 

en deduit que y(L + h) ~ yo + /( to, Vo). Connaissant la valeur de y en to + h, on peut recommencer pour obtenir une 
approximation de y{to + kh). 

y n +i = y n + hf{to + nh,y n ) 

Le reel y n est une approximation de y( to + nh). On peut travailler entre les temps to et fi et subdiviser l’intervalle [to, t\ ] 
en m subdivisions regulieres de pas h = (fi - to)lm 

MAPLE 

>##Chargement de la librairie plot pour les traces, 
with (plots ) ; 

> ##La procedure Euler: 

Euler:=proc(tO,tl,yO,m,f) 

local y , h, t , n, liste; 

#Calcul de la subdivision, 
h : = (t 1-t 0 ) /m; 

#On fixe les conditions initiales. 
y [0] : =y0 ; 
t [ 0 ] : =t 0 ; 

liste : = [t [0] , y [0 ] ] ; 

#Boucle . 

for n from 1 to m 
do 

t [n] : =t [n-1] +h; 

y [n] :=f(t[n-l],y[n-l] ) *h+y[n-l] ; 

liste : =liste, [t[n],y[n]]; 

od; 

#On renvoie la liste construite dans la boucle. 

[liste ] ; 
end; 

> ##Solution approchee avec la methode d' Euler. 
liste:=Euler(0,l,l,10, (t , y) ->t* (y+1 ) ) ; 

> dl : =p lot (liste, color=red, linestyle=DOT) ; 

> ##Solution exacte avec la commande dsolve. 
dsolve ( { dif f (y (t ) ,t)-t*y(t)-t = 0,y(0)=l}) ; 

/I 2\ 

y(t) = -1 + 2 exp | - t I 

\2 / 

> d2:=plot (-l+2*exp(t A 2/2) ,t = 0. .1, color=blue) ; 

>##Traces . 

display (dl , d2 ) ; 


5.4 Equations differentielles lineaires du second ordre 

5.4.1 Vocabulaire 
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FIGURE 5.5 - La methode d’ Euler appliquee au probleme de Cauchy y' = ty- t et y (0) = 1. En trait plein, on reconnait 
la solution t >-► - 1 + 2e~ 1 11 de ce probleme et en trait pointille la solution approchee calculee avec la methode d’Euler 


Definition 5.4 O Equation differentielle lineaire du second ordre 

Considerons trois scalaires a,b,c eK avec a 4 0 ainsi qu’une fonction d : I — ► IK. 

- On appelle equation differentielle du second ordre une equation differentielle de la forme 

Vf e I, a y" (r) + b y' (f) + c y (f) = d(t) (E) 

- Une solution de cette equation differentielle est une fonction / deux fois derivable sur I, a valeurs dans IK et verifiant 

VfEl, a f" [t) + b f (f) + c f (t) = d{t) 

- Resoudre, ou integrer F equation differentielle (E) revient a determiner Fensemble des fonctions qui sont solutions de 
(E). On notera Sk(E) cet ensemble. 

- Le graphe d’une solution / de (E) dans un repere (0,~i ,~J ) du plan est une courbe integrate de (E). 

Si la fonction d est identiquement nulle sur 1 , 1’equation differentielle (E) est dite homogene ou sans second membre mj 


Remarque 5.9 Si F equation differentielle lineaire du second ordre (E) est homogene, on verifie facilement (Exercice !) 
que toute combinaison lineaire de solutions de (E) est encore solution de (E) (si cp et \|/ sont elements de Sk(E) alors il 
en est de meme de atp + 13\|/ pour tout couple (a, (3) dans IK. Sk(E) possede done une structure d’espace vectoriel sur K. 


Definition 5.5 O Equation caracteristique 

L’equation complexe a X 2 + b X+ c = 0 est appelee equation caracteristique de F equation differentielle (E). 


Definition 5.6 O Condition initiale 

Soit (fo-yo.yt) e I x IK x IK. On dit que la solution cp de (E) verifie la condition initiale (to,yo>yi) si a la fois cp(to) = yo 
et cp'(fo) = yi. 


5.4.2 Resolution de l’equation differentielle homogene du second ordre dans C 


Lemme 5.12 

Soient a,b,ce C avec af- 0 et (E) F equation differentielle 

VrelR, ay" (f) + by' (f) + cy (f) = 0. 

Pour tout complexe r, la fonction cp r : f ■ — ► e rt est solution de (E) si et seulement si r est solution de Fequation carac- 
teristique associee a (E) : a r 2 + b r + c — 0. 
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Demonstration Soit ret.Qna: 


ip,- est solution de (E) 

=> cup” + btp' r + cip r = 0 
=> Vtel, ar 2 e rt + bre rt + ce rt = 0 
=> Vtel, [ar 2 + br + cj e rt = 0 

=> ar 2 + br + c = 0 car la fonction exponentielle ne s’annule jamais 

Reciproquement, si ar 2 + br + c = 0 a lors on verifie facilement que cp r est solution de (E). 

Remarque 5.10 Avec les notations du lemme precedent, on remarque que si ri et r 2 sont des racines distinctes de 
F equation caracteristique associee a (E) alors t >-*■ e ,] 1 et f ^ e' 2t sont solutions de (E). Par application de la remarque 
precedente, on en deduit que toute combinaison lineaire t >-► ae n f + fie 1 ' 2 ' oil a, (1 e K est encore une solution de (E). Le 
theoreme suivant permet d’affirmer que toutes les solutions de (E) sont de cette forme. 


Theoreme 5.13 Resolution d’une equation du second degre a coefficients constants dans C 

Considerons a,b,c eC avec a f 0 ainsi que (E) l’equation differentielle donnee par : 

ay” + by' + cy — 0 

Notons A le discriminant de son equation caracteristique. 

l Si A ^ 0, 1’ equation caracteristique de (E) possede deux racines distinctes ri et ty et les solutions de (E) sont les 
fonctions 


■| r > — * ae nt + f>e r2t 


ou a, (3 e C. 

2 Si A = 0, 1’ equation caracteristique de (E) admet une racine double r et les solutions de (E) sont les fonctions 


t < — * (a f+p)e r 


ou a,p e C. 


Demonstration Nous allons a nouveau effectuer un changement de fonction inconnue. Soit z une fonction deux fois derivables 
surlR eta valeurs dans €. Notons ri e €, une des deux racines del’ equation caracteristique de (E). Considerons f la fonction donnee 
* £ 

t ^ ^ rif . La fonction f est elle aussi deux fois derivable sur K et pour tout t e. R, on a : 

fit ) = z[t)e rit 

fit) = (z' it) + r\zit))e nt 

f" it) = [z" it) +2r\z' it) + r 2 z(f)j e nt 

Par consequent, pour tout t e R, on a : 

af " it) + bf' it) + cf it) 

= ( az " it) + i2ar\ + b) z' it) + [ar 2 + br\ + cj z(t]| e rif 


= [az” it) + i2ar\ + b) z' itf) e Tlt 

En conclusion, f est solution de (E) si et seulement si, la fonction exponentielle ne s'annulant jamais, z' est solution de : 

(e ri ): ay' + i2ar\ + b) y = 0 

Notons A le discriminant de l’equation caracteristique associee a (E). 

• Si | A 7 ^ 0 | : Alors 1 ’equation caracteristique possede deux racines distinctes r\ et t 2 e C. 

Considerons V ensemble srf = {t ^ o.\e rit + o. 2 e r2t \ c<i,ai2 e C} et montrons que srf = Sc (E). Pour ce faire, nous allons effectuer 
un raisonnement par double inclusion : 

| e | Par application du lemme precedent, il est clair que t —> e' 1 ' et t — • e r2t sont elements de Sc (E). Par consequent toute 
combinaison lineaire de ces deux fonctions est encore element de Sc (E) ce qui prouve la premiere inclusion. 
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| 3 | Reciproquement, soit f eS^ (E) . Alors, compte tenu de ce qui a ete fait precedemment, si z est la fonction donnee par V t e 
R, z(f) = fit) e~ nt , z! est solution de (e ri ) : ay' + (2.ar\ + b) y = 0. Mais, comme r\ + r 2 = il vient 2ar\ + b = - r 2 

ef (£ ri ) s’ecrit : (e ri ) : ay' + (ri - r 2 )y = 0. Appliquons la theorie des equations differentielles lineaires du premier degre 

a cette equation. Les solutions sont de la forme : y a : t—> ae~^ ri ~ r2)t avec a e €, et done z est une primitive d'une de ces 
fonctioi is : 

apeC, VfeR, z(f) = —e- {n ~ r2)t + $. 

r\-r 2 

Compte tenu de la definition de z. on a bien prouve qu ’il existe ai (= p) ef a 2 (= - ri ° r9 j tels que : 

Vfe[R, f(t)=a 1 e rit + a 2 e r2t 


• Si | A = 0 | : L’equation caracteristique possede done une racine double rQ. Dans ce cas, 2arg + b = 0 et done f est solution de (E) 
si et seulement si d est solution de (e ro : y' = 0), e’est a dire si et seulement si z" = 0. De z" = 0, on deduit qu’il existe a ef 

P e € tels que : Vf e IR, z (t) = af + p. Compte tenu de la definition de z. on peut alors affirmer que f est solution de (E) si et 

seulement si : Vf e R, /(f) = (af + p) e rt . 

Remarque 5.11 Les solutions de (E) s’expriment comme combinaisons lineaires de deux fonctions non proportion- 
nelles. Si on note A le discriminant de Fequation caracteristique associee a (E), ces deux fonctions sont : 

• t >-► e n 1 et t >-► e r2 1 dans le cas ou A ^ 0. 

• t >-► e rt et t >-*■ te rt dans le cas ou A = 0. 

L’ensemble des solutions Sc(E) possede done une structure de plan vectoriel. 

Exercice Prouver la non proportionnalite des fonctions en question. 


Proposition 5.14 

Soient (to.yo, yi) e I x C x C. Soient a,b,ce C avec 0 et (E) Fequation differentielle : 

VfeIR, ay” (f) + by' (t) + cy (f) = 0 

Il existe une unique solution cp de (E) verifiant les conditions initiales (fo,yo,yi). e’est a dire telle que a la fois cp(fo) = yo 
et ip'(fo) = yi. 


Demonstration On va faire la demonstration dans le cas ou le discriminant de l’equation caracteristique associee a (E) est non 
nul. Dans le cas ou ce discriminant est nul, la demonstration est identique. Les solutions de (E) sont les fonctions ; cp : R — ► C, f 
c\e Tlt + c 2 e r2t ou r\ et r 2 sont les deux racines de Fequation caracteristique et ou c\ et c 2 sont des complexes. Montrons qu’il 
existe une et une seule solution epo verifiant les conditions initiales : <po(fo) = yo etcpg(fo) = y\. Le couple (ci,c 2 ) doit etre le couple 
solution du systeme : 

I xe nt ° + ye r2t ° = y 0 
\xr\e nt ° +yr 2 e r2t ° = y\ 

Ce systeme possede bien une et une seule solution car son determinant 

e n t 0 e r 2 to 
r 1 e nt ° r 2 e r2t ° 

est non nul. Ce qui prouve la proposition. 

5.4.3 Resolution de l’equation differentielle homogene du second ordre dans U 


■■ r 2 e {ri+r2)t ° - n e {ri+r2)t0 = (r 2 - n) e [ri+r2)t ° 


Theoreme 5.15 fjfjfj Resolution des equations differentielles du premier ordre dans K 

Considerons a, b, c e K avec a / 0 ainsi que (E) Fequation differentielle donnee par : 

VfeIR, ay” (f) + by' (f) + cy (f) = 0 
Notons A le discriminant de Fequation caracteristique associee a (E). 

- Si A > 0, Fequation caracteristique de (E) possede deux racines reelles distinctes r t et r 2 et les solutions de (E) sont 
les fonctions : 

J IR — ► DR 

f — ae nt + f>e r2t 


ou a,p e DR. 
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- Si A = 0, Fequation caracteristique de (E) admet une racine double r et les solutions reelles de (E) sont les fonctions : 


JR — *■ R 

(pa 'P 1 | t —► (af + p) e rt 


ou a, p e R. 

- Si A < 0, F equation caracteristique de (E) admet deux racines complexes conjuguees r + io) et r ~ itn et les solutions 
reelles de (E) sont les fonctions : 


J R — * R 

■ | x , — >■ [acos(wf) + p sin (oo f)] e rt 


ou a,p e R. 


Demonstration 

- Les deux premiers cas se traitent comme dans le cas complexe. 

- Supposons que le discriminant soit negatif et done que 1' equation caracteristique de (E) possedent deux racines complexes 
conjuguees : r±i to e €. Par application du theoreme complexe 5.13 page 211, les solutions de (E) sont de la forme t —> 
A] e ( r+ '“) 1 + A. 2 e* r ~' t,J * 1 ou Ai, A 2 e C. Les fonctions t e rt coswf (Xi = 1/2, A 2 = 1/2) et t—> e rt sinu)f (Ai = 1/2, A 2 = -1/2) 
sont done solutions de (E) ainsi que toutes leurs combinaisons lineaires. Reciproquement, si ip est une solution reelle de (E), 
alors il existe Aj , A 2 e € tels que cp s ’ecrit (p : t —► Aj e^ r+ + A 2 - f . Comme f est reelle, elle est egale a sa partie reelle et 
il vient : 


f = He(/) 

/+/ 

2 

= i (Aie (r+/a,) 1 + A 2 e lr - i '“ ) f + \ x e {r+ibi) f + A 2 e (r+i<0) f ) 

= i ((Ai + X 2 ) e tr+M0) f + (Aj + A 2 ) r ) 

= - ((Aj + A 2 ) e (r+ia)) f + (Ai + A 2 ) f ) 

= Re((Ai+A 2 )e (r+,: “ )f ) 

= Re(Ai + A2) e rf coswf + Im(Ai + A2) e ' f sinwf 
aeR peR 

Ce qui prouve la formule a nnoncee. 

| Remarque 5.12 Dans le cas reel, Sr (E) est encore un R-espace vectoriel de dimension 2. 

Exemple 5.6 Resolvons dans R l’equation differentielle y" - w 2 y ou weR*. Son discriminant reduit est to 2 > 0. 
Les racines de l’equation caracteristique sont done ± 0 ) et les solutions de Fequation differentielle sont les fonctions : 
t ae MX + pe _<<,x avec a, p e R. 

Exemple 5.7 Resolvons maintenant, toujours dans R, Fequation differentielle y" = -w 2 y ouue R*.Son discriminant 
reduit est or < 0. Les racines de Fequation caracteristique sont ±io> et les solutions de Fequation differentielle sont les 
fonctions : t^a cos (wx) + p sin (u>x) avec a, p e R. 


5.4.4 Equation differentielle du second ordre avec second membre 

On considere dans toute la suite une equation differentielle du second ordre a coefficients complexes 

V t e I ay" + by' [t) + cy(t) = d(t) (E) 
ou a, b, c e C, a 0 et d : I — ► €. On admettra les resultats suivants : 

Proposition 5.16 7? 

Toute solution de (E) est somme d’une solution particuliere de Fequation homogene associee a (E) et d’une solution 
particuliere de (E). 
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Proposition 5.17 Cas ou d est une fonction polynomiale 

On suppose que d est une fonction polynomiale. Alors (E) possede une solution particuliere de la forme : 

- Q si c 0. 

- fQ si c — 0 et ^ 0 

- t 2 Q sib-c-0. 

ou Q est une fonction polynomiale de meme degre que P. 


Proposition 5.18 Cas ou d = Pe mf 

On suppose que d est de la forme d : t >-*■ P (f) e mt ou P est une fonction polynomiale et ou m e C. Alors (E) possede 
une solution particuliere de la forme : 

- Q si m n’est pas une racine de aX 2 + bX + c - 0 

- rQ si m est une racine simple de aX 2 + bX+ c = 0 

- r 2 Q si m est une racine double de aX 2 + bX + c = 0 

ou Q est une fonction polynomiale de meme degre que P. 


Proposition 5.19 Cas ou d est une combinaison lineaire de fonctions sin et cos 

Soient qi,q 2 ,a,b,c,w eU avec <n / 0. L’ equation 


Vr e I, ay" (r) + by' (r) + cy (t) - ji^of^a)f^M]^>iiU(M^ (E) 
admet une solution particuliere sur I de la forme t >-*■ pi cos (to t) + p 2 sin (tor) ou pi , p 2 e R. 


Demonstration Soit (po : f —» pi cos (w t ) + |i2 sin (w t). On a la serie d’ equivalences . 


(po est solution de (E) 

<=> Vfel, flcpQ (r) + focpQ (r) + ctpo (f) = r|i cos (tor) + r |2 sin(u)r) 

<=> Vfel, ^l-(o 2 |pi+(op 2 ] cos (tof) + ^1 - w 2 j P2 - to pi j sin (tot) = rp cos (tof) + r\2 sin (tot) 

|( 1 -w 2 )m+“P 2 =11 

I -(opi + (l - <0 2 ) P2 =92 


Le determinant de ce systeme est (l - (o 2 ) + to 2 / 0 ef le systeme possede toujours un couple solution. L’ equation (E) admet done 
toujours une solution de la forme indiquee. 


Exemple 5.8 Resolvons (E) : y" - y' - 2y — 3e -f + t dans IK. Le discriminant de F equation caracteristique associee a 

F equation differentielle y" — y' — 2y — Q est 9. Ses deux racines sont - 1 et 2. Les solutions de cette equation sont done les 
fonctions t <-*■ ae~ l + fhe 2t . Cherchons une solution particuliere de (E') : y" - y' - 2y — 3e _f .Par application du critere 

5.18, comme -1 est une racine de F equation caracteristique, il faut chercher cette solution particuliere sous la forme 
f ate~ l . En injectant cette fonction dans F equation differentielle (E'), on trouve a - -3/2. Cherchons maintenant une 
solution particuliere de (E") : y" - y' - 2y = t. La forme du second membre nous invite a utiliser le critere 5.17 et 

a chercher cette solution particuliere sous la forme t ^ bt+c. Par la meme methode que precedemment, on trouve : 
b = -1/2 et c - 0. Le principe de superposition nous permet alors d’affirmer que t — 1 /2 1 — 3l2e~ t est une solution 
particuliere de (E). Enfin, les solutions de (E) sont les fonctions t >-*■ ae~ l + (ie 2t - l/2t- 3/2e _f ou a,[l £ 1. 


En resume 

Les quatre points principaux de ce chapitres, a connaitre parfaitement, sont : 

1 Le theoreme de resolution des equations differentielles lineaires du premier ordre. 

2 La methode de variation de la constante. 

3 Le theoreme de resolution des equations differentielles lineaires du second ordre a coefficients complexes. 

4 Le theoreme de resolution des equations differentielles lineaires du second ordre a coefficients reels. 


Ce chapitre utilise de nombreux resultats du cours d’ analyse. Le diagramme suivant explique la filiation du theoreme 
fondamental donnant les solutions d’une equation differentielle lineaire du premier ordre. 
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On peut encore faire le lien avec les differents chapitres du programme : 
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5.5 Exercices 

5.5.1 Equations differentielles lineaires du premier ordre 

Exercice 5.1 

Resoudre sur R les equations differentielles suivantes : 

1. y r y — cos x + sin x 4. y' + 2y-e 2x 

2. y' - 3y = 2 5. y' + y = sin2x 

3. y' - 2x y = shx- 2xchx 6. y'-5y-e 5x 


Solution 

Apres 

avoir resolu V equation homogene, on cherche une solution particuliere. Si celle-ci n ’est pas evidente, 

on utilise ici un des criteres 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que le principe de superposition 5.7. 

1 

R — R, 

x >-► sin (x) + ae x ; aeR 

-2. 

R^R, 

x *—* —2/3 + cte 2x ‘, aeR 

•3. tpa 

R^R, 

x >-► ae x2 + ch x; a e R 

4. ip a 

R — R, 

x^- [l!4e 4x + a]e~ 2x -, aeR 

5- tpa 

R^R, 

x i-* -2/5cos(2x) + l/5sin(2x) + ae“ ( ; aeR 

6. ip a 

R — R, 

x^ {x + a)e 5x ; aeR 


Exercice 5.2 

Resoudre sur R les equations differentielles suivantes : 


1. y' + 2y - x 2 

2. y' + y = 2sinx 

3. y' - y - {x+l)e x 


4. y' + y-x-e x + cosx 

5. y' + y= [x 2 -2x + 2)e 2x 

6. y' + y = sinx + 3sin2x. 


Solution 

Apres avoir resolu V equation homogene, on cherche une solution particuliere. Si celle-ci n ’est pas evidente, 

on utilise ici un des criteres 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que le principe de superposition 5.7. 

1 • 

R^R, 

x 1 — * 1/4 — l/2x + 1/2 x 2 + txe~ 2x ‘, aeR 

-2. 

U — * M, 

x >-► -cos(x) + sin(x) + ae~ x ; aeR 

■3. Cpa 

R^R, 

x«(l/2x 2 + x + a)e l: ; aeR 

4. cp a 

R^R, 

x 1 — * x — 1 — 1/2 e x + 1/2 cos(x) + 1/2 sin(x) + ae~ x ; aeR 

-S 

S3 

R^R, 

x—> (l/27 (26-24x + 9x 2 )e 3 4 * + a)e _;,: ; aeR 

6. ip a 

R — R, 

x *— *■ —1/2 cos(x) + 1/2 sin(x) - 6/5 cos(2x) + 3/5 sin(2x) + ae~ x ; aeR 


Exercice 5.3 V 

Resoudre sur R les equations differentielles suivantes : 


1. (1 + x 2 ]y' + 2xy - e x + x. 

2. (l + x 2 ) y' + xy- Vl + x 2 

3. y' + 2xy = e x ~ x2 . 

4. (l + x 2 ) y' = xy + (l + x 2 ). 


5. y' + 2xy = 2xe x 2 . 

6. [x 2 + \) 2 y' + 2x[x 2 + l)y = 1 . 

7. v / I+3c 2 y'-y= 1. 


Solution : Apres avoir normalise si necessaire 1 ’equation differentielle etudiee et verihe que 1 ’equation normalisee est 
dehnie sur R, on resout 1 ’equation homogene associee puis on cherche une solution particuliere en udlisant la methode 
de variation de la constante si celle ci n ’est pas evidente. 

1. ip a : R — R 

x „^+l/2x 2 +a a£[R 

1+x 2 

2. ip a : R — R 

x _ * +a ; aeU 

Vl+x 2 

3. ipa : R — i • R 

x*-* [e x + a)e~ x2 ; aeR 

4. ipa : R — i • R 

x . (argsh(x) + a) Vl + x 2 ; aeR 

§£ 

t 

ss 

a 

9- 

x— [x z + a)e~ x2 -, aeR 
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6. 

§£ 

t 

ss 

a 

9- 

aictan(*)+o G R 

l+x z 

7. 

ip a : IR — IR, 

x^ -\ + ae ai? ’ s ' clx -, aelR 


Exercice 5.4 

Resoudre surU les equations differentielles suivantes : 


5. (l + cos 2 x) y' - sin2x y — cosx 

6. ( x 2 + l) y + xy = 1 

7 - /-i^Kiy= shx - 


1. (2 + cosx) y' + sinx y = (2 + cosx) sinx. 

2. y — y = e*sin2x . 

3. (1 + e x ) y + e x y = 1 + e x . 

4. chx y - shx y = sh 3 x. 


Solution : Apres avoir normalise si necessaire 1 ’equation differendelle etudiee et verifie que 1 ’equation normalisee est 
definie sur IR, on resout 1 ’equation homogene associee puis on cherche une solution particuliere en utilisant la methode 
de variation de la constante. 

1. tp a : IR — IR, 

x >-► (2 + cosx) (a- In (2 + cosx)); aelR 

2. tp a : IR — IR, 

x^ -l/2e ;<: cos(2x) +ae x \ aelR 

3. tp a : IR — IR, 

a + x + e x 

x 1 — * ; aelR 

l + e x 

4. tp a : IR — IR, 

x chx(a+ chx+ ^77); aelR 

5. ip a : IR — ► IR, 

x^ -l/2e ;<: cos(2x) + txe x ; aelR 

6. tp a : IR — IR, 

X-argshW+a. aeK 
Vl + X 2 

7. tp a : IR — IR, 

x « (1 + chx) (a + ln(l + chx)); aelR 


Exercice 5.5 

Resoudre surles intervalles specifies les equations differentielles suivantes : 


1 . y' + ycotanx = sinx sur]0,Ji[. 

2. xy' + y- sin 3 x sur IR* . 

3. x(l + ln 2 x) y -2lnx y = (l + ln 2 x) 2 . 


4. sinx y'-cosx y+ 1 = 0 sur ]0,tt[. 

5. y + (tan x) y = cos 3 x sur ]-§,§[ 

6. Vl — x 2 y + y= 1 sur] — 1,1 [. 


Solution : Apres avoir normalise si necessaire V equation differendelle etudiee et verifie que V equation normalisee 
est definie sur 1 ’intervalle specifie, on resout 1 ’equation homogene associee puis on cherche, si necessaire, une solution 
particuliere en utilisant la methode de variation de la constante. 


1 . 


IR — IR, 

l/2x-l/4 sin(2x)+a . ^ m, 

X sin(x) ’ a £ K 


2. 

• 

IR — IR, 

^ 1/12 cos(3x)-3/4 cos(x)+a . q[ ^ T 


3. 

• 

IR* — IR, 

x— (l + In 2 x) (a + lnx); aelR 


4. 

• 

IR — IR, 

x — + a sin (x) = cos x + a sin x; 

a e IR 

5. 

• 

IR — IR, 

x — cos(x) (1/4 sin(2x) + l/2x + a); 

ae IR 

6. 


IR — IR, 

x — 1 + ae~ arcsin M ; aelR 



Exercice 5.6 

Resoudre sur les intervalles specifies les equations differentielles suivantes : 

1. y' + (tanx) y- sin2x = 0 sur ]-|, | [. 4. \J x 2 - 1 y' + y = 1 sur [1, +oo[. 

2. sh x y' - ch xy = 1 sur IR* puis sur IR* . 

3. x 3 y' +4(l - x 2 ) y = 0 sur IR*. 5. sin 3 x y' = 2cosx y sur ]0,tt[. 


Solution : Apres avoir normalise si necessaire V equation differendelle etudiee et verifie que V equation normalisee 
est definie sur 1 ’intervalle specifie, on resout 1 ’equation homogene associee puis on cherche, si necessaire, une solution 
particuliere en utilisant la methode de variation de la constante. 

1. tp a : IR — ► IR, x-^ -2 (cos(x)) 2 + acos(x); aelR 
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2. qj a : [R — ► IR, x^ -chx + ash(x); aeU. Le a trouve pourU^ n’a rien a voir avec le a trouve pourUI. 

3. qja : IR — ► IR, x^-*ae 2x 2 x 4 ; aelR 

4. tpc : IR — ► IR, X 1 — l + ae~ algchx - H ==; aelR 

x+vG^T 

5. ip a :IR — IR, x«ae 2l_1+cos(2;<:)) 1 = aexp|— aeR 

Ex e race 5. 7 O 

Soit k>0. Montrer qu ’il existe une unique condition initiale yo e R telle que la solution du probleme de Cauchy 

y'-ky = sin t y(0) = yo 

soit bornee sur [0, +oo[. 


Solution : On cherche la solution generate de V equation differentielle , avec une solution particuliere de la forme 

t !-*• Acos t + B sin t. On trouve que les solutions sont les fonctions : 

y(f) = -—7. (fcsin t+ cos t ) + Ce kx 

/c z + 1 

Pour qu ’une telle solution soit bornee sur [0, +oo[, il faut et il suffit que C-Oet alors 

1 


y(x) = - ^ (fcsin f + cos t) 


qui correspond a la donnee initiale y(0) = - 


k 2 + 1' 


Exercice 5.8 W 

Determiner les fonctions / : DS >->■ IR continues verifiant 

Vx e IR, f[x) = sinx + 2 f e x ~ [ f(t)dt. 

Jo 

/j \ Attention 5.9 Cet exercice utilise le theoreme fondamental del’ analyse 13.29 page 531. 


Solution : Soit f une telle fonction. Elle verifie : 

Vx e IR, /(x) = sinx + 2e x f e~ t f(t)dt 
Jo 

D’apres le theoreme fondamental de 1’ analyse, f est de classe sur IR et Vx e IR, 

/'(x) = cosx + 2/(x) + 2e x f e~ r f{t) dt = 3/(x) + cosx- sinx 
Jo 

Par consequent, f doit etre une solution de V equation differentielle 

(E) : y' - 3y = cosx- sinx 

On cherche P ensemble des solutions de (E) et on trouve 

, v 1 1 
e = {Ce — cosx+ - sinx} 

4 5 


Puisque /( 0) = 0, il vient : 

et on verifie que cette fonction convient. 


1 , r 1 2 
fix) — —e — cos x + - sinx 
J 5 5 5 


Exercice 5.9 O 

Resoudre pour un entier n S 1 1’ equation differentielle : 

(E„) :/ + -^jy=(x+l) n e x 

sur l’intervalle I =] - 1, +oo[. 
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Solution : L’ ensemble des solutions de 1 ’equation homogene est 

= {x~Ce~ nx (x+l) n ; C e R} 
On cheiche une solution particuliere sous la forme 

y[x) = C{x)e~ nx {x+ \) n 

et la methode de la variation de la constante donne 

C'(x) = e in+1)x 


Une solution particuliere est 


L’ ensemble des solutions est done 


y(x) = 


(x + l) n e x 
n+ 1 


e x (x+l) n „ r „ 

£f = {x~ — h Ce (x + 1) ;CeR} 

n+ 1 


Exercice5.10 W 

On considere une fonction a : R >-► R continue et T -periodique. Montrer que pour toute solution non-nulle tp del’equa- 
tion differendelle 

(E) ■.y'-a{x)y = 0 

il existe un unique reel a tel que la fonction definie par \|/(x) = e~ ax q>{x) soit T- periodique. 

/f\ Attention 5.10 Cet exercice utilise le theoreme fondamental de V analyse 13.29 page 531. 

Solution : Soit une solution tp de 1’ equation differendelle. Pour tout xeR, on a 

tp(x) = (p(0)e^ alodf 

Soit a e I R. La fonction \|/ donnee par \|/(x) = e~ ax q>{x) verifie alors 

VU + T) c -a T+ r,* +T a(t)dt 
\|/(X) 

Mais la fonction definie par A(x) = f x+J a(t) dt est de classe c € (1) sur K d’apres le theoreme fondamental, et Vx e R, 

A'(x) = a{x + T) - a{x) - 0. Par consequent, = e -aT+ /o a O) df Q n doit done avoir 

MPx) 

1 r T 

a = — | a(t ) dt 
T Jo 

et on verifie reciproquement que \|/ est T -periodique. 


Exercice 5.11 W 

Trouver toutes les fonedons f : [0, +oo[« R continues sur V intervalle I = [0, +oo[, verifiant : 

Vxe]0,+oo[, 2x/(x) = 3 f f(t)dt 


A Attention 5.11 Cet exercice utilise le theoreme fondamental de V analyse 13.29 page 531. 

Solution : Comme f est continue, par application du theoreme fondamental de 1 ’analyse, il existe une primitive F de 
/ sur R + qui s’annule en 0. On a de plus, pour tout ie!*, la relation : 2 x/(x) = 3F (x) qui permet d’affirmer que, 

comme F est derivable sur R* , il en est de meme de f. La fonction f est alors solution de l’equadon differendelle : 


VxeR*, 2xf'{x)-f{x)-0 



( C - 

- R 


et done il existe a e R tel que 

x + . 

-* CL\f~X 

. Reciproquement, on verifie que les fonedons de cette forme 


sont solutions de V equation foncdonnelle de depart. 
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5.5.2 Equations differentielles lineaires du second ordre a coefficients constants 

Exercice 5.12 V 

Resoudre les equations differentielles (E) donnees par : 


1. y" - 3y' + 2y = e f 

2. y" -4y' + 4y - (t 2 + l)e 2t 

3. y" + 2 y' + 5 y = cos 2 t 


4. y" + y = sin2f 

5. y" + y' -2y - sinte 1 

6. y” -4y' + 4y - e f + (3f- l)e 2t + f-2 


Solution : 

1. Les racines de l’equation caracteristique associee a (E) sont 1 et 2. Les solutions de l’equation generale sont les 
fonctions t >-*• Ae l + Be 21 avec (A,B) £ l 2 . Comme 1 est une racine de l’equation caracteristique, on cherche une 
solution particuliere de (E) de la forme : t >-► ate 1 . On trouve a = — 1. Les solutions de (E) sont les fonctions 
t >— (A - f) e f + Be 2f avec (A, B) £ IR 2 . 

2. 2 est une racine double de 1 ’equation caracteristique associee a 1 ’equation. Les solutions de 1 ’equation homogene 
sont done les fonctions t >-► (Af + B) e 2i avec (A,B) £ R 2 . On cherche une solution particuliere de (E) sous la 
forme : t 2 [at 2 + bt + c) e 2t . On trouve alors a - 1/12, h - 0 et c - 1/2. Les solutions de E sont done les fonctions 
t — ( t 2 / 12 (6 + t 2 ) + Af + B) e 2t avec (A, B) £ IR 2 . 

3. L’equation caracteristique associee a (E) admet deux racines complexes conjuguees -1 + 2 i. Les solutions de 
l’equation homogene sont done les fonctions t >-► (Acos2f + Bsin2f) e~ l . Linearisons le second membre, on ob- 
tient : cos 2 f = 1/2 (1 + cos2f). Une solution particuliere de y" + 2y' + 5y = l/2cos(2f) est t <-* l/34cos2 1 + 
2/17sin2f. Une solution particuliere de y" + 2y' + 5y - 1/2 est la fonction const ante :t^ 1/10. On applique alors 
le principe de superposition et les solutions de (E) sont les fonctions t ^ (A cos 2 f + Bsin2f) e~ l + 1/34 cos 21 + 
2/17sin2f + 1/10 avec (A,B) e R 2 . 

4. L’equation caracteristique associee a (E) admet deux racines complexes conjuguees ±i. Les solutions de V equa- 
tion homogene sont done les fonctions : t « Acos t + B sin t avec A, B £ IR. On cherche une solution particuliere de 
(E) de la forme t acos 2 f + bs\n2t. On trouve a - 0 et h - -1/3. Les solutions de (E) sont done les fonctions 
t>~* (Acos t + Bsin t ) - l/3sin2f avec (A,B) £ IR 2 . 

5. On verifie facilement que les solutions de 1’ equation homogene sont les fonctions : t Ae f + Be -2t . In- 
troduisons l’equation complexe y" + y’ -2y = e t[+l)l . On calcule une solution particuliere facilement :t <-*■ 
-e f / 10 (3 cos t + sin t). Les solutions de (E) sont done les fonctions : t >-► Ae l + Be~ 2t - e 1 110 (3 cos 1 + sin f) avec 
(A,B) £ IR 2 . 

6. On determine facilement les solutions de V equation homogene. On utilise le principe de superposition pour 
chercher une solution particuliere. On trouve la solution generale : 

/-3 f-2 f — 1 

l~e f +- -e 2t + —— + {At + B}e~ t 

2 4 

avec (A,B) £ IR 2 . 


Exercice 5.13 O 

Resoudre sur IR les equations differentielles 

4. y" +4y’ — 5y — 2e l 

5. y" + y 1 + y = e l cos t. 

6. y" - 3y' +2y - (f 2 + l)e f 


1. y" - 2y' + y - te l 

2. y"-4y' + 5y = cos2f-2sin2l 

3. y” + 9y-cos2te t . 


Solution : 

1. On determine facilement les solutions de 1’ equation homogene. Comme 1 est une racine double de V equation 
caracteristique, on cherche une solution particuliere de la forme t 2 (at + b) e l et on trouve a ~ \ 1 6 et b ~ 0. 
Finalement, les solutions de 1’ equation sont les fonction t<-> (Af + B) e l + I /6f 3 e ( avec (A,B) £ IR 2 . 

2. On montre facilement que les solutions de V equation sont les fonctions t >-► (Acos f + Bsin f)e 2t - 3/13cos2f- 
2/13sin2f avec (A,B) £ IR 2 . 

3. On determine facilement les solutions de 1 ’equation homogene. On cherche une solution particuliere de 1 ’equation 
differentielle : y" + 9y = e (]+2l]t sous la forme t<-> ae <]+2l)l . On trouve a - 3/26- 7/13. Une solution particuliere 
de (E) est donnee par la partie reelle de cette fonction, soit t l/26(3cos2f + 2sin2f) e f et les solutions de (E) 
sont les fonctions : t >-»■ Acos3f + Bsin3f + 1/26 (3 cos 2 f + 2sin2f) e f avec (A,B) £ IR 2 .. 
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4. On montre facilement que les solutions de 1 ’equation sont les fonctions t*-* - te l + Ae' + Be 5f a vec (A, B) e R 2 . 

5. On cherche une solution particuliere de y" + y' + y — e (l+ ' J f de la forme t >-► ae (1+!) t. On trouve alors une solution 

. 2 

particuliere de (E) qui est t [21 13 cos t + 3/ 13 sin t)e . Les solutions de (E) sont les fonctions :t (— cos t + 

3 . _t v^3 _ t \/3 9 

— sinf)e +Ae 2 cos — f + Be 2 sin — t avec (A,B) e Kr. 

13 2 2 

6. On montre facilement que les solutions de 1 ’equation sont les fonctions t i— >• - f 3 - t 2 - 3 f| e f + Ae f + Be 2t avec 

(A,B)eI 2 . 

Exercice 5.14 W 

Resoudre en fonction de meU : 

(E m ) y"-2y' + my = cosx 


Solution : On note £P m 1’ ensemble solution de cette equation differentielle. Le discriminant reduit de V equation 

caracteristique vaut 1 — m. On est done conduit a etudierles trois cas : 


l Si m < 1, on trouve 
B sh \/l — mx | A, B e IR} 


= [x 


m - 1 


( m - l) 2 +4 


[m - l) 2 + 4 


ix + Ach((l + \/l - m)x ) + 


Si m-l,on trouve y m — \x — v Ae* + Bxe* | A, B £ [ 


. -2sinx+ [m— l)cosx r , , , . , .. 

3 St m > 1, on trouve y m = {x ^ 1 - e [Acos[[\/m - l)xj + Bsin((v m - l)xjj |A,Be[ 


Exercice 5.15 W 

Soit meU. Resoudre V equation differentielle (solutions reelles) : 

my" - (1 + m 2 )y' + my — xe x 


Solution : L’ equation caracteristique est ( r - m)[mr - 1) = 0. II faut distinguer le cas m - 0 et le cas m ^ 0. Pour 

chercher une solution particuliere, distinguer le cas ou m- 1 des autres cas. 


5.5.3 Resolution par changement de fonction inconnue 

Exercice 5.16 O 

Resoudre sur R 1’ equation differentielle : 


[t 2 + l] y" + [t 2 — 2t+Ljy' — 2ty — 0 


en introduisant la fonction z — y' + y. 


Solution : Remarquons que 1 ’equation s ’ecrit aussi : ( t 2 + l) (y" + y') - 2 1 (y + y') = 0. Supposons qu ’il existe une 
solution y de l’equation differentielle. Posons z-y' + y.La fonction z verifie : (l + t 2 ) z! - 2 tz — 0. Cette equation est 
lineaire et du premier degre. Ses solutions sont les fonctions : z a : t >->■ a ( t 2 + l) . Reste a resoudre y' + y = a ( t 2 + l) . Ses 


dilutions sont 


a(f 2 - 2t + 3) + pe * avec cc , (’> e R. On en deduit que y est de cette forme. Reciproquement, toute 


metion de cette forme est solution de 1’ equation differentielle 


Exercice 5.17 

Resoudre sur R P equation differentielle : 


(E): y" + 4ty' + (11 + 41 2 )y = 0 


en introduisant la fonction z(t ) = e f2 y (f). 
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Solution : Supposons qu’il existe une solution y de (E). Considerons, pour tout t eU, la fonction z donnee par : 

z{t) - e t2 y{t), soit y(f) = e~ t2 z[t). D’oit y'(f) = {z' -2tz)e~ t2 et y"(f) = {z" - Atz' + [At 2 - 2)z{t))e~ t2 . Done 0 = 
y"(f) + 4ty'(f) + (ll + 4r 2 )y(f) = (z” [t)~ Atz\t) + {At 2 -2)z + Atz' -8t 2 + 11+ At 2 )e~ t2 = (z" + 9z)e _f2 . Done z verifie 
1’ equation du second degre a coefficients constants : z" + 9z - 0. Les solutions de cette equation differentielle sont de la 
{ ^ 

forme : tp a p : j ^ acos3f + psin3f a >P e Pur consequent y est delaforme : 


tRa,(5 


IR 

x 


(acos3f + |3sin3f) e~ r 


avec a,(i e R. On verifie reciproquement que les fonedons de cette forme sont solution de 1 ’equation. 


Exercice 5.18 

Resoudre surU V equation differentielle : 

(E) - ( x 4 + 2x 2 + 1) y" + Ax [x 2 + l) y' + (x 4 - 4x 2 + 3) y = 0 


en introduisant la fonction z(x) = 

1 + X 


Solution : Supposons qu’il existe une solution y de (E). Considerons pour tout x e K la fonction donnee par z(x) = 

y (x) / 1 + x 2 . Comme : 

y(x) = (l + x 2 )z(x), y' (x) = (l + x 2 ) z' (x) + 2xz(x) et y" (x) = (l + x 2 ) z" (x) + 4z' (x) + 2z(x) , 


en remplagant dans (E), on trouve que la fonction z est alors solution de 1’ equation du second degre a coefficients 
constants : z" - z — 0. Les solutions de cette equation differentielle sont les fonedons : cp a p : 
ou a, p e IR. Par consequent y est de la forme : 


ae x + |3e 


( IR - 

- IR 

Va,p:j x _ 

- [ae x + fie~ x ) (l + x 2 ) 


avec a, p e R. On verifie reciproquement que toute fonction de cette forme est solution de (E) . 


Exercice 5.19 O 

On se propose de resoudre 1’ equation differentielle : 

(E) : y" + ——y = 0. 

2x 2 

. .. _t 

1. Soit y une solution du probleme. On pose pour tout t e IR : z (f) = y [e J e 2 . 

(a) Exprimer y (x) en fonction de z (In (x)) pour tout x > 0. 

(b) En deduire que la fonction t^z(t) verifie sur IR une equation (E') d’ordre 2 a coefficients constants. 

(c) Resoudre (E') . 

2. Resoudre (E). 


Solution : 

1. (a) Soit t e IR et x e IR* tels que t — lnx. Si z(f) = y[e l ) e _ 2 alors y(x) = \fxz (In x). 

(b) Pour ieI*. on deduit de 1 ’egalite precedente que : 

y' (x) = — (-z(lnx) + z! (lnx)l et y" (x) = — ^(z'^lnx) — z(lnx)l 

sfx t2 > Xv/X' 4 > 

En remplagant dans (E), on obdent, pour tout tei : 

(E') : z" (t) + -z(f) 

4 

qui est une equation du second degre a coefficients constants. 
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(c) D’apres le cours, ses solutions sont les fonctions : 


z : 


R 

t 


R 

a cos 4 +(3sinrr 


ou a,p e R. 

2. On en deduit que les solutions de (E) sont les fonctions : 


R* — ► R 

x > — * acos^ + psin^ 


ou a,p e R. 


5.5.4 Resolution d’equations differentielles par changement de variable 


Exercice 5.20 O 

Resoudre sur ]0, +oo[ puis sur R : 


(on poser a t = \px ) 


4 xy" + 2y' - y = 0 


Solution : Soit y une solution de (E) sur ]0, +oo[. Posons z(t) - y(t 2 ). Comme y est deux fois derivable il en est de 
meme de z et on a : 


( z(t) 

= y(t 2 ) 

l z'(t ) 

-2 ty'{t 2 ) 


= 2y' (f 2 ) + 4t 2 y" (f 2 ) 

Comme y est solution de la premiere equation, z est solution de : f" - f - 0. Par consequent, il existe (A,B) e R 2 tel 
que z: t >->• Achf + Bsh t. La fonction y est alors donneepar : y : x <-*■ Ach(^/x) + Bsh(^/x)- Reciproquement, on verifie 
que les fonctions de cette forme sont solution de l’equation sur ]0, +oo[. 

Sur] -oo,0[, on pose x- -t 2 et z(t) = y[t 2 ). 


[ z(t) 

= y[-t 2 ) 

l z'(t ) 

= -2 ty'l-t 2 ) 

l z"(t) 

= -2y' (t 2 ) + 4t 2 y" [t 2 ] 

Done z" (f) = - z(t ). Done il existe (A',B'l e R 2 tel 

que z: A'ch f + B'sh t. La fonction y est alors donnee par : y : 

x 1 — * A^ costy^) + B' sin ( . Reciproquement, on verifie que les fonctions de cette forme sont solution de 1 ’equation 

sur] -oo,0[. 


Pour avoir une solution sur R, la continuity en zero impose A = A'. La continuity en zero de la derivee impose B = B'. 


Reciproquement, si on se donne (A,B) e R 2 , la foncdon \|/a,b definie par \|/,\,bM = Ach(v/x) + Bsh(V^) pour x 5 0 et 
Va.b (jc) = Acosfi/^x) + B sinfy^jc) est solution sur R. 


Exercice 5.21 O 

Resoudre sur R* 1’ equation differentielle : 

(E) : x 2 y" + 3 xy' + y- x 2 

en effectuant le changement de variable t = lnx. 


Solution : Soit y une solution de (E) sur R* . Posons z[t) - y(e l ). Comme y est deux fois derivable il en est de meme 
de z et on a : 


f z(t ) =y(e f ) 

lz'(t ) =e f y'(e f ) 

(z"(f) = e t y'[e t ) + e zt y" [e 1 ) 


Comme y est solution de la premiere equation, z est solution de : f" + 2 f + f — e 2t . Par consequent, il existe (A, B) e [ 

t y. (Alnx + B) x 2 

tel que z: t-* (A? + B) e + l/9e . La fonction y est alors donneepar : y : x >->■ t- — . Reciproquement, on 

verifie que les fonctions de cette forme sont solutions de 1 ’equation sur ]0, +oo[. 
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Exercice 5.22 S? 

Resoudre sur R V equation differentielle : 

(E) : (l + x 2 )"y" + 2x(l + x 2 )y' + 4y = 0 

en effectuant le changement de variable t = arctan x. 


Solution : Soit y une solution de (E) sur R* . Posons z{t) — y (tan t). Comme y est deux fois derivable, il en est de 

meme de z et on a : 


yW 
, y'w 
y" M 


= z (arctan x) 

1 

-z (arctan x) 


1 + 




(l + x 2 ) 2 


-z! (arctan x) + ■ 


(l + x 2 ) 2 


-z! (arctan x) 


Comme y est solution dela premiere equation, z est solution de : f" + 4/ = 0. Par consequent, il existe (A,B) e K 2 tel que 
z : t >-»■ Acos2f+Bsin2t. La fonction y estalors donnee par : y : x >— >• cos (2 arctan x)+B sin (2 arctan x). Reciproquement, 
on verifie que les foncdons de cette forme sont solutions de 1 ’equation sur R. 


Exercice 5.23 V 

Resoudre F equation differentielle : 

(E) : (1 - x 2 )y" - xy’ + 9y = 0 

d’inconnue y :] - 1; 1 [ — * K supposee deux fois derivables. On pourra utiliser le changement de variable defini par 
t - arcsin x. 


Solution: Soit y une solution de (E) sur]-l,l[. Posons z{t) — y(sint). Comme y est deux fois derivable, il en est de 
meme de z et on a : 

y(x) —z (arcsin x) 

, 1 

y (x) = z (arcsin x) 

\ Vl- x 2 

.. X . 1 ,, 

y (x) = 5 -z (arcsin x) + —z (arcsin x) 

(l-x 2 )2 

Comme y est solution dela premiere equation, z est solution de : f" + 9 / = 0. Par consequent, il existe (A,B) e K 2 tel que 
z : t « Acos3t+Bsin3t. La fonction y estalors donnee par : y : x « cos (3 arcsin x) + B sin (3 arcsin x). Reciproquement, 
on verifie que les foncdons de cette forme sont solutions de P equation sur K. 


5.5.5 Application aux equations differentielles lineaires du premier ordre avec problemes de 
raccord des solutions 

Exercice 5.24 V 

Resoudre P equation differentielle 

(E) : x 2 y' + y - 1 

sur un intervalle IcR. 


Solution : On resout d’abord l’equadon sur Ii =] -oo,0[ et L =]0,+oo[. Sur chacun de ces intervalles, l’equadon est 
equivalente a P equation normalisee dont P ensemble des solutions est : 

{1 + — | C e R} 
x 

On trouve ensuite que si I est un intervalle contenant 0, la seule solution de (E) sur I est la fonction constante egale a 1. 


Exercice 5.25 

Resoudre P equation differentielle 


sur un intervalle IcR. 


(E) (x 2 - l)y' - xy + 3(x- x 3 ) = 0 
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Solution : Soit Ii =] - oo, - 1 [, I2 =] - 1, 1 [ et I3 =] 1, +oo[. Sur chacun de ces intervalles, V equation est equivalente a 
1’ equation normalisee 

(E'): y'--y— y=3x 

L’ ensemble des solutions del’ equation homogene associee est 

{x~ CyJ\x 2 -l\ |CeR} 

On recherche ensuite une solution particuliere de la forme y(x ) = C(x)y/|x 2 - l| avec C'(x ) = 3x^j\x 2 - l|, C(x) = 

3 J x\Ze(_x 2 - 1 )dx ou e = +1 sur Ii et I3, e = -1 sur I 2 . On trouve y(x) — 3(x 2 - 1) coimne solution particuliere. Done la 
solution generale de (E) sur I;, s’ecrit 

y[x) = 3(x 2 - 1) + C^/|x 2 - l| 

Sur un intervalle I conten ant 1 ou — 1, puisque la fonction y jx 2 - 1 1 n’estpas derivable en 1 et -1, la seule solution de 
(E) est la fonction y(x) = 3(x 2 - 1). 

Exercice 5.26 V 

On considere 1’ equation differentielle 

(E) : xy' - 2y = (x- l)(x+ l) 3 

1 . Resoudre (E) sur des intervalles qu ’on precisera. 

2. Determiner les solutions de (E) definies surU ? 


Solution : 

1. L’ equation normalisee associee a (E) est (N) : y' - -|y = Celle ci est dehnie sur Ii = ]-oo, 0[ et I2 = 

]0, +oo[. Appliquant d’ abord sur 1 1 puis sur I2 le theoreme fondamental etla methode de variation dela constante, 
on trouve que, pour 1c = 1,2, les solutions de (N) et done de (E) sont, sur \r de la forme : 


( Pa, : 


h 

x 


U 

Y + 2x 3 + 2x+| + aj;X 2 


aj; e U 


2. Supposons qu'il existe cp une solution de (E) dehnie sur R. Alors ip est derivable sur R et il existe ol\,ol 2 e IR tel 

que : ip^ = -y + 2x 3 + 2x+ j + aix 2 et cp|i 2 = y + 2x 3 + 2x+| + a2X 2 . Posons alors : 


U 


q>:< 


x 


y + 2x 3 + 2x+ | + aix 2 sixelj 
0 si x = 0 

y + 2x 3 + 2x+ j + a2X 2 sixel2 


On verihe facilement que ip est derivable sur R. Reciproquement, une fonction (p ainsi dehnie est solution de (E) 
surR. 


Exercice 5.27 W 

Resoudre V equation differentielle 

sur un intervalle IcR. 


(E) x 2 / + y = 1 


Solution : Soit I un intervalle ne contenant pas 0. Les solutions de (E) sur 1 sont les solutions de V equation normalisee 

, , 1 1 

(E') y +-y= - 
x x 

L’ equation homogene associee s ’ecrit : 

(H) y' + ~y = 0 

Notons a{x) = — , dont une primitive est A(x) = ln|x|. L’ ensemble des solutions de 1’equation homogene est alors 


Sh = 


-ln|x| _ 


c 

— I C e I 
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(en posant C = —c si I c] - oo, 0[). On trouve ensuite une solution pardculiere evidente, y(x) - 1. Les solutions de (E) sur 
I sont done de la forme 

C 

yM = l + - 

X 

Ci 

Si maintenant 0 e I, et y est une solution sur I, alors il existe C i E K tel que Vx e [ c]0, +oo[, y(x) = 1 H et il existe 

x 

C 2 

C 2 e IK tq Vx £ I c] - oo, 0[, y(x) = 1 H . Pour que y soit solution en 0, il faut d’apres l’equadon que y(0) = 1. Pour 

x 

qu’une telle fonedon soit derivable en 0, il faut et il suffit que Q = C 2 = 0. La seule solution de (E) sur I est done la 
fonedon constante egale a 1. 


5.5.6 Divers 

Exercice 5.28 W 

Soit / : IK « IK de classed [2] telle que Vx e K,/"(x) + fix) 5= 0. Montrer que : 

VieR, f(x) + f(x+ jt)3=0 


Solution : Considerer g(x) = fix) + fix) Resoudre l’equadon differentielle avec l’hypothese gs 0. 


Exercice 5.29 W 

Soit /9 : K ' — - K une fonedon continue non-nulle et positive. Montrer que toute solution de 

(E) y" + p{x)y = 0 


s’annule au moins une fois. 


Solution : Par Pabsurde, si y > 0, y" - -py sS 0., y' est decroissante puis y' = 0, ensuite p-0. 


Exercice 5.30 W 

Soit u : [a, b\ ^ K une fonedon de classe 'Pi (2) telle que 

u"[x) + p{x)u' (x) > 0 

Montrer que u atteint son maximum en a ou en b. 


Solution : Sinon, en un point interieur, u' (x) = 0, puis u" (x) > 0, d ’ou u serait localement convexe, une absurdite. 


Exercice 5.31 W 

Soient deux fonedons f et g continues sur [0, 1] telles que Vx e [0, 1], 

g{t) df et g(x) = f fit) df 
Jo 

Montrer que f et g sont nulles. 



Solution : D’apres le theoreme fondamental, puisque g est continue sur [0,1], la fonedon f est de classe 'Pi ( 1 ) sur 

[0, 1], et de meme, g est de classe ^(1) sur [0, 1], avec Vx e [0, 1], fix) - g(x) et g'ix ) = fix). On en deduit que f et 
g sont deux fois derivables sur [0, 1] et que Vx e [0, 1], fix) - g'ix) - fix), et g"(x) = g(x). Par consequent, il existe 
quatre constantes (A,B) e IR2 et (A',B') e IR2 telles que 

Vx e [0, 1], fix) = Ashx + Bchx et g(x) = A' shx + B' chx 

En injectant dans fix) - f git) df, et dans g(x) = fo fit) df, on trouve que A = B = A' = B' = 0 et par consequent, 

f = g= o. 


Exercice 5.32 OP 1 

Trouverles fonedons f : R >-*■ IK continues veridant : 

VxeR, fix)-cosx — x- f (x-f)/(f)df 


227 


Solution : D’apres le theoreme fondamental, puisque les fonctions f et t <-+ tf(t) sont continues sur 1, la fonction 
definie parF(x) = x f fit) dt- f tf(t) d t est de classe *€ (1) sur R, avec VxeR, F'(x) = f fit) dt + xflx) - xflx) = 
f fit) df. Par consequent, la fonction f est de classe V? (1) sur R et 


Vx £ R, 


fix) = - sinx- 1 - 



df 


En appliquant encore une fois le theoreme fondamental, on montre que f est de classe V? (2) sur R et que 


Vx£R, fix) = - COSX- fix) 


done que f verifie une equation differentielle du second ordre a coefficients constants. En resolvant cette equation, il 
existe deux constantes (A,B) £ R2 telles que 


VxeR, fix) = Acosx + Bsinx+ — sin(x) 


Mais comme d’apres l’equation verihee par f, /( 0) = 1, et l’equation verffiee par f, /'( 0) = -1, on en tire A = I et 
B = -1. Par consequent, la seule solution possible est 


fix) = cosx- sinx - — sinx 


On verifie reciproquement que cette fonction est bien solution de notre probleme en calculant l’integrale fix - 
t)fit)dt. 


Exercice 5.33 W 

On considere V equation differentielle 


(E) :3y 2 iy" + y') + 6yy' 2 + y 3 = e- x 

On considere une solution y de (E). Determiner un entier n eN tel que la fonction y" soit solution d’une equation 
differentielle line aire a coefficients constants. Trouver alors une solution de (E). 


Solution : Pour n - 3, 


z = y 3 , z' = 3 y 2 /, z” = 6 yy' 2 + 3y 2 y" 
et par consequent, z verifie V equation differentielle 


z + z - z- e 


En resolvant, il existe (A,B) £ R2 tels que 


, -i+^5 \ t-i+VE 
z(x) = e +Ach x +Bsh x 


Exercice 5.34 

Trouver les fonctions f : R >-»■ R de classe ^ (1) verffiant 

Vx £ R, fix) = f ^ — xj 


Solution : Soit une telle fonction f. Elle est de classe Ti (2) et en derivant, elle doit verifier : 

Vx £ R, fix) - —f | — xj = - fix) 

Par consequent, il existe (A,B) £ R2 tels que 

VxeR, fix) — Acosx + Bsinx 

En reportant dans l’equation, on trouve que A - 0 et done que fix) = Bsinx. On verifie reciproquement que VB £ R, 
cette fonction convient. 


228 


Exercice 5.35 

Determiner les fonctions / : R >->■ R derivables verifiant 

Vx e R, f'{x ) = f[—x) 


Solution : Soit f une telle fonction. Elle est deux fois derivable puisque f est une composee de fonctions derivable 
(puisque f = f °(p ou ip(x) = -x), et en derivant, on trouve que Vx e R, f”(x) = —f'{—x) — /(x). Par consequent, f est 
solution del’ equation differentielle y" — y et done il existe A, BeR tels que Vx e R, 

fix) = Ae x + Be~ x 

Mais alors Vx £ R, /'(x) = Ae x - Be~ x = Ae~ x + Be x d’ou necessairement A = B et A = -B et done f - 0. La fonction 
nulle verifie reciproquement la propriete. 
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Chapitre 


6 


/ 

Etude des courbes planes 


La voiture decrivit une elegante cardioi'de et s’arreta en bas des marches. 

Boris VIAN - L’ecume des jours (1946). 


On identifiera dans tout ce chapitre, le plan euclidien a K 2 a l’aide d’un repere orthonormal direct. On notera I un 
intervalle de K non vide et non reduit a un point (ou une reunion de tels intervalles). 

Nous allons apprendre ici a etudier les courbes du plan. Elies peuvent etre vues comme la trajectoire d’un mobile 
dans le plan et il y aura de nombreuses analogies dans ce chapitre avec celui de cinematique en science physique. 

Se donner une telle courbe revient a se donner un couple de fonctions 
(x, y) definies sur un intervalle I de R : x : I — > ■ IR et y : I — ► KL La 
courbe est alors le sous-ensemble du plan forme par les points M (f) 
de coordonnees (x(f),y(f)) quand le temps t parcourt 1’ intervalle I. 

Meme si on va utiliser les outils appris au lycee pour etudier les 
graphes des fonctions d’une variable reelle a valeurs dans M, on com- 
prend que le probleme est ici tres different. Une courbe du plan n’est 
en general pas le graphe d’une fonction de I dans R comme on s’en 
convaincra en examinant le dessin ci contre. Aussi il faudra develop- 
per de nouvelles techniques. Pour une fonction 



F : 


(x (f) , y (f)) ’ 


il faudra definir ce qu’est une limite et une derivee. Lors de la representation de la courbe, il faudra comprendre que ce 
n’est pas le graphe de la fonction F qui est dessine (ce graphe est un sous-ensemble de l’espace R 3 ) mais la projection 
de ce graphe sur le plan (x,yj. Aussi la variable t n’est pas representee sur le dessin. Par contre, un mobile ayant cette 
courhe-comme trajectoire se trouve a la position (x(/j,y(Zj) au temps t. 

Les courbes parametrees peuvent presenter des branches infinies, ce qui signifie que 
le mobile se depla§ant suivant cette courbe part a l’infini, ou des points stationnaires 
(le vecteur vitesse du mobile en ce point est nul). Il faudra etre en mesure de pouvoir 
etudier ces deux phenomenes afin de bien representer la courbe. 

De nombreuses courbes parametrees peuvent etre etudiees avec les outils d’ analyse 
de lycee. Par contre, afin d’etudier les branches infinies ou les points stationnaire de 
certaines autres, il faudra disposer d’un outil plus sophistique, les developpements 
limites, qui ne sera introduit qu’au chapitre 14. Aussi ce chapitre devra etre lu en 
deux fois. Une premiere fois pendant la premiere periode en sautant les parties util- 
isant les developpements limites et une seconde fois apres avoir etudie le chapitre 
14. Ces parties et les exercices correspondants sont indiques dans le texte. 



6.1 Fonctions a valeurs dans 


6.1.1 Definitions 
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Definition 6.1 O Fonction vectorielle a valeurs dans i 2 

Un e fonction vectorielle F a valeurs dans R 2 definie sur I est donnee par un couple (x,y) de fonctions reelles definies 
sur I. Les fonctions x : I — * R et y : I — > R s’appellent les composantes de F ou les applications coordonnees de F et : 


(x(f),y(r)) 


Definition 6.2 O Limite en un point d’une application vectorielle 

Soient l - (l\,l 2 ) un vecteur de R 2 , to e 1 et F une application vectorielle definie sur I. On dit que F (t) converge vers 
l quand t tend vers to et on note : 


F(f) * / 

t—*to 


lorsque |j F ( t) — / || — — p 0. 


Proposition 6.1 O Caracterisation de la convergence par les fonctions coordonnees 

Soit F une fonction vectorielle donnee par le couple (je,y) sur I. Soit l = (/, l 2 ) un vecteur de R 2 . On a : 




Demonstration On a la serie d’ equivalences . 


f (t) — - ; 

t—ta 

<=> \J [x(t)-li) 2 + {y[t)-l 2 ) 2 = 11 fit)- l\\ >0 

t— to 

<=> {x{t) - 1\) 2 + (y (f) - 1 2 ) 2 >0 

t—*to 

I xit] 

1 y{t) ^ h 

car une somme de deux nombres positifs est nulle si et seulement si ces deux nombres sont nuls. 
Rappelons la definition suivante : 


Definition 6.3 O Derivabilite d’une fonction reelle 

On dit qu’une fonction reelle / : I — ► M est derivable en to e I si il existe un reel / tel que : 


Dans le cas ou cette limite existe, on notera /'(to) = /. 

De plus, on dira que / est derivable sur I si / est derivable en tout point f de I non situe a une extremite de I. 


Definition 6.4 O Derivabilite d’une fonction vectorielle 

On dit qu’une fonction vectorielle F : I — ► R 2 , (x(f),y(t)) est derivable en to e I si il existe / = (/, l 2 ) un vecteur de 

IR 2 tel que : 

F(0- F(to) f 


Dans le cas ou cette limite existe, on note F '{to) - l. 


Definition 6.5 O Derivabilite d’une fonction vectorielle sur un intervalle 

On dit qu’une fonction vectorielle F : I — > • R 2 , t (x( t),y( t}) est derivable sur I si F est derivable en tout point t de I 

non situe a une extremite de I. 
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Proposition 6.2 Caracterisation par les fonctions coordonnees 

Une fonction vectorielle F : I — > • R 2 , f >-*• (x(f),y(f)) est derivable en to e I si et seulement si les deux fonctions reelles 
qui la composent : x et y sont derivables en to- On a alors : 

I F'(fo) {x'(to),y'{to)) | 


Demonstration : Considerons la fonction vectorielle 


F (t) - F (f 0 ) 
t- to 


ses fonctions coordonnees sont : 


*(t)-x(fo) et e 2 : 


En appliquant la proposition precedente, on a la serie d’ equivalences : 


y(t)-y(t 0 ) 
t— to 


x et y sont derivables en to 

<=> les fonctions coordonnees 0i et 02 de 0 verifient 0i (f) • x! (to) et 02(f) • y' (to) 

t— -to t—to 

<=> 0(f) > [x' !t 0 ),y' (f 0 )) 

t—ta 

<=> F est derivable en to et F^fo) = ix' (fo) , y' (to)) 

De maniere plus generate, on dira que : 


Definition 6.6 V Fonction k fois derivable, de classe r € k 

- Une fonction F : I — » Ft 2 est dite kfois derivable sur I si ses fonctions coordonnees le sont. 

- Une fonction F : I — <■ R 2 est dite de classe ‘to fc sur I si ses fonctions coordonnees sont k fois derivables sur I et si sa 
derivee fc-ieme est continue. 


6.1.2 Derivation du produit scalaire et du determinant 


Proposition 6.3 Derivation du produit scalaire, du determinant 

Soient F et G deux applications definies sur I, derivables en to e I et a valeurs dans R 2 . Alors les applications 


(F (f)|G(f)> 


et det F, G : 


det F (f)G(f) 


sont derivables en to et 


<F|G> (tb) = <F'(tb)|G(tb)) + <F(tb)|G'(fo)) 


1 , Gjj (fo) - det | F '(to), G(fo)j + det | F (fo), G^tojj 


Demonstration Notons F = (/i,/2) et G = (gi,g2)- Comme F et G sont derivables en to. d’apres le theoreme 6.2, il en est de 
menie des fonctions f\, f 2 .gl.g 2 - Soft tel. Remarquons que 

< F | G> (f) = /1 (f) gl (f) + f 2 it) g 2 it) 

et la fonction ( F | G) est done derivable en to par operations sur les fonctions derivables en to et a valeurs dans IR. De plus : 

(<F|G))'(f 0 ) = (/i.gi+/2.g 2 )'(to) 

= fl (fo)gl (fo) +/l ito)g[ (fo) + f 2 ( f o)g2 ito) + f 2 (fo)g2 (fo) 

= < 7 '(fo)lg(fo)) + < 7 (fo)lg'(fo)>- 

La deuxieme formule se prouve de nieme. 
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/ ' 

Corollaire 6.4 V Derivation de la norme 

Soit F une fonction definie sur I, derivable en to e I, a valeurs dans R 2 et ne s’annulant pas. Alors 1’ application 
II F II : I — *■ R est derivable en to et 


(*>)>! 

ur iij 

F(r 0 ) 

u 


Demonstration On sait que F =y(F|F).D ’a pres la proposition precedente t ■-» < F | F > est derivable en to et on sait que la 
fonction racine est derivable sur [R+ . Comme la fonction F ne s ’annule pas, 11 en est de meme de t ■-» < F | F > (t) et done la fonction 
| F | est derivable en to . De plus, grace a la formule de derivation et la symetrie du produit scalaire : 


(to) = 


' ( F | F) (f 0 ) 


(<F|F>j (t 0 ) (F'(t 0 )IF(t 0 )> 




F I F> (t 0 ) 


F(f 0 ) 


6.2 Arcs parametres 

6.2.1 Definitions 


Definition 6.7 O Arc parametre 

On appelle arc parametre ou coitrbe parametree un couple y = (I, F ) ou I c R est un intervalle et F : I >-► R 2 une 
application de classe r ^ k (l,U 2 ). 


Definition 6.8 O Support d’un arc parametre 

On appelle support (ou image ) de Fare parametre (I, F ) F ensemble des points du plan : 

r = {Me^ | 3fel: OM = ?(f)j 

Pour tout tel, on notera M(f) le point du support de Fare (I, F ) tel que OM ( t) - F (t). 


Remarque 6.1 

Se donner une fonction / : I — *■ R revient a se donner un arc parametre |l, F j ou pour tout tel, F (t) = (t,/(t)). 

Remarque 6.2 L’ etude d’un arc parametre peut s’interpreter ainsi : 

- I est un intervalle de temps. 

- M(f) est un point mobile du plan dont la position a Finstant t e I est donne par OM(f) = F (t). 

- Le support de Fare parametre (I, F ) est appele trajectoire du mouvement. 

- Les vecteurs F' (f) et F"(f), si ils existent, sont respectivement appeles vecteur vitesse et vecteur acceleration du point 
M a Finstant t. 

6.2.2 Etude locale d’un arc parametree 


Definition 6.9 Limite d’une famille de droites dans le plan 

On dit qu’une famille de droites (Df), e i\jf 0 } passant par un meme point M admet une limite lorsque t — *■ to s’il existe 
une famille (" u(t )) fei\{f 0 ) de vecteurs directeurs de ces droites possedant un vecteur limite l non-nul lorsque t — ► to- La 
droite D = M + Vect( l ) s’appelle la limite de (D t ). 


Definition 6.10 Tangente a un arc parametre 

Soit un arc parametre y = (I, F ) et to e I. On dit que Fare admet une tangente au point Mo = M(fo) £ T si la famille de 
droites D r = ( M ( A) ) , M ( f ) ) admet une limite lorsque t — * to. La droite limite s’appelle la tangente a Fare au point Mq. 


Remarque 6.3 On definit de la meme facon, avec les limites a droite ou a gauche, la notion de demi-tangente en un 
point. 
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Remarque 6.4 Une consequence de cette definition et de la remarque 6.1 est que si une fonction / est derivable en 
t 0 e I alors le vecteur (l,/'(?o)) est tangent au graphe de / en (fo>/Uo))- 


Definition 6.11 Point regulier, stationnaire 

Un point M = M(fo) d’un arc parametre est dit regulier lorsque F '(to) 4- 0. Sinon, on dit que c’est un point stationnaire. 


Proposition 6.5 Tangente en un point regulier 

Un arc parametre possede une tangente en un point regulier M(fo) : la droite passant par M(fo) dirigee par le vecteur 
F'Uo). 


Demonstration Notons 

i nuoi — r 2 
u-\ _ F(f)-~F(to) 

l t- to 


Pour t -4 to, le vecteur H[t) dirige la droite (M(fo)M(f)) et ~u (f) > F'(fo) / 0 . 

t—*to 


Remarque 6.5 

II se peut que F '((to) = 0 et que la courbe admette en M (to) une tangente. Par exemple, si on considere 
le support de F (t) = (f 2 , f 3 ) en to = 0, alors il admet en to = 0 un vecteur tangent horizontal. Pourtant 
ce point est stationnaire. On va etudier maintenant deux methodes pour calculer, quand c’est possible, 
le vecteur tangent a une courbe en un point stationnaire. 



Etude d’un point stationnaire avec des outils de terminale, premiere periode 


Proposition 6.6 O Tangente en un point stationnaire 

Soit M(f 0 ) un point stationnaire d’une courbe parametree (I, F) oil F est donnee par le couple de fonctions (x, y) 
definies sur I . 


y(t)-ydb) 


x(r)-x(r 0 ) f— to 


y(f)-y(fo) 

* +oo 

x(f)-x(f 0 ) 

t—to 


oil m est un reel alors la courbe admet en M ( to ) une tangente de pente m. 
alors la courbe admet en M ( to ) une tangente verticale. 


Demonstration Soit f 


nuoi 

t 


yit)-yit 0 ) 


= 0 


x(f)-x(f 0 ) 

- Si 0(f) > m alors le vecteur (1,0 (f)) dirige la droite (M(fo) M(f)). En effet, un vecteur directeur de cette droite etant celui de 

t— to 

coordonnees (x[t) - x{to) ,y{t) -y(tol) : 

I 1 x[t)-xit 0 ) 

I 0(fl y(f)-y(fo) 

et lim 0(f) = [l,m) ^ (0,0) 
f— ‘•to 

- Si0(f) -> +oo alors on peut verifier que le vecteur (g^y, lj dirige la droite (M (fg) M(f)) etona: lim — ,lj = (0, 1)^(0, 0) 

Exemple 6.1 Utilisons cette methode pour calculer un vecteur tangent a la courbe |l, F | avec I = R et F (f) = [t 2 , f 3 ) de 
la remarque 6.5 en le point stationnaire de parametre t - 0. On a : 


y(t)-y( 0) = £ 


0 


x(f)-x(0) t 2 t— > o 

done la pente de la tangente en le point stationnaire (0,0) est 0. Cette droite est l’axe des abscisses. 


Remarque 6.6 Cette methode n’est utilisable que si on sait determiner la limite du quotient , ce qui ne sera 

pas toujours possible avec les outils dont vous disposez en debut d’annee. 


Etude d’un point stationnaire avec les developpements limites, seconde periode 
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Proposition 6.7 TO Tangente en un point stationnaire 

Si M(fo) est un point stationnaire d’un arc % lk et s’il existe p ^ k tel que 

F'«b) = -= F (p_ 1 ) (*b) = 0 ,F ( P ) (f 0 )^0 
alors Parc possede une tangente au point M(fo) dirigee par le vecteur F (to). 

Demonstration C’est une consequence de la formule de Taylor-Young en to pour les fonctions vectorielles (il suffit d’utiliser la 
formule de Taylor-Young (13.40 page 539) pour les deux fonctions coordonnees) : 

F(t)=F (r 0 ) + (t- fo)F'(fo) + • • • + {t ~ f ° )P pW (f0 ) + (t-t 0 ) p e{t) 

p\ 

avec e(f) ► 0 . Definissons alors la fonction ~u en posant pour t ^ to, 

t—>to 

m = , p! w , [ F (t) - F (to)] = F (pl (to) + pl7 (t) 

[r-to)r 

Pour tjt to, u(t) dirige la droite M(to)M(f) et It (t) > F*F) (f 0 ) ^ o . 

f-*fo 

Exemple 6.2 Cette methode appliquee a la courbe |l, F j avec I = K et F (t) = ( t 2 , f 3 ) de la remarque 6.5 en le point 
stationnaire de parametre t - 0. donne F (2) ( t) = (3t,2) et done un vecteur tangent a la courbe en le point stationnaire est 
celui de coordonnees ( 0 , 2 ) . 

Remarque 6.7 Cette methode peut etre utilisee sans connaitre les developpements limites. Par contre, elle peut 
necessiter un grand nombre de calculs avant de trouver un vecteur F tp) Uo) = | x ( p ) (to),y^ (to) j qui ne s’annule pas. 
Ces calculs sont grandement facilites, comme on le verra dans les exercices, avec les developpements limites. 

Le theoreme suivant permet d’etudier localement Failure d’une courbe au voisinage d’un point stationnaire sous des 
hypotheses tres generates. 


Theoreme 6.8 OOO Etude locale d’un point stationnaire 

On suppose que la fonction F : I >-*■ K 2 est de classe c 6’ k , et qu’il existe deux entiers 1 s; p < q k tels que : 
(^hT) F tp) (r 0 ) est le premier vecteur non-nul parmi F'(fo),...,F i:p) (fo). 

(^H 2 ^) <7 est le premier entier parmi Up + 1 , q]] tel que le systeme de vecteurs (F tp) (to).F (<7) (to)) soit libre 

Alors : 

1. Le vecteur F^ 1 (to) dirige la tangente a la courbe au point M(fo). 

2. Pour t to- dans le repere 52 = (M(ro),F tp) (fo)>F tc?) (fo))> le point M(r) a pour coordonnees : M(f)|y|^ 

St 



it- to)9 
q\ 


La parite des entiers p et q donne localement le signe de X(t) et Y (t) au voisinage de to lorsque t < to et t > to- On 
en deduit alors la position locale de la courbe par rapport a sa tangente au voisinage de to comme illustre sur la figure 


6.2.2. 


Demonstration Ecrivons la formule de Taylor-Young vectorielle en to a l'ordre q : 

F(t)=F (t 0 ) + U ~ t f P T {p) (t 0 ) + [t ~ t0)P F ( P +1) U 0 ) + . . . 

p! (p + 1)! 

= + {t ~ *° )<? F (c? ) (to) + (t- t 0 ) q 7 (f) 
q'- 

Mais comme les vecteurs F^P +1 ^ (to),...F^~^ (to) sont tous proportionnels a F^(to), on peut ecrire F®(f 0 ) = oc^-F^F’l (rq) pour 
ke [[p + 1, q- 1]] et comme (F 1 -^ (to),F^^ (to)) forme une base de R 2 , on peut decomposer le vecteur e(t) sur cette base : 

m = ut)FW(to) + p(t)FW( to ) 
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V 



p impair, q pair 
point ordinaire 


v 



p pair, q impair 

rebroussement de premiere espece 


v 



p impair, q impair 
point d’ inflexion 



p pair, q pair 

rebroussement de seconde espece 


FIGURE 6.1 - Etude locale d’une courbe parametree 


avec A(f), u(f) > 0. Alors : 

f-to 

— > > (t-tp)P, 

F(f) -F(f 0 ) = [1 + (f- f 0 )a p+ i + ... 

+ (f- f 0 )' ?_1_p a< 7 -i + pKt-to^m^hto) 

Puisque M(fo)M(f) = F (t) - F (to), on en deduit V expression des coordonnees du point M(f) dans le repere S& : 

(f- f 0 )P r 

X(f) = [l + (t-t 0 )g p+ i+... 

+ it- t 0 ) q ~ 1 ~ p a q -i +p\[t- fo) ? A(f)] 

it- t 0 )P 

f— 1 0 p\ 

[t- to) 11 . , 

Y(t) = - p-[l + ^!p(t)] 

Cf\ 

it-tp)*! 
t— 1 0 q\ 

L'equivalent donne le signe de X(f) et Y(f) a u voisinage de tp. On obtient done localement la position du point M(f) dans u n quart 
de plan lorsque t < tp et t> tp d’ou V etude geometrique resumee sur la figure 6.2.2. 

Remarque 6.8 En pratique, pour etudier un point stationnaire M(to), on effectue un developpement limite de x( t) 
et yit) au voisinage de tp et on adapte l’idee de la demonstration precedente. Puisque le point M(to) est stationnaire, 
x’itp) — y'itp) - 0 et done le coefficient de it - tp) sera nul dans les developpements limites de x et y. Puisqu’il nous faut 
deux vecteurs independants F r,i| ( tp) et V {,l> (to), il faut au moins un DL a l’ordre 3 des deux fonctions x et y. 

Exempt e 6.3 

j x(t) - 3cos(f) - 2sin 3 (f) 

|y(f) =cos(4f) 

pour t e [0,2tt], Commencons par chercher les points stationnaires : 

jx'(t) = -3sin(f) [l + sin(2t)] 

|y'(f) = -4sin(4f) 

x' et y' s’annulent simultanement en t — 0 et t — 3ji/ 4. Etudions le point stationnaire M(0). Pour cela, effectuons un DL 
a l’ordre 3 : 

( x(t) — 3- - 1 2 - 2t 3 + o(t 3 ) 

| y(t) = 1 - 8f 2 + o(t 3 ) 
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d’ou le DL vectoriel : 


F (£) = 



Les vecteurs H et ~v ne sont pas lies et dans le repere 5? = (M(0),U,1T), le point M(f) a pour coordonnees X( f) et 

Y(f) avec X(f) ~ f 2 et Y ( f) ~ f 3 . On en deduit Failure locale de la courbe au voisinage de M(0) : c’est un point de 
t-> o t—o 

rebroussement de premiere espece. 



L’ etude du point stationnaire M(3 ji/ 4) s’effectue de meme. 


Branches infinies des courbes parametrees 


Definition 6. 12 Z> Branche intinie 

On dit que Fare (I, F) possede une branche infinie en fo lorsque || F (f)|| * +oo. 


| Remarque 6.9 Si lim t ^f 0 |x(f)| - +oo ou si lim f ^ fo |y(f)| = +oo alors Fare (I,/) possede une branche infinie en fo. 


Definition 6. 13 Droite asymptote 

Soit (I, F ) un arc parametre possedant une branche infinie en fo £ I. On dit que la droite £) est asymptote a Fare (I, F ) 
en fo si d(M(f),lF) * 0. 

t—*to 


Proposition 6.9 O Caracterisation pratique d’une droite asymptote 

Soit (I, F ) un arc parametre possedant une branche infinie en fo £ I. La droite d’equation a x+b y+c- 0 est asymptote 
a Fare (I, F ) en fo si et seulement si 

a x{t) + b y(f) + c * 0 

f— *f0 


Demonstration : 


Soit &> une droite affine d’equation cartesienne : ax + by+ c = 0. La distance du point M(f) 


\x(t) 
I yit) 

R 


vaut : 


_ \ax[t) + by[t) + c\ 

WfMro i ai - i J L 

Cette distance tend vers 0 si et seulement 

Plan 6.1 : 

• Une seule des deux applications coordonnees de f tend versl’infini en valeur absolue quand t tend vers 

to : 

1 Si jc( f) * / £ IR et |y(f)| * +oo alors la droite d’equation x- l est asymptote a la courbe et le 

signe de x{t)-l determine la position de la courbe par rapport a 1’ asymptote. 

2 Si \x( t)\ * +oo et y(f) * / e R alors la droite d’equation y - l est asymptote a la courbe et le 

t-* to t—to 

signe de y(f) - / determine la position de la courbe par rapport a l’asymptote. 

• Les deux applications coordonnees de f tendent vers l’infini en valeur absolue quand t tend vers t 0 : 

Si [ jc(f) | -<• +oo et | y ( f) | * +oo, on forme le quotient et on cherche la limite de ce quotient quand 


V a 2 + b 2 

si ax(t) + by[t) + c > 0. 

t— fo 

Pour determiner la droite asymptote a une branche infinie 
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t tend vers to. 

1 Si - — p flei’ : on forme alors y(f) - a x(f) et si cette quantite tend vers une limite finie b alors 
la droite d’ equation y = a x+ b est asymptote a la courbe en to. La position de la courbe par rapport a 
F asymptote est donnee par le signe de y( t) - a x( t) - b. 



Figure 6.2 - Signe de y(f) - ax{t) - b 

2 Si | — — * +oo, on dit que la courbe possede une branche parabolique (Oy). 

3 Si 777 j * 0, on dit que la courbe possede une branche parabolique (Ox) 


Exemple 6.4 Interessons nous a la courbe donnee par 

jx(f) 

(y(f) 


l 2 l 
f 2 3 + l 

f-1 


Elle presente des branches infinies quand t — < ■ 1* et quand t — +oo. 


Si f — ► +oo. Comme x(f) * 0 et y(f) * +oo alors la droite d’equation 

1 t—*+ oo t—*+ oo 

x = 0 est asymptote a la courbe quand t — ► +oo. 

Si t — > -oo. | On montre de meme que la droite d’equation x = 0 est asymptote a 

la courbe quand t — *• -oo. 

Si t — ► 1 + . | l On forme le quotient y ( f ) / x ( t) et on cherche sa limite quand 
f — 1 + : 


X^L= t 2 + 1 = * 2 

x ( t) r— l 


2 On cherche maintenant la limite de y ( f) - 2x ( f) quand f — > • 1 : 


r 2 - 1 

v(f) -2x(f) = = f + 1 * 2 

' f-1 f-t 



done la droite d’equation y = 2x + 2 est asymptote a la courbe quand 
t — 1 + . 

3 On cherche la position de la courbe relativement a 1’ asymptote. Pour ce 
faire, on etudie le signe de : 

y(f)-2x(f)-2=f-l3:0si t~» 1. 

Done la courbe est au dessus de 1’ asymptote quand t — > ■ 1 + . 

Si t — • 1~~| La meme etude montre que la droite d’equation y = 2x+ 2 est asymp- 
tote a la courbe quand t — ► 1“ et que la courbe est en dessous de 1’ asymptote 
dans ce cas. 


Par definition, dire qu’une droite est asymptote a la branche infinie quand f — ► fo d’une courbe parametree signifie que la 
courbe s’approche infiniment pres de la droite quand t — >• to- Quand ce phenomene se produit, on sait mieux representer 
le support de la courbe etudiee. Malheureusement toutes les branches infinies n’ont pas la meme croissance et celles dites 
paraboliques ne s’approchent pas d’une droite quand t — to. Par contre on peut parfois trouver des courbes simples qui 
vont etre asymptotes a cette branche parabolique, voir a ce sujet l’exemple 6.6. 

Lorsque x(f) et y(f) tendent toutes les deux vers l’infini, le plus rapide pour etudier la branche infinie consiste a effectuer 
un developpement asymptotique de ces deux fonctions lorsque t — > ■ to a la precision d’un terme significatif qui tend vers 0. 
On essaie alors de faire une combinaison lineaire des fonctions x(f) et y(f) pour eliminer les termes tendant vers l’infini. 
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Si on trouve une relation du type 


y(l) = ax{t) + b+c{t- to) k + o{[t- lo) fc j 


on en deduit que la droite y — ax+ b est asymptote a la courbe et la position locale de la courbe par rapport a son asymptote 
se deduit du signe de c et de la parite de k. 


Exemple 6.5 Considerons la courbe parametree definie par : 


x(t) 
yit ) 


i 2 - 9 
l 2 - 21 
1-3 


Elle presente des branches infinies lorsque 1 — ±oo, 1 — ±3. 

1. 1 — -3 : x(l) — +oo et y(l) — -5/2 done la droite d’equation y = -5/2 est asymptote. 

2. 1 — ±oo : effectuons un developpement asymptotique : 


x(t) - t+ — + o(l/ 1) 

3 

y{t) = t+ 1 + — + o(l/ 1) 


Pour eliminer le terme divergent, il suffit d’effectuer la combinaison lineaire : 


y{t)-x(t)-\ 


-6 


■+o(l/l) 


On en deduit d’une part que la droite d’equation y = x+ 1 est asymptote. D’autre part, la quantite y( t) - x{ t) - 1 
represente la mesure algebrique verticale entre la droite et M(f). Par consequent, lorsque t — ► +oo, la courbe est 
situee localement au dessous de Fasymptote et lorsque t — > • -oo, elle est situee localement au dessus. 

3. 1-3, 


9 15 7 

x[t) = h h -(l-3) + o((l-3)) 

2(1-3) 4 8 

3 

y(f) - - — - + 4+ (i-3) 

Eliminons les termes divergents : 

y(l)-^x(l) = ^ + ^(l-3) + o((l-3)) 

2 3 

On en deduit que la droite d’equation y = -x+ — est asymptote a la courbe. Lorsque 1 — 3 , la courbe est situee 
localement en dessous de son asymptote. Lorsque 1 — 3 + , elle est situee localement au dessus. 


Cette methode du developpement asymptotique permet egalement de detecter d’autres courbes asymptotes. 


Exemple 6.6 


Etudions la branche infinie 1 — 0 en utilisant Maple : 


sin 1+1 
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MAPLE 


> series (y - x A 2, t = 0, 2) ; 

-1 2 
- 2 t - 3/2 + 1/3 t + 0(t ) 


Pour faire ensuite disparaitre le terme en 1/f, reutilisons x( t) : 

MAPLE 

> series (y - x A 2 + 2*x, t = 0, 2) ; 

2 

1/2 + 1/3 t + 0(t ) 



on en deduit que la parabole d’equation y - x 1 2 3 - 2x+ 1/2 

est asymptote a notre courbe. Lorsque t — > - 0 + , la courbe Figure 6.3 - En trait pointille le support de la courbe 
est situee localement au dessus de la parabole et lorsque parametree, en trait plein le graphe de la parabole asymp- 
t • 0 _ , elle est situee localement en dessous. tote. 


6.2.3 Etude complete et trace d’une courbe parametree 


.Plan 6.2 







1 Determiner le domaine de definition des deux foncdons x et y. 

2 Etudierles symetries eventuelles. 

3 Dresser le tableau de variations des foncdons x et y et reperer dans ce tableau les points stadonnaires, les 
points a tangente horizontale ou verdcale et les branches infinies. 
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4 Etudier les points stationnaire s. 

5 Etudier les branches inhnies. 

6 Trace sommaire de la courbe. II est inutile d’udliserla calculatrice pour reporter des points, il suffit de placer 
les asymptotes eventuelles, de mettre en evidence les points stadonnaires et d’ avoir V allure globale de la 
courbe. 


Le point 2 est tres important et permet bien souvent de restreindre F etude a un intervalle plus petit. Pour cela, on interprete 
geometriquement la position du point M(tp(f)) par rapport au point M(£) ou tp est une certaine transformation. Voyons 
quelques exemples courants : 

- Si x(f + T) = x(£) et y(£ + T) = y(£), le point M(t + T) est le meme que le point M(f). On aura trace toute la courbe si on 
restreint F etude au parametre t qui varie dans un intervalle de la forme [a, a + T[. 

- Si jc( — t) — x(f) et y(- 1) = — y( t), le point M(- 1 ) est le symetrique orthogonal du point M(£) par rapport a l’axe (Ox). II 
suffit de tracer la courbe pour t e [0, +oo[ et de completer le dessin final par une symetrie par rapport a (Ox). 

- Si x(— t) - — x(f) et y(-f) = -y(£), le point M(-f) est le symetrique du point M(t) par rapport a Forigine. II suffit 
d’etudier la courbe pour t e [0, +oo[ et de completer le trace par une symetrie de centre Forigine. 

- Si x(l It) — — x(f) et y(l/ f) = y(£), les points M(l/f) et M(£) sont symetriques par rapport a (Oy). Si on trace la portion 
de courbe pour t e]0, 1], la portion correspondant a t e [1, +oo[ s’en deduit par une symetrie par rapport a l’axe (Oy). 


Exemple 6.7 Etudier la courbe parametree 


x(£) = tan t+ sin t 
y(t) = —— 


Les fonctions x et y sont definies sur K \ {kit + tr/2; k e Z}. 

Restriction de l’intervalle d’etude. Onremarque que x(f+ 2 tt) = x(t) et y(£+2jt) = y(£). Done M(£+2 tt) = M(£). 
II suffit de faire l’etude de la courbe sur un intervalle [a,a + 2 tt] . De plus, x(- 1) — — x(f) et y(- 1) - y( t). Le point 
M(- 1) est done le symetrique du point M(£) par rapport a l’axe Oy. II suffit done de faire F etude sur [0, tt] et de 
completer le trace de la courbe par une symetrie par rapport a la droite Oy. 

Variations. On calcule 

, cos 3 t + 1 , sin t 


D’ou le tableau de variations : 


t 

0 

■ 7T 

x'(f) 

+ 

+ 0 

y'(f) 

0 + 

+ 0 

x(t) 

+oo 

> 0 

— OO ^ 

y(fl 

* +oo 
1 ^ 

*-\ 

-oo ^ 


On remarque le point M(0) qui est a tangente horizontale, un point stationnaire M(ir) et une branche infinie en 

t - jt/2. 

4 Etude du point stationnaire. 

- Sans les developpements limites : 


yW-yW S5?7 + 1 l + cosf 1 

= = = — +oo 

x ( £) — x (tt ) tan£ + sin£ sin £(1 + cost) sinf r—n 

done la courbe admet une tangente verticale en le point stationnaire de parametre t — tt. 
Avec les developpements limites : Posons h- t — tt, et faisons un DL(0,3) : 

/j 3 ^2 

x(/i) = — + o(/r 3 ), y{h) = - 1 — — + o{h 3 ) 


d’ou Fon tire 


0 h z 0 h 6 O) 

-i + T -l + T o +0( ' ,) 


Dans le repere 5? = (M(tt),"zI,1T) ou ~u = (0,-1) et v — (1,0), le point M(f) a pour coordonnees 
(X(£),Y(£)) avec X(t) ~ (t- it) 2 12 et Y (£) ~ (t- tt ) 3 / 2 lorsque f — ► tt. On en deduit que le point M(tt) 
est un point de rebroussement de premiere espece a tangente verticale. 
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5 Etude de la branche infinie. 

- Sans les developpements limites : On forme le quotient 


y(f) i > 

x(f) sinf(l + cosf) f— ti /2 


Ensuite, on calcule : 


y(f)-x(f) : 


1 - sin t 


■ - sin t - 


-1 


cos t r— ■ ti /2 

car sin et cos sont derivables en jt/ 2 done pour leurs taux d’accroissements respectifs en tt/ 2, on a : 
sin t— 1 


f — tt/2 t— 71/2 


cos - = 0 et 


cos t 
t — tt/ 2 r — *-7r/ 2 


sin - = - 1 


done 


sin f - 1 

1 - sin t _ jt/2 ^ Q 

cos t cos t t— ti /2 

f — tt/2 

Enfin, on etudie la position de la courbe par rapport a l’asymptote d’equation y = x- 1 : 


y(f)-x(f) + l 


(1 - sin t ) (1 + cos t) 
cos t 


qui est du signe de cos t. Done lorsque t — ► nl 2 + , la courbe arrive sous l’asymptote , et lorsque t — » 
ti/2 - , la courbe arrive sur Fasymptote. 

- Avec les developpements limites : Lorsque t — *• tt/2, en posant // = f — tt/2, on effectue un developpe- 
ment asymptotique des deux fonctions : 

x{h) = x{n!2 + h) = + cos (ft) = — -5-^ -7— + 1 + o(/z) = + 1 + ^ + o(h) 

tan h n(l + n z /3 + o(n z )) /i 3 


Et alors 


_ 1 h 

y[h) = -1/ sinn = 1 - o{h) 

h 6 

y[h) - x{h) + 1 = -h/2 + o{h) 


ce qui montre que y(f) - x(t) + 1 — {t — tt/2) /2 lorsque t — ► tt/2. Par consequent, la droite d’equation 
y = x- 1 est asymptote a la courbe. Lorsque f — ► tt/2 + , la courbe arrive sous Fasymptote a gauche, et 
lorsque t — » jt/2 - , la courbe arrive sur Fasymptote a droite. 



Exemple 6.8 

L’astroide est la courbe parametree definie par : 

{ x(f) = a cos 3 t 
y(f) = a sin 3 t 
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1 Les deux fonctions sont definies sur R. 

2 Symetries : 

- x(f+27i) = x(r), y(r+27i) = y(f) done M(f+27t) = M(f). II suffit de tracer la courbepour te [to, to+2n], 

- x( t + 7i ) = -x(r), y(f + 7i) = — y(t) done le point M(f + 7t) est le symetrique du point M(f) par rapport 
a Forigine. II suffit de tracer la courbe pour t e [to, to + tt ] et de completer le dessin par une symetrie 
centrale pour obtenir toute la courbe. 

- x(— t) = x(f), y[-t ) = -y(t) done M(-f) est le symetrique de M(f) par rapport a l’axe (Ox). II suffit 
de faire F etude sur [0, tt/ 2] puis de completer par une symetrie. 

- x(tt/ 2- f) = y(f), y(7i/2- 1) = x(f) done le point M(tt/2- 1) est le symetrique du point M(f) par rapport 
a la premiere bissectrice. II suffit finalement de faire l’etude pour t e (0, jt/ 4|, de completer le trace 
par des symetries par rapport a la premiere bissectrice, l’axe (Ox) et Forigine pour obtenir la courbe 
complete. 

H Variations : 

Jx'(f) = -3acos 2 fsin t 
ly'(f) =3asin 2 fcosf 


t 

JI 

0 

4 

x'[t) 

0 + 

At) 

0 + 

x(f) 

a 

2V2 
a ' 

yit) 

a 

is/i 

0 ^ 


On remarque que le point M(0) est stationnaire. II n’y a pas de branche infinie. 

4 Etude du point stationnaire La premiere methode est ici inutilisable car la limite ne peut pas se calculer avec 
les techniques usuelles. Effectuons un developpement limite a l’ordre 3 : 


) x(f ) = a- -at 2 + o(t 3 ) 

y(t) = at 3 + o{t 3 ) 


d’ou 


FM = ra + ' 2 r 3 o ' 2 ) + ‘ 3 


+o(r) 


Lesvecteurs u et v etant independants, dans le repere (M(0), u, v ),le point M(f) a pour coordonneesX(r) ~ Q t 2 
et Y(f) ~ t 3 . On en deduit que le point M(0) est un point de rebroussement de premiere espece a tangente 
horizontale. 


5 Trace : 



Exemple 6.9 Une roue de rayon R > 0 roule sans glisser sur une route horizontale. Determinons la trajectoire d’un point 
situe sur sa peripherie. Notons C(f) le centre de la roue et t l’angle entre la verticale et le vecteur C(t)M(t). La roue roule 

iRf 

sans glisser done si le centre a Finstant t se trouve a l’abscisse xq, on a xq = Rt. On en deduit que C(f) puis comme 

R 
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C(f)M(f) 


-Rsin t 
-Rcos t 


on obtient F equation parametrique de la courbe qui s’appelle la cycloide : 


x[t) = R(f-sinf) 
y(f) =R(l-cosf) 

1. Les fonctions x et y sont definies sur R. 

2. Symetries : puisque x(f + 27t) = x(f) +2 Rtt, y(t + 2n) = y(f ), le point M{t + 2n ) se deduit du point M(f) par une 
translation de vecteur V = (2Rtt,0). II suffit done de tracer la courbe pour t e [Q,2jt] et on complete le trace par 
une infinite de translations de vecteur V . Puisque x[- 1) - -x{t) et y(- 1) - y(f), le point M(- 1) est le symetrique 
du point M(r) par rapport a l’axe (Oy). II suffit done d’etudier la courbe pour t e 1 0 , tt ] et de completer par une 
symetrie par rapport a (Oy). 

3. Variations : 

fx'(t) =R(l-cosf) 
ly'(f) =Rsinf 


t 

0 71 

x'{t) 

o + 

y'(f) 

0+0 

x(f) 

Rtt 

yit) 

* 2R 

0 ^ 


On remarque que le point M(0) est stationnaire et que le point M(it) est a tangente horizontale. 

4. Etude du point stationnaire : La encore, la premiere technique est peu commode car elle aboutit a une limite 
difficile a calculer avec les methodes usuelles. On effectue alors un DL a l’ordre 3, 


F(t) = 


+ r 


( “ 

I R/2 


+ r 


R/6) , 3 

o +o1 ' > 


On en deduit que le point M(0) est un point de rebroussement de premiere espece a tangente verticale. 

5. Trace : 



6.3 Etude d’une courbe polaire p = / (0). 

6.3.1 Notations 

II peut etre plus commode d’etudier une courbe non pas en coordonnees cartesiennes, mais en coordonnees polaires car 
elle s’exprime parfois ainsi plus facilement. Nous allons expliquer ici comment mener cette etude. 

On definit les fonctions vectorielles : 

~u (0) = cos0T + sin0 ~j, 1? (0) = - sin0T + cosQ~f 


et on remarque que : 


d u 
~dQ 


d v 
~dQ 


Le repere - {0,Ti ( 0 ) , TT (0)) s’appelle le repere polaire. 
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Figure 6.4 - Repere polaire : SSq = (O, zt(0), z/(0)) 


Etant donnees deux fonctions p : I >-*• 1R et 0 : 1 —*• D3, on peut definir la courbe parametree (I, /) par 


F (f) = p(f)"zl (0(f)) 


Proposition 6.10 V Calcul de la vitesse et de F acceleration dans le repere polaire 


F'(r) = p'(f)7<(0(f)) + p(r)0'(r)"p (0(f)) I et 


F"(f) - [p"(f) - p(f)0' 2 (f)]l7(0(f)} + [2p'(f)0'(f) + p(r)0"(r)]l/ (0(f)) 


_ d u d v 

Demonstration II suftit d’appliquer les formules de derivation usuelles ainsi que les relations = u et = - 


de 


de 


6.3.2 Etude d’une courbe p = /(0). 

On considere une courbe polaire 

p = /(0) 

ou / : I —*• IR est une fonction de classe <€ (fc), (avec k 3= 2). C’est Fensemble 
des points du plan de coordonnees polaires (p, 0) lies par cette relation. Notre 
but est de tracer une telle courbe. 

1 Une courbe polaire est une courbe parametree particuliere : F (0) = 
p(0)l?(0), 

Jx(0) =p(0)cos0 

jy(0) =p(0)sin0 

2 Recherche des symetries eventuelles : 

II est important, avant de commencer l’etude d’une courbe polaire de 
reduire l’intervalle d’etude. Quelques exemples : 

P 

- Si p(0) est T periodique, avec T = — 2tt, 

q 

- Si p(-0) = ±p(0), 

- Si p(0 o — 0) = ±p(0). 

3 Etude locale _ 

- On exprime F'(0) dans la base ("zT(0),~p (0)) : 

F'(0) = p'(0)7<+p(0)T 

- Les points stationnaires ne peuvent correspondre qu’au passage au pole. On obtient Failure locale de 
la courbe en examinant le signe de p : un point stationnaire pour une courbe polaire ne peut etre qu’un 
point ordinaire ( p change de signe) ou un rebroussement de premiere espece (p ne change pas de signe) ; 

- En un point different de Forigine (done regulier), si V (0) est F angle entre la droite (OM(0)) et la tangente 
a la courbe en M(0), alors : 

,a " vie > = S 


- Si pour une valeur donnee de 0, p' (0) = 0 alors F' (0) est colineaire a ~u (0) et on dit que F' (0) est 
orthoradial. 

4 Etude des branches infinies : 

- Elies se produisent lorsque p(0) * oo ; 

0—00 


Figure 6.5 - L’ angle V(0) : tanV(0) = 
P(0) 

p'(0) 
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Si 0o = /cjt, (Ox) est direction asymptotique. II suffit d’etudier : 


y (0) = p(0) sin0 

- Si 0o = — I- fct i, il suffit d’etudier : 

2 

x(0) = p(0) COS0 

- Sinon, on fait F etude dans le repere polaire (0,T< (0o),"?(0o)) : 

Y(0) = p(0) sin(0 - 0 O ) 

5 Branches infinies spirales : 

- Si p(0) > 00 ; 

e-00 

- Si p(0) » R, on a un cercle ou un point asymptote ; 



6.3.3 La cardioi'de 

Etudions la cardioi'de. Cette courbe est donnee par F equation polaire 


p=a(l + cos0) (a>0). 


Nous allons nous limiter au cas ou a — 1, le cas general se traite de maniere identique. 

1 La fonction p est definie sur IK 

2 Elle est 2jt-periodique done il suffit de travailler sur un intervalle de longueur 2tt. Comme p est impaire, on peut 
etudier la courbe pour 0 e [0, jt], on deduira la partie manquante par la symetrie d’axe (Ox). 

3 Pour tout 0 e [O.tt], p' (0) = - sin0. On en deduit les variations de p : 


0 

0 f 

p'(0) 

0 - -1 - 0 

p(0) 

2 \ 

1 

0 


On remarque que la courbe presente un vecteur tangent orthoradial quand 0 = 0. 

4 La courbe presente un point stationnaire en 0 = it. Comme p ne change pas de signe en ce point, on a un point de 
rebroussement de premiere espece. 

5 La courbe ne presente pas de branche infinie. 

6 Representation graphique : 
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FIGURE 6.7 - Cardiolde : On effectue d’abord le trace de la portion de courbe etudiee puis on complete le dessin par la 
symetrie d’axe (Ox) 


6.3.4 La strophoide droite 


C’est la courbe polaire d’equation 


cos20 


cost) 

avec a > 0. On se borne a etudier la courbe dans le cas a = 1. 


1 La fonction p est definie pour 0 ^ tt/2 [tt] . 

2 II suffit de travailler sur un intervalle de longueur 2it car p est 2ir-periodique. Mais V0 ^ 
ji/2 [tt] , p (tt - 0) = -p (0). On peut done travailler sur un intervalle de longueur tt. Enfin, 
comme p est paire, la courbe presente une symetrie d’axe (Ox) et il suffit de F etudier sur 
1= [0,tt/2[. 

3 Pour tout 0 e I, on montre avec les formules de trigonometrie que 


„ cos20 „ 1 

P (9) = — = 2cos0 

COS0 cost 


done p' (0) = -2sin0 - qui est negative sur I. On calcule aussi facilement que p ne 
s’annule qu’en un seul point de I : jt/ 4. On en deduit les variations de p : 


0 

0 tt/4 tt/2 

p'(0) 

i 

CM 

1 

1 

O 

P(0) 

l 

o 

-oo 


On remarque que le vecteur tangent a la courbe en le point de parametre 0 = 0 est orthora- 
dial. 

4 La courbe ne presente pas de point stationnaire. 

5 Par contre, on remarque une branche infinie quand 0 -* tt/2 - . Comme : 



Figure 6.8 
Strophoide droite 


x = p (0) cos0 = cos(20) *— 1 et y = p(0)sin0 ► -oo, 

0 - 71 / 2 - 0 - 71 / 2 - 

on en deduit que la droite x = -1 est asymptote a cette branche infinie. La courbe de plus 
se trouve a droite de cette asymptote. 

6 On en deduit alors le graphe de la courbe. 


Remarque 6.10 Voir les sites web suivants : 

http : / / www .matheurve . com/ courbes2d/ courbes2d . shtml 
http : / / per so . wanadoo . f r/ jpq/ courbes/ index . htm 

http : / / turnbull .dcs.st-and.ac.uk/~history/ Curves/ Curves . html 
http : / /mathworld . wolfram. com/ 

pour les proprietes des courbes classiques avec des animations. 
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6.4 Exercices 

Dans tous les exercices de ce chapitre, on considere le plan euclidien muni d’un repere orthonorme direct (0,1,/). 


6.4.1 Fonctions vectorielles 

Exercice 6.1 W 

On considere le mouvement d’un point M (f) dans le plan au corns du temps. On suppose que ce mouvement est decrit 
par une fonction vectorielle f : I — * :¥ de classe C 2 et ne s’annulant pas appelee vecteur position du point M. On a 

done : __ 

Vf el, OM(f) = /(f) 

On appellera vecteur vitesse et vecteur acceleration du point M a 1’instant t les vecteurs ~v it) := f 1 it) et ~a it) 

7 "w 

1. On suppose que le mouvement du point M est circulaire de centre O, e’est-a-dire que t<-^ ||oM(f)|| est constante. 
Montrer qu ’alors les vecteurs position et vitesse sont orthogonaux pour tout tel. 

2. On suppose maintenant que le mouvement du point M ( t) est a acceleration de centre O, ce qui signifie que a 
chaque instant, son vecteur acceleration est colineaire a son vecteur position. Montrer alors que t *-» det^OM [t),~v (f) 
est constante. 

3. Montrer que si le mouvement du point M est a la fois circulaire et a acceleration de centre O alors il est uniforme 
(e’est-a-dire que la norme de son vecteur vitesse est constante). 


Solution : 

f I — ► IR 

1. Considerons 0i : j ^ . Cette application est de classe C sur 1 car e’est le cas de f et parce que 

f ne s ’annule pas sur I. Pour tout tel : 

8j (t) = ( ?mi/w > = o 

||H 

ce qui amene : (/' {t)\ f it)). Les vecteurs OM (r) et~u it) sont done bien orthogonaux. 

f 1 — * R 

2. L’ application : i)? : i , (~r. , — . , est de classe ‘Li sur I et pour tout te\: 

\ t ~ det[/(f), v (f)J F 

02 it) = det(H(f),lT (f)) + det|/ (f),7? (r)j = 0. 

Done 02 est constante. 

3. Si le mouvement est a la fois circulaire et a acceleration de centre O alors, pour tout tel, le vecteur vitesse ~v it) 
est orthogonal au vecteur position OM (t). L’ angle forme par ces deux vecteurs estcongru an 1 2 modulo n, done : 

|det|oM(t),"n (f)|| = 


Comme ce determinant et || OM ( t) || ne dependent pas du temps, on en deduit que || ~v it) || est aussi independant 
du temps. 


OM (r) | . || ~v (t) || |sin|^OM(f),l/ it) 
OM(f)|| . | T (r)|| 


6.4.2 Courbes en coordonnees cartesiennes 


Exercice 6.2 O 

Etudier la courbe parametree donnee par : 


x[t) = 


yit) = 


f 3 + 2 
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Solution : 

1 . Les fonctions x et y sont definies sur R* . 

2. La courbe ne presente pas de symetrie evidente. 

3. Les fonctions x et y sont derivables sur R* et pour tout t e R* : 


x'{t) = 


et /(£) 


f 2 


On en deduitle tableau de variation suivant : 


t 

-oo 0 

+oo 

x' {t) 

- 

- - 

1 - 

x{t) 

0 \ 

^ -oo 

+oo 

>> 0 

y{t ) 

+00 \ 

^ -oo 

+ 00 X +00 

^ 3 / 

/(f) 

- 

+ 

-®- 

1 


4. La courbe ne presente pas de point stationnaire. 

5. La courbe admet quatre branches infinies. En ±oo, la courbe admet une asymptote verdcale d’ equation x = 0. 
Etudions les branches infinies quand t — * 0 + et quand £ — »■ 0“ . Soit ten*. On a : 

^ = £ 3 + 2 >2 et y(£)-2x(£) = £ 2 >0 

x(t) t-o J t—*o 

done la droite d' equation y - 2x est asymptote a la courbe quand t — > 0 + et quand t -* 0 _ . De plus, la courbe est 
toujours au dessus de cette asymptote. 

6. On en deduit 1 ’allure de la courbe : 



Exercice 6.3 O 

, f X{t) — “^3 

Etudier la courbe parametree dehnie par < vj 

1 yw = g? 

Solution : 

1. Les fonctions x et y sont definies sur R \ {-1}. 

2. Restriction de Vintervalle d’efude. Si £e IR* \ {-1}, x{\tt) = y[t) et y(l/£) = x(£). On peut restreindre V etude a 
I = ]-l, 1], on deduira la partie manquante de la courbe par une symetrie par rapport a la bissectrice principale. 
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3. Variations. Soit t el. On calcule 


x'{t) = 3 


1-2 1 3 
( 1 +t 3 f 


On en deduitle tableau de variation suivants : 


y\t) = 3 


f(2-t 3 ) 

(1 + f 3 ) 2 


t 

-1 0 2“ 

l 

3 1 

x' it) 


+ 

+ ( 

- "3 

x{t) 


-oo 

> 2 

2 

3 

2 

y{t ) 


+oo 

> 2 
<j>^ 

3 

1 2 
3 / 

y'W 


- 

+ 

+ ! 


4. Etude du point stationnaire.La courbe ne possede pas de point stationnaire. 

5. Etude de la branche infinie. On a line branche infinie quand t tend vers -1 + . Comme '' ' * = t * -1 et 

x(f) t—i + 

comme y(t) + x(t) = 3 f * -1 ,1a droite d’ equation y = —x — 1 est asymptote a la courbe quand t tend 

t -f+i f __i+ 

vers -1 + . De plus : y{t ) - (— x ( t) - 1) = 3= 0. La courbe est done au dessus de l’asymptote. 

Cette courbe est un folium de Descartes. 



Exercice 6.4 W 

Etudierla courbe parametree definie par 


x{t) = 


y(.t) = 


1 

t 3 

vT 2 


Solution : 

1. Les fonctions x et y sont debnies sur 03 \ {±1}. 

2. Restriction del’ intervalle d’ etude. Comme pour tout t eR\{+l|, x(-f) - x(t) ety{-t ) = - y ( f) , In courbe ndmet 
l’axe (Ox) comme axe de symetrie et on restreint 1’ etude a I = D?+ \ {1}. II n’y a pas d’ autre symetrie evidente. 

3. Variations. Soit tel. On calcule 


x'(t) - 


2 1 

(1 -* 2 f 


y'it ) 


r 2 ( f 2 — 3) 
(f-l) 2 (f+l) 2 
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On en deduitle tableau de variation suivant : 


t 

0 1 

V3 

x' it) 

o + 

+ 

+ 

x(t) 

> +oo 
1 ^ 

-oo 

^ 0 

1 // 

2 

y(t) 

> +oo 

0^ 

-oo 

3 ^ 

2 

^ -oo 

y'it ) 

0 + 

+ 

- 


4. Etude du point stationnaire Le point de parametre t-Oest stationnaire. Comme 

0) _ =t Q 

x{t) - x{ 0) — U, - 1 t— o 

i-r 

la courbe admet une tangente horizontale en ce point. 

5. Etude des branches infinies. La courbe presente plusieurs branches infinies. 

- Quand on forme le quotient y{t)lx[t ) et on calcule sa limite quand t—>— 1 qui vaut 1. Puis 


t 3 - 1 


f 2 + t + 1 3 

t + 1 t— • l 2 


done la droite d’ equation y - x- 3/2 est asymptote aux branches infinies quand t -* 1 + et t — «■ 1 _ . Etudions la 
position de la courbe par rapport a P asymptote. Elle est donnee par le signe de y(t ) - x(t) + 3/2 = -l/2(2f + 
l)(f- l)/(f + 1) qui est toujours positif quand t est proche de 1 par valeurs inferieures et negatif quand il est 
proche de 1 par valeurs superieures. La courbe est done au dessus de V asymptote dans le premier cas et en 
dessous dans le second. 

- Quand t — ► +oo, la courbe admet L axe vertical comme asymptote. 



Exercice 6.5 O 

Etudier la courbe parametree dehnie par 


I x(t) — sin (2 f) 
jy (t) - cos (3 1) 
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Solution : 

1. Les fonctions x et y sont dehnies sur M. 

2. Restriction de l’intervalle d’etude. x et y sont 2it periodiques. On se restreint a [— tt, tt] . x(-t) - —x{t) et 
y {- 1) - y(t). On a done une symetrie d ’axe Oy et on travaille sur [0, tt] . Mais x (tt - t) — sin (2tt -2 1) = - sin 2t- 
—x (0 et y (tt — t) = cos3tt-3T = cos (n- 30 = -cos3f = -y(0- On a done une symetrie de centre O et on 
travaillera sur I = [0, | ] . 

3. Variations. So it tel. On calcule 

x' ( t) — 2 cos (2 f) y'(0 - -3 sin (3T) 

Par consequent : 

x'(0 3= 0<=> te fo, -1 et y' (0 5= 0 <=> t e j -1 

L 4 J L 3 2 J 

On en deduitle tableau de variation suivants : 


t 

q TT TT TT 

U 4 3 2 

x'(0 

2 + 0 - - -2 

x(0 

i V. 

0 

u 2 

0 

yU) 

1 

\ . ,0 
2 \ 

y'(0 

0 - -0 + 3 


4. Etude du point stationnaire La courbe ne presente pas de point stationnaire. 

5. Etude de la branche infinie. La courbe ne presente pas de branche infinie. 



11 s’agit d’une courbe de Lissajoux. 

Exercice 6.6 W 

f x(0 

Etudierla courbe parametree definie par < 

[ yit) 

Solution : 

1. Les fonctions x et y sont definies sur M. 

2. Restriction de l’intervalle d’etude. x et y sont 2tt periodiques, on travaille done sur [— tt, tt] . De plus, x(-t) = 
-x(0 et y(-t) - -y(0- On peut restreindre l’intervalle d’etude a [0, tt] et on deduira la partie manquante de la 
courbe par la symetrie de centre O. De plus : x(tt- t ) = x(0 et y (tt — 0 = -y(0- La courbe admet done comme 
axe de de symetrie V axe (Ox) et on l’etudiera sur [0, |] 

3. Variations. Soit t el. On calcule 

, (3 -cos 2 (0)cos(0 , 3 cos 2 (0-1 

(l + cos 2 (0) 2 (l + cos 2 (0) 2 

Sur I, x' est toujours positive, y' est du signe de 3 cos 2 (0 - 1 et, en notant a — arccos-^, est done positive si 


sin t 


1 + cos 2 t 
sin t cos t 


1 + cos 2 t 
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te [0,a] et negative sinon. Remarquons que comme cosa = et comme a e [(), f ], sin a = On en deduitle 
tableau de variation suivant : 


t 

Oaf 

x'(f) 

0 

+ 

+ 

+ 

rf|CM 

x(f) 

> 1 
v/S 

4 

0 ^ 

ylt) 

\/2 

4 

0 ^ ^ 0 

/(?) 

1 

1 

0 

+ 

rf|CM 


4. Etude des points stationnaires, des branches infinies La courbe ne presente ni point stationnaire, ni branche 
infinie. 

Cette courbe s’appelle une lemniscate de Bernoulli. 



Exercice6.7 W 

On considere la courbe parametree Y donneepar : 

I x(f) = t- th t 

I 

et appelee tractrice. 

1. Donnerle domaine de definition de x et y. 

2. Montrer que T admet une propriete de symetrie qui permet de reduire son etude a un intervalle qu ’on precisera. 

3. Etudierles variations de x et y. 

4. Etudier les branches infinies de V. 

5. Preciserla nature du point A de parametre 0 ainsi que la tangente en ce point. 

6. Tracer la courbe. 

(a) Pourtoutreel t > 0, determiner une equation cartesienne de la tangente S> t a T au point M (t) de parametre 
t. 

(b) Cette tangente recoupe 1 ’axe des abscisses en un point N (f) dont on determinera les coordonnees. 

( c) Determiner la distance M (t)N(t). 

(d) Preciserla nature du mouvement du pointN(t). 


Solution : 

1. Les fonctions x et y sont definies sur M.. 

2. Restriction de Pintervalle d’etude.Si teU, on a: x(-f) = -x(f) et y(-t ) = y ( t) . On restreint alors l’etude a 
I = IR* et on deduira la partie de courbe manquante par la symetrie d’ axe (Oy). 

3. Variations. Soit tel. On calcule 

, o , shf 

x It) - th 2 1 y(f) = 5- 

ctr t 
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On en deduitle tableau de variation suivants : 


t 

0 +oo 

x' it) 

0 + 


+oo 

x[t) 

o 


1 

yit) 

0 

y'U) 

0 - 


4. Etude du point stationnaire Le seul point stationnaire est celui de parametre t - 0. On a 

ch 1 2 ( t) - 2 


x" [t] = -2 th(f) (-1 + th 2 (t)) y"{t ) = 


ch 3 {t) 


done x" (0) = 0 et y" (0) = - 1. La courbe admet alors une tangente verticale au point stationnaire. Par symetrie, on 
en deduit que le point stationnaire est un point de rebroussement de premiere espece. 

5. Etude de la branche infinie. La courbe admet une asymptote horizontale d : equation y - 0 quand t tend vers 
+oo. 



Soit t > 0. Un vecteur directeur a la tangente a la courbe au point M de parametre t est celui de coordonnees 
sht) 

— =— I ou encore celui de coordonnees : (shf, -1) qui lui est colineaire. Une equation 
ch 2 tl 


(x'(f),y'(fl) = [th 2 t,— 
V ( 


cartesienne de cette tangente est done x + sh ( f) y - f = 0 . Les coordonnees du point N sont alors ( t, 0) et il decrit 


bien un mouvement recdligne uniforme. De plus : 

NM 2 = (x(t)~ tf + (y(f)) 2 = th 2 t + 

done NM= 1. 


ch 2 t 


= 1 


Exercice 6.8 W 

On se donne la courbe parametree 


x{t) — 2t + 

y(f) = t 2 - 


2t— 1 


2r+l 


1 . Preciser le domaine de definition de f : t « (x( f) , y ( f)) . Etudier ensuite les variations de x et de y en fonction 
du parametre t. 

2. (a) Quelle est la nature des branches infinies de T lorsque t tend vers +oo. 

(b) Montrer que lorsque t tend vers 4^ (respectivement F possede une asymptote dont on preciseraP equa- 
tion. Preciser la position de la courbe par rapport a cette asymptote, de la tangente en ce point. 

(c) Tracer le support de F. 
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Solution : 

1. x et y sont dehnies sur I = R \ {+ 1}. La courbe ne presente pas de symetrie evidente. Soit tel. On a : 


, 8t{t-l) , 4f 3 +4f 2 + f + 1 2(f + 1) [4t 2 + l) 

xf(t)= et }/ (f) = 2- - 1 J 


(2r — iy 


{2t+\y 


[2t+\Y 


la factorisation du numerateur de y' etant obtenue en remarquant que - 1 est une racine evidente de 4 1 3 +4 1 2 + 1+ 1. 
On en deduitle tableau de variation suivant : 



2. (a) On verifie que 


yW 


x{t) f— ■ +oo 
paraboliques de direction O y. 


+oo et 


yO) 


X{t) t->+ oo 


-oo. Ces deux branches inhnies sont done des branches 


(b) Lorsque t tend vers ~r V admet une asymptote verticale d’ equation x - 
une asymptote horizontale d’equation y=— 


et quand t tend vers l T admet 



255 


Exercice 6.9 W 


sin 2 t 
2 + sin t ■ 
— cos t 


/j\ Attention 6.10 La correction de cet exercice utilise les equivalents. 


Etudier la courbe donnee par : 


x{t) 
yit ) 


Solution : 

1. x et y sont deftnies sur R. Ces deux foncdons sont 2it -periodiques. On peut restreindre le domaine d’ etude a 
[— ju, tt] . De plus, si t est element de ce segment : x (n - t) - x (t) et y (tt - t) — -y (f). On peut alors restreindre le 
domaine d ’etude a I = [- j , j ] . On obtiendra la partie manquante de la courbe par une symetrie d ’axe Ox. 

2. Soit tel: 


x'(t) = 


sin t cos t (4 + sin t ) 


et y' (l) = -sinf 


(2 + sin t) 

Comme cos est positif sur I, x' ( t ) est du signe de sin t. On en deduit le tableau de variations : 


t 

1 

ro|a 

O 

N3|y 

x'(f ) 

0 - 0+0 

x(t) 

1 \ 

yit) 

> 1 

0 ^ + 0 

y'(t) 

1 + 0 - -1 


L’ unique point ou la courbe est singuliere est celui de parametre t - 0. On lit dans le tableau de variation que la 
courbe admet une tangente verticale en le point de parametre t=— | ainsi qu ’en celui de parametre t - | . 

3. En utilisantles formules usuelles d’ equivalent : 

y(f)-y(0) (cos t - 1) (2 + sin t) -2y 
x(f)-x(0) sin 2 1 t— o f 2 

La courbe admet done en le point singulier une tangente A de petite - 1. Une equation cartesienne de A est alors : 
y = -x+ 1. 

4. Soit tel. La position du point M par rapport a A est donnee par le signe de y ( t) + x ( t) - 1 : 

sin 2 t 

y ( f) + x ( t) - 1 = cos t h 1 

2 + sin t 

2cost+sinfcosf+ 1-cos 2 t-2 -sin! 

2 + sin t 

- (cos 2 t-2 cos t + l) + sin t cos t - sin t 

2 + sin t 

- (cos t - l) 2 + sin t (cos 1-1) 

2 + sin t 

(cos t - 1) (1 - cos t + sin t) 

2 + sin t 

\/2(cos t- 1) -cos(f + |)j 
2 + sin t 

et le signe de cette expression est donnee par celui de 4^ - cos [t + qui est positif si t est proche de 0 et positif 
et qui est negatif si t est proche de 0 et negatif. Par consequent, au voisinage du point singulier, la courbe est en 
dessus de la tangente pour les temps positifs et en dessous pour les temps negatif s. Le point singulier est done un 
point de rebroussement de premiere espece. 

5. Representation graphique : 
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Exercice 6.10 W 

Etudierla courbe parametree : 


x(f) = 
y(f) = 


t 2 + \ 


2t 

21 - 1 


On montrera V existence d’une parabole asymptote. 

A Attention 6.11 Les developpements limites sont utilises dans la correction de 1 ’ exercice 


Solution : 

1. Domaine de definition : D x = Dy = H \ {0}. 

2. Restriction de l’intervalle d’etude : Pas de symetrie evidente. 

3. Variations : On calcule 


x'(l) = 


(f-l)(f+l) 

2 t 2 


y\t ) - 


-2(f-l) 

t 3 


t 

-oo -1 0 1 +oo 

x'(t) 

+ 

0 

1 

+ 

o 

1 

X 

-oo ^ ^ -oo 

+00 JI +oo 

>> 1 / 

y 

0 \ 

-3\ 

-oo 

> 1 .. 

-oo 0 

/(f) 

- -4 - 

1 

o 

+ 


En tragant le tableau de variations, on trouve un point stationnaire M(l), et une branche infinie lorsque t — <• 0. 
4. Etude du point stationnaire : en posant h = x- 1, on trouve 


F(fc)=F(l + /i) = L + 


h 2 


If 1-1 


+ o(/i 3 ) 


et done le point stationnaire est un point de rebroussement de premiere espece, de tangente dirigee parle vecteur 

~u = ( 1 ,- 2 ). 

5. Etude des branches infinies : Lorsque t — ±oo, comme y(t ) — 0, la droite (Ox) est asymptote, et le tableau de 
variations donne la position de la courbe par rapport a 1 ’asymptote. 

Pour V etude de la branche infinie en t-0, ecrivons 

x(f) = 1/2+ 1/(21), y(f) = -lit 2 +21 1 
et calculons (pour eliminer les termes en lit 2 ) : 


y(t) + Ax 2 (t) - 2 + 2/ 1 + t 2 

Eliminons ensuite les termes divergents en H t en calculant 

y(t ) +4x 2 (r) - 4 x(t) -2 + 21 1+ t 2 
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d’oul’on tire que 


y[t) + 4x 2 (£) - 4x(f) -2 2 1 


et done la parabole d ’equation y - -4x 2 + 4x - 2 est asymptote a la courbe, et lorsque t — «■ 0 + , la courbe est situee 
localement au dessous de la parabole, et lorsque t — ► 0“, elle est situee localement au dessus de la parabole. 



Exercice 6.11 W 

Construire la courbe parametree : 



yit) = 


t — 1 


Determiner ensuite les coordonnees du point double I et montrer que les tangentes en I sont orthogonales. 
/j\ Attention 6.12 Les developpements limites sont utilises dans la correction del’exercice 


Solution : 

1. Domaine de definition : D x = R \ {-1, 1 } et D v = K \ {1}. 

2. Restriction de l’intervalle d’etude : Pas de restrictions apparentes. 

3. Variations : On trouve que 


x'(f) 


r 2 + l 
(f 2 — l) 2 ’ 


y\t) = 


t{t-2) 
it- l) 2 


t 

-oo -1 0 1 2 +oo 

x' it) 

- 

- -1 - 

- -5/9 - 

x(r) 

0 \ 

^ -oo 

+O0 

>> 0 ^ 

-oo 

+oo 

>> 2/3 

0 

yit) 

0 \ 

> -1/2 ^ ^ 

-oo ^ -oo 

+oo X +oo 

4 / 

y'it) 

+ 3/2 + 0 - 

l 

o 

+ 


Le tableau de variations montre deux points ordinaires a tangente horizontale : M(0) = (0,0) et M(2) = (2/3,4). 

4. Points stationnaires : II n’y a pas de points stadonnaires. 

5. Branches inhnies : Lorsque t — * ±oo, le tableau de variations montre que la droite (Ox) est asymptote, et on lit 
la position de la courbe par rapport a cette asymptote. De meme, lorsque t — <• - 1, la droite d ’equation y = - 1/2 
est asymptote au vu du tableau de variations. 
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Pour l’etude de la branche infinie, lorsque t -» 1 et en posant h — t— 1 : 

x(h) = 1 1 - o (/t), et v(/z) = — (-2 + h+ o ( h ) 

2h 4 8 ft— >o h /i— o 

et done, lorsque t — ► 1, 

y(£) - 2x(f) - 7 ~ 7(t-l) 

2 hi 4 

la droite y - 2x + 3/2 est asymptote. Lorsque t — * 1 _1 , la courbe arrive a gauche en dessous, et lorsque t — 1 + , la 
courbe arrive sur F asymptote a droite au dessus. 

6. Coordonnees du point double : Cherchons le point double M = M(fi) = M(t 2 ) avec t\£ f 2 . On doit avoir 


Ihit f-1) = r 2 (ff — 1) 
|tf(t2-D = r|(ft - 1) 


et en mettant (ti - t 2 ) en facteur, 

| ti t 2 + 1 — 0 

j t| £2 - (£1 + t'i) = 0 

Par consequent, £1 £2 = -1 et L + t 2 = -1. Les deux valeurs t\ et t 2 sont racines du trinome 

T 2 +T-1 = 0 


Le point double a pour coordonnees 

- tl - 1 2 - tl ~ 2 - 1 
f 2 - 1 f 2 - 1 £ 2 - £| £1 + £2 

et de meme, y = -1. 1= (-1,-1). 

7. Tangentes orthogonales au point double : Les deux tangentes au point doubles sont dirigees par les vecteurs 
F' (L) et F' (£ 2 ). II suffit de montrer que ces deux vecteurs sont orthogonaux. Calculons leur produit scalaire : 

5 =(f'(£ 1 ) I F'(£ 2 )j = x'(£ 1 )x'(£2) + y'(£i)3/'(£ 2 ) 

On calcule 

(£ 2 + 1)(£ 2 + 1) £1 £2 ( £1 — 2)(t 2 — 2) (£1 £ 2 ) 2 + (£ 2 + £|) + 1 £1 £2 [ £1 £2 — 2(£j + £ 2 ) + 4] 

(£ 2 - l) 2 (f| - l) 2 ^ £l l ) 2 ( £2 l) 2 [(£1 f 2 ) 2 - (£ 2 + £|) + l] 2 [fi £2 — (£1 + £ 2 ) + l] 2 

Mais f 2 + f| = (L + f 2 ) 2 - 2ti f 2 = 3, et hnalement 

1+3+1 -1+2+4 

S = r r = 5-5 = 0 

(1-3+1) 2 (-1 + 1 + 1) 2 
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Exercice 6.12 W 


Construire la courbe 


x[t) 

yit) 


3f+ 1 


/T\ Attention 6.13 Les developpements limites sont utilises dans la correction de l’exercice 


Solution : 


1. Domaine de definition : Les foncdons x et y sont dcfinies sur I = R \ {1/3}. 

2. Symetries : II n’y a pas de symetrie evidente. 


3. Variations : Si tel alors : 


x'(f) = 


3l 2 (2l + 1) 
(31+ l) 2 


/(f) = 


31(31 + 2) 
(31+ l) 2 


1 

-1 4 - 1/3 0 

x'(l) 

- -4/9 0 + 

+ 0 + 

x(l) 

+00 +oo 

+ 8/27 > 

>> 1/4 

> +oo 

-oo ^ 

y(f) 

>, -4/3-. 

— oo -3/2 

+ -oo 

+oo . > +oo 

0 ^ 

/(f) 

+ 0 - -3 - 

- 0 + 


4. Points stationnaires : On remarque que la courbe admet un point stationnaire en t - Cl. Etudions cette singularity : 


(x(t ) 

1 y(0 



o 

f— 0 


o 

f— 0 


(4) 

4)J 


Le point stationnaire est done un point de rebroussement de premiere espece. 

5. Branches infinies : On a une branche infinie pour t — ► +oo : 

111 11 

x(l) = 1 1 - o (l) et y(l) = i-l+ o (l) 

81 1 27 9 f-+oo ^ 91 3 f-+oo 


Done : 

3x(l)-y 2 (l)-iy(l) + i = -£- + o (1/1) 

3 9 27 1 t->+oo 

7 y 1 

Cette branche admet done une parabole asymptote d’ equation : 3 x—y — — + - = 0. On a une autre branche infinie 
pour 1 — ► — i Avec m = 1-1/3 : 


1 1 u 12 

x{u)~ 1 1 - o (n) et v(n) = \-u+ o ( u ) 

81u 9 3 u-o 9 m 3 


d’ou : 

1 

y(M) + 9 x(m) - — = - 2 m + o ^(m) 

En conclusion, la droite d’equadon y - -9x +1/3 est asymptote a cette branche infinie et la courbe est situee en 
dessous de l’asymptote si 1 > -1/3 et au dessus si 1 < -1/3. 

6. Trace: 
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Exercice 6.13 00 

On considere la famille de courbes parametrees : 


x(f) = cos 3 t + m sin t y(f) — sin 3 t + m cos t 

1 . Faire 1 ’etude de Co . 

2. Pour quelles valeurs de m, la courbe C m admet-elle des points stationnaires ? 

3. Trouver 1 ’equation parametrique de 1 ’ensemble des points stationnaires et representer cet ensemble. 


Solution : 

1 . Voir 1 ’exercice 6. 4. 

2. Recherche des points stationnaires de C m : 

x' (f) = cos t [m - 3sin Zxos t ) y\t) - sin r(3sin fcos t— m) 

3 3 3 

Une condition necessaire et suffisante est que m e [ — , -], avec m — - sin(2f). 

2 2 2 

3. Lieu des pts stationnaires : on montre par double inclusion que c ’est la courbe parametree : 

x{t) = cos t (l + 2sin 2 t) y(f) = sin t (l + 2cos 2 t) 

4. Etude de cette courbe : Les fonctions x et y sont definies sur R. Elies sont 2n periodiques don on peut travailler 
sur [—71, tt] . x est pa ire et y impaire, done on peut limiter 1 ’etude a [0, tt] et deduire la partie restante de la courbe 
par la symetrie d’axe (Ox). Pour tout t dans cet intervalle, x(tt- t) — —x{t) et y (tt — t ) = y(t). On a done aussi 
une symetrie d’axe (Oy) et on travaille sur [0, tt/2] . Enfin, x(jt/2- t ) = y(f) et y(jx/2- t ) = x(f) On travaille 
finalement sur [0, -|] et la courbe presente aussi une symetrie par rapport a la premiere bissectrice. Pour tout 
t e [0, j] , on calcule 

Jx'(r) = -3sin(f)[l-2cos 2 f] 
jy'(f) = 3cos(f) [l - 2sin 2 f] 
et on en deduit le tableau de variations et le trace : 
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t 

0 

jt /4 

x'(t) 

0 + 

0 

X 

1 ^ 

y/2 

y 

0 ^ 

>V2 

/(f) 

3 + 

0 


Remarquons qu’on a un point stationnaire en t - j. En raison des symetries, c’est necessairement un point 
rebroussement de premiere espece. 


Exercice 6.14 

On considere la courbe parametree T : 


I x(t) - t 2 - 2t 
jy(f) = 2f 3 -3f 2 


1 . Tracer cette courbe et etudier le point stationnaire. 

2. Ecrire l’equation cartesienne de la tangente a T en un point M ( t) ordinaire. 

3. A quelle condition sur t\ , t 2 les tangentes issues des points ordinaires M(fi) et MU 2 ) sont-elles orthogonales ? 

4. Soit un point M j ^ . Trouver une condition necessaire pour que de M soient issues deux tangentes orthogonales 
aT. 


Solution : 

1 . Les fonctions x et y sont dehnies sur K. lln’y a pas de symetrie evidente. Pour tout fell 

x'(f) = 2(f-l) et y' (f) = 6f (f — 1) . 

On en deduit les variations de x et y : 


t 

-OO 

0 

1 

+00 

x! it) 

- 

-2 - 

0 + 


x(t) 

+00 

° ^ 


+00 

yit) 

-00 ^ 

0 \ 


+00 

/(f) 

+ 

0 - 

0 + 



Le point de parametre 1 est stationnaire. On ecrit : 

x(f) = -l + (f-l) 2 et y(f) = -l + 3(f- l) 2 + 2(f - l) 3 




On a done un point de rebroussement de premiere espece, avec une tangente de pente 3. La courbe presente des 
branches inhnies quand t —► +00. On a y (f) lx (f) = (2f 3 - 3f 2 ) / (f 2 - 2t] - t(2- 31 1 ) (1 - 2/ f) * +00 done 

ces branches sont de type parabolique de direction (Oy). 
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2. La tangente T t a la courbe en un point de parametre t 1 est dirigee par le vecteur [x' (f) , y' (fj) ou encore par 
celui de coordonnees (1,3?). Une equation de T t est de la forme : 3 tx - y + c - 0 oil ce H. Comme M ( t) - 
[x ( t) , y ( f)) e T f , il vient c — - t 3 + 3 1 2 et done 

T t : 3tx- y- t 3 + 3t 2 - 0 . 

3. On traduit V ortho gonalite des tangentes par T fl .T f2 = 0, e’est-a-dire | h ?2 - -1/9 | . 

4. Le point M appartient a la tangente issue de M(f) si et seulement si t est racine du polyndme 

P(t) = t 3 -3t 2 -3xt + y - 0. 

Si t\, ? 2 , % designent les trois racines complexes de ce polyndme, leur produit verifie t\ ?2 h = -y. D’apres la 
question precedente, on doit avoir h, - 9 y qui doit etre racine de P, e’est-a-dire 

y(9 3 y 2 -3x9 2 y-3x9x+l) = 0 

et si y ^ 0, on reconnait V equation d’une parabole. 


6.4.3 Courbes polaires 

Exercice 6.15 V 

Tracer la courbe polaire p = 1 + tan On precisera les coordonnees du point double. 

Solution : 

1. Domaine de definition de p : La fonction p est definie sur R \ {(2 k+ 1)tt; k e Z}. 

2. Restriction de I’intervalle d’etude : Puisque p(0 + 2 tt) = p(0), M(0 + 2 tt) = M(0) etil suffitdonc de fairel’ etude 
sur [0, 2tt] . 

3. Tableau de signe de p : II est clair que p est croissante, et s’annule en 3n/2. 


0 

0 

a/2 

7T 

3n/2 

2 a 

p 

1 / 

y 2 / 

> +oo 

-oo ^ 

y 0 / 

^ 1 
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4. Passage au pole : le passage au pole correspond a un point ordinaire, a tangente verdcale (p change de signe). 

5. Branche infinie : lorsque 0 — ► tt. II y a une direction asymptotique horizontale. Pour chercher une droite asymp- 
tote, etudions y(0) = p(0) sin0. En posant w = 0-tt, y(tt) = y(Ti+ w) = - sin zt+2cos 2 («/2) = 2- u+ o{u). La droite 
d’equadon y - 2 est done asymptote a la courbe, et lorsque 0 — tt - , la courbe arrive sur 1’ asymptote, et lorsque 
0 — * tt + , la courbe arrive sous P asymptote. 

6. Point double : On voit sur le dessin que le point double verifie M(0i) = M(0i + tt) a vec 0i e [0, tt/2] , c ’est-a-dire 

p(0i) = p (0 1 + tt) 

En posant t- tan(0i/2), on obdent 

f 2 + 2r-l = 0 

e’est-a-dire t = y2 - 1 (pour avoir 0i e [0,tt/2]. Alors si le point double a pour coordonnees M = (x\ ,X 2 ), on 
trouve, puisque p(0i) = y/2, que : 

1-f 2 

X] = p(0i)cos(0i) = V2j—2 = 1 

yi = P(6i) sin(0i) = V2-^ = 1 
1 + 1 

Done le point double est M- (1,1). 

7. Representation graphique : 



-1 


Exercice 6.16 O 

Tracer la courbe polaire p = cos(30). 


Solution : 

1. Domaine de definition de p : p est definie sur R. 

2. Restriction de l’intervalle d’etude : Soit 0 e R. 

- p(0 + 2tt/3) = p(0), done M(0 + 2it/3) est T image du point M(0) par la rotation de centre 0 et d’ angle 2tt/3. II 
suffit de faire T etude sur un intervalle de la forme [a,a + 2Tr/3] ; 

- p(0 + tt/3) = -p(0), done le point M(0 + tt/3) est l’image du point M(0) par la rotation d’ angle -2tt/3. II suffit 
de faire l’etude sur un intervalle de longueur tt/3 ; 

- p(— 0) = p(0), done le point M(-0) est le symetrique du point M(0) par rapport a l’axe Ox. 

On fait done l’etude sur [0, tt/6] , et on complete la courbe par symetrie par rapport a (Ox), puis par rotations 
d’ angle -2ti/3. 

3. Variations : La fonction p est decroissante sur [0, tt/ 6] et s’annule en tt/6. Comme p' s’annule en 0, la courbe 
presente une tangente orthoradiale enQ-O. 

4. Points stationnaires : Le passage au pole est un point ordinaire car p change de signe done il n’y a pas de point 
stationnaire. 

5. Branches infinies : II n’y a pas de branche infinie. 

6. Representation graphique : 
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Exercice6.17 

Construire la courbe parametree 


P = 


sin0 

sin0 - cos0 


Solution : 

- Domaine de definition : Le domaine de definition de p est D p = R \ {ji/4 + kn; keZ} ; Remarquons que 


V0 e Dp, 


p (0) = 


\fl sin0 
2 cos (0 + 71/4)' 


- Restriction du domaine d’etude : Soit 0 e D p . 

- p(0 + 2 tt) = p(0), done M(0 + 2tt) = M(0). On n’etudie la courbe que sur un intervalle de la forme [a,a + 2 tt], 

- p(0 + tt) = p(0) ; le point M(0 + ti) est le symetrique du point M(0) par rapport a l’origine. II suffit de faire V etude 
sur 1 ’ intervalle I = [0, tt] \ {jt/4} et de completer la courbe par une symetrie par rapport au pole. 

- Variations de p ; Pour tout Q el 

P '(0) = ~ 

(cos0-sin0) 2 

done p est decroissante sur [0, tt/4[ et sur ]tu/ 4, Tt] . 


0 

0 Tl/4 TT 

p'(0) 

1 - 

- 1 

p 

0 \ 

^ “GO 

+OO 

0 


- Point stationnaire : p s ’annule en 0 = 0 ou en 0 = tt en changeant de signe. Le passage au pole correspond a un point 
ordinaire a tangente horizontale. 

- Etude de la branche infinie : lorsque 0 -* ji /4. Un point de la courbe a pour coordonnees M (0) = (x (0) , y (0)) ou 

x (0) = p (0) cos0 et y (0) = p(0)sin0. On calcule y (0) /x(0) = tan0 * 1. Puis 


y (0) - x (0) = 


sin0 (sin0 - cos0) 
sin0 - cos0 


= sin0 


y V2 

0 — *> 71/4 2 


done la droite y = x+ \f2!2 est asymtote a la courbe quand 0 — ► tt/4. On aurait aussi pu proceder ainsi : on fait P etude 
dans le repere polaire 3& n / 4. Dans ce repere, le point M(0) a pour ordonnee Y(0) = p(0) sin(0 - ji/4), et en posant 
h — 0 - tt /4, on trouve que 

Y{h] = Y(tt/4+ h ) = cos Ml + tan/z) = 1 + h+ o(h ) 

Par consequent, il y a une droite asymptote horizontale, d’equation Y = I dans le repere polaire S% n / 4 , et lorsque 
0 — * jt/4 _1 , la courbe arrive sous P asymptote, et lorsque 0 — ► tt/4 + , elle arrive au dessus. 

- Representation graphique : 
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Exercice 6.18 W 

Construire la courbe 


p = 1 - tan20 


Solution : 

1. Domaine de definition : Le domaine de definition de p est D p = K \ {tt/4 + kit 12 \ k e Z). 

2. Restriction du domaine d’etude : Comme tan est it periodique, p est it 12 periodique et il suffit de travailler sur 
un intervalle de longueur it 12 On travaillera sur I - [0, jt/2] \ {n/4}. 

3. Variations de p ; Pour tout 0 e I, p' (0) = 2(1 + tan 2 20) done p est croissante sur [0,tt/4[ et sur ]tu/4, tt/2] . 


0 

0 jt/8 tt/4 jt/2 

p' (0) 

-2 - -4 - 

- -2 

p 

1 

+ 0 ^ 

^ — oo 

+oo . . 

1 


4. Point stationnaire : La courbe ne presente pas de point stationnaire. 

5. Etude de la branche infinie : lorsque 0 — ► tt/4. Un point de la courbe a pour coordonnees M (0) = (x (0) , y (0)) 

ou x(0) = p(0)cos0 et y (0) = p(0)sin0. On calcule y (0) /x(0) = tan0 » 1. Puis 


y (0) - x(0) = 


(cos20 - sin20) (sin0 - cos0) 


= -2 


cos 20 

cos (20+ |)cos(0 + ■ 


= -cos 20+ - 


cos20 

cos(0+ |) - cos | 


20 - 2 - 


y/2 


cos (20- cos 6— n/4 2 


en reconnaissant deux taux d’accroissement. Done la droite y-x+ \[2!2 est asymptote a la courbe quand 0 — > ► tt/4. 
Si on sait utiliser les equivalents, e’est un peu plus simple : 


cos ^0 + — j = sin|- 
donc par produit d’ equivalents : 


71 

~ — 0 et 

0— > -tt/4 4 


cos 20 = sin 


~ --20 
0 — 71/4 2 


y(0)-x(0) ~ -cos 20+ - 

0—71/4 V 4 / 


V2 


On en deduit de plus la position de la courbe par rapport a P asymptote, elle est en dessous quand 0 — tt/4 et au 
dessus quand 0 — > • jt/4 + . 

6. Representation graphique : 
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Exercice 6.19 W 

Construire la courbe 


sin 30 
^ sin0 


Solution : 

1. Domaine de definition. La foncdon p est definie sur R \ jtZ. Mais en utilisant la trigonometrie, on montre que 
V0 e R, sin30 = 4sin0cos 2 0 - sin0 done VO e R \ jiZ, p (0) = 4cos 2 0 - 1 et p se prolonge par continuity en 
chaque point de 7 iZ. On travaille done sur R. 

2. Restriction de P intervalle d’etude. p est 2 tt periodique et on travaille alors sur un intervalle de longueur 2tt. 
Mais VO e R, p (0 + tt) = p (0) done on peut travailler sur un intervalle de longueur n. Enfin, comme p est paire, 
son support admet une symetrie d’ axe (Ox) et on etudie la courbe sur I - [0, ji/2]. 

3. Variations. Pour tout 0 e I, p' (0) = -8sin0cos0 = -4 sin (20). Done p' est negative sur I. On calcule facilement 
que les seuls points de I ou p s’annule sont 0 et tt/2. Par ailleurs, le seul point de 1 ou p s’annule est tu/3. On en 
deduit les variations de p : 


0 

0 tt/3 tt/2 

p'(0) 

o 

1 

ICO 

CM 

1 

1 

o 

p(0) 

3 \ 

0 

>> -1 


La courbe presente un vecteur tangent orthoradial en Q - 0 et en Q - it 12. 

4. Etude du point stationnaire. La courbe ne presente pas de point stationnaire. 

5. Etude de la branche intinie. La courbe ne presente pas de branche infinie. 

6. Representation graphique. 



Exercice 6.20 W 

Construire la courbe 


P=l + 


0-2 
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Solution : 

1. Domaine de definition. La fonction p est definie sur I = R \ {2}. 

2. Restriction de l’intervalle d’etude. La courbe ne presente pas de symetrie evidente. 

3. Variations. Pour tout 0 e I, p' (0) = —1/(0 — 2) 2 . Done p' est negative sur I. On calcule facilement que le seul point 
de I ou p s’annule est 1. On en deduitles variations de p : 


0 

— oo 1 2 +oo 

p'(0) 

- -1 - 

- 

p(0) 

1 

0 \ 

^ -oo 

+oo 

1 


Remarquons que la courbe passe par le pole quand 0=1. 

4. Etude du point stationnaire. La courbe ne presente pas de point stationnaire. 

5. Etude des branches infinies. La courbe presente des branches infinies quand 0 -* ±oo et quand 0 — ► 2. 

- Quand 0 — ► +oo : comme p (0) > 1, la courbe adinet le cercle unite comme cercle asymptote. Elle est a 

0— *-+oo 

L interieur du cercle quand 0 — *• -oo et a V exterieur quand 0 — ► +oo. 

- Quand 0 — < ■ 2 : on etudie la quantite y (0) lx (0) : 


y(9) 

x(0) 


p(0) sin0 
p (0) sin0 


= tan0 * tan2. 

0-2 


On forme main tenant la quantite : 


y (0) - tan 2x (0) = p (0) (sin 0 - tan 2 cos 0) = p (0) ■ 


sin 0 cos 2 - sin 2 cos 0 1 

cos 2 cos 2 


sin (0-2) + 


sin (0-2) 
0-2 


En utilisantla limite usuelle sinx/x * 1, on montre que y (0)- tan 2x(0) * 1/ cos 2. La droite y- tan2x+ 

x— -0 x— 2 

1/ cos 2 est done asymptote a la courbe quand 0^2. 
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Exercice 6.21 W 

On considere le cercle 

do :x 2 + y 2 - 1 

1-2 

et le point A . Determiner le lieu des projections orthogonales de A sur les tangentes au cercle. 


Solution : Un point du cercle a pour coordonnees MU) et la tangente en M ( t) a pour equation cartesienne 

T t : cos t x + sin ty = 1 
I Jt( f) * 

Le projete orthogonal P(f) de A sur T , verideP ^ = A + AOM(f) et on trouve que 

{ x(f) = -2 + (1 + 2cos t) cos t 
y(f) = (l + 2cosf)sinf 

En effectuant un changement de repere de centre A (X- x+2,Y - y), puisque t est 1’ angle entre (Ox) et AP(t), on a une 
equation polaire de la courbe decrite par P : 

p = 1 + 2cos0 

qu’on etudie. 

1. Domaine de definition. La foncdon p est dednie sur R. 

2. Restriction de l’intervalle d’etude. La foncdon p est paire et 2n-periodique. On travailler a sur I = [0,tt] et on 
deduire la parde manquante de la courbe par une symetrie d’axe (Ox). 

3. Variations. Pour tout 0 e I, p' (0) = -2 sin0. Done p' est negative sur I. On calcule facilement que le seul point de 
I oil p s’annule est 2tt/3. La courbe presente un vecteur tangent orthoradial en 0 et n. 


0 

0 2tt/3 jt 

p'(0) 

0 

1 
l 

1 

o 

P(0) 

3 \ 

0 \ 

-1 


Remarquons que la courbe passe par le pole quand 0 = 2tt/3. 

4. Etude du point stationnaire. La courbe ne presente pas de point stadonnaire. 

5. Etude des branches infinies. La courbe ne presente pas de branche indnie. 

6. Representation graphique. 

1 

-1 

-1 
-2 

C’est un limagon de Pascal. 



Exercice 6.22 W 

Une roue de rayon b roule sans glisser sur une roue de rayon a. Determiner le lieu d’un point de la circonference de 
la roue de rayon a. 
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Solution : Dans un repere orthonorme Sfc — (0,~i ,~f ), la roue de rayon a est centree en O, et la roue de rayon b est 
centree en C. Notons P 1 ’intersection des deux roues, et M le point de la circonference. En notant 1 1 ’angle (T , OP) , a 
V angle (T,CM) et y 1’ angle (CP, CM), on a les relations 

t + j-tx - it 


La condition de roulement sans glissement s’ecrit 
Done si x et y sont les coordonnees du point M, 


at - by 


j x - (a + b) cost - bcos((a+ b)lbt ) 
|y = [a+ b) sin t- dsin((a+ b)/bt) 
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Chapitre 


7 


Coniques 


Compared to what an ellipse can tell us, a circle has nothing to say. 

Eric T. Bell. 


Pour bien aborder ce chapitre 



Les coniques sont des courbes du plan etudiees depuis les grecs. Elies Font ete par Menechme vers 400 ans avant J.C. 
Puis par Archimede, Apollonius de Perge, ... Us les voyaient comme les intersections d’un cone et d’un plan et les avaient 
baptisees « sections coniques ». Suivant Tangle d’inclinaison de ce plan avec l’axe du cone, on distingue differents cas 
(voir Texercice 7.2 page 286) : 

- Si cet angle est inferieur a Tangle d’ouverture du cone, on obtient une hyperbole. 

- Si cet angle est superieur a Tangle d’ouverture du cone, on obtient une ellipse. 

- Si cet angle est egal a Tangle d’ouverture du cone, on obtient une parabole. 

Mais d’autres situations peuvent se produire, ainsi si le plan contient le sommet du cone, Tintersection du plan et du cone 
peut etre forme de deux droites secantes, ou d’une seule droite, ou meme seulement de ce sommet. Ces coniques sont 
dites degenerees tandis que les trois premieres obtenues sont dites propres. 

II existe d’autres fagons d'introduire les coniques. Celle retenue dans ce cours est appelee « definition monofocale des 
coniques », ou « definition par foyer-directrice »(voir la definition 7.1). On verra, avec la « definition bifocale »(voir la 
definition 7.17) un autre moyen de definir les coniques propres. 

Enfin, on peut voir les coniques comme la famille des courbes du plan d’equation cartesienne ax 2 + 2 bxy + cy 2 + dx + 
ey + f - 0 ou a, b, c, d,e,fe R. On apprendra dans le paragraphe 7.6 a etudier de telles courbes et comment reconnaitre 
parmi celles-ci les coniques propres. 

Les coniques possedent de nombreuses proprietes geometriques remarquables et on en etudiera quelques unes dans les 
exercices de ce chapitre. On les retrouve en mains endroits dans la nature. Kepler au 16 e siecle a compris que les planetes 
decrivent des ellipses dont le soleil occupe un des deux foyers. Galilee au 17 e siecle decouvre qu’un obus tire d’un canon 
decrit une trajectoire parabolique. La trajectoire d’une comete cyclique est une ellipse et celle d’une comete qui ne revient 
jamais est une parabole ou une hyperbole. Dans la vie courante, c’est grace aux proprietes geometriques des paraboles 
que peuvent fonctionner les telescopes et les antennes paraboliques (voir Texercice 7.3 page 286). 
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7.1 Definitions et premieres proprietes 

7.1.1 Definition monofocale 

i Notation 7.1 Si A et B sont deux points du plan, on notera d (A,B) la distance de A a B, c’est-a-dire la norme du 
vecteur AB. 


Definition 7.1 O Conique 

Soient St une droite du plan, F un point du plan n’appartenant pas a St et e un reel strictement positif. On appelle 
conique de foyer F, de directrice St et d ’excentricite e la courbe formee des points M du plan verifiant : 


d(M,F) = e d{ M,@) 


- Si 0 < e < 1 , on dit que ^ est une ellipse. 

- Si e — 1 , on dit que ^ est une parabole. 

- Si e > 1 , on dit que ^ est une hyperbole. 

La droite A passant par F et orthogonale a est appelee V axe focal. 


Proposition 7.1 

L’axe focal d’une conique est un axe de symetrie de cette conique. 
Demonstration 



Soit M un point de la conique ^ de directrice St, de foyer F et d' excentricite e. SoitA 1’ axe focal de'if etsoit M' V image de M par la 
reflexion d’ axe A. Soit H et H' les projetes orthogonaux respectifs de M et M' sur St. Les droites St et A sont perpendiculaires done 
d [U',9) = H'M' = HM = d[ M,S>) . Comme A est la mediatrice du segment [MM'] etque Fe A . on a aussi d (M',F) = d(M,F). Par 
consequent d(M',F) = d (M,F) = ed (M,S) = ed ce qui prouve que M' e ^ . 


Definition 7.2 O Parametre 

Soit une conique de directrice St, de foyer F et d’ excentricite e. Soit d - d(V, St). Le reel p - e d est appele parametre 
de la conique . 


I Remarque 7.1 Le parametre d’une conique ^ correspond a la distance de F a chacun des deux points de situes sur 
la droite passant par F et parallele a St. 

7.1.2 Equation cartesienne d’une conique 



272 



Proposition 7.2 Z> Equation cartesienne d’une conique 

Soit 'if une conique de directrice PP, de foyer F et d’excentricite e. Soit d — d ( F, °P!) ■ Dans un repere orthonormal 
(F, i , j ) choisi en sorte que PP ait pour equation x — -d (<==> i unitaire normal a £> et j unitaire directeur pour PP) 'if 
a pour equation cartesienne : 

x 2 + y 2 - e 2 (x+ d) 2 I 


Demonstration Soit K le projete orthogonal de F sur la directrice fp. On rapporte le plan a u repere £% ^F, i , j j oil i = t=|| et 

ou j est directement orthogonal a i . Remarquons que j dirige la directrice S>. Posons d = dlR$))- La directrice, dans ce repere, 
admet bien comme equation cartesienne x = -d. Soit M | * . On a : 

Me'f d(M,F) = e d[M,S>) 

<==> d 2 (M, F) = e 2 d 2 (M, 

<=> x 2 + y 2 = e 2 {x + d) 2 

d’ou F equation cartesienne de la conique dans S%. 

| Remarque 7.2 L’axe focal de la conique passe par F et est dirige par i . Son equation dans Pi est y - 0. 

Multimedia : Pour une directrice et un foyer fixes, on trace en faisant varier e les 
differentes coniques correspondantes . 


7.1.3 Equation polaire d’une conique 


On fixe un repere orthonormal du plan |o, i , j 


Proposition 7.3 7) Equation polaire d’une conique 

d . 

d’excentricite e et de directrice @ est : 

0o) 

ed 

r 

l + ecos(0-0o) 



Demonstration Si 0o = tt [2jt] alors la directrice S> est peipendiculaire a l’axe des abscisses et d’equation x = -d. On peut 
alors utiliser la proposition 1.2 : une equation cartesienne de f est x 2 + y 2 = e 2 [x + d] 2 . On passe en polaire et on obtient r = 
±e (rcos0 + d). La conique c f est done V ensemble des points satisfaisant : 

ed ed 

r = ou r = . 

l + ecos0 l-ecos0 

Mais ces deux equations sont celles d’une meme courbe. En effet, si (r,0) satis fait la premiere equation alors C — r, 0 + tt) satisfait la 
seconde. Ces deux couples sont les coordonnees polaires d’un meme point du plan. Une equation polaire de f est done donnee par 
ed 

r = . 

1 + ecos(0 - tt) 

Dans le cas general, on effectue une rotation de centre O et d’ angle 0o - ji et on trouve pour la conique V equation polaire r = 
ed 

1 + ecos(0- 0o) 

Remarque 7.3 

P 

- L’ equation polaire d'une conique s’ecrit aussi p 

4 F 4 F l + ecos(0-0 o ) 

- L’axe focal de cette conique admet comme equation polaire 0 = 0 q. 


7.2 Etude de la parabole : e = 1 

On s’interesse dans ce paragraphe a une parabole S? de foyer F, de directrice 6 7J , de parametre p > 0. On considere a 
nouveau le repere &(.¥, i , j) construit dans la proposition 7.2. Dans ce repere, une equation de & est 

x 2 + y 2 - (x+ p) 2 . 

L’axe focal A, passe par F, est dirige par i (et admet done comme equation y = 0), coupe PS en un unique point de 
coordonnees (-^,0), ce qui justifie la definition suivante : 
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Definition 7.3 V Sommet d’une parabole 

On appelle sommet de la parabole Pfi l’unique point S d’ intersection entre PS et son axe focal A. Dans le repere 
(F, i , j ), les coordonnees de S sont 


| Remarque 7.4 Si K est le projete orthogonal de F sur S>, S est le milieu de [FK] . 


Proposition 7.4 P Equation reduite d’une parabole 

II existe un repere orthonormal (O, i , j ) dans lequel la parabole PS de parametre p > 0 admet pour equation carac- 
teristique : 

Y^2 

Cette equation est appelee equation reduite de la parabole PS . 

Reciproquement, une courbe d’ equation : Y 2 -2 p X = 0 dans un repere orthonormal (O, i , j ) est une parabole de foyer 

in l 

F 2 I et de directrice d’equation :X=— IM. 



/ 

Mi 



J 

P 


K , 

3 ' 


A 



’f 


V 

P P\ 

2 2 ^ 

m 2 

\ 



Demonstration 

| => | Soit PS la parabole de parametre p > 0. de foyer F et de directrice Pi. Dans le repere Pi (f, i , j J construit dans la proposition 
1.2, PS admet comme equation cartesienne x 2 + y 2 = (x + p) 2 ou :y 2 =2 px + p 2 . Considerons le point O ^ , oj et le repere 
Pi'[o, i , j j. Calculons les formules de changement de coordonnees du repere Pi au repere Pi' . Soit M un point du plan de 
coordonnees (x, y) dans Pi et de coordonnees (X, Y) dans Pi' . On a : 

om = x7 +yJ. 


OM = OF + FM = 


Par identification, on obtient alors : 


X = x+ — 
2 


L’equation de PS : y 2 = 2px + p 2 devient dans Pi' : Y 2 = 2 pX. Remarquons que O est le sommet de la parabole. 

E Soit SI une courbe d’equation Y 2 - 2 p X = 0 dans un repere orthonormal (O, i , j ). Montrons que S’ est une parabole. Soit 
I P 

& la droite d’ equation X = - j , F 7 et M L un point du plan. Montrons que d (M, F) = d (M, si et seulement si Me S’ ce qui 
prouvera que S’ est une parabole PH de foyer F et de directrice Pi . Remarquons que : 

d 2 (M,F) = (x-^| 2 +Y 2 et d 2 ( M,S>) = {x+-^~ . 

On a : 

Me <=> d(M,F) = d(M,@) 

d 2 (M,F) = d 2 (M,f$) 


Y z -2 pX= 0 
MeS’. 
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Proposition 7.5 Parametrage de la parabole 

On peut parametrer la parabole d’ equation Y 2 - 2 pX- 0 dans un repere orthonormal (O, i , j ) par 



Proposition 7.6 V Tangente a la parabole 

— — f x(t) = p f2 

Dans un repere (O, i , j ), on considere la parabole £? de parametre p > 0 et parametree par i v 1 2 : t eK. 

{ y(t) = p t 

- La tangente ^m 0 a au point Mo de f'S de parametre to ela pour equation : 

i 

x — toy + p— = 0 

- La tangente ^m 0 a & au point Mo(xo, yo) a pour equation 

y yo- p{x+x 0 ) 


Demonstration Soit 2?o L tangente a au point de parametre to. Un vecteur directeur a cette tangente a pour coordonnees 
(p to , p) . Le vecteur de coordonnees ( to , 1) dirige done 2?o ■ Une equation cartesienne de S/~o est done 

I t 0 x-x[t 0 ) I 

I i y-ytto) I 

I p t 2 \ p t 2 p t 2 

soit to [y - p to ) - \x ^ = 0 ou encore x- toy + = 0. Par ailleurs. comnie xq = — j 2 - et que yo = p to. cette equation s ’ecrit 

encore px-yoy+ px o = 0. 

7.3 Etude de l’ellipse : 0 < e < 1 

On considere dans tout ce paragraphe une ellipse $ de foyer F, de directrice 52 et d’excentricite e (0 < e < 1). 


Proposition 7.7 Equation reduite de l’ellipse 

- II existe un repere orthonormal (O, i , j ) dans lequel S a pour equation 

X2 y 2 

— r + —77 — 1 0 <b<a 

a 2 


Cette equation est appelee equation reduite de V ellipse S'. 

- Reciproquement : 1’ equation + p' = 1 avec 0 < b < a est F equation d’une ellipse de foyer F J' avec 

I c — n/o 2 - b 2 I. de directrice @ : X = I et d’excentricite I e — j- |. 
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Demonstration 

| => | D'apres la proposition 7.2, il existe un repere orthonormal direct i , j) dans lequel une equation cartesienne de £ est 


oil d = d(F,£>). On a : 


x 2 + y z = e 2 [x + d) 2 (*) 


|l- e 2 j x 2 -2 e 2 dx + y 2 - e 2 d 2 = 0 
( 1 - e 2 ) lx 2 - d x] + y 2 - e 2 d 2 = 0 


+ y 2 - e 2 d 2 = 0 


e 2 d \ e 4 d 2 

5- + y 2 -e 2 d 2 7=0 

1 - e 2 ) 1 - e 2 

e 2 d \ 2 2 e 2 d 2 [l - e 2 ) + e 4 d 2 


2 £d 2 

+y -- — 2 =0 


+ (i-e 2 )y 2 -e 2 d 2 = o 
( 1 -e 2 ) 2 / e 2 d ) 2 1-e 2 2 

9 ,9 \X 7 + , ,, y 2 ~ 1 = 0 

e 2 d 2 1 -e 2 e 2 d 2 


e 2 d 1 — er 9 ... 

x 7 + .,. f-l = 0 * 

1 -e 2 e 2 d 2 v ; 


Ces quantites sont bien definies car 0 < e < 1. Remarquons qu’on a a> b > 0. Le couple (X,Y) represente les coordonnees dans 
un repere £#! ^O, i , j j d’un point de coordonnees (x,y) dans le repere i , j j oil O est deduit de F par une translation de 

vecteurU K . Dans ce nouveau repere, (*) s'ecrit alors 


qui est bien de la forme annoncee. On a par ailleurs bien a 2 -fo 2 = c 2 ,-| = eefd = -^. Enfin, une equation de la directrice Pd 

b 2 +c 2 2 

dans etant x = -d. une equation de & dans ££' est :X+ c = -d, soit X = -d-c. Mais -d-c = = - . Une equation 

c 

de ffi dans 2%' est done : X = - . 

| <= | Reciproquement, soit £ une courbe d" equation + ^2 = 1 dans un repere ^O, i , j j .avec a > b > 0. Posons 


Par identification avec V equation (*'), on reconnait I’ ellipse de foyer F de directrice St :X= et d’excentricite e. 

v ’ 0 L 


Proposition 7.8 

Soit (O, i , j ) un repere orthonormal dans lequel £ a pour equation ^ = 1 avec 0 < b < a. 

- L’origine O est centre de symetrie de £ . C’est le centre de Fellipse. 

- OX et OY sont axes de symetrie de £ . OX est appele axe focal ou grand axe. OY est appele axe non focal ou petit axe. 

- a est appele demi-axe focal ou demi-grand axe. b est appele demi-axe non focal ou demi-petit axe. 

- Soit c = v a 2 - b 2 . £ admet deux foyers F et F' de coordonnees dans le repere (O, i , j ) : F | ^ et F' | ^ de directrice 

associee d’equation, dans ce meme repere \ \ X = et ff )' : X = c fr. 

- L’ ellipse £ coupe les axes du repere (O, i , j ) en quatre points A, A', B, B' appeles les sommets de £ et on a : 

. I -a , | a „ I 0 . |0 

A , A , B , , B , . 
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Proposition 7.9 V Parametrage de l’ellipse 

On peut parameter l’ellipse d’equation ^ ^ = 1 avec 0 < b < a dans un repere orthonormal (O, i , j ) par 


J X(t) = Cl COS t 
( y(f) = £?sinf 


: re [-71, ji] 


Demonstration Soit & ^O, i , j j le repere construit dans la proposition preceden te. Dans ce repere une equation de £ est 
|X 
Y 


a d hr 


1. Soit M | v un point du plan. On a equivalence entre : 

X 2 Y 2 


Me£ 


b 2 


= 1 


<=> 3fe [-71, 7t], X=flcosf et Y=bsinf 
| Remarque 7.6 L’ellipse ne possede pas de branche infinie. 



Pi an 7 1 • 

Pour construire une ellipse 


1 On trace ses axes focaux et demi-focaux 

2 On place le centre O de 1 ’ellipse puis ses 

3 On mesure au compas la longueur OA et 

4 On trace les deux arcs intersectant 1 ’axe 

; quatre sommets A, A',B,B'. 
on place le compas en B. 
focal. On obtient ainsi les pc 

tints F et F'. 


Definition 7.4 7? Affinite orthogonale 

Soient (O, i , j ) un repere orthonormal. L’ affinite orthogonale de base (O, i ) et de rapport k e R est 1’ application du 
plan dans lui meme qui au point M de coordonnees (x,y) associe le point M' de coordonnees (x, ky). 


Proposition 7. 10 ^ Cercle principal d’une ellipse 

L’ellipse § d’equation ^ - 1 avec 0 < b < a dans un repere orthonormal (O, i , j ) est l’image du cercle 

d’equation cartesienne X 2 + Y 2 = a 2 par F affinite orthogonale de base (O, i ) et de rapport k - j r Le cercle r 6’ est appele 
cercle principal de 1’ ellipse § . 

Demonstration Soit M un point de . II existe t e [ — tt, it] tel que les coordonnees de M soient (a cos f, asin t). Soit T V affinite 
orthogonale en question. On a T (M) |^ C ° S ^ . Done T (M) e £ . Reciproquement, tout point de £ est image d'un point de <£ par T. 


Proposition 7. 1 1 Equation de la tangente a une ellipse 

Dans un repere (O, i , j ), on considere F ellipse £ de demi-grand axe a et de demi-petit axe b (0 < b < a) et parametree 
x[t) = acos t 
y(t) = f?sin t 


par 


: re [-7i,7i]. 


- La tangente 77m 0 a (o’ au point Mo de § de parametre to e R a pour equation : 

b x cos to + a y sin to - ab = 0 
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- La tangente 5 m 0 a § au point Mo(xo,yo) a pour equation 


xxo y yo 
a 2 b 2 


1 = 0 


Demonstration 

- Un vecteur tangent a V ellipse $ en le point M de parametre t est celui de coordonnees (-a sin f, focos t). Une equation de la 
tangente Sfa aS en M est done : 

-asinf x-acosf 
boost y-bsint 

ce qui donne : b x cos t+ a y sin f - ab = 0. 

- Si [xq, yo) sont les coordonnees de Mq, cette equation devient : -1 = 0. 


= 0 



Proposition 7.12 V L’image d’un cercle dans l’espace par une projection orthogonale est une ellipse 

L’image d’un cercle de l’espace par une projection orthogonale sur un plan PP non perpendiculaire au plan contenant 
est une ellipse de 

Demonstration Nommons 3P' le plan contenant le cercle S' , r le rayon de S’, O' son centre et O le projete orthogonale de O' sur 
le plan 3? . 

Si les plans 3? et 3*' sont paralleles alors V image de S’ par la projection orthogonale sur 3P est le cercle de meme rayon et de 
centre O. 

On suppose que 3P' est non parallele a 3^. On note alors 3) la droite formee parleur intersection et a e ]0 ,tt/2[ P angle non oriente 
entre les plans 3P et 3 s '. Soit i un vecteur unitaire dirigeant S. Soit j un vecteur de 3? en sorte que 3&\o, i , j j soit un repere 
orthonormal de 3P . De la meme fagon, on considere un vecteur j ' en sorte que 3%' i ' , j 'j soit un repere orthonormal de 3?' . 
0 e IR. Par la projection orthogonale sur 3? , le point M' e £&' de coordonnees (x, y) dans 3%' se transforme en le point Me 3* de 
coordonnees (x, ycosa) dans 3?. 

Si M' est element de S’ alors il existe 0 e IR tel que x = rcos0 et y = r sin0 etles coordonnees de M' sont alors (r cos0, r sinBcosa). 
Done M' est element de l'ellipse de centre O, de demi grand axe r et de demi petit axe Rcosa. Reciproquement, on verihe que si 
M(rcos0, r sinBcosa) est element de cette ellipse alors e’est le projete orthogonal sur 3P du point M' (rcos0, r sin0) de 3*" . 


7.4 Etude de l’hyperbole : 1 < e 


On considere dans tout ce paragraphe une hyperbole de foyer F, de directrice Pi et d’excentricite e (e > 1). 


Proposition 7. 13 O Equation reduite de l’hyperbole 

- II existe un repere orthonormal (O, i , j ) dans lequel Jif a pour equation 


X 2 Y 2 _ 
a 2 b 2 


a> 0, b > 0 
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Cette equation est appelee equation reduite de V hyperbole - '/t' . 


1 + b 2 I, de directrice \S > : X = I et d’excentricite \ e - £ I. 


Demonstration 

E D 'a pres la proposition 7.2, il existe un repere orthonormal direct Si\f, i , j) dans lequel une equation cartesienne de Jif est 


ou d = d (F,&). On a : 


x 2 + y 2 = e 2 [x + d ) 2 (★) 


(*) \l- e 2 ^x 2 -2e 2 dx + y 2 - e 2 d 2 = 0 

<=> \e 2 - lj x 2 + 2e 2 dx-y 2 + e 2 d 2 = 0 


M \x 2 + - T -jx\-y 2 + e 2 d 2 = 0 


e 2 d I e 4 d 2 


■ 2 -l hS-l) 2 


- y 2 + e 2 d 2 = 0 


e - 1 jt+-= -y 2 + e 2 d 2 = =0 


/ 2 )( e 2 d 2 e 2 d 2 [e 2 - 1) - e 4 d 2 

k — 1 x H ^ -y 2 + t > = 0 

l ) e 2_ 1 * e 2_ 1 


e 2 -l\\x+ —z -y 2 + e 2 d 


e 2 d \ o e 2 d 2 


e 2 - 1 I e 2 — 1 


( e 2_ 1 ] 2 L + _f_! _L2_ 1 ] y 2_ e 2 d 2 = 0 


e 2-l) 2 / e 2 d V e 2 — 1 


■ 2 d 2 rv-t e 2 d 2 


e 2 -l\ I e 2 d \ er-1 


ed II e 2 -II e 2 d 2 


-y 2 - 1 = <)(*') 


ed ed e 2 d ^ \X = x + c 

U ~ e 2 - 1 ’ _ y^TY’ C _ e 2 — 1 6 [Y = y 

Ces quantites sont bien dehnies car e > 1 . Remarquons que a > 0 et b > 0. (X, Y) sonf ies coordonnees dans un repere Si' ^O, i , j\ 
d’un point de coordonnees [x, y) dans le repere Si ^F, i , j | oil O est deduit de F par une translation de vecteur ~u | ^ . Dans ce 
nouveau repere, (*) s’ecrit alors 

X 2 Y 2 _ 
a 2 b 2 

qui est bien de la forme a nnoncee. On a par ailleurs bien a 2 + b 2 = c 2 , % = e et d = . Dans Si' , on a F r . Enfin, une equation 

U C | (j 

de la directrice $1 dans Si etant x = -d, une equation de Si dans Si ' estX-c = -d, soitX = c-d. Mais c-d= c Une 

equation de IS dans Si ' est done X = . 

| <= | Reciproquement, soit Jff une courbe d’equation ^ ^ = 1 dans un repere Si ' ^O, i , j j avec a > 0 et b > 0. Posons 

c = V a 2 + b 2 , e=— et ri = — . 

a c 

Par identification avec V equation (*'), on reconnait V hyperbole de foyer de directrice Si :X= et d’excentricite e. 


Proposhton 7.14 V 

Soit (O, i , j) un repere orthonormal dans lequel F hyperbole --/S’ a pour equation ^ = 1 avec a > 0, b> 0. 

a) L’origine O est centre de symetrie de Jf?. C’est le centre de Fhyperbole. 
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b) OX et OY sont axes de symetrie de -W . OX est appele axe focal ou grand axe. OY est appele axe non focal ou axe 
non transverse. 

c) a est appele demi-axe focal ou demi-grand axe. b est appele demi-axe non focal ou demi-petit axe. 

d) Soit c = V a 2 + b 2 . JC admet deux foyers F et F' de coordonnees dans le repere (O, i , j ) : F et F' | J de directrice 
associee d’ equation, dans ce meme repere, : 0 : X= et 0' : X = — 

e) L’ hyperbole -W coupe le grand axe en deux points A et A' appeles les sommets de Jff- On a A I ^ et A' I ^ 


Proposition 7. 15 Parametrage de l’hyperbole 

On peut parameter l’hyperbole d’equation = 1 avec a > 0, b> 0 dans un repere orthonormal (O, i , j ) par 


J x{f)-eacht 
l y(t) = bsht 


:teU, e=±l 


Demonstration Soit .5? JO, i , j J le repere construit dans la proposition precedente. Dans ce repere une equation de 3fP est 
y2 -y2 |X 

^ - p- = 1. Soit M un point du plan. On a equivalence entre : 


Me JT 


X 2 Y 2 _ 
a 2 ft 2 

3fe[R, Y=bshf et X=+achf 


| Remarque 7.7 Remarquons que l’hyperbole possede des branches infinies. 


Proposition 7.16 V Asymptotes a l’hyperbole 

Soit l’hyperbole d’equation ^ = 1 avec a > 0, b> 0 dans un repere orthonormal (O, i , j ). JC admet deux 
asymptotes : et 

Demonstration Nous a lions nous limiter a la branche correspondant a e = 1 et montrer que cette blanche admet les deux 
asymptotes indiquees. Par symetrie d' axe (Oy), on en deduira que la branche de l’hyperbole correspondant a e = -1 admet aussi 
ces deux droites comme asymptotes. Commengons par V etude de la branche inhnie qua nd t tend vers +oo. On a : 

y{t) bsht fo t b 

x(t) achf a f— +oo a 

De plus : 

p 

y(f) x{t) = b(shf-cht) = -be~ { > 0 

Cl t—*+oo 

Par consequent, la droite d' equation y=^x, soit bx- ay = 0 est asymptote a l'hyperbole. De plus : y (t) - ^x(t) = - 
courbe est done en dessous de 1’ asymptote. On fait de meme pour V asymptote a la branche infinie quand t tend vers 
aussi utiliser la symetrie de 1 ’hyperbole par rapport a 1 ’axe (Ox) et deduire ainsi la seconde asymptote de la premiere 


-be 1 <0 .La 
-oo. On peut 
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Plan 7.2 : | Pour construire une hyperbole | 

1 On trace ses axes focal et demi-focal. 

2 On place le centre O de V hyperbole puis ses deux sommets A et A'. 

3 On trace le cercle de centre O et de rayon a . 

4 On trace les asymptotes. 

5 Pour une de ces deux asymptotes, on considere son intersection avec le cercle. Elle est formee de deux points 
P et P'. 

6 On trace les perpendiculaires a 1 ’asymptote passant par chacun de ces deux points. 

7 L’ intersection de chacune de ces deux perpendiculaires avec l’axe focal est constitute des deux foyers de 
P hyperbole. 

8 Les directrices de l’hyperbole sontles droites perpendiculaires a l’axe focal et passant par P et P'. 


7.5 Definition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole 


Proposition 7. 17 'v Definition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole 

Soient a et c deux reels strictement positifs, F et F' deux points du plan tels que || FF' || = 2c. 

1. Si a > c, V ensemble des points du plan tels que 

MF + MF' =2a 

est l’ellipse de foyers F et F' et de demi-grand axe a 

2. Si a < c, l’ensemble des points du plan tels que 

MF - MF' = 2a 

est l’hyperbole de foyers F et F' et de demi-axe focal a. 


Demonstration Introduisons le point O milieu de [F,F'] et i = OF/ 1| OF || . Soit j un vecteur unitaire directement orthogonal a 
i . On forme a insi un repere orthonormal direct ^O, i , j j . Dans ce repere. on a F [c, 0) , F' (- c, 0) . Soit M (x, y) un point de plan. 
On calcule MF 2 = (x- c) 2 + y 2 et MF' 2 = (x + c) 2 + y 2 et il s’ensuit que 

MF 2 .MF' 2 = ^(x- c) 2 + y 2 ) ((x + c) 2 + y 2 ] = ^x 2 + y 2 + c 2 -2cx] ^x 2 + y 2 + c 2 + 2cx] = ^x 2 + y 2 + c 2 j -4c 2 x 2 


MF 2 + MF' 2 = (x - c) 2 + y 2 + (x + c) 2 + y 2 = 2 (x 2 + y 2 + c 2 j . 


1. On a alors les equivalences : 


MF + MF' = 2 a 

MF 2 + MF' 2 + 2MF.MF' = 4a 2 

2MF.MF' = 4a 2 - (MF 2 + MF' 2 ] 

4MF 2 .MF' 2 = (4fl 2 - (MF 2 +MF' 2 ]] 2 

(x 2 + y 2 + c 2 ] - 4c 2 x 2 = ^2rt 2 - (x 2 + y 2 + c 2 ]] 


, 22 , 22 2,2 

b x + ay = a b 


a 2 + b 2 1 


ou b 2 = a 2 - c 2 est bien defini car a> c. Done on a MF + MF' = 2 a si et seulement si M est element de l'ellipse de centre O. 
de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. 
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2. On a les equivalences : 


|MF-MF'| =2 a 

MF 2 + MF' 2 - 2MF.MF' = 4a 2 

2MF.MF' = (MF 2 +MF' 2 ] -4a 2 

4MF 2 .MF' 2 = ((MF 2 + MF' 2 ] -4a 2 ] 2 

(x 2 + y 2 + c 2 ) 2 - 4 c 2 x 2 = ((x 2 + y 2 + c 2 ) - 2a 2 ) 2 

(a 2 - c 2 ) x 2 + a 2 y 2 = a 2 ( a 2 - c 2 ) 


,2 2 2 2 z,z 

b x - a y = a hr 


fl2 b 2 1 


ou b 2 = c 2 - a 2 est bien debni car a < c. Done on a |MF-MF , | = 2a si et seulement si M est element de l'hyperbole de 
centre O, de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. 

Application : Comment dessiner une ellipse avec un crayon et une ficelle. 


7.6 Courbes algebriques dans le plan 

Le plan est rapporte dans tout ce paragraphe a un repere orthonormal direct -X (o, i , j j. On s’interesse ici a F ensemble 
< i£ des points du plan dont une equation cartesienne est : 

P [x, y] - ax 2 + 2 bxy + cy 2 + dx + ey + f - 0 

ou [a, b, c, d, e, f ) e K 6 et ou les reels a, b et c ne sont pas tous nuls (sinon est une droite affine du plan). 


Definition 7.5 O 

On appelle discriminant de la courbe du second degre : 

: ax 2 + 2 bxy + cy 2 + dx+ ey + f - 0 

le reel, note A et donne par : A - ac-b 2 . 


Lemme 7.18 O Elimination du terme en xy 

II existe une rotation de centre O et d’ angle 0 e IR telle que dans le repere :X' |o, i ' , j 'j deduit du repere M par cette 
rotation, F equation de devient : 

<€ : AX 2 + CY 2 + DX + EY + F = 0. 

De plus A = ac-b 2 — AC (et F = /). 

Demonstration On utilise les formules de changement de repere de la proposition 2.5 page 68 : 

jx =cos0X-sin0Y 
jy =sin0X + cos0Y 

ou 0 est un reel a determiner. On a : 

ax 2 + 2 bxy + cy 2 + dx + ey + f = 0 

<=> ^acos 2 0 + csin 2 0 + 2ftsin0cos0jx 2 + ^asin 2 0 + ccos 2 0- 2bsin0cos0j Y 2 + 

(2 [c- a) sin 0 cos 0 + 2b^cos 2 0 - sin 2 sjjxY + (dcos0 + esin0)X+ (ecos0- dsin0) Y + / = 0 

On cherche 0 en sorte que 2 (c- a) sin 0 cos 0 + 2b (cos 2 0 - sin 2 0) = 0 ce qui s’ecrit aussi (c- a) sin 20 + 2b cos 20 = 0. 

- Si a = c alors on peut prendre 0 = ji/4. 

- Si a c alors on peut prendre 0 = j arctan^-J^j. 
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Dans le nouveau repere, l’equation de 7? est bien de la forme annoncee avec A = a cos 2 0 + csin 2 0 + 2fcsin0cos0 , C = asm 2 0 + 
ccos 2 0-2fisin0cos0, D = rfcos0 + esinfi, E = ecos0- dsin0 et F = /. 

On remarque que A + C = a+ c, que A-C = {a- c) cos 20 + 2fisin20 et que AC = 1/4 ((A + C) 2 - (A-C) 2 ). 

St a = 0 et done 0 = n/4, on verifie facilement que ac-b 2 = AC. Sinon, si 0 = \ arctan ^ 7^ j , alors tan20 = 2 bl(a- c) et 


cos z 20 - 


(a- cr 


1 + tan 2 20 ( a- c ) 2 +4b 2 

A-C = (a- c) cos 20 1 1 H tan20| = {a - c) cos20 ^1 + tan 2 0j ; 


a-c 
cos 20 


et (A-C) 2 = {a- c) 2 + 4fo 2 . 
Done 


AC = - ^(A + C) 2 - (A-C) 2 j = - [{a + c) 2 - ( a - c) 2 j -b 2 = ac-b 2 . 


Lemme 7.19 O Elimination des termes lineaires 

Si A ^ 0 alors il existe un repere orthonormal |o, i ' , j 'j deduit de &U par une translation dans lequel une equation 
de ^ est : 

Aw 2 + Ch 2 = F' 


ou F' e K. 


Demonstration Le repere est deduit du repere Si’ par une translation de vecteur (a, p) e [R 2 a determiner. On a done les 
formules de changement de repere : 

J X = u + a 
|y = r+p 
et 


AX 2 + CY 2 + DX + EY+ F = 0 

<=> Au 2 +Cv 2 + (2Aa + D) u + (2CP + E) n + Aa 2 + cp 2 + Da + Ep + F = 0 
On cherche (a, (3) en sorte que 

j 2Aa + D =0 
[2CP + E =0' 

Comme A = AC / 0. ce systeme admet comme solutions a = -D/ (2A) et p = —El (2C) . On en deduit F" en remplagant a et p par ces 
valeurs dans Aa 2 + cp 2 + Da + Ep + F. Dans ce nouveau repere. 1 ’equation de est bien de la forme annoncee. 

On en deduit le theoreme de classification des courbes du second degre, du a Descartes (voir 2.2.1 page 67). 


Theoreme 7.20 W Classification des courbes du second degre 

On considere une courbe du second degre d’equation : 

: ax 2 + 2 bxy + cy 2 + dx+ ey + f — 0 

dans un repere orthonormal. On note A - ac-b 2 son discriminant. 

- Si A > 0, la courbe ^ est une ellipse, un point ou Fensemble vide. 

- Si A < 0, la courbe est une hyperbole ou la reunion de deux droites secantes. 

- Si A = 0, la courbe /f est une parabole, une droite, la reunion de deux droites paralleles ou Fensemble vide. 

Demonstration D 'a pres le lemme 7. 1 8, on peut trouver un repere dans lequel une equation de r £ est AX 2 + CY 2 + DX + EY + F = 0 
ou A, C,D,E,F eU et ou A = ac-b 2 = AC. 

1. Si A = 0 alors A = 0 ou C = 0. 

(a) Si A=0 etC^O alorstf : CY 2 +DX + EY + F = 0 qui s’ecrit aussi <£ : C (Y + E/(2C)) 2 + DX + F - E 2 / (4C) = 0. 

i. Si D y. 0 alors en posant Y 1 - Y + ^ etX 1 = - 2U (x + IJ - ilx) ) on °btient : ^ : Y' 2 - 2DX' = 0 et on reconnait 
une parabole. 

ii. Si D = 0. alors en effectuant le meme travail, on montre qu'une equation de ^ dans un repere convenablement 
choisi est de la forme Y' 2 + F' = 0. Si F' > 0, & est 1 ’ensemble vide, si F 1 = 0. ^ est la droite d’equation Y 1 = 0 ef 
enfin si F' < 0, ^ est la reunion des droites paralleles d’equations Y 1 = V-F' et Y 1 = -V-F’. 

(b) Si A 0 et C = 0 alors fl> : AX 2 + DX + EY + F = 0, on retrouve les memes resultats que dans le cas precedent . 

(c) Si A = 0 et C = 0 alors la courbe n ’est plus du second degre. 

2. Si A 0, on sait d’apres le lenmie 2 que dans un bon repere, : AK' 2 + CY' 2 = F' avec A, C.F' e IR et A = AC. 
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• i _ v/2 y'2 

(a) Si A > 0, alors A et C sont de meme signe et on peut ecnre V equation de sous la forme : ^ ^ = e avec e = 0, 1 

ou -1 ef A',C' > 0. Si e = 0 alors If est reduit a un point. Si e = -1 aJors ^ est vide. Enfin, si e = 1 alors ^ esf une 
ellipse. 

• • • • i . r X'2 y/2 

(b) Si A < 0, alors A et C sont de signe contraire et on peut ecnre r equation de sous la forme : jj? - ^ = e avec 

e = 0, 1 ou -1 et A'.B' > 0. Si e = 0 alors l'equation s’ecrit : ^ ^ = 0 etff est la reunion de deux droites 

secantes. Si e = +1, est une hyperbole. 


Remarque 7.8 Ce theoreme fournit un algorithme pour determiner la nature d’une courbe 

: ax 2 + 2bxy+ cy 2 + dx+ ey + / = 0 


et preciser son equation reduite. 

1. Calculer le discriminant A = ac- b 2 et T = a+ c. Selon le signe de A, on peut, sans calcul, preciser le type de la 
courbe. 

2. (a) Si A ^ 0, par un changement du centre du repere defini par les formules : 


x — X+ a 

y= y+P 


on se debarrasse des termes lineaires en x et y pour aboutir a une equation : 

ax 2 + 2bxy + cy 2 — F 


Le centre du nouveau repere est, dans Q 


a 

P' 


(b) On sait qu’onpeut, par rotation des axes, se placer dans un repere orthonormede meme centre Q oil l’equation 
devient : 

Ax 2 + Cy 2 = F 


(c) On connait la somme et le produit de A et de C : 


[a+C — aye 
| AC - ac - b 2 


Ils sont par consequent racines d’un trinome du second degre. 

(d) Ay ant determine A et C, on peut ecrire l’equation reduite de la conique et discuter de sa nature en fonction 
du signe de F. 

(e) Si Ton veut avoir toutes les informations, il faut determiner Tangle 0 de rotation choisi pour annuler le terme 
xy. 

3. Si A = 0, on peut, par rotation des axes, se placer dans un repere orthonorme de meme centre ou l’equation devient : 


Ax 2 + By 2 + Cx + Dy = F 


avec A = 0 ou B = 0. On sait alors qu’apres une translation, on peut facilement identifier . 


Exemple 7.2 Reduire la conique '£ d’equation x 2 + 6.ry + y 2 + 16x -9 = 0. 

l Son discriminant vaut -8 done ( S' est une hyperbole ou la reunion de deux droites secantes. 

x — X + a 
y = Y + p 


. On obtient : 


2 On effectue le changement de repere 

X 2 + 6XY + Y 2 + (6P + 2a + 16)X + (2p + 6a) Y - 9 + + ct z + 16a + 6«p = 0. 


On se debarrasse des termes lineaires si 

j6p + 2a+16 =0 

|2p + 6a = 0 

e’est a dire si a = 1 et p = -3 ce qui nous donne | 0(1, -3) | Dans ce nouveau repere, l’equation de 'f> devient : 
X 2 + 6XY + Y 2 - 1 = 0. ' 
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3 On sait que par rotation des axes on peut se placer dans un repere orthonorme de meme centre Q ou 1’ equation 
devient : 

Ax 2 + C y 2 - 1. 

On sait que AC = A = -8 et que A+C - a+c -2. Ils sont done racines dupolynomeX 2 -2X-8 et on trouve A = 4 et 
C = -2 ou A = -2 et C = 4. On obtient alors dans le nouveau repere pour une des deux equations 4x 2 - 2y 2 = 1 
ou -2x 2 + 4y 2 = 1. Ces deux equations sont obtenues dans deux reperes differents, l’un etant deduit de 1’ autre 
par une rotation d’angle jt/2. On reconnart une hyperbole de demi-axes 1/2 et \f2!2 et de centre 0(1, -3). 

Pour mieux faire, il faut determiner completement la rotation. En partant de 1’ equation X 2 + 6XY+ Y 2 -1 = 0, 
on effectue le changement de repere 

Jx = cos(0)x-sin(0)y 
|Y = sin(0)x + cos(0)y 

et on obtient : 


(6sin(0)cos(0) + cos 2 (0) + sin 2 (0))x 2 + 6(cos 2 (0) -sin(0) 2 )xy + (cos 2 (0) - 6sin(0) cos(0) + sin 2 (0)) y 2 = 1 
ou encore 

(3sin(20) + 1) x 2 + 6cos(20)xy + (1 - 3sin(20))y 2 = 1. 

Pour supprimer les termes lineaires, il suffit de prendre 0 = tt/ 4 et on obtient dans le nouveau repere : 4x 2 - 
2y 2 = 1. On sait done que a — 1/2, b = y/212 et c = v a 2 + b 2 = V3I2. On en deduit que e — da- \/3. De plus, 
les equations des directrices dans le repere final sont x = \/3/6 et x = -\/3/6. Les coordonnees des foyers sont 
(n/ 3/2,0) et (— \/3/2, 0) . On peut alors facilement representer 



| Remarque 7.9 Pour le trace final, on peut s’aider des methodes 15 page 277 et 16 page 281. 
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7.7 Exercices 


7.7.1 En general 

Exercice 7.1 V 

Soit une droite du plan TP et F un point du plan non situe sur S>. Montrer que par tout point M du plan non situe sur 
U {F} passe une et une seule conique de foyer F et de directrice £>. 


d( M,F) 

Solution : On a d (M, 3>)>Q car M <7 *3 et d (M, F) > 0 car M / F. Par consequent e - — — ’ ^ est un reel positif non 
nul. Par construction, la conique de directrice fP, de foyer F et de directrice Si passe par M. 


Exercice 7.2 W 

On considere un cone de revolution de sommet S, d’axe @ et on note a e ]0,tt/2[ une mesure de l’angle entre cet axe 
et une generatrice du cone. On va etudier T intersection entre ce cone et un plan TP de l’espace. 

1. Dans un repere orthonormal direct de l’espace fixe, determiner une equation cartesienne du cone. 

2. En choisit un repere orthonormal direct de l’espace en sorte qu ’une equation cartesienne de TP soit z - 0. Ecrire 
une equation cartesienne de T intersection .T du cone et du plan et reconnaitre T equation algebrique d’une 
courbe du plan de degre 2. 

3. On note p € ] 0 , tt / 2 ( Tangle entre le plan TP etl’axe S du cone. Montrer que cos 2 p = a 2 + b 2 . 

4. Conclure en comparant a et p. 


Solution : 

1. On note Ti [a, b, c) un vecteur directeur unitaire de Un point M est element du cone si et seulement si Tangle 
non oriente |"z7,Sm| est egal ) a ou it- a, c’est-a-dire si et seulement si SM.l? = + || SM || cosa ce qui amene 
T equation cartesienne : 

(a{x- x s ) + b(y- y s ) + c(z- z s )) 2 = ((x- x s ) 2 + (y- ysf + (z- z s ) 2 ] cos 2 a 

ou S (xs.ys.zs) etM(x,y,z). 

2. Avec z— 0, T equation precedente devient : 

{a(x-xs) + b(y- y s ) - cz s ) 2 = ((x - s s ) 2 + (y - ys) 2 + z|) cos2 a 
et en developpant, on trouve une expression de la forme : 

(i a 2 - cos 2 a) x 2 + 2 abxy +[b 2 - cos 2 a) y 2 + dx + ey + f — 0 

oil d,e,f e 1. On reconnait 1 ’equation d’une courbe algebrique du plan de degre 2. 

3. Notons uq le projete orthogonal du vecteur ~u sur le plan fS. Comme li = ( a , b, c), les coordonnees de uq sont 
[a,b, 0). Mais H.uq = ||"m || ||uo|| cosp et il vient a 2 + b 2 - V a 2 + b 2 cosP d’ou l’egalite. 

4. On calcule le discriminant de cette equation : 

A = ( a 2 - cos 2 a) ( b 2 - cos 2 a) - a 2 b 2 — cos 2 a (cos 2 a - ( a 2 + b 2 )) = cos 2 a (cos 2 a- cos 2 p) . 

Comme a et p sont compris entre 0 et tt/2, le signe de A est donne par cosa- cosp. 

- Si a < p alors . est une ellipse, un point ou T ensemble vide. . 

- Si a = p alors . est une une parabole, une droite, la reunion de deux droites paralleles ou T ensemble vide. 

- Si a > p alors . est une hyperbole ou la reunion de deux droites secantes. 


7.7.2 Paraboles 

Exercice 7.3 V 

On considere une parabole. Montrer que les rayons paralleles a l’axe reflechis sur la parabole passent par le foyer. 
Application : Le fonctionnement du miroir d'un telescope de Newton est base sur la propriete de la parabole prouvee 
dans la question 3. de cet exercice. 
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Solution : En parametrant la parabole M ( t) 


t 1 2 3 4 1 2p 


, un vecteur normal en M(f) est n 


tip' 


Calculons 


FM(f) 


\{t 2 -p 2 )!2p 


et ||FM(f) || = 


t A + p z 
2 P 


. On calcule alors 


FM(f) 

l|FM(f)|| 


~n — 1 et en posant /i ' , h .It - 1 ce qui montre 


que la droite (FM) et la droite horizontale passant par M sont symetriques par rapport a la normale en M. 


Exercice 7.4 O 

Soit une parabole de parametre p > 0 et de directrice £>. Soient M un point de £? et FI son projete orthogonal sur 
S'. Montrer que : 

1. La tangente a £? en M coupe la tangente au sommet de P/ en I, milieu du segment [FH]. 

2. La tangente a P? en M est la bissectrice principale du triangle isocele FMH. 

3. Le projete orthogonal du foyer de PP surles tangentes a decrit la tangente au sommet. 

4. Deux tangentes a f!P perpendiculaires se coupent sur la directrice LP de PP . 



1. D’apres le cours, la tangente Si, ala parabole en son sommet admet pour equation cartesienne : x - 0 et ,%j B 
: x- t 0 y+ p-f = 0. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnees |o, qui est bien le milieu I du 
segment [FH] . 

2. Comme le triangle FMH est isocele, la bissectrice principale de 1 ’angle H M F est aussi la mediane issue de M. Or, 
on vient de prouver que la droite passant par M et par le milieu de [FK] est la tangente en M a fP. 

3. La droite (MI) est aussi la hauteur du triangle FMH issue de M. Par consequent, les droites (FH) et ■%,] sont 
perpendiculaires en I. Le projete orthogonal de F sur Sm est done I. II est clair que le point I, ses coordonnees 
etant |o, ^ j est element de la tangente au sommet. 

4. Soient PP\\ : x— ty+ py - 0 et PPyr : x- t'y+ pV = 0 deux tangentes a PP en les points M de parametre t 
et M' de parametre t' . Ces deux droites se coupent en le point de coordonnees (ptt' P2, p(t + t') 12) et sont or- 
thogonales si et seulement si 1 + tt' = 0. Si e’est le cas, les coordonnees de leur point d’ intersection s’ecrivent 
(-p/2, p [t- 1 It) 12). Ce point est bien un point de la directrice PP car une equation cartesienne de cette derniere 
est x- -p/2. 


Exercice 7.5 PP> 

On considere la parabole d’ equation y 2 - 2 px et un point A 


a 2 !2p 


de cette parabole. On considere deux points 


distincts de la parabole M 


rrrl2p |n 2 /2p 
^ et N p 


. On note a = m + n et |3 = mn. 


1. Donner une condition necessaire et suffisante sur a et p pour que les droites (AM) et (AN) soient orthogonales. 

2. Montrer que lorsque M, N varient sur la parabole, (avec la condition d’ orthogonalite precedente), la droite (MN) 
passe par un point fixe Q a determiner. 

3. A chaque point A de la parabole on peut done associer le point Q. Determiner le lieu de Q lorsque A varie. 
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> + aa + a z + 4p z - 0 


Solution : 

1. En traduisant AM. AN = 0, on trouve que (m + a)(n+ a) + 4p 2 - 0 c’est-a-dire 

2. L’ equation cartesienne de la droite (MN) est : 

2px- ay + p = 0 

et en udlisant la condition d’ ortho gonalite, cette equation devient a(y + a) -2 px+ af + 4 p 2 = 0. on voit done que 
cette droite passe par le point fixe 



a 2 + 4p 2 

Q 

2 P 


-a 


3. En eliminant le parametre a, on voit que le point Q se deplace sur la parabole d’ equation 
c’est-a-dire la parabole initiate translatee du vecteur2p i . 


y z = 2p(x-2p) 


Exercice 7.6 W 

On considere une parabole d’equadon cartesienne 


SP : 2 px = y 


I L / 2 P I L / 2 p 

1. Soient deux points distincts M etN ^ de la parabole. Trouver une condition necessaire et suffisante 

pour que la droite (MN) soit normale a la parabole en M. 

2. Determiner la longueur minimale des cordes (MN) verifiant cette condition. 


Solution 


I tip 


1. Le vecteur t dirige la tangente en M. En ecrivant MN. t - 0, on trouve que 


t(t+ t') + 2 p 2 = 0 


2. On calcule 


Mais en udlisant que 


on exprime 


et en etudiant cette fonedon, f it) = 


— *■ o , it' + t) z , 

1|MN|| 2 — it - t) 2 \l + / 

4 p z 


i 2 p z , , 2 o ? 

t+t = — et t - t = t + t-2t = — ip + t ) 


d(M,N) = -j^ip + t y 
,^_8 ip 2 + t 2 ) 2 ra 


it z -2p z ), on en deduit ses variations. Elle admet un minimum 


en t- y2 p et dnalement, la distance minimale vaut 3\/3 p 


7.7.3 Ellipses 

Exercice 7.7 

On considere une ellipse de grand axe (AA'). Soit Mo un point de V ellipse. La tangente en Mo coupe les tangentes en 
AetA' aux points P et P'. Montrer que AP.A'P' est constant. 


Solution : L’ ellipse dans un bon repere orthonorme a pour equation reduite 

x 2 y 2 _ 
a 2 + b 2 ~ * 1 


-a ..a 


et Aj , A' . Si Mq | ^ , 1 ’equation cartesienne de la tangente en Mq est 


|yo 


xxq yy 0 _ 
Mo ' a 2 b 2 
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On trouve alors (il faut que Mq / A, A') P 


yo 


(1 + 


X(K,P' 


xq, et il s’ensuit 


AP.A'P' = , 


yo 


Exercice 7.8 W 

On considere un point P d’une ellipse de centre O. On lui associe un point M tel que la tangente en M a l’ellipse soit 
parallele a la droite (OP). 

1. Montrer que l’aire du triangle OPM est constante et la calculer. 


2. Montrer que OM + OP est constante. 


Solution : 

{ x(f) = a cos t 

avec 

y (f ) = b sin t 

t e [0,2 tt] et 0 < b < a. La tangente a l’ellipse au point Mo de parametre To £ [0, 2 tt] admet comme equation 
cartesienne : focosTox + asin'I'o}' - ah - 0. On suppose que P est le point de parametre to £ [0, 2tt] . Un vecteur 

tangent U a 1 ’ellipse au point M de parametre t £ [0, 2n\ est donne par : 1 7 1 ■ Les coordonnees du vecteur 

OP sont : r C0S f ° . Le vecteur U est colineaire au vecteur OP si et seulement si : det(oP,~? 1 = 0, c’est-a-dire 
| b sm to ( I 

si et seulement si : cos fcos to + sin tsin to — 0, ce qui s’ecrit encore : cos (t- to) - 0 et equivaut a t - to + \ ou 
t = to - f ■ Les coordonnees du point P sont done : 


triangle OPM est : 


1 - a sin to 


| flsinfo 

| focosto 


|-£?cos to 


Dans le premier cas, l’aire du 


|det^OP,OMj| l Iflcosfo -asinfol 


2 | fo sin to bcosto 



ab 

1 1 

2 


Dans le second cas, l’aire est identique. Cette derniere est done bien constante. 
2. En appliquant les resultats precedents : 


OM + OP = 


a^ + b z 


Cette somme est bien constante. 


Exercice 7.9 W 

On considere 1’ ellipse d’ equation reduite 


x v 

— + 12 = 1 
b z 


A un point M de 1’ ellipse different des sommets, on fait corresponds le point M' symetrique par rapport al’axe (Ox). 
On note P le point d’ intersection de la droite (OM') avec la normale a L ellipse en M. Determiner le lieu du point P 
lorsque M decrit F ellipse. 


_ , .. acosf , — -asinf , , „ „ , — bcost 

Solution: En parametrant 1 ellipse, M , . ,levecteurt\ , est tangent en M a 1 ellipse et le vecteur n 

|osinf | boost |asmt 

est done normal. Une equation cartesienne de la droite (OM') est : 

b sin fx+ acos ty - 0 


Puisque le point P est sur la normale, P = M + A ~n et puisque P e (OM') , on trouve que A = - 


a(a 2 - b 2 ) 


2 ab 
i 2 + b 2 


et enfin 


o I 9 

+ b z 

b{a 2 -b 2 ) 
a 2 + b 2 


On en deduit que le point P decrit l’ellipse homothetique (privee de ses sommets) de l’ellipse initiate avec un rapport 
a 2 -b 2 


d’homothetie de 


! _|_ £,2 
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Exercice 7.10 W 

On considere une ellipse de foyers F et F' et un point M variable sur cette ellipse. On note Tm la tangente a V ellipse 
a u point M Montrer que d(FT[y]) x d(F',T\,i) est constante. 


Solution : Dans un bon repere orthonorme, V equation cartesienne de F ellipse est . 


& '■ — + TJ - 1 

a 2 b 2 


avec a> b> 0. Si Mf° , 1’ equation cartesienne de la tangente en M est : 

|yo 


Tm:^ + M_ 1 = 0 

a z b z 


Puisque F , F' ou c 2 - a 2 - b 2 , on calcule 


rf(F,T M )xd(F',T M ) = 


\CXola 2 - 1 | 


I cxila 2 + 1| 


^ x 2 la A + y 2 lb A i/ x 2 la 4 + y 2 lb 4 

| c 2 Xg/a 4 - 1| 

Xq/ci 4 + y^/b 4 

IXp/a 2 - fo 2 Xg/a 4 - 1| 9 9 

xlla 4 + y 2 lb 4 
b 2 x^la 4 + y^lb 2 
x 2 la 4 + y 2 lb 4 


car c — a — i 


car Xq la 2 + y^lb 2 - 1 


= b 2 


Exercice 7.11 00 

On considere, dans le plan rapporte a un repere orthonormal, deux ellipses : 

2 2 
„ xr 


s' '■ — + h = 1 

a 2 - b 2 

1. On considere une droite 3> d’ equation ux+ vy+ w — 0. Ecrire une condition necessaire et suffisante pour que 2> 
soit tangente a S' . 

2. On decide de parametrer F ellipse S. On considere alors deux points de S de parametres P(0) et Q(a). Trouver 
une relation entre 0 et a pour que la droite (PQ) soit tangente a 1 ’ellipse S. 


Solution 


\x 0 


1. Si la droite °2> est tangente a F ellipse, il existe un point Mo de F ellipse tel que la droite °J) soit la droite 

l.l'o 

d’ equation 

xx 0 yy 0 _ 
a 2 + b 2 ~ 

Les deux equations cartesiennes de droite sont proportionnelles : 

a 2 u b 2 v 


Done on doit avoir 


xo yo 


a 2 u b 2 v 

xo — yo = 


et comme le point Mo est sur 1 ’ellipse, une condition necessaire est que 

a 2 u 2 + b 2 v 2 — w 2 
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Reciproquement, si cette condition est veridee, il suffit de poser xq = - a 2 ul w et yo = -b 2 v I w, de verifier que ce 
point appardent a V ellipse, et que la tangente a V ellipse en ce point est la droite S>. 

2. Parametrons 1 ’ellipse : 

lx - 2acos0 
jy = 2£>sin0 

„ . „ |2acos0 „ |2acosa , , . , 

SoitMe 2^ et ^ a Ufesina ccux P 0,,,ts c ' c ' ellipse <s . La droite passant par ces deux points a pour equation 

cartesienne 

|X-2acos0 2a(cosa- cos0)| 

|Y-2fosin0 21>(sina- sin0) | 

Mais en udlisant la trigonometrie, puisque 

cos a - cos 0 = -2 sin((a + 0) 12) sin((a - 0) 12) 


et que 


sina- sin0 = 2 sin ((a - 0)/2) cos((a+ 0)/2) 

On trouve en developpant ce determinant 

£?cos((a+ 0)/2)X+ asin((a+ 0)/2)Y- 2af?|cos((a + 0)/2) cos0 + sin(a + 0)/2) sin0j = 0 
La condition pour que cette droite soit tangente a la petite ellipse s’ecrit alors 

a 2 1? 2 cos 2 ((a + 0)/ 2) + a 2 fo 2 sin 2 ((a+ 0)/2) = 4 a 2 b 2 cos 2 ((a - 0)/2) 
et apres simplifications, on trouve que 

|cos((a-0)/2)| = 1/2 

Done a = 0 + 2 tt/3 + 2kn ou alors a = 0 - 2 ji/3 + 2/ctu. 


7.7.4 Hyperboles 

Exercice 7.12 V 

Soit L hyperbole d’ equation ^ ^ = 1 avec a > 0, b> 0 dans un repere orthonormal &{0, i , j ). ProuverL equiv- 

alence des quatre proprietes suivantes : 

1. Les asymptotes de Jff sont perpendiculaires. 

2. a - b 

3. Jif a pour equation reduite : X 2 - Y 2 - a 2 - 0. 

4. L’ excentricite e est egale a \/2. 

Lorsque Jff verifie une de ces 4 proprietes, on dit qu ’elle est equilatere. 


Solution : 

| 1 2 | On sait que les asymptotes 8 et 8' de M l ont pour equations respectives dans M bx - ay - 0 et bx + ay - 0. 

Leurs vecteurs normaux respectifs sont done ( b,-a ) et ( b,a ). Elies sont perpendiculaires si et seulement si leurs 
vecteurs normaux sont orthogonaux, ce qu i est equivalent, grace au produit scalaire, a ecrire que b 2 - a 2 - 0 ou 
encore , a et b etant posidfs, a a - b. 

| 2 <=» 3 | La condition a - b est clairement equivalente au fait que 1’ equation reduite de P ellipse soitX 2 - Y 2 - a 2 - 0. 

| 2 ==> 4] Si a - b alors c = V a 2 + b 2 = V2 a 2 — \[2a car a>0ete-cla - \/2. 

| 4 =^> 2] Reciproquement, si e - \J2 alors c 2 — 2 a 2 . Comme a 2 + b 2 - c 2 , il s’ensuit que b 2 — a 2 et comme a et b sont 
strictement posidfs, on en deduit que a - b. 


Exercice 7.13 W 

Prouver qu ’un ensemble Jt? du plan est une hyperbole equilatere si et seulement si il existe un repere (pas forcement 
orthonormal) (O, i , j ) dans lequel Jff a une equation de la forme XY = y oil y e K* . 
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Solution : 

| ==> | Supposons que Jff est une hyperbole. Alors dans un bon repere orthonormal, une equation de Jtf est x 2 l a 2 - 


y 2 lb 2 — 1 ou a, b > 0. Cette equation s’ecrit aussi 

Jtf : [bx- ay] [bx+ ay] - a 2 b 2 . 

On introduit le changement de repere : 

X -bx-ay 
Y -bx+ay 

Dans ce nouveau repere 1’ equation de Jif est Jtf :XY = y avec y = a 2 b 2 . 

| <= | Supposons que dans un repere par forcement orthonormal & |o, i , j j une equation de M l soit XY = y. Montrons 

que Jtf est une hyperbole. Introduisons les vecteurs : 17' = |4-| + |4j et 17' = -|p= r |' _ |4r P UJS 7es vecteurs 17 = 

17'/ 1| 17' || et U - 177 1 17' | . Le repere (0,17,17) est orthonormal. De plus, on a les formules de changement de 
repere : 


X = 


Y = 


|7Ju«'ii ill'll. 


et dans le nouveau repere une equation de Jif est : 


qui est dela forme x 2 la 2 -y 2 lb 2 — 1 avec a — y |j i |j |j j |j y ||17'|| et b- \/ || i || || j || y ||17'|| (On peut supposer y > 0 
quitte a permuter a etb). Done est bien une hyperbole. 


Exercice 7.14 W ^ ( 

Un point M d’une hyperbole se projette en H et H' sur les deux asymptotes. Montrer que le produit scalaire MH.MH' 
est constant. 


x y 

Solution : Dans le repere orthonorme adequat, 1 ’equation de 1 ’hyperbole est Jff : — ~ = 1 et les deux asymptotes 

a h- 

ontpour equations y = bl ax et y = -bl ax ou encore : 

Q)\\ bx+ay- 0 S >2 : bx-ay- 0 


et les vecteurs 717 1 a ef n 2 1 a sont normaux a ces droites. Parametrons un point M de la branche droite de 1 ’hyperbole : 

Iflchf _ ab t — * ab f |L> 

M , , . En eenvant que H = M+A/ii, on trouve que A = — = pujsqueMH= — r . De la meme facon, 

|foshf a 2 + b 2 a 2 + b 2 \a 

*, ab J b 

on trouve que MH = — e et on calcule finalement 

a 2 + b 2 | -a 


MH.MH' 


a 2 b 2 [b 2 -a 2 ] 
[a 2 + b 2 ] 2 


qui est bien independant de t. Par symetrie, on obtient le meme resultat si M se trouve sur la branche gauche de 
1 ’hyperbole. 


Exercice 7.15 00 

On considere une hyperbole et un point M variable sur cette hyperbole. On note H le projete orthogonal du foyer 
F sur la tangente en M. Montrer que le point H se trouve sur le cercle tangent a 1 ’hyperbole aux deux sommets. 


Solution : Dans un repere orthonorme bien choisi, 1 ’equation de 1 ’hyperbole est 

„ * 2 y 2 

q- b z 
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En notant M P 0 , V equation cartesienne de la tangente en M est : 

|yo 


. XX 0 yyo _ 

M • 9 /9 

a z b z 


Les coordonnees du foyer sont F avec c 2 - a 2 + b 2 . Le vecteur n 


xo/ a 2 
- yoib 2 


est normal a la tangente done H = F + AT? 


ou A e R. Puisque H e Tm, on trouve que A = (l ^-)/(— | + jj), puis 


a'- 

Xh = c + 
Fh = 


a 4 b 4 

(1 - cxola 2 )xola 2 
x 2 la 4 + y 2 lb 4 
(l-cxo/a 2 )yo/b 2 
x 2 la 4 + y 2 lb 4 


et 1 ’on calcule ensuite 


2 2 2 

%+y H = c + 


(1 - cxqI a 2 ) 2 + 2cxqI a 2 [l - cxqI a 2 ) 

Xg/fl 4 + y^/b 4 
(1 - cxqI a 2 ) (l + cxola 2 ) 
x 2 la 4 + y 2 lb 4 
1 - c 2 Xq!ci 4 
x 2 la 4 + y 2 lb 4 


2 1 - Xg/fl 2 - fo 2 Xg/fl 4 

Xg/a 4 + y^lb 4 
2 b 2 (yg / b 4 + Xg / a 4 ) 
x 2 la 4 + y 2 lb 4 
- c 2 - b 2 - a 2 


car c 2 - a 2 + b 2 


car Xg la 2 - y^/h 2 = 1 


Exercice 7.16 PP 

On considere une hyperbole de foyers F et F'. 

1. Rappelerla definition bifocale de JP . 

2. Dans un repere orthonormal, on suppose l’hyperbole parametree par f : R — <■ IR 2 . Pour tout tel, on note 
M(f) le point de R 2 tel que OM(f) = / (f). Calculer la derivee de la fonction 0 : R >-► R definie par 0(f) = 
|| FM (0 1| - || F'M ( f ) | - 

3. En deduire que si M est un point de l’hyperbole, la normale en M est la bissectrice exterieure des droites (FM) 
et (F'M). 

4. Que dire de la tangente a Jf? enM? 

Indication 7.2 : On pourra s ’aider de 1 ’exercice 2.13 page 91 . 


Solution : 

1. On sait que le point M est element de l’hyperbole de grand axe a si et seulement si 1 1| FM (t) || - || F'M (t) 1 1 = 2a. 

2. Comme pour tout t e R, M(f) est distinct de F et F', la fonction 0 est derivable sur R. On utilise la formule de 
derivation de la norme, on obdent, pour tout t e R : 


fl , (n JFMlf)ir(t))_(FM(f)| m = (i?(fl , ?(f)> 


FM(f) 


F'M(f) 


avec u it) = 


(T? (f)l/'(f)> = 0. 



Comme |0| est constante, on sait aussi que 0' = 0 et il vient que 
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3. Soit teRet soit M le point de l’hypeibole de parametre t. Le vecteur f (t) dirige la tangente a 1’ ellipse en M. On 
sait d ’apres la question precedente que Ti ( t) est orthogonal a f (f) et done il dirige la normale en M ii I ’hyperbole. 
On sait d’ apres l’exercice 2.13 page 91 qu’il dirige aussi la bissectrice exterieure des droites (FM) et (F'M). 

4. C’ est la bissectrice interieure des droites (FM) et (F'M). 


7.7.5 Coniques et coordonnees polaires 

Exercice7.17 O 

Construire les coniques d’equation polaire : 


1. r = 


5 

1+1 COS0 


2. r = 


4 

2v / 2 + cos0 + sin0 


3. r - 


1 

1 + sin0 


Solution : 


1. On identihe avec la formule donnee dans le cours et on 
reconnait une hyperbole d ’excentricite e = 3/2, de foyer 
O, d’axe focale d’equation polaire 0 = 0 (l’axe des ab- 
scisses) et de directrice d’equation polaire r = 3 5 — . 

Cette droite est done perpendiculaire a l’axe des ab- 
scisses et se trouve a une distance 10/3 de O. Les deux 
sommets de 1 ’hyperbole sont surl’ axe focal et sont don- 
nesparQ- 0 et 0 = tt. On obtient r - 5/(1 + 3/2 cos 0) = 
2 et r - 5/(1 + 3/2cos ji) = -10. Les coordonnees po- 
laires des deux sommets sont done (2,0) et (10,0). Le 
centre de l’hyperbole est le milieu du segment forme 
par les sommets et il se trouve done en le point de co- 
ordonnees polaire (6, 0) . 



2. 


On a 


2v / 2+cos0+sin0 = \/2 ( 2 + — cos0+ — cosol = 2 v/2( 


v/2 


1 + - 


done 1’ equation s’ecrit aussi r = . On 

l+±cos(0-f) 

reconnait une ellipse d’ excentricite e- 1/2, de foyer O, 
de directrice la droite d’equation polaire r — — , ■ 

Cette droite est a une distance 2y2 de O. L’axe focal 
est la droite perpendiculaire a la directrice et qui passe 
parle foyer. C’est done la bissectrice principale. 



3. L’equation s’ecrit aussi r - 1/(1 + cos(0 - n/2)) et on 
reconnait une conique d’ excentricite e= 1, e’est-a-dire 
une parabole. Son foyer est en O, sa directrice admet 
comme equation polaire r = 1/ cos(0 - jt/2). Cette droite 
est parallele a l’axe des abscisses et passe par le point 
de coordonnees cartes ie lines (0, 1). L’axe focal est done 
l’axe des ordonnees et le sommet de la parabole a pour 
coordonnees (0, 1/2). 
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7.7.6 Courbes du second degre 

Exercice 7.18 O 

On considere la courbe $ d’ equation : 


x 2 + 4 y 2 + 4x - 8y + 4 = 0 


Determiner sa nature et preciser ses elements geometriques. 


Solution : Le discriminant de la courbe vaut 4. La courbe est done une ellipse ou est reduite a un point ou vide. On 
effectue un changement d’origine du repere defini paries formules 

\x — X + a 

I y =Y+p 

pour eliminer les termes en x et y. On choisit a cette tin a et () avec 

j 2a + 4 = 0 

1 8p — 8 = 0 

1—2 

e’est-a-dire a = -2 ef (3 = 1. L’origine du nouveau repere est Q et dans ce nouveau repere L equation devient 

X 2 

— +Y= 1 
4 

On reconnait l’equation d’une ellipse de centre D. et de demi axes a = 2 et b - 1. Dans les nouvelles coordonnees, les 
foyers sont F j ^ et f| ^ avec c — V a 2 - b 2 . Les directrices Q) et Si' a dmettent comme equation respectives :X - a 2 lc et 

X- - a 2 / c avec a 2 lc- 4 v3/3. Enfin 1 ’ excentricite de 1 ’ellipse est e - cl a - \/3/2. 



Exercice 7.19 O 

On considere la courbe Jif d’ equation : 


-9x 2 + 16y 2 + 18x - 32y -137 = 0 

Determiner la nature de et preciser ses elements geometriques : sommets, foyers, directrice, excentricite, asymp- 

totes. 


Solution : Procedant comme dans L exercice precedent, on supprime les termes lineaires dans V equation cartesienne 


de JfL grace a un changement de variable 


x - X+ a 

y =Y+p 


ce qui amene le systeme 


| -18a+ 18 =0 

I 32p - 32 =0 


et done a = fi = 1. 
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L’origine du nouveau repere est done oL et 1’ equation de Jf? s’ecrit : 


Y 2 

y 


16 


■-1 = 0 . 


On effectue alors une rotation d’ angle n/2 


u = Y 
v=-X 


et dans ces dernieres coordonnees, l’equation de Ji? devient : 


9 16 

La courbe JiL est done une hyperbole de demi axes a = 3 et b = 4. Dans les coordonnees ( u, v), les foyers de Jif sont I ; j^ 

et f| q C avec c = V a 2 + b 2 = 5. Les directrices 2> et 3>' admettent comme equations respectives : X = a 2 1 c etX = - a 2 1 c 

avec a 2 lc = 9/5. Enfin l’excentricite de l’hyperbole est e = cla = 5/3 et ses asymptotes sont 8 : y = et 8' : y = —%x 
avec b/a = 4/3. 



Exercice 7.20 O 

On considere dans le repere canonique la courbe d’ equation 

2x 2 + y 2 + VHxy -1 = 0 


Determiner sa nature, puis tracer cette courbe en precisant le centre et 1 ’excentricite. 


Solution : Le discriminant de cette courbe est A = 5/4 > 0. La courbe est une ellipse ou est reduite a un point ou vide. 
Un’y a pas de terme lineaire a eliminer. A fin de faire disparaitre le terme en xy, on effectue une rotation d’ angle 0 et de 
f x = cosBX- sin0Y 

centre O : < .Le coefficient devantX Y est 

|y= sin0X+cos0Y 

\/3(cos 2 0-sin 2 0) -2cos0sin0 = \/3cos20 - sin20 

(V 3 l 1 

= 2 1 — cos20 — sin20l 

= -2cos|20+-j 


qui s’annule par exemple pour 0 = -tt/3. Pour cette valeurde 0, Liquation de la courbe devient 



5 
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La courbe est une ellipse de centre O, de demi axes a - \/2 et b- \/(2/5), d’excentricite e = 2\/5/5. Dans le nouveau 

/To 12 , — \ 

repere, 1 ’equation des directrices est X = + ^ et les foyers ontpour coordonnees : I + - \/10, 0 1 . 



Exercice 7.21 

On considere dans le repere canonique la courbe d’ equation 

x 2 + 6xy + y 2 + 4\/2x = 0 

Determiner sa nature, puis tracer cette courbe en precisant le centre et 1 ’excentricite. 


Solution : Le discriminant de cette courbe est A = -8 < 0. La courbe est une hyperbole ou la reunion de deux droites 

,x - X + a 

secantes. On effectue le changement de variable 
systeme : 
repere de centre <i) 


3a + p = 0 
a + 3p + 2\[2 - 0 
V2I4 
-3V2I4 ' 


a fin de supprimer les termes lineaires, ce qui amene le 

y =Y+p 

qui admet comme solution : a = \/2/4 et () = -3\/2/4. L’ equation s’ecrit alors dans le 


X Z + 6XY + Y Z + 1=0. 


X = cos 0 u — sin 0 v 
Y = sin0u + cos0f 


Le 


Afin de faire disparaitre le terme en XY, on effectue une rotation d’ angle 0 et de centre to 
coefficient devant uv est 

6 (co5 2 0- sin 2 0) = 6cos(20) 

qui s ’annule par exemple pour 0 = jt/4. Pour cette valeur de 0, l’equation de la courbe devient 

2u 2 - 4v 2 - 1 

La courbe est une hyperbole de centre Q, de demi axes a = y2!2 et b- 1/2, d’excentricite e = vb/2. Dans le nouveau 


V3 


repere, l’equation des directrices estX- ± — et les foyers ont pour coordonnees : + — ,0 . 
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Exercice 7.22 

On considere dans le repere canonique la courbe d’equatioi i 

x 2 + 2 xy + y 2 + 4\/2 (x- y) = 0 

Determiner sa nature (on effectuera une rotation de centre O etd’ angle 3jt/4), puis tracer cette courbe en precisant son 
centre et son excentricite. 


Solution : On calculele discriminant A = 0. La courbe est une parabole, unedroite, la reunion dedeux droites paralleles 
ou l’ensemble vide. Parle changement de coordonnees suggere, l’equation devient 

y 2 - Ax - 0. 

La courbe est done une parabole de sommet O, de directrice la droite d ’equation est X = - 1 et de foyer I ; K . 



Exercice 7.23 O 

On considere dans le repere canonique la courbe d’ equation 

x 2 - 4y 2 = 0 

Determiner sa nature, puis tracer cette courbe en precisant le centre et 1 ’excentricite. 
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Solution : On calcule le discriminant A = -4 < 0. La courbe est une hyperbole ou la reunion de deux droites secantes. 
Remarquons que x 2 -A y 2 = (x-2y)(x+2y) etdonc quela courbe est la reunion des deux droites secantes en O x-2y = 0 
et x + 2y = 0. 


Exercice 7.24 O 

On considere dans le repere canonique la courbe d’ equation 

x 2 + 3x + 4y + 1 = 0 


Determiner sa nature, puis tracer cette courbe en precisant le centre et 1 ’excentricite. 


Solution : On calcule le discriminant A = 0 .La courbe est une parabole, une droite, la reunion de deux droites paralleles 
ou 1’ ensemble vide. On reduit V expression 


x 2 + 3x + 4y +1—0 <=> 



= 0 


ce qui nous amene a effectuerle changement de variable 


- x + 

= y- 


3 

2 

_ 5 _ 

16 


| _ 3 

L’origine du nouveau repere est Q 5 2 et dans ce nouveau repere 1 ’equation devient 

I 16 


X 2 + 4Y = 0 

On effectue ensuite une rotation des axes d’ angle deftnie 



L’ equation devient alors dans ce nouveau repere 

y 2 - 4x - 0 

donee’ est une parabole de parametre p -2 et de centre D. Son foyer est FK et sa directrice admet comme equation 



x 


1 . 


Exercice 7 .25 O 

On considere dans le repere canonique la courbe d’ equation 

2X 2 -3x + 2 y 2 +4y-3-0 

Determiner sa nature, puis tracer cette courbe en precisant le centre et 1 ’excentricite. 
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Solution : On calcule le discriminant A = 4. La courbe est une ellipse ou alors reduite a un point ou vide. Par un 

changement d ’origine du repere deftni par les formules 

lx -X + a 

jy =Y+p 

pour eliminer les termes en x et y, on choisit a et |3 avec 

I 4a-3 — 0 

[P+1 = 0 

I - 

c’est-a-dire a = | et P = — 1. L’origine du nouveau repere est Q et dans ce nouveau repere V equation devient 


X 2 + Y 2 


— = 0 


On reconnait 1’ equation d’un cercle de centre Q et de rayon 



Exercice 7.26 O 

On considere dans le repere canonique la courbe d’ equation 

x 2 + xy+ y 2 - 1 - 0 

Determiner sa nature, puis tracer cette courbe en precisant le centre et 1 ’ excentricite. 


Solution : On calcule le discriminant A = l 2 - (^) 2 > 0. La courbe est une ellipse ou alors reduite a un point ou vide. 
L’ equation ne presente pas de termes en x et y. On effectue une rotation des axes d’ angle 0 definie par les formules de 
changement de repere 

x =cos0X-sin0Y 
y =sin0X + cos0Y 

et pour annuler le terme en xy, on choisit cos(20) = 0, c’est-a-dire 0 = tt/4. L’ equation devient alors dans ce nouveau 
repere 

X 2 Y 2 

FT - 1 

/fi 

c’est une ellipse d’ excentricite e - ^ et de centre O. Dans le nouveau repere les directrices ont pour equation : 

+ 2V3 

X- ±v/3 et les foyers ont pour coordonnees : ~ 3 


. On trace sans peine cette ellipse. 
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Exercice 7.27 

On considere dans le repere canonique la courbe d’equation 

25x 2 - Uxy + 25 y 2 + 64x - 64 y - 224 = 0 


Determiner sa nature, puis tracer cette courbe en precisant le centre et 1 ’excentricite. 


Solution : On calcule le discriminant A = 25 2 - 7 2 > 0. La courbe est une ellipse ou alors reduite a un point ou vide. 
Par un changement d’origine du repere dehni paries formules 

x — X + a 

y =Y+p 

pour eliminer les termes en x et y, on choisit a et p avec 

J 25a- 7p = -32 
j-7a + 25p = 32 

c’est-a-dire a = —1 et p = 1. L’origine du nouveau repere est Q ^ et dans ce nouveau repere P equation devient 


25x 2 -14xy + 25y 2 =288 


On effectue ensuite une rotation des axes d ’angle 0 dehnie par les formules de changement de repere 


jx =cos0X-sin0Y 
jy = sin0X + cos0Y 


et pour annuler le terme en xy, on choisit cos(20) = 0, c’est-a-dire 0 = tt/4. L’ equation devient alors dans ce nouveau 
repere 


X 2 Y 2 _ 

I 2 + 32 _L 


C’est une ellipse d’ excentricite e = v 7 / 4 et de centre Q. On trace sans peine cette ellipse. 
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Exercice 7.28 

On considere la courbe d’equadon 


3x 2 + 4 xy - 12x +16 = 0 


dans le repere canonique. Montrer (avec le moins de calculs possibles) que cette courbe est une hyperbole dont on 
precisera les demi-axes ainsi que le centre. 


Solution : Le discriminant vaut A = -4 < 0. Cette courbe est soit une hyperbole, soit la reunion de deux droites 

secantes. Par un changement d’origine de repere defini paries formules 

x — X + a 

y =Y+p 

pour eliminer les termes lineaires, on choisit a et p verifiant 

|3a + 2p =6 
[a = 0 


c’est-a-dire a = 0 et p = 3. Le centre du nouveau repere a pour coordonnees Q j . Par un changement de repere or- 

thonorme (rotation des axes), on sait que l’on peut trouver un angle 0 tel que dans le nouveau repere, la courbe ait pour 
equation 

Ax 2 + C y 2 — -16 


mais puisque 


JAC = A = — 4 

|A+C =3 


A et C sont racines du trindme T 2 - 3T - 
sont done 


4 = 0, c’est-a-dire {A,C} = {-1,4}. Les deux equations possibles de la courbe 


x v x v 

—r — = 1 OU — H 7 = 1 

4 2 2 2 2 2 4 2 


On reconnait une hyperbole de demi-axes [T] et [ 2 J. le centre est le point 
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Exercice 7.29 W 

On considere un polyndme de degre 3 : 

P = X 3 + AX 2 + |_iX + S 


et la courbe forme des points M * d’equation 

<€ : P(y) = P(x) 

Montrer que : 

a. Si A 2 - 3 |a < 0 , est une droite a preciser. 

b. Si A 2 - 3|i > 0, 'if! est la reunion d’une droite et d'une conique. On montrera que l’excentricite de cette conique 
est independante de P. 


Solution : L’ equation de 'Ll s ’ecrit en factorisant par (y - x) : 

[y - x] (x 2 + xy + y 2 + A(x + y) + |i) = 0 

La courbe contient la droite d’equation y-x (premiere bissectrice). Interessons-nous a la courbe du second degre. Par 
un changement de repere defini par les formules 


| x - X + a 

[y =Y+p 

on peut annulerles termes en x et y en choisissant a et (3 solutions du systeme 

|2a + p = -A 
[a + 2p = -A 

c’est-a-dire a = p = -A/3. Dans ce nouveau repere, 1’equation devient 

7 ? A 2 -3ll 

X 2 +XY + Y 2 = - 


Si A 2 — 3 (J. < 0, cette courbe est vide. Sinon, on sa it que par une rotation des axes, on peut trouver un nouveau repere 
dans lequel P equation devient 

? o A 2 -3 u 

AX 2 + BY 2 = - 

3 

avec A = AB = l- l/4 = 3/4>0etA+B = 2. On reconnait une ellipse. A et B sont racines du trindme 4T 2 - 8T + 3 = 0, 
c’est-a-dire {3/2, 1/2}. L’equation reduite de 1’ ellipse s’ ecrit 


—r + — r = 1 avec 
(P IP 


A 2 - 3|i 
-3A 

A 2 - 3|i 
3B 


Pour avoir a> b, on prend A < B. Alors l’excentricite vaut e-c!a- v 1 - b 2 / a 2 = \/ 1 - A / B = y/213 
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Chapitre 


8 


Nombres entiers naturels, ensembles finis, 
denombrements 


L’ administration penitentiaire dispose, 
avec ses quinze mille fore at s 
de trente mille paires de bras. 
Pierre MILLE, L’ oeuvre coloniale, 21 septembre 1923. 

Nos correspondants nous font remarquer que 
25 x 8 = 20000 et non pas 25000. 
Pourquoi pas ? 26 octobre 1928. 


Pour bien aborder ce chapitre 

La construction de Fensemble l\l des entiers naturels a ete formalisee pour la premiere fois au 19 e siecle par le mathemati- 
cien italien Giuseppe Peano et le mathematicien allemand Richard Dedekind. Celle-ci s’avere assez aride et delicate aussi 
il n’est pas question de Faborder ici. Nous nous contenterons d’admettre Fexistence de l\l et de supposer qu’il verifie les 
regies suivantes : 

1 N est non vide. 

2 N est totalement ordonne : pour tout x, y e N, on a x y ou y x. 

3 Toute partie non vide de N possede un plus petit element : si A c N est non vide, alors il existe a £ A tel que 

VxeA, a^x. 

4 Toute partie non vide et majoree de N possede un plus grand element. 

Ce sachant qu’une partie non vide AcN: 

- est majoree s’il existe M £ N tel que Vx £ A, x^M. 

- admet un plus grand element si il existe a e A tel que Vx £ A, x> a. 

Des proprietes de N decoulent directement, comme nous le verrons, le principe de recurrence. Ces proprietes nous per- 
mettront aussi d’introduire la notion tres intuitive de cardinal puis de faire quelques premiers pas dans les techniques de 
denombrement. 

Le lecteur est invite areprendre la section A. 4 page 1131 de F annexe A s’il n’est pas a l’aise avec les rudiments de theorie 
des ensembles et les notions d’ applications injective, surjective et bijective. 

Comme indique dans le programme officiel, la connaissance des demonstrations des sections 8.1 et 8.2 n’est pas exigible 
des etudiants. 


8.1 Ensemble des entiers naturels - Recurrence 

8.1.1 Ensemble des entiers naturels 

Les proprietes suivantes sont consequences de celles ci dessus : 

Proposition 8.1 Construction des entiers naturels 

1 . N possede un plus petit element, note 0. 
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2. I\l \ {0} possede un plus petit element, note 1. 

On peut ainsi nommer les entiers successifs : 

1. Pour tout n e l\l, la partie {p e l\l | p> n} possede un plus petit element, appele successeur de n et note n+ 1. 

2. Pour tout n e l\l, la partie {p e l\l | p <n\ possede un plus grand element, appele predecesseur de n et note n - 1. 

Demonstration La proposition est une consequence directe des regies 1 et 3 precedentes. 

8.1.2 Principe de recurrence 

II est de regie en Danemark que ce soit un Frederic qui succede a un Christian, 

et un Christian qui succede a un Frederic, 
quels que soient les prenoms de ses predecesseurs. 

La Petite Republique, 13 juin 1907. 


Theoreme 8.2 Principe de recurrence 

Soit P„ un predicat sur l\l. On suppose qu’il existe un entier no tel que : 

(3 P )i0 est vrai. 

(^hT) Mn^no, P„ => P„+i 
alors P, 2 est vrai pour tout n 3= no- 

Demonstration Soit & = \k e N | k S no et est fausse}. Prouver le theoreme revient a montrer que 1? est un ensemble vide. 
Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors & possede un plus petit element ko e N. On a necessairement ko > no et Pj. est fausse. 
De plus ko - 1 3= no et Pfc 0 _i est vraie. Mais d’ apres l'hypothese 2, Pfc Q doit aussi etre vraie ce qui est une contradiction. Par 
consequent & = 0 et le principe de recurrence est prouve. 

Remarque 8.1 On peut comprendre ce theoreme en se representant les predicats P„ comme des dominos. 

- Montrer que le predicat Po est vrai revient a faire tomber le premier domino. 

- Afiirmer que, pour tout n , le predicat P n entraine le predicat P, ?+ i revient a supposer que si un domino tombe alors il 
entraine dans sa chute le suivant. 

Si ces deux conditions sont reunies, on fait chuter tous les dominos... 

Pour rediger une recurrence on pourra utiliser le plan suivant. 

.PLAN 8.1 : Pour rediger une recurrence 

On veut prouver que pour tout neN une propriete donnee P„ est vraie. 

1 On montre que Po est vraie. 

2 Soit n £ N. 

3 On suppose que P n est vraie. C’est 1 ’hypothese de recurrence. On montre que P„+i est vraie. 

4 D ’apres le principe de recurrence, la propriete P n est vraie pour tout neN. 


Exempt e 8.1 

n{n+ 1) 

Montrer par recurrence que : V neN, 0+1 + 2 + 3 + ... + « = . 

. . » . . 0(0+1) 

1 L egalite est vraie au rang 0:0= — . 

2 Soit n e l\l. 

n[n+ 1) 

3 On suppose que 0+l + 2 + 3+ ... + «= . 

[n+ 1) (tt + 2) 

Montrons que 0+l + 2 + 3+ ... + tJ+(? 2 +l) = . On a : 

n(n+ 1) „ . ,,, , _ , 

0+l + 2 + 3+ ... + «+ (?t+l) = 1 - [n + 1) d apres 1 hypothese de recurrence 

(n+ 1) (tt + 2) 


ce qu’il fallait demontrer. 

n (tt+ 1) 

4 L egalite 0+l + 2+ ... + tt= est vraie pour tout n e I\1 d apres le theoreme de recurrence. 
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II existe des variantes importantes du theoreme de recurrence. Citons en deux : 


Theoreme 8.3 Recurrence double 

Soit P„ un predicat sur N. On suppose qu’il existe un entier no tel que : 
(^hT) P„ 0 et P„ 0+ i sont vrais. 

(^hT) Mn^no, [P„ et P„ +1 ] => P„ +2 
alors P ;i est vrai pour tout n 3= iiq. 


Theoreme 8.4 Recurrence forte 

Soit P„ un predicat sur M. On suppose qu’il existe un entier no tel que : 



(jk) Vn> 0, [Po,Pi,...,P„] => P„+i 

alors P„ est vrai pour tout n S 0. 


Exemple 8.2 Les exercices 8.6 et 8.7 page 319 utilisent le principe de recurrence double. La demonstration du theoreme 
20.15 page 756 se fait par une recurrence forte. 


8.1.3 Suite definie par recurrence 

Rappels : 

- Soit E un ensemble. On appelle suite de E une application de N (ou d’une partie de N) dans E. 

- L’image de Tender n est notee u n . 

- La suite est notee (u n ). 


Definition 8. 1 O Suite definie par recurrence 
Une suite peut etre construite de la facon suivante : 

1. On fixe une condition initiale uq. 

2. On se donne une relation, dite de recurrence, permettant de determiner chaque terme de la suite en fonction du 
precedent : u n+ \ = f{u n ). 

Le principe de recurrence permet d’affirmer Texistence et Tunicite d’une suite satisfaisant a ces deux conditions. 


On va voir differents exemples de suites definies par recurrence dans les deux prochains paragraphes. 


8.1.4 Notations L et [I 


Definition 8.2 O Notation £ 

n 

Soit {u n ) une suite a valeurs dans un ensemble muni d’une loi additive. On definit S n = 11 k P ar relation de 

k = 0 


recurrence suivante : 

{ So = Uq 

V n £ N, S72+1 — S n + Uji+i 


Exemple 8.3 


n n 

Y k=0+l + 2+... + n Y k 2 = 0 2 + l 2 +2 2 + ... + n 2 
k = 0 k = 0 


Definition 8.3 O Notation]! 

n 

Soit {u n ) une suite a valeurs dans un ensemble muni d’une loi multiplicative. On definit S,, = ]~[ ii± par la relation de 

k = 0 


recurrence suivante : 


I Po - Uq 

[ V?I E N, P;;+i — P n x U n+ \ 
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Exemple 8.4 Soit a est un reel : 

n 

]~[ a — ax ... x a = a n+l 
k ~° n facteurs 

Definition 8.4 Factorielle 

On definit par recurrence la suite («!) a valeurs dans N par : 

joi = 1 

| Mn £ N, [n + 1)! = n\x {n + 1) 

Pour un entier n, le nombre nl s’appelle \a factorielle de n et se lit « n factorielle ». 


Proposition 8.5 V Ecriture developpee de n\ 

Pour tout heN* : 



Exemple 8.5 

— 0 ! = 1 
— 1 ! = 1 


- 2 ! = 2 
- 3! = 6 


- 4! = 24 

- 5! = 120 


- 61 = 720 

- 71 = 5040 


8.1.5 Suites arithmetiques et geometriques 


Definition 8.5 V Suite arithmetique 

On appelle suite arithmetique de raison r £ C la suite donnee par la relation de recurrence : 


Uq £ C 

VneN, u n+ i = u n + r 


Proposition 8.6 OW Terme general d’une suite arithmetique et sonime arithmetique 

VneN, | et 


E u k = («+!) Mo- 


n{n+\) 


Demonstration On prouve la premiere relation par une simple recurrence. La seconde a ete prouvee dans V exemple 8.1 page 
305. 


Pi . an 8 7 • 

Pour montrer qu’une suite ( u n ) est arithmetique 


Pour tout n £ l\l, on montre que la difl 

F erence u n + \ - u n est constante. 



Definition 8.6 V Suite geometrique 

On appelle suite geometrique de raison q £ C la suite donnee par la relation de recurrence : 


Uq £ C 

VrceN, u n+ \ = qu n 


Proposition 8.7 Terme general d’une suite geometrique et somme geometrique 



Yl \ 

E u k - \ 

k= 0 

f 1 -q n+l 

\ Uq. Stqfl 

1 q 

\{n + 1) uq si q = 1 


Vn£l\l, Un+i = uoq n | et 


k 
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Demonstration On prouve la premiere relation par une simple recurrence. Pour la seconde on peut faire a insi. Soit qeC\ {1}. On 
calcule 

(l- q)[l + q + q 2 + ...+ q n j = [l + q + q 2 + ... + q n j -[q + q 2 + q 2 + ... + q n+1 ) = 1 - q n+1 
etil s’ensuit que 1 + q + q 2 + ... + q n = (l - q n+l ) / (l - q). Done 

n n { ? n\ 1 — d n+ ^ 

uq + u\ + U2 + + iiyi — uq + uq q + uq q + . . . + uq q = uq 1 + q + q + . . . + q = uq . 

v 1 1 - q 


Si q = 1, la formule est evidente. 


Pt am 8 3 ■ 

Pour montrer qu’une suite (u n ) est geometrique 


Pour tout n e N, on montre que le que 

ttient u n+ 1 / u n est constante. 



Remarque 8.2 On appelle suite arithmetico-geometrique une suite verifiant une relation de recurrence de la forme 
u n+ 1 = ku n + r. Lorsque k = 1, on a une suite arithmetique et lorsque r - 0, on a une suite geometrique de raison k. Dans 
le cas general, la methode la plus rapide pour exprimer u n en fonction de n et uq consiste a determiner une suite constante 
(a) verifiant la relation de recurrence : a = ka+ r. La suite ( v n ) = ( u n - a) verifie v n +i - kv n (suite geometrique) et done 
v n = k n v o. On en deduit que u n -a + (uq - a)k n ou a = r/(l - k). 


8.2 Ensembles finis 

Cette section aborde les problemes de denombrement. Pour etre en mesure de la comprendre, il faut etre a l’aise avec les 
notions d’ application, d’injection, de surjection et de bijection. II faut aussi posseder quelques rudiments en theorie des 
ensembles. On pourra consulter a cette fin les sections A. 2 page 1 129 et A. 4 page 1131 de l’annexe A. 

8.2.1 Definitions 

A Notation 8.6 Soit (m, n ) e f\l 2 tels que m < n. On convient de noter fm, n} Fensemble des entiers compris entre m et 
n : 

lm, n\ = {k e N | m k ^ n } 


Lemme 8 . 8 Un premier lemme technique 

Soit [m, n) e N 2 . Si il existe une bijection de [1, m\ dans [1, nj alors m- n 

Demonstration La demonstration de ce lemme est difficile aussi on l’admettra. On pourra consulter l'exercice 8.13 page 322 qui 
lui est consacre. 


Proposition 8.9 Ensemble fini, Cardinal 

Soit E un ensemble. On dit que E est un ensemble fini si : 

J Soit E = 0 

( Soit il existe neNet une bijection entre E et [1, n\\ 

Si un tel entier n existe, il est alors le seul a verifier cette propriete. On V appelle cardinal de E et on le note Card(E) ou 
|E| ou encore }JE. 

Si E est vide, on dit que son cardinal est nul : Card(E) = 0. 

Si un ensemble n’est pas fini alors on dit qu’il est infini. ^ 

Demonstration Supposons que E ^ 0 et supposons qu’il existe deux entiers n et m et deux applications bijectives ip : E — ► [1, nj 
et \|/ : E — ^ > [1, mj alors (po\|/ _1 est une bijection de 11, mj dans[l,«] et d’apres le lemme precedent, on a n = m. 

I Remarque 8.3 II ne faut pas etre decontenance par le cote abstrait de cette definition. Quand on denombre un ensemble 
d’objets, on ne fait rien d’autre que de construire une bijection entre cet ensemble et Fintervalle d’entiers [1, n || . 


Definition 8.7 O Ensembles equipotents 

Deux ensembles finis sont dits equipotents si ils ont meme cardinal. 


8.2.2 Proprietes des cardinaux 
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Lemme 8.10 Un second lemme technique 

Soit E un ensemble fini de cardinal n ■£ 0 et soit a eE. L’ensemble E' = E \ {a} est fini de cardinal n — 1. 


Demonstration Comme E est de cardinal n > 0, il existe une bijection cp : E — ► [1, n] . II y a deux possibilities : 

• Si (p (a) = n alors <p| E / esf definie sur E' et a valeurs dans [1, n - 1] et est bijective. 

• Si ip (a) = p < n alors en considerant V application \p : [1, n\ — • ► [1, n] qui echange p et n et laisse invariant les autres elements de 
[I, h], \p est bijective et il en est de meme de\j/o<p:E— *■[!,«]. De plus, t|/o(p [a} = n et on est ramene au cas precedent. 


Theoreme 8.11 Partie d’un ensemble finie 

Si E est un ensemble fini et F une partie de E alors : 

- F est un ensemble fini et Card (F ) sS Card (E) . 

- I Card (F) = Card (E) <==> F = E I 


Demonstration Demontrons la premiere propriete par recurrence sur le cardinal de E. 

• Si Card (E) = 0 alors E est vide et il en est de meme de F. La propriete est done demontree au rang 0. 

• Soit n e N. Supposons la propriete vraie pour un ensemble de cardinal n et montrons la pour un ensemble E de cardinal n+ 1. 

• Si F = E alors F est fini et Card (F) = Card (E) 

• Sinon, il existe un element a de E qui n’est pas element de F. Posons : F! = E \ {a}. E' est non vide. F est inclus dans E' et 
par application du lemme precedent, E' est de cardinal Card (E) - 1 = n + 1 - 1 = n. On peut alors appliquer a E' l'hypothese 
de reccurence : F esf un sous ensemble fini de E', done de E et Card(F) ^ Card(E') = Card(E) - 1 < Card(E). La propriete est 
alors prouvee par application du theoreme de recurrence. 

Demontrons maintenant la seconde propriete. On sait de/a que si F = E alors Card (F) = Card (E) . Il s 'agit de prouver la reciproque. 

Par P absurde, nous supposons que Card(F) = Card(E) mais que F^F. Il existe alors a e E tel que FcE' = E\ {a}. Mais, d’apres le 

lemme precedent, Card(E') = Card(E) - 1 et d’apres la propriete que nous venons de prouver, Card(F) ^ Card(E') = Card(E) - 1 < 

Card (E) ce qui contredit notre hypothese de depart. Par consequent E = F. 


COROLLAIRE 8.12 

Toute partie d’un ensemble fini est finie. 


Proposition 8.13 Characterisation des parties finies de N 

Une partie de l\l est finie si et settlement si elle est majoree. 


Demonstration 

E Soit A une partie finie de E. Nous allons effectuer une demonstration par recurrence surle cardinal n de A pour prouver qu'elle 
est majoree. 

• Si n = 0 alors A est vide et done majoree par n ’importe quel entier. 

• Fixons n e N ef supposons la propriete vraie pour un ensemble de A de cardinal n. 

• Soient A un ensemble de cardinal n + 1 et ae A. Alors A \ [a] est un sous-ensemble de cardinal n de N. Il est, par application 
de 1 'hypothese de recurrence, majore. Soit b un majorant de A \ {a} . Alors max [a, b) est un majorant de A et A est majore. 

• La propriete est alors prouvee par application du theoreme de recurrence. 

E Soit A une partie de N majoree. Soit n un majorant de A. Alors Ae [0, n] et par consequent, A est finie de cardinal inferieur 
ou egal a n. 


Lemme 8.14 Un troisieme et dernier lemme technique 

1 . Soit n e N. Si / est une bijection strictement croissante de [0, rtj dans N alors : Mp e [0, tij , f[p)>p. 

2. Si / est une application strictement croissante de N dans N alors : V/teN, f (n) 3= n. 

Demonstration Nous allons effectuer une recurrence sur n. 

• Si n = 0 ia propriete est trivialement verifiee. 

• Soit neN. 

• Supposons la propriete vraie au rang n et prouvons la au rang n + 1. f est done une bijection strictement croissante de [0, n + 1] 
dans N. Par consequent, f\io,nl esf une bijection strictement croissante de [0, n\ dans N et appliquant l’hypothese de recur- 
rence :V p e [0, n \ , f[p) > p ■ En particular, fin) > n. Mais comme f est strictement croissante : f(n + 1) > / (n) S n done 
f {n+ 1) S n + 1. 

• La propriete est done prouvee par application du principe de recurrence. 

La seconde partie du lemme est une application de la premiere a f\ [o ;)! ] . 


Proposition 8.15 

Si P est une partie finie non vide de N de cardinal n alors il existe une et une seule bijection strictement croissante de 
l’intervalle [1 ,n\ dans P. 

Demonstration 
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Prouvons par recurrence sur n V existence cle cette bijection. Si n= 1 a lors P contient un unique element qu’on note a. L' appli- 
cation cp de&nie sur le singleton {1} dans le singleton P = [a] qui a 1 associe a est une bijection strictement croissante de [1, 1] 
dans P. Soit n e N* . Supposons que pour un ensemble P de cardinal n il existe une bijection strictement croissante de [1, n] dans 
P. Soit P un ensemble de cardinal n + 1. Comme P est une partie dnie de N, d’apres la proposition 8.13, P admet un plus grand 
element a. Alors P' = P \ {a} est un ensemble de cardinal n et d'apres l’hypothese de recurrence, il existe une bijection stricte- 
ment croissante (p : [1, n\ — ► P' . On prolonge (paPeii posant (p (n + 1) = a. Alors (p ainsi prolongee est une bijection strictement 
croissante de [1, n + 1] dans P car a est le plus grand element de P. La propriete est alors prouvee par application du principe de 
recurrence. 

Prouvons maintenant l'unicite de cette bijection. Supposons que cpi et q >2 sont deux bijections strictement croissantes de [1, ri\ 
dans P. Alors (p = tp^ 1 ° tpi est une bijection strictement croissante de [l,n] dans lui-meme. D’apres le lemme precedent, 

Mais cp -1 = (pj -1 o cp 2 est aussi une bijection strictement croissante de [1, n] dans lui- 


<P [p)>P 


il s'ensuit que Mp e [1, n\ , 

meme et on aussi que Vp e [1, n] , cp -1 (p) S p, ce qui s’ ecrit encore, cp etant strictement croissante : Vp e [1, n] , | p cp (p) 

En conclusion, Vp e [1, n] , ip(p) = p et done cp = id[i >ra ] . On a prouve alors prouve que cpi = cp 2 - 


8.2.3 Applications entre ensembles finis 

Proposition 8.16 Caracterisation des applications injectives entre ensembles finis 

Soient E et F deux ensembles finis et / : E — *■ F. On a : 

1. Card (/ (E)) Card (E) 

2. /est injective si et seulement si Card ( / (E)) = Card (E) 


Demonstration 

1. Pour tout ye f (E), on choisit un element x y e E tel que f ( x y ) = y. Soit F = {x y e E | y e /(E)}. /jp est une bijection de F sur 
f (F) = / (E). Par consequent Card (/ (E)) = CardF =£ CardE. 

2. | => | Si f est injective alors f realise une bijection de E sur f (E) et done : Card (/ (E)) = Card (E) . 

| <= | Reciproquement, si Card (/(E)) = Card(E) alors, avec les notations de la preuve precedente, Card(F) = Card (/(E)) = 
Card(E) et done tout element de /(E) possede un et un seule antecedent, f est done injective. 


Theoreme 8.17 Bijections et ensembles finis 

Soient E et F deux ensembles finis de meme cardinal et / : E — *■ F. On a equivalence entre : 

1. / est injective. 

2. / est surjective. 

3. / est bijective. 

Demonstration On a les equivalences : f est injective <=> Card (/ (E)) = Card (E) <=> Card (/ (E)) = CardF <=> / est surjective. 
D' ou V equivalence des trois propositions. 


Proposition 8.18 Principe des tiroirs 

Soient E et F deux ensembles finis non vides avec CardE > CardF et / : E — *■ F. 

On a : / n’est pas injective. Autrement dit, il existe deux elements distincts i et j de E pour lesquels /(/) = /( /). 

Demonstration Par recurrence sur le cardinal de E. Si CardE = 2, alors CardF = 1 et la proposition est claire. 

Si CardE = n+ 1, alors on ne s’interesse qu’aux F de cardinal sS n. Si CardF < n, alors on applique la propriete de recurrence a la 
restriction de f a une partie de E a n elements. 

Si CardE = n, on considere la restriction f de f a une partie E \ {;'ol de E a n elements. Supposons qu ’elle soit injective (sinon e’est 
gagne), d’apres la proposition 8.17, elle est surjective. Done f{io) admet un antecedent i\ par f, et par suite f{io) = f(i\) et f n’est 
pas injective. 

I Remarque 8.4 Cette proposition de bon sens dit que si on range des chaussettes dans une commode, on est assure 
d’avoir au moins un tiroir qui comporte au moins deux chaussettes. Elle permet de resoudre un grand nombre d’exercices. 


8.3 Operations sur les ensembles finis 


Proposition 8.19 V Cardinal d’une reunion disjointe 

Soient A et B deux ensembles finis disjoints. Alors Au B est fini et : 

| Card (A u B) - Card (A) + Card (B) 
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Demonstration Posons n = Card(A) ef m = Card (B) . Soit cp:A— ► [l,n] ef\|/j :B— ► [1 ,m] deux bijections. Posons 

J B — * fn + 1, n + mj 

^ | x • — > \|/ (x) + n 

L’ application \|/ est encore bijective. Considerons entin P application : 

I AuB — * [1 ,m + n\ 

J ip (x) si x e A 
| \p (x) si x e B 

0 est clairement bien delinie car A n B = 0 et est une bijection de A u B sur [1, m + n] ce qui prouve que Card (An B) = m + n = 
Card (A) + Card (B) . 


Corollaire 8.20 Cardinal du complementaire 


Soit A une partie d’un ensemble fini E alors 



Card (A c ) = Card (E) - Card (A) | 


ou A r designe le complementaire de A dans E. 

> 


Demonstration II suffit d ’appliquer la proposition precedente a A et B = A c . 


i ' 

Corollaire 8.21 O Cardinal d’une reunion finie disjointe 

Plus generalement, si Aj, . . . , A„ sont n parties d’un ensemble fini E deux a deux disjointes (c’est a dire telles que, pour 
tout i, j e [1, n], A,- n Ay = 0 si i / j ), alors : 


Card (Ai u • • • u A n ) = Card (Ai) + — + Card (A„) 


Demonstration La preuve est laissee en exercice a u lecteur. Elle s’effectue par recurrence et la proposition precedente permet 
d’ initialiser cette recurrence. 


Corollaire 8.22 V Lemme des bergers 

Plus generalement, si A\,...,A n sont n parties d’un ensemble fini E qui foment une partition de E (voir ?? p.??). On 
suppose de plus que tous les (A;)i s;< „ ont le meme cardinal a savoir p. Dans ces conditions : 


Card (E) = nx p 


Corollaire 8.23 O Cardinal d’une union 

Si A et B sont deux parties d’un ensemble fini E alors Au B est fini et : 

|~Card (A u B) - Card (A) + Card (B) - Card (A n B) 


Demonstration 

On peut partitionner Au B de la fagon suivante : 

AuB = (A \ (AnB)) u (AnB) u (B \ (AnB)) . 
On applique alors la proposition precedente. 


Proposition 8.24 Cardinal d’un produit cartesien 

Soient E et F deux ensembles finis. Alors E x F est fini et 

| Card (E x F) = Card(E) x Card(F) 
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Demonstration 


{■ Xk } x B 



Supposons que A = {x\ , . . . , x n ] ou n est le cardinal de A. On a : 


n 

Ax B = {[a,b] | a e A et be B} = U({xfc}xB) (*). 

k=\ 


Pour tout i e II, nj V application 0; : j ^ est 

bijective done Card({xj.} x B) = Card(B). De plus les ensembles 
de la reunion (*) sont deux a deux disjoints. D’apres la proposi- 
tion precedente, on a ; 


Card (A x B) 


Card ({jci } x B) + ... + Card ( {x n } x B) 
Card (B) + . . . + Card (B) 
n fois 

n. Card (B) = Card (A) Card (B) 


Corollaire 8.25 Cardinal d’un produit fini 

Soient E un ensemble fini et soit fjeN’. Alors E” est fini et : 


Card (E n ) = (Card (E)) n 


Demonstration Par une recurrence facile. 


8.4 Denombrement 

8.4.1 Nombre de p-listes d’un ensemble fini 


Definition 8.8 V p-liste 

Soient A un ensemble et p e N. On appelle p-liste d’ elements de A tout p-uplet d’elements de A e’est a dire tout element 
de A p . 


Exemple 8.7 

- (1, 4, 7, 2, 7) est une 5-liste de N. 

- (n,e, i, -1) est une 4-liste de C. 

- (i, e,it, -1) est une 4-liste de C differente de la precedente. 


Proposition 8.26 W Nombre de p-listes d’un ensemble fini 

Soient A un ensemble fini de cardinal n et p e N. Le nombre de p-listes d’elements de A est 



Demonstration On a : Card (O') = (Card(E))P = nP . 
A mediter : 


Exemple 8.8 

- Le nombre de codes de 4 lettres est 26 4 . 

- Le nombre de facons de realiser un collier de 30 perles avec 3 couleurs de perles est 3 30 

- Le nombre de bouquets de 10 fleurs quand on choisit ces fleurs parmi 5 especes est 5 10 . 

8.4.2 Nombre d’ applications d’un ensemble fini dans un ensemble fini 

’ 1 Notation 8.9 Si E et F sont des ensembles, l’ensemble des applications de E dans F est note & (E,F) ou F E . 


Proposition 8.27 Nombre d’application entre deux ensembles finis 

Si E et F sont des ensembles sont des ensembles finis de cardinaux respectifs p et n alors : 

Card (E,F)) - CardtF) Card(E) - nP \ 
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( F e — ► F P 

Demonstration Supposons que E = {x\,...,x n } oil n = Card(E). Posons : 0 : j . L’ application 

[ U ' *• [U{X\) } ...,U{Xyi)) 

0 associe a toute fonction de E dans F la p-liste des images des elements de E. 0 est injective et surjective, done bijective. On en 


deduit que Card(F) Card ® = n P 


8.4.3 Arrangement 


Definition 8.9 Arrangement 

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p eN*. On appelle p-arrangement de E une injection de [l, p] dans E. On 
note le nombre de p-arrangements de E 


Remarque 8.5 

- A| = n. 

-Si p> n, A^ = 0. 

- Si p = 0, 1’ unique application de F ensemble vide dans E est injective et done on ecrira A° n = 1. 


Remarque 8.6 Se donner un p-arrangement revient a se donner une p-liste de E sans repetition 


En effet, d’apres la definition, un p-arrangement de E est une injection ip de [l, p] dans E. Cette injection est entierement 
caracterisee par la p-liste de ses images : (ip (1) , cp ( p)) . II n’y a pas de repetition dans cette p-liste car ip est injective. 


Proposition 8.28 Nombre de p-arrangements d’un ensemble fini 

Soient E un ensemble fini de cardinal n et p tels que 0 ^ p s= n. Le nombre de p-arrangements de E est : 



Demonstration Notons J? l'ensemble des p-arrangements de E. Comme J? est un sous ensemble de 5P (E,F) et que ce dernier 
est de cardinal fini, il en est de meme de JP . 

Alin de calculerle cardinal de JP , nous a lions effectuer un raisonnement par recurrence sur p. 


1 . 

2 . 


Si p = 0, on a deja vu que A® = 1. La formule est done vraie pour p = 0. 


Si p = 1, |l,p] = {1} est un singleton et une injection de {1} dans E est determinee par Vintage de 1 par cette injection. 


Comme E compte n elements, il y an images possibles pour 1 et cardinal de JP est n = 


nl 

(w - 1)! 


3. Soit p < n e N. 

4. Supposons la relation vraie au rang p, e’est notre hypothese de recurrence, et veridons la au rang p+Un. Une injection 
cp de [l,p+ l] dans E est determinee par sa restriction a [l,p] : <P| [l,p] et P 31 i'itnage de p + 1 dans E. Par application 
de l’hypothese de recurrence, il y a Ajj possibilites pour le choix de tP| [i,p]| et d u coup n — p possibilities pour le choix de 

V image de p + 1 par cp dans E. Au total, cela fait (n- p) x A^ possibilites, soit A^ +1 possibilites et Card^ = A^ +1 


5. Par application du theoreme de recurrence, la formule est demontree. 


Corollaire 8.29 O Nombre de bijections d’un ensemble fini 

Si E est un ensemble fini de cardinal n, le nombre de bijections de E dans lui meme est n\. 


| A mediter : | 

Exempt e 8.10 

- Le nombre de tierces possibles quand 15 chevaux sont en course est Ai5 3 . 

- Le nombre de mots de 4 lettres sans lettre repetee est A 3 ,,. 

- Le nombre de classements possibles dans une course automobile comptant 20 voitures est 20!. 

8.4.4 Combinaison 


Definition 8.10 Z> Combinaison 

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit peN*. On appelle p-combinaison de E un sous ensemble de cardinal p de 
E. On note C E ou f”) le nombre de p-combinaisons de E 
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Exempt e 8.11 

- {1,4, 7, 2, 7} est une 5-combinaison de N. 

- {jt, e, i, - 1} est une 4-combinaison de C. 

- {i,e, jt, - 1} represente la meme 4-combinaison que la precedente. 


Remarque 8. 7 


— 1 car 1’ ensemble vide est 1’ unique sous ensemble 
de E ayant 0 element. 





• Si p > n. 


— 0 . 


( 

Proposition 8.30 V Nombre de p-combinaison d’un ensemble fini 

Soient E un ensemble fini de cardinal n et p s. n. Le nombre de p-combinaisons de E est 


C P = K = n\ 

11 p\ [n-p)\p\ 


Demonstration Se donner un p-arrangement reviei it a se donner une p-combinaison puis a ordonner les elements de cette 
p-combinaison, c’est a dire a choisir une bijection de cette p-combinaison dans elle meme. Le nombre de bijections d’une p- 
combinaison de E dans elle meme est p\. On a done : 


Nombre de p-arrangements de E = (Nombre de p-combinaisons dans E) x p! 


Soit x p!. Ce qui prouve la propriete. 

En resume : 


V«,peN 



nl 

p\[n- p ) ! 
0 


si p ^ n 
si p > n 


A mediter : 


Exempt e 8.12 

- Le nombre de tirages possibles au loto est ( 4 ? 9 ) . 

- Le nombre de mains (c’est a dire de 5-uplet de cartes) au poker est ( 3 5 2 ). 


Proposition 8.31 Relation de Pascal 
Pour tout n e LI et p £ [0, n\ : 

1 (H-%) 


fi n yi — \ 

2 Formule de factorisation : = — si phi 

\P P [P - 1 


3 Relation de Pascal : 

1 U 1 1 

f n \ | 

'n+l\ 



,P +1 J 


\P) ' 

[p+ij 


Cette derniere egalite ainsi que la remarque 8.7 permettent de construire le triangle de Pascal : 


Corollaire 8.32 Triangle de Pascal 
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^ V 
n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

1 

2 

1 

0 

0 

0 

0 

3 

1 

3 

3 

1 

0 

0 

0 

4 

1 



4 

1 

0 

0 

5 

1 

5 


10 

5 

1 

0 

6 

1 

6 

15 

20 

15 

6 

1 


rintersection de la p e et de la n c colonne, on lit le coefficient (”) 


Proposition 8.33 V Nombre de partie d’un ensemble fini 

Soit E un ensemble de cardinal n. L’ ensemble £? (E) des parties de E a pour cardinal 2” et done : 


n 


E 

p = 0 



Demonstration On fait une demonstration par recurrence sur le cardinal n de E : 

1. si n = 0 alors Card(E) = 0 et E = 0. E ne contient done que la partie vide et Card(E) = 2° = 1. La propriete est done vraie au 
rang 0. 

2. Soit n e N. 

3. Supposons la propriete vraie pour un ensemble de cardinal n. C’est notre hypothese de recurrence. Prouvons que la propriete 
est vraie pour un ensemble de cardinal n + 1. Soient E un ensemble de cardinal n+1 et ae E. Posons E' = E \ {a}. E' est de 
cardinal n. II y a deux types de parties dans E : 

- Celles qui contiennent a. Ce sont exa dement les parties de E' a uxquelles on adjoint a. Par application de l’hypothese de 
recurrence, il y a 2 n parties dans E' et done 2 n parties de E qui contiennent a. 

- Celles qui ne contiennent pas a. Ce sont exactement les parties de E'. Toujours par application de l’hypothese de recur- 
rence, on compte 2 n parties dans E'. 

Au total, E est done constitue de 2 n +2 n = 2 n+1 parties. La propriete est done demontree pour un ensemble de cardinal n+1. 

4. Par application du theoreme de recurrence, la propriete est demontree pour tout ensemble de cardinal n e N. 


Theoreme 8.34 W'v * 1 Formule du binome de Newton 


V [a, b) e C 2 3 , VueN, 


[a+b) n = V l n )a k b n - k 

to\ k ) 


Demonstration Soient (a, b) e C 2 . Effectuons une recurrence sur n. 

1 si n = 0 l'egalite est trivialement verifiee. 

2 Soit n e N. 

3 Supposons 1 ’egalite verifiee au rang n, c ’est notre hypothese de recurrence : 

(a+ b) n = T r)a n - k b k 
k=0\ k ) 
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et prouvons la au rang n + 1 . On a : 


( a + b) r 


(. a + b) [a + b) ' 

[a+ b) I ^ I I a n ~ lc b lc ] par application de l’hypothese de recurrence 


{a + b ) 


b n + \ \ab‘ 


ab n + n kV-M" a 3 b n ~ 2 + .. 


0 

b n+l 


n \b n+1 + \ n \ab n + { n \a 2 b n ~ 1 


n+ 1 
0 


n+ 1 
1 


2 

ab n + 
ab n + 


n - 1 
n 

1 

1 . 


. a "- 1 / 

n— lj 

a n b + 1 la' 


a n ~ 1 b 2 + 1 \a n bj 

a n b+ I n \a n+1 

n + 1 


n + 1 
2 


a z f?” _1 + ...+ 


* 

a n b + 


n+ 1 
h + 1 


La derniere ligne etant consequence de la formule de Pascal. Ceci prouve que la formule est vraie au rang n + 1. 
4 La formule est demontree par application du theoreme de recurrence. 

Remarque 8.8 On peut aussi ecrire : 


V(a,b)e C 2 , VreeN, ( a+b) n =Y. 

k = 0 


Definition 8. 1 1 O Coefficients binomiaux 

Les nombres sont aussi, en raison de cette derniere egalite, appeles coefficients binomiaux. 

Bio 6 | Isaac Newton, ne le 25 decembre 1642, mort le 19 mar s 1727 [_ 

Mathematicien Anglais. L’enfance d’Isaac Newton n’est pas particulierement 
heureuse. II perd son pere a trois mois. Sa mere se re-marie quand il a trois ans 
et il est alors eleve par sa grand mere. A seize ans, sa mere lui enjoint de quitter 
l’ecole afin qu’il devienne fermier. Elle se rend vite compte qu’il est plus doue pour 
les mathematiques que pour 1’ agriculture aussi rautorise-t-elle a retourner mener 
ses etudes. 

A dix-huit ans, il entre au Trinity College de Cambridge ou il est remarque par 
le mathematicien Isaac Barrow. Pendant sept ans, il etudie les mathematiques, la 
physique, la philosophie et la theologie. En 1665, il a vingt-cinq ans et la peste s’a- 
bat sur la ville. Il est alors oblige de suspendre ses etudes et de retourner pour deux 
ans dans son pays natal. C’est a cette periode qu’il fera ses decouvertes concernant 
les lois de la gravitation universelle et a la decomposition de la lumiere. 

En 1669, il prend la chaire d’lsaac Barrow a Cambridge. Il publie son traite sur le 
calcul infinitesimal. Il fonde ainsi 1’ analyse moderne. 

En 1687, il publie son oeuvre majeure " Philosophies Naturalis Principia Mathe- 
matica" qui marque le debut de la mathematisation de la physique et qui contient 
tous les fondements de la mecanique. 

En parallele de ses travaux scientifiques, Newton s’initie a la chimie des 1666 et a l’alchimie des 1668. Il fit partie 
d’un reseau secret d’alchimistes et se choisit le pseudonyme alchimique Ieoua Sanctus Unus qui signifie en t'rancais : 
« Jehovah Unique Saint », qui est aussi l’anagramme d’lsaac Neuutonus. Il garda pendant 25 ans le secret sur cette 
activite. La citation suivante de Keynes permet de comprendre pourquoi un genie de l’envergure de Newton a pu 
s’interesser a Falchimie : « Newton n'est pas le premier de l’age de la Raison. Il est le dernier des Babyloniens et 
des Sumeriens, le dernier grand esprit qui a contemple le monde visible et intellectuel avec les memes yeux que ceux 
qui ont commence a construire notre heritage intellectuel il y a quelque 10 000 ans. » 

Newton avait une personnalite complexe et tourmentee. Il repugnait a publier ses travaux, ce qui lui valut differentes 
querelles de paternite pour certaines de ses inventions. De 1692 a 1693, il souffre d’une grande periode de depression 
et vit dans un etat de prostration melangeant paranoia et hallucinations. 

En 1699, il rejoint Londres car il est nomme membre du Conseil et de la Royal Society. Il en deviendra president 
quatre annees plus tard. Il est anobli en 1705. Il meurt a Kensington a l’age de 84 ans. Il est inhume en grande pompe 
a Fabbaye de Westminster ou sont enterres les rois d’Angleterre. 

Il est considere comme un des plus grands genies de Fhumanite. 
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Remarque 8.9 


La formule du binome permet de donner une demonstration algebrique de la formule 


n 

Vn eN,^ 

p = 0 


= 2 " 


Proposition 8.35 V Factorisation de a" - b n 
Soient {a, b) e C 2 et n e N. On a : 



a n -b n = (a-b))Ta n - k - 1 b k 

k=0 






Demonstration II suffitde developper la partie de droite de cette egalite ef de remarquer que les termes de la somme se telescopent. 


En resume 

A Tissue de ce chapitre, il convient de bien savoir effectuer un raisonnement par recurrence et d’etre a l’aise avec sa 
redaction. 

La connaissance des p-listes, des p-arrangements et des p-combinaisons permet de resoudre des probleme de combina- 
toire. Une des difficultes principales est de choisir le bon outil parmi ces trois. Le tableau qui suit devrait vous etre d’une 
certaine aide. 

| ^ - 



Ordre important 

Repetitions possibles 

| Calcul | 

Exemple 

p-liste 

oui 

oui 

I n p 

code 

p-arrangement 

oui 

non 

msm 

tierce 

p-combinaison 

non 

non 

— 

loto 


La formule du binome est un resultat essentiel qu’on etendra aux anneaux dans le chapitre 19. On pourra ainsi Tutiliser 
dans le cadre du cours d’algebre lineaire avec des endomorphismes ou des matrices. 

Enfin, afin d’etre a l’aise avec les manipulations et les calculs de sommes ou de produits et avant de vous lancer dans les 
exercices, lisez le paragraphe B.2 page 1 158 de T annexe B. 
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8.5 Exercices 


8.5.1 Principe de recurrence 

Exercice 8.1 V 

1. Montrer par recurrence que : 


Vne I 


E fc2 = 

k= 1 


77(77 + 1) (277 + 1) 
6 


2. Calculer le nombre de carres que l’on peut dessiner sur un echiquier 8x8, (les cotes sont paralleles aux bords 
de 1’ echiquier et les sommets sont des sommets de cases de 1’ echiquier). Generaliser avec un echiquier n x n. 


Solution : 

1. L’egalite est vraie au rang 1 : l 2 


- . Soit n e N * . Supposons la vraie au rang n et montrons la au rang n+ 1 


n+ 1 

E fc2 

k= 1 


E* 2 +(”+ 1) 2 

k= 1 

77(77 + 1) (2 n + 1) 


+ ( n+ 1 ) 2 d’apres Fhypothese de recurrence 


n (2 n + 1) 


+ (n+l) (rc+1) 


- (n + 1) : 


2/7 2 + 7n + 6 


= (« + 1 ) 


( n + 2) (2rz + 3) 


et la formule est encore vraie au rang n+1. On termine en appliquant le theoreme de recurrence. 

2. II y a 64 carres lxl, c’est bien connu. II y a 49 carres 2x2 .11 suffit pour cela de reperer la position du sommet en 

o .> 0 8x9x17 

haut a gauche. Cela revient a compter sur un echiquier 7 x 7. etc. On trouve au total 8 +7 + ... + 1 = = 

6 

4x3x17 = 204. Cet exercice fait l’objet d’une blague en anglais (How many squares on a chessboard) basee sur 
le double entendre square = case (de l’echiquier) et square = carre. 
c , , . . 77 (77 + 1) (2/7 + 1) 

Sur un echiquier nx n, uy a tels carres. 


Exercice 8.2 W 

Montrer par recurrence que : 

” „ / 77 ( 77 + 1) ) 2 

V 77 E N , E = 

k= 1 \ 2 ) 

Solution : L’egalite est vraie au rang 1 : l 2 = ( 1 / ' 2 ' 1 . Soit n e N*. Supposons la vraie au rang n et montrons la au rang 
77+1 : 

71+1 

n 

E fc3 

= E fc3 + ^+D 2 

fc= i 

k= 1 

( 77 ( 77 + l)) 2 o ^ 

= 1 1 + (77 + 1) d apres 1 hypothese de recurrence 

f 2 a ,1 (11+ l) 2 

= (77 + 477 + 1) 

(77 + 2) 2 (77 + l) 2 
2 2 

ce qui prouve la propriete au rang n + 1. On termine en appliquant le theoreme de recurrence. 


Exercice 8.3 V 

Montrer par recurrence que pour tout n e N, n (n 2 + 5) est divisible par 6. 
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Solution : La propriete est clairement vraie a u rang 0 ce qui nous permet d’ initialiser la recurrence. Soit n e N. On 
suppose que 6 divise n(n 2 + 5). Montrons que 6 divise ( n+ 1) [in+ l) 2 + 5). Mais : 

in + 1) (( n + l) 2 + 5) = n [n 2 + 5) + 3n 2 + 3n + 6 = n ( n 2 + 5) + 3n [n + 1) + 6 

et : 

- n ( n 2 + 5) est divisible par 6 d’apres 1 ’hypothese de recurrence. 

- 3 n(n+ 1) est divisible par 6 car l’un des deux n ou n+ 1 est pair done divisible par 2. 

Done in + 1) {(n + l) 2 + 5) est divisible par 6 et la propriete est prouvee par recurrence. 


Exercice 8.4 O 

Montrer par recurrence que pour tout n e N, 7 divise ? 2n+] + 2” +2 . 

Solution : On verifie facilement la propriete au rang 0. Soit n e N. Supposons la propriete vraie au rang n et prouvons 
la au rang n + \ . II s ’agit de montrer que 3 2 "" 1 " 3 + 2" +3 est divisible par 7. Mais : 

3 2n+3 + 2«+3 _ 3 2n+l x g + 2 2n+2 x 2- 3 2n+ 1 x 7 + (3 2,!+1 + 2 2n+2 ) x 2 
et d’apres l’hypothese de recurrence, il est clair que 7 divise ce nombre. La propriete est alors prouvee par recurrence. 


Exercice 8.5 

Montrer que :VneN*, 



n radicaux 


Solution : La propriete est vraie au rang 1. Soit heN*. Supposons que la propriete est vraie au rang n et prouvons 
la au rang n+1. Remarquons au prealable que pour tout x e [0, tu/2] , comme cos 2 x - (cos(2x) + 1) 12, on peut ecrire 
cos(x/2) = et 


1 2 n+2 > 




l 2 \ 2 n+l >> 


( cos (^t) 


+ 1 



f / / 

1 

- X 

-y 2+ y ... + y/2 + 1 

2 



V n radicaux 7 


d’apres l’hypothese de recurrence 


- +\/... + y/2 


n+i radicaux 

On prouve ainsi la propriete par recurrence. 


Exercice 8.6 2? 

Soit iu n ) la suite donneepar : 


) u 0 - 2 
u\ = 3 

V/ieN, u n+2 -3u n+ i-2u n 


Montrer que V n e N, u n -2 n + l. 


Solution : 

Effectuons une recurrence double. La propriete est vraie aux rangs 0 et 1. Soit n eN. On suppose qu’elle est vraie au 
rang n et au rang n+1. On la montre au rang n + 2 : 

u n+ 2 - 3u n+ i - 2 u n = 3 (2 n+1 + l) - 2 [2 n + l) = 3 x 2 ,i+1 - 2x2' 2 + l = 6x2”-2x2' i + l = 4x2' 1 + l= : 2 n+ 2 + 1 
La propriete est ainsi prouvee par application du principe de recurrence. 
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Exercice8.7 S? 

Soit (u n ) la suite donneepar : 


Prouver que :\fneN, u n - 2 n . 



Solution : 

Effectuons une recurrence double. La propriete est vraie aux rangs 0 et 1. Soit n e l\l. On suppose qu’elle est vraie au 
rang n et au rang n — 1. On la montre au rang n : 


2 2(«-i) 


= 2 n 


tin - 2 


La propriete est alors prouvee par application du principe de recurrence. 


Exercice 8.8 

Montrer que 


V 


1 1 3 n 

V;ieN\jO,l(, 1+ - + > 

2 2 n 2 2n+l 


Solution : 

Effectuons une preuve par recurrence, pour n*z2,la propriete P„ : 1 + + . . . + > 2) ’’“ , . La propriete P 2 est clairement 

vraie. Soit ns 2. On suppose la propriete P„ vraie et on va prouver qu e P n +| est vraie. On applique l’hypothese de 

recurrence et il vient : 

1+ X + + 1 + 1 > 3 ”+ 1 

2 2 n 2 [n+ 1) 2 2n+l (72+I) 2 

11 faut alors chercher si ^ 2 ( 3 »+t}+i = ^ suffit de former la difference des deux termes de cette 

inegalite et apres avoir mis au meme denominates, L inequation est equivalente a : ^ 2 n+mn+i)h 2 n+ 3 ) ^ ® L l u ' est vr aie. 
La propriete est alors prouvee au rang n+ 1. On termine en appliquant le theoreme de recurrence. 


Exercice 8.9 W 

Soit une fonction f : l\l ■ — ► Z. Montrez qu ’ il existe une suite d’entiers relatifs (a k j telle que 


MneN, 


m ■£“*(*) 


Solution : Pour tout neN, notons 3?{ri) la propriete : 

&>{ri):3{a 1 ,...,<x n )eN n : Vp e [0, n] , £ a fc M = /(p). 

Effectuons une recurrence sur n. La propriete 0) est vraie : il suffit de poser ao = /( 0). Soit n^nM. Montrons que 
£?{ri) => 3?{n+ 1). Si 3?{ri) est vraie, il existe ( cto,...,(x n ) e N” verifiant l'hypothese. Definissons a n +i par 


a n+i =/(«+!)- Yj a k 


n+ 1 
k 


On verifie alors facilement que pour tout p € [0, n\\. f (p) - Y. k={] cxj; • De plus, par construction 


/(»+!)= 

k = 0 


n+ 1 


+ 0(72+1 


re+l\ 'iL 1 

, , = L a fc 
n + 1 n'n 


La propriete est alors consequence du theoreme de recurrence. 


Exercice 8.10 W 

Demontrer que Vne N, il existe un entier multiple de 2" qui ne s’ecrit qu’avec des "1 " et des "2". 


320 


Solution : Soit neN, on considere la proposition H n : il existe un entier M n multiple de 2" qui ne s ’ecrit qu ’avec des 
"1 " et des "2". De plus pour n S 1 , M„ peut etre choisi avec n chiffres. 

H 0 ,Hi,H 2 ,H 3 s °nt vraies, il suffit de prendre Mo = l,Mi = 2 , M 2 = 12 , M 3 = 112 . 

Montrons que H„ => H n+ i . 

On cherche M„+| sous la forme M, i+ i = M n + /cl 0" avec k e {1,2}. M )i+ i a bien n + 1 chiffres. D’apres H„ on peut 
ecrire M„ = m2 11 . Si p estpair, p = 2 p' , alors on choisit M, i+ i = M„ + 2 x 10" +1 = 2p'2 n + 5 n 2 n+1 = [p' + 5” +1 )2” +1 . Si 
p est impair, p — 2p' + 1, alors on choisit M n+ i = M„ + 10" = (2 p' + 1)2" + 5"2" = [2p' + 1 + 5") 2". Or 2 p' + 1 + 5" est 
pair en tant que somme de deux nombres impairs, on peut done V ecrire 2 p' + 1 + 5" = 2 q avec q eN et done on a bien 
M n+ i = q2 n+1 . 

Remarque : Si on prend un chiffre pair et un chiffre impair, par exemple 3 et 6, on peut toujours trouver un entier M n 
multiple de 2 " qui ne s ’ecrit qu ’avec des "3 " et des "6" et ce pour tout entier n. 


Exercice8.11 W 

Soit n> 2 , x\,X2,...,x n e [0; 1], Demontrer que 


X] 


■ + ■ 


*2 


I+X2.X3 X n I + JC1.JC3 x„ 


I + X1.X2 X n -1 


^n - 1 . 


Solution : On pose 


F(xi;x 2 ;...;x„) = 


X] 


■ + ■ 


JC 2 


1 + X 2 .x 3 X„ I + X1.X3 x n 


I + X1.X2 X„_1 ' 


Comme xi < 1 oa a xi.x 2 .X3 x n ^ x 2 .X3 x n done 

quotients et on a alors 


xi 


X] 


F(xi;x 2 ;...;x„) « 


l + x 2 .x 3 x n l + xi.x 2 .x 3 x, 

xi + x 2 + . . . + x„ 


De meme pour les autres 


1 + X 1 .X 2 .X 3 x n 

On demontre ensuite par recurrence que pour tout entier n s: 2, la propriete : H„ pour tous X| ; x 2 ; . . . ; x„ e [0; 1] , xi + 
x 2 + --- + x„ « In- l)(l + xix 2 ...x„) 


La propriete est vraie pour n-2 : 

(1 - xi) (1 - x 2 ) S 0, soit 1 - xi - x 2 + xi x 2 5= 0 soit 1 + xi x 2 S xi + x 2 


Supposons qu’elle soit vraie pour Rentier n- 1. On fixe xi,x 2) ... ,x„_i e [0; 1], et on considere la fonction affine 

G(x„) = xi + x 2 + ■ ■• + *„- In- l)(l + xix 2 ...x„). 

Elle prend son maximum sur [0; 1] en 0 ou en 1. 

G(0) = xi + x 2 h 1 - x„_i - (n - 1) ^ 0 


G(l) = xi + x 2 + ■■• + x„_i + 1- {n- l)(l + xix 2 ...x„_i) 

< Xi + x 2 + "- + x„_i - (»-2)(l + xix 2 ...x n -i) +l- (1 + Xix 2 . . . x„_i) 
so Cl Ik-1 ) 

«0+l-l-XiX 2 ...X„_i 
« — Xl X 2 . . . X n — 1 

done pour tout x n e [0; 1], G(x n ) ^ 0. CQFD. 

Pour finir, on obdent, en divisant par 1 + x\ x 2 . . . x n : 

Xl + x 2 + . . . + x n 

^ n- 1. 

1 + Xl .x 2 .x 3 x n 


Exercice 8.12 OW 

Montrer que M nS: 1, 

n 

kk ] - = [n+ 1)!- 1 
k=\ 
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Montrer que tout en tier N 3= 1 se decompose de fagon unique sous la forme 


n 

N - Y a kk\, O^ak^k, a n ^ 0 
k= l 


Solution : On a V k £ N, {k + 1)! - 1 - (fc! - 1) = k\{k + 1 - 1) = kk\ En sommant ces egalites, la somme se telescope en 

n 

Y kk\ — {n+ 1)!- 1. 

k= l 

n m 

Unicite : On considere deux ecritures N = Y flfcfc! = Y k>kkl. Quitte a rajouter des cik ou des bk nuls, on peut supposer 

k = l k = l 

n = rn. On suppose que les deux suites sont distinctes et on appelle p le plus grand entier pour lequel a n ^ b - n. Pour 

p—1 p—1 

fixer les idees, a p < b p . On a done p\ ^ [b p - a p )p\ = Y ( a k ~ bQk\ Y kkl = p\- 1 puisque - b- k sS Ic pour tout 

k = 1 k = 1 

entier k. On a bien une contradiction. 

Existence : Par recurrence sur N. On a bien 1=11! done n = 1 et a\ = 1. Supposons la propriete vraie jusqu’au rang 
N- 1 .La suite (n!) nE ^» est strictement croissante et tend vers +oo done on peut trouver un ( unique ) entier n tel que 
n\ sS N < [n + 1)! On ecrit la division euclidienne de N par n\ : N = a n n\ + r avec 0 sS r < n! sS N. On a a n =£ n, sinon 
on aurait N ^ [n+ 1 )n\ ce qui ne convient pas. Si r - 0, on a une ecriture (a^ - 0 pour k £ [1,/z- 1]), sinon on ecrit 

P 

r - Y a kk ] - d’apres la propriete de recurrence. Ona p*£ n—1, sinon on aurait r 3= n\. On a done une ecriture en prenant, 

k=l 

le cas echeant, a k — 0 pour Ic - p+\,... t n-\. 


Exercice 8.13 

Demontrerle premier lemme technique : 

Soit (m, n) £ N 2 . Si il existe une bijection de [1, m\ dans [1, nj alors m- n. 


Solution : Quitte a considerer la bijection reciproque, on peut toujours supposer n ^ rn. 

On demontre par recurrence la propriete 

H n : V m £ N, n sS m, pour toute bijection de [1, m] dans [1, n\ on a m- n. 

Ho est vraie, e’est immediat certes lorsqu ’on sait travailler avec V ensemble vide...Formellement, on peut se passer de la 
verification de Hi qui suit. 

Hi est vraie. Soit f une bijection de [1, m\ dans [1, 1J = {1}. V k £ [1, ml, /(fc) = 1. Supposons l’espace d’un instant que 
m > 1, on aurait alors /( 1) = /( 2) et f ne serait pas injective. Done m - 1, ce qu ’il fallait demontrer. 

Soit neN. Demontrons que I I „ ==> H, J+ 1 . Pourcela, supposons H„. 

Soit f une bijection de [1, m\ dans [1, n + 1] . Premier cas : f(m) = m + 1. 

On considere f\ [l,m- 1J — * [l,?i] defini par f\{k) = f{k) pour k £ [l,m- 1], C’est la (double) restriction de f a 
ft [1, m - 1] eten [1,«], 

• /i est bien une application. 

• on a bien V k £ [1, m - 1], f\{k) e [1, nj. 

• /i est bien une surjection. 

• /i est bien une injection. 

Verifications immediates. Done f\ est une bijection. D’apres H„, on en deduit que m- 1 = n et done que m - n+ 1. 
Deuxieme cas : f(m)< n+l. 

Posons a - f~ l {n + 1) e [1 , m + 1] et b — £ [1 , n + 1] . On definit f\ [1, m - 1J — * [1, n\ par f\{a) — b et 

f \ [k) = f{k) pour k £ [1, m - 1] , k / a. 

• fi est bien une application. 

• on a bien V k £ [1, m - 1], f\{k) e [1, nj. 

• /i est bien une surjection. Soit y £ [1, nj. Si y = b, alors y = fi ( a ). Sinon, comme f est une surjection de [1, mj sur 
[1, n + 1] , 3k £ [1, mj, tel que f[k ) = y. On ne peut pas avoir Ic - a puisque f(ci) - n+f ^ y et on ne peut pas avoir 
k-m + 1 puisque f[m+ 1) = b ^ y. Done f{k) = f\(k)-b. 

• /i est bien une injection. Supposons f\ (A;) = f\ (£) avec k,f£ [1, n - 1] . 

Supposons k - a et done j\ (k) - f\ (() - f ] ( a) - h. On a f: ^ a impossible, car alors f] ( f.) - f(f') - b. Comme on a 
aussi f[m + 1) = b, f ne serait plus une injection de [1, mj dans [1, /;|| . Contradiction. Done on a bien i=k= a. 
Prenons le cas qui reste, k, £ e l\,n - 1] \ {a}. On a done f\{k) - f{k) - /(€) = Comme f est injective, on en 
deduit que k- ce qu ’il fallait demontrer. 

Done f\ est une bijection. D’apres H„, on en deduit que m-l-net done que m- n+l. On a bien H n+ i. 
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Exercice 8.14 

On se propose de demontrer la propriete P n : V («i, 02 , .. . , a n ) e R", - — j 3= a\.a 2 a n . II existe de 

nombreuses demonstrations de cette inegalite (arithmetico-geometrique). Celle-ci, due a Cauchy, utilise la recurrence 
de faqon peu ordinaire. 

1. demontrer P n lorsque l’un au moins des a k est nul. Par la suite on supposera que tous les a k sont strictement 
positifs. 

2. Demontrer P 2 . 


3. Par recurrence, demontrer P n lorsque n est une puissance de deux. 

4. Demontrer P n en toute generalite. L’idee de Cauchy est de completer la suite a k par des termes tous egaux a la 
moyenne arithmedque des a k , ahn d’ avoir un nombre de termes egal a une puissance de deux. 


Solution : 

a\ + a 2 + ... + a n . . 

1. Le produit a\.a 2 a n alors que est positil ainsi que ses puissances. 


2. 0 5= (i/fli - \fa 2 ) 2 — a\ + a 2 - 2^/a\a,2. Done 


CLi + CL2 


3= a 1 a 2 d’oule re suit at en elevant au carre. 


3. On demontre que P 2 m ==> P 2 m+i. Soitdonc ci\ ,a 2 ,..., a 2 m+i , 2 m+1 nombres (strictement) positifs. 


' Cl\ + U 2 + . . . + U 2 m + 1 


Cl 1 + U 2 + . . . + Cl2 m ^2 m +l d 2 m +2 + • • • + ^2 m+1 


2 V 


r Cl\ + d 2 + . . . + Cl 2 tn a 2 tn + \ + U 2 m + 2 + . . . + a,2 m +l \ 2 

L 2 m 2 m J 

' Cl\ + Cl 2 + . . . + a 2 m l Cl 2 tn + \ + a 2 m +2 + . . . + G.2ni+\ 


S di.a 2 a 2 m x a 2 m+\.a, 2 m+2 fl2 m+1 


Ce qu’il fallait verifier. On a utilise P 2 puis deux fois P 2 m. 

4. L’idee de Cauchy : Soit n un entier, et 2 m 3= n. On pose M = — soit ci\ + a 2 + . . . + a„ — n M et on 

n 

considere la suite Ip- definie par hr = a k pour k P n et hr = M sinon. On a b\ + b 2 + . . . + b 2 m = b\ + h 2 + ... + b n + 
(2 m - n) M = hM + (2 m - n) M = 2 m M. Resultat previsible : on ne change pas la moyenne arithmedque en rajoutant 
des termes egaux a cette moyenne arithmedque. 

D’apres P 2 m on a M 2 3= h \ . h 2 b n x M 2 ~ n done en divisant par M 2 ~ n > 0 puisque les a k sont strictement 

positifs, M" 3 = a 1 . a 2 ci n ce qu’il fallait verifier. 


8.5.2 Sommes 

Exercice 8.15 O 

Simplifier, pour neN* , les sommes suivantes : 

1. L n k :{k-r; =0 i 3 . LUkuc-i) 

2 . L n k=0 (2k+1) 4. T. k=1 k{k+l) (fc + 2) 


Indication 8.12 : Pour les deux derniers, on pourra udliserles resultats des exercices 8.1 et 8.2. 


Solution 

'H + l 


L L n k Z[ k - EJL 0 / = [k-k) + n+l- \n+l\ . 


2. I"(2fc+l) = 2I" k+n+l = 2 


n{n + 1) 


+ n + 1 = 


(■ n+lY 


3. LUk«-D = LU k2 -n=i k = 


n{n+\){2n+l) n(n+\) 


n{n+ 1) in - 1) 


4. I" =1 k{k+ 1) (fc+ 2) = I” =1 (fc 3 + 3 k 2 + 2k) = I” =1 k 3 + 3I" =1 fc 2 + 2I" =1 k - 


n{n+\)\ n\n+\){2n+\) 

+ 3 + 


n in + 1) 


n {n + 1) in + 2) in + 3) 
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Exercice8.16 V 

Simplifier, pour «eN', les sommes suivantes : 

l y n (1 L_ 

‘ Lk=1 [k jfc+1 

2. !Li ln ( 1+ i) 4 - ri =0 vc.m 

Indication 8.12 : Pour les deux derniers, on pourra ecrire le terme general de la somme comme une difference. 


3 T n 
'■ 2 -k= 1 


(fc+1)! 



Exe reive 8.17 

Soit n 3= 1. On considere les deux sommes 

n 

S n = £ (2k - l) 3 = l 3 + 3 3 + 5 3 + . . . + (277 - l) 3 
fc= l 

"1 111 1 

£y l k(k+ 1) 1x2 2x3 3x4 nx(n + l) 

(a) Calculer Si, S 2 et S 3 . 

(b) Demontrer par recurrence que : V 72 3= 1, S fi = 2 n 4 - n 2 

(a) Determiner deux reels a et |3 tels que : V p e N * , — = — 1 — - — . 

P[P+ 1J P P + 1 

(b) En deduire une expression simple de S n ■ 

(c) Retrouver ce resultat en effectuant un raisonnement par recurrence. 


1. 

2 . 


Solution : 

1. (a) Si = 1, S 2 = 28 et S 3 = 153. 

(b) La formule est vraie au rang 1. Soit neN*. Supposons la formule vraie au rang n + 1 et demontrons la au 
rang n+ 1. En appliquant l’hypothese de recurrence, on calcule que S n+ i = S n + (2n+ 1 ) 3 = 2/? 4 - n 2 + 8/r’ 1 + 
I2n 2 +6n + 1 = 2n 4 + 8n 3 + lln 2 + 6n+ 1. Par ailleurs 2 (n + l) 4 - (n + l) 2 = 2n 4 + 8w 3 + lln 2 +6n + 1 et done 
S n+ i = 2 (n + l) 4 - (n + l) 2 . La propriete est prouvee par recurrence. 

2. (a) Apres mise au me me denominateur et identification, on trouve :a — 1 et |3 = -1. 

(b) On en deduit que : 


S 


n 


111 1 
1x2 2x3 3x4 nx(n+l) 


1 1 
I ~ 2 ' + 


1-- 


n+ 1 




1 

n+ 1 


par telescopage 

(c) La propriete est vraie au rang 1. Soit neN* . Supposons la formule vraie au rang n + 1 et demontrons la au 
rang n + 1 . Appliquant 1 ’hypothese de recurrence : 

1 1 1 1 _ 1 
" +1 ' l (72+ 1) X (77 + 2) 77 + 1 77+ 1 77+ 2 77 + 2 

et la formule est prouvee par recurrence. 
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8.5.3 Produit 

Exercice 8.18 Z 

Calculer pour tout «eN*, les produits suivants . 


1. l\2 k 

k= 1 
n b. 

2 fliTT 


3- n i+ 1 

k= 1 v K 


4 n|i- F 


Solution : Pour tout neN* 


1. \\2k = \2 n n\\ 
k= 1 


n ju 

2. 

fc=i /c+ 1 


k _ 1 2 

“ 2 X 3 X X fc+1 


k+ 1 


77+1 


77+1 


par telescopage. 


3. Par telescopage ou en reconnaissant P inverse du produit precedent : [~[ 11+-)= ]~[ — = | n+ 1 


K) 

n 7-2 _ i 

n 

A (k-lUk+l) 

1x3 

2x4 

3x5 

(77- 1) X (77+ 1) 

77+1 

11 1,2 
k=2 K 

1 1 1-2 

k= 2 K 

2 * 1 2 * 

X 3 2 

* 4 2 *' 

* X O 

72 z 

277 


k= 2 

telescopage 


encore par 


Exercice 8.19 Z 

Le but de cet exercice est de calculer, pour tout x eU et neN* , le produit 

n i \ 

P(x) = P[ cos 2 fc x 

k = o v 

1. Traiter le cas ou x - 0 [tt] 

2. Pour x / 0 [tt] simplifier sin (x) I 4 (x) et calculer I 4 (x). 


Solution : Soit «eN*. 

1. Si x- 0 [2tt] , il est clair que P (0) = 1. Sinon, si x- it [2n] alors, pour tout keN* , 2 k x = tt [2jt] et P (x) = — 1. 

2. Soit x ^ 0 [tt]. On a, grace aux formules de trigonometric : 

sinxP(x) = sinx.cosx.cos(2x) cos(2"x) 

= — sin (2x) . cos (2x) cos(2”x) 

= — sin(2 2 x) .cos(2 2 x) cos(2 n x) 

= — sin(2"x) cos(2”x) 

= ^sin(2"*+) 


Comme x 0 [tt] 


P(x) = 


sin(2” +1 x) 


2 n +i s i n x 


Exercice 8.20 Z 

n t 

On veut calculer pour tout a e R et n e N le produit P = ]~[ 1 + a 

fc=o V 

1. Calculer P quand a= 1. 

2. Calculer (1 - a) P quand a ^ 1 et en deduire la valeur de P. 


Solution : 

1. Sia= 1,P = 2" +1 . 
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2. Supposons a^l. 

(1-m)P = 


On en deduit que 


P = 


1 -a 1 


1 - a 


(1 - a) (1 + a) (l + a 2 ) |l + a 2 j |l + a 2 j...|l + « 2 j 
(l - a 2 ) (l + a 2 ) |l + a 22 j |l + a 23 j ... |l + a 2 ” j 
(i-« 22 ) (i + « 22 ) (i + « 23 )...(i + « 2 ") 

|l - a 2 ” | |l + a 2 " j 
1 

1 _ 


8.5.4 Factorielles 


Exercice 8.21 O 

Soit neN* . Exprimer a 1 ’aide de factorielles : 

1. 2 x 4 x ... x (2 n) 

2. 1 x 3 x ... x (2 n— 1) 

3. le terme general de la suite ( u n ) donnee par la relation de recurrence : i/q - 1 et\/ne |\|, 


Solution : 

1. 2 x 4 x ... x (2 ri) — | 2 n n\ | 

(2 m)! 
2 n n\ 


2. 1 x 3 x ... x (2 n — 1) = 


Ix2x3x...x(2«-l)x (2 ri) 
2 x 4 x ... x (2 n) 


2n-\ 2n-3 5 3 1 x 3 x ... x (2 m- 1) 

3. On a u n x x„,x-x-xl= 

n n - 1 2 1 n\ 


(2 n)! 

2 n [n\f 


2 n+ 1 

ttn+l — ~Un- 
n+ 1 


Exercice 8.22 W 

Re soudre V inequation 4” s; nl pour n e N. 


Solution : Considerons la suite (u n ) de terme general 4 n ln\. Soit n e M. On verifie facilement que u n+ \lu n = 4/(m+ 1). 
Done la suite est strictement decroissante des que n 5 4. On calcule alors les premieres valeurs de la suite. On trouve : 


u 0 

U\ 

u 2 

«;>, 

U4 

u 5 

u 6 

U7 

Z<8 

Mg 

1 

4 

8 

32/3 

32/3 

128/15 

256/45 

1024/315 

512/315 

2048/2835 


done 1 ’ensemble solution de 1 ’inequation est [9, +oo] 


Exercice 8.23 W 

Montrer que 


Vns 2, n\ sS 


n+ 1 


Solution : Soit n 5 2. On a 
n+ 1 


,m(m + 1)1" 1 (1+2 + ... + n\" n/ — 1 + 2 + ... + n 

n\ | — - — I <^>m!s; — — — -| — +=>m!=s| ] Vn\* 


Mais par comparaison entre la moyenne geometrique et la moyenne arithmetique, voir 1 page 485, on sait que la derniere 
inegalite est valide. II en est alors de meme de la premiere. 


8.5.5 Coefficients binomiaux, calculs de somme 

Exercice 8.24 O 

Calculer rapidement les expressions suivantes oil n e N* : 
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1. 


ou fi^2 


6. (1 - x ) 5 ou x e I. 

7. (2a- b) 4 avec a, b e C. 


2 . 



3. ('HoilpEN. 


4. 99 3 

5. 1001 2 


8. (1 + i) 2012 


Solution : 



[n+ 1) . . . [n + p] 
P! 


4. 99 3 = (100 - l) 3 = 100 3 - 3 x 100 2 + 3 x 100 - 1 = 1000000 - 30000 + 300 - 1 = 970299 

5. 1001 2 = (1000 + l) 2 = 1000000 + 2000 + 1 = 1002001 

6. (l-x) 5 = 1 — 5 x+10x 2 -10x 3 +5x 4 -x 5 . 

7. (2 a - fa) 4 = 16a 4 - 32a 3 b + 24a 2 b 2 - 8 ab 3 + b 4 . 

8. 1 + i = \f2e' 4 et done (1 + () 2012 = 2 1006 e !503TI = -2 1006 

Exercice 8.25 Z 

Pour n e ( 4 , calculerles sommes suivantes 

1- Ifc=o("-) 3fc 

2 - n=^ k+l 


3. EJL o (0(-D* 5l “* 

4. I^ =0 ®(-l) fc+1 2 3fc 


Solution : On applique a chaque fois la formule du binome. 
1. ILo ® 3 fc - LU ® 3* X 1 »-* = (1 + 3) » = [£ 


2. Lt o(3 4fc+1 = 4lLo04 fc xl 


' n \Ak „ i n—k — I 


4x5" 


3. L2 =0 ©(-i) fc 5 1 - fc =5i:jU©S = 5 1- 


i ir 

4« 

i-- - 


5 

5 n-i 


4. I” =0 (3 (-l) fc+1 2 3fc = -EjJ =0 O (-l) fc 8 fc = - (-8+l)"= pp7) 


Exercice 8.26 Z 

Soit [p,n) e N 2 avec p e [0, n\ . 

1. Montrerque : p(^) = n["Z\)- 


' I f2 \ 

2. En deduire que : ^ pi = n2 n ~ 1 
p=0 \P) 



Exercice 8.27 Z 

Soit (p,n) e l\l 2 avec p e [0, n\ . Montrer que 


| n+ 1c 


n+ k\( p + k\ 
p + k}{ k \ 
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Exercice 8.28 V 

Calculer pour tout n e N* : 


1 ■ h-n — X 

fc-0 

n 

2. B„ = X k 

k = 0 

3. C „ = X & 


4. D n = X (-U* 


5. E„ = X 


fc=o 


"- 1 / 2ra 
5- Fn = X 

k=0 


2k+ 1 
k 


7. G b =X(- 1 ) * 


s. H„ - X 


(-1) n 


k+ 1 l fc 


Solution : Soit neN’. Pour tout x e 1, par application de la formule du binome de Newton, on a l’egalite : 


(★) : (l + x)"=X 

k = 0 


1. En utilisant (★) avec x = 1 , on obtient : A„ = 2" 

2. En derivant les deux membres de l’egalite (★), on obtient n (1 + x)” _1 = nx n ~ l + (”) [n - 1) x n ~ 2 + . . . + ( et 
done, avec x = 1 il vient 


B n - n2 


3. En derivant une seconde fois les deux membres de l’egalite (A), on obtient : n(n- l)[l + x) n 2 
X^_ 0 k{k-l)[^)x k ~ 2 et done, si x — 1, on a n{n- l)2 n ~ 2 - £jj_ 0 [k 2 - k) (£) = C n - B n . On obtient alors 

C n = 7i(n-l)2" _2 + re2" _1 = n(n+ l)2 n 


4. En appliquant (*) avec x - -1 , on obtient \ D n = 0 | 

A2n+D2n 


5. On a l’egalite H„ : 


et done 


B n - 2 


F„ - 2 Z 


6. On a aussi B n + V n - Az n ce qui amene 

7. On remplace x par -x dans (*). On obtient 

(**) 

Puis on derive les deux membres de cette egalite et on trouve 


(!-*)”= X 

k=0 


-n(l-x) 


-X 

k = 0 


(- l) k x k . 


(- 1) kx k 


de quoi on tire | G n - 0 J . 

Integrons maintenant les deux membres de (★★) entre 0 et 1, on trouve 


(l-x)" H 
n+ 1 


(- 1 )* 


k + 1 


et on obtient 


H „ = 


n+ 1 
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Exercice 8.29 

Demontrer que : 


VfceN, 



k + 1 


eN. 


Solution : 


On peut utiliser la propriete bien connue (?) Si 


a 

b 


c a c 

— alors (lorsque d) — = — 
d b d 


a- c 
b-d ' 


2 k\ I 2k ) I 2k\ I 2k \ 

kj _ (2k)\ _[ fc+1 j _[ fc j [ fc+1 j 

k + 1 fc!(fc+l)! k k+l-k 


Exercice 8.30 W 

1. Montrer par recurrence l’ine galite de Bernoulli : V x^O, Mn eN, 1 + nx ^ (1 + x) n . 

2. Re-demontrer cette inegalite en utilisant la formule du bindme de Newton. 


Solution : 

1. Soit x Si 0. Si n - 0 V inegalite est clairement verifiee. Soit neN. Supposons que 1’ inegalite est vraie au rang n et 
prouvons la au rang n+ 1. Par application de l’hypothese de recurrence : 

1 + (n+ 1) jc = 1 + nx+x*£ (\ + x) n + (\ + x) n + x(l + x) n = (l + x)" +1 

car 1 + x > 0. La formule est alors prouvee par application du theoreme de recurrence. Remarquons que cette 
demonstration est encore valable si x > -1. 

2. Soient n e N et x 3 = 0. En appliquant la formule du binome : 



3 = 1 + nx 


Exercice 8.31 

Resoudre 


V 


n+ 1 

p+ 1 


pj\p+l 


= 0 


Solution : On utilise les relations coefficients -racines. La somme des racines du polyndme vaut 


n+1 

p + 1 


et le produit 


pj\p+l 


. D’apres la formule d’additivite. 


n+1 
p+lj lp+1 


les deux racines sont 






n 'j 

Xi = 

U 

et 

= 

p+l] 


Exercice 8.32 O 

Soit xel et n e [\], Developper de deux fagons 

(l + x) 2n (l-x) 2n . 

Calculerle coefficient de x 2 " et en deduire une propriete des coefficients binomiaux. 
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Solution : On ecrit (x+ l) 2 ”(x- 1 ) 2n - (x 2 - \) 2n . En utilisant la formule du binome, le coefficient de x 2n vaut 

(— 1) " f j . Si on developpe (1 + x) 2n et (1 - x) 2 " avec le binome, on obtient qne : 


(l + x) 2n (l-x) 2n 



£ \ 

P=ol P 


i-l) p x p 


Le coefficient de x 2n dans ce produit s’ obtient en choisissant des produits de coefficients de x p par les coefficients de 
x k avec p + k - 2n. Par consequent. 


(- 1 )" 



E 

k+p=2n 




2 n 

= E(- 


k = 0 



2 


Exercice 8.33 W 

Soient n, meN avec m n. 
1. Verifier que 


n 


E 

k = 0 


2. Interpreter cette formule dans le triangle de Pascal. 


n + 1 
m+ 1 


Solution : 

1. On effectue une recurrence sur n. Si n- 0 alors m - 0 et comme 
Soit neN. Supposons que pour tout m e [0, nj , on a E^ =0 
m e [0, n 1 . On a : 


n+\ 

E 

k = 0 


m + 1 


n+ 1 
m + 1 


n+ 1 


[J - 1 la formule est verifiee au rang 0. 
. Prouvons la formule au rang n+ 1. Soit 


n+ 1 
m + 1 

n + 2 
m+ 1 


n+ 1 , 

d’apres Fhypothese de recuiTence 
d’apres la relation de Pascal 


Si m — n+1 alors la formule est trivialement vraie. On a done prouve que pour tout me [0, n + 1 J , 

Hu-n I 1 = 1 1 . Le resultat decoule alors du theoreme de recurrence, 

ym+lj 

2. On considere un le terme diagonale du triangle de Pascal a V intersection de la m+ i eme ligne et de la m + i eme 
colonne. II s’agit de ("J). On lui addidonne les k - 1 termes juste en dessous (k e Cette somme est egale au 
coefficient situe a P intersection dela m + 2 eme colonne et de la m+ k + 2 eme ligne, e’est-a-dire a ("El ')■ 


Exercice 8.34 O 

Calculer pour (p, q ) £ N 2 : 


tl-" 


Solution : On trouve en ecrivant les coefficients binomiaux a l’aide de factorielles 
lp+q\lp + q-k\ ( p+q)\ ( p + q)\lp 


p-k I ( p—k)\q\k\ p\q\ \k 


Done 


s =' P l %\ » 


p+q 


2 p 
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Pour une interpretation combinatoire simple de cette identite on compte de deux manieres differentes, le nombre de 

p + q 

fagons de choisir p etudiants parmi p+ q d’en peindre k en rouge et de peindre les autres p-k en vert. II y a' 

possibilites de choisir p etudiants parmi p+ q. Pour chaque choix, il y a 2 P repartition des colons. 

Maintenant on s’interesse aux etudiants peints en rouge. On commence par en choisir k (0 « H p) parmi p+ q ce 
I p+ q\ 

qui fait \ ^ \ choix. Ensuite on choisit les p-k etudiants peints en vert parmi les p+ q-k qui restent, ce qui fait 


p+ q - k 
p-k 


choix. En sommant on trouve le resultat. 


Exercice 8.35 

En udlisant la foncdon dehnie par 
calculer la somme 


f{x) = (1 + xf n + (1 - xf 


s -£<. 


Solution : En developpant avec le binome. 


/w = £| 2 ")[i + (-i)V=f(fU 


k = o \ ,v ; p 

En derivant, en multipliant par x et en re-derivant, on trouve 

1 2 n 


et done S n = [xf ']'[!) e’est-a-dire . 


=o [2pj 


[xf']\x) = 8^ p 

P= 1 \ Z P 


i/t) 


Exercice 8.36 W 


1. Pour tout neN*, etablir que : 

2n + 2\ 2n+l (2 n 

= 2x x 

n+1 J n + 1 I n 

2. Montrer que pour tout neN* : 

4 n+l 2n+\ 4" 

— ^ 2 x x 

2yfn + l n+1 2s/n 

3. Deduire grace a un raisonnement par recurrence que : 



4. De la meme fagon, montrer que pour tout neN* : 



4 » 

~yn 


5. On considere la suite (u n ) de terme general . 


= Montrer que ( u n ) converge et determiner sa Hmite. 


Solution : Soit neN*. 

, (2n+2\ _ i2n + 2)l 

^” +1 {{n + 1)!) 2 


[2n + 2) (2n + 1) (2 ri)\ 

( 77 + l ) 2 ( 7 i !) 2 


= 2x 


2?z+ 1 
77+1 
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2. On a : 


4 n+l 2n+l 4" 

— — = « 2x x 

2v/77TT W +1 2\/n 

2 2/7+1 1 

— ■ ^ X 

s/n + T n+ 1 1/77 

4 < [2n+ 1) 2 1 

« + 1 " (n+ l) 2 n 

4/7(/7 + 1) ^ ( 2n+ l) 2 
4// 2 +4 477 2 + 4/7+1 
0*S 1 


La derniere inegalite etant vraie, il en est de meme de la premiere. 

3. Effectuons, comme propose, une recurrence. La propriete est trivialement verifiee si n- 1. Soit ne N*. Supposons 

4 n 4 n+1 

que : ^— = s; ( Montrons que 1’ inegalite est encore vraie au rang n+ 1. II faut montrer que : 

Appliquant 1 ’hypothese de recurrence et les questions precedentes : 


f2n+2\ 
l n + 1 ) 


2n + 2) 2n + 1 (2 n\ 2n+\ 4 n 4 n+1 

rc+l] n + 1 [77] /7+1 2x/« 2\//i+ 1 


L’ inegalite est done verifie au rang n+ 1 et Ja propriete est prouvee par recurrence. 

4. Raisonnons a nouveau par recurrence. Au rang 1 V inegalite est trivialement verifiee. Soit n eN*. Supposons que 
4 n 4 n+l 

; —pi et montrons que ( 2 ' ! + +2 ) s; — — . En appliquant 1 ’hypothese de recurrence et le resultat de la premiere 


yn 

question, on a : 


II faut done montrer que : 2 : 


2/7 + 2 
n + 1 


= 2 x 


2n+l 1 2 n 


2/7+1 
n+ 1 


4" 

y?i 


n+ 1 

4)1+1 


<2x 


2n+ 1 
n+ 1 


4 n 

W 


—— s; On a ia serie d’ equivalences . 


2/7+1 4" 4” +1 

2 x x s; — — = 

n+ 1 ^/7I v / 7T+T 

/2/7+11 3 8/7 

V 77+ 1 j 77+ 1 
(2/7 + l) 3 877(77 + l) 2 

<=> 8/7 3 - 12/7 2 + 6/7+ 1 s; 8/7 3 + 16/7 2 + 8/7 

<=> 0 4/7 2 + 2/7- 1 


La derniere inegalite est vraie des que n n 1. II en est done de meme de la premiere et la propriete est prouvee par 
recurrence. 

5. On applique les resultats precedents et le theoreme des gendarmes, on en deduit que u n — - — * 0. 


8.5.6 Denombrement 

Exercice 8.37 S? 

Avec les chiffres 0, 1, 2, 3, 4, combien peut-on ecrire d’annees au-dela de 2000 en udlisant une seule fois le meme 
chiffre ? 


Solution : II y a deux cas possibles : 

- Si l’annee compte 4 chiffres, alors il faut choisir son premier chiffre dans Y ensemble [2,4] et les trois autres dans 
[0,4] en ne reprenant pas celui qui a de/a ete choisi en premier, ce qui fait 3 x A 3 possibilites. 

- Si l’annee en compte 5, le premier chiffre ne peut pas etre 0. Il y a done 4 possibilites pour le choisir. II y a A 2 
possibilites pour les 4 chiffres suivants. 


Le n ombre d’annees possibles est done 


3 x A4 + 4 x A4 
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Exercice 8.38 V 

Dans une course de 10 voitures, determiner le nombre de classements possibles dans les cas suivants : 

1 . Toutes les voitures sont arrivees et il n’y a pas d ’ex-aequo. 

2. Toutes les voitures sont arrivees et il y a exactement deux ex-aequo. 

3. Toutes les voitures sont arrivees et il y a deux ex-aequo a la premiere place (pas d’ex-aequo par ailleurs). 

4. Trois voitures ne sont pas arrivees et il n’y a pas d’ex-aequo. 

5. Trois voitures ne sont pas arrivees et il y a exactement deux ex-aequo 

Solution : 

1. 10! 

2. Il faut choisir les 2 ex-aequo ainsi que leur rang et classer les 8 autres voitures, ce qui donne Cf 0 x 9 x x8! 
classements possibles. 

3. Meme raisonnement que dans la question precedente si ce n ’est que le rang des ex-aequo est fixe. Il y a C 1 2 n x 8! 
classements possibles. 

4. Il faut choisir les 3 voitures qui ne sont pas arrivees et classer les 7 autres. Au total, cela fait Cf 0 x 7! classements 
possibles. 

5. On combine les raisonnements precedents. On trouve Cj 0 x C 2 x 6 x 5! classements possibles. 

Exercice 8.39 V 

Au bridge, les mains comptent 13 cartes prises dans unjeu de 52 cartes. Combien de mains comportent : 

1 . Un seul roi. 4. Les 4 rois 

2. Aucun roi 

3. Au moins un roi 5. Que des piques 


Solution : 

1 . On choisit le roi puis on choisit 12 cartes parmi 48, ce qui fait 4 x C] 8 mains possibles. 

2. Il faut choisir 13 cartes parmi 48, il y a C^ 8 possibilities. 

3. On choisit un roi puis 12 cartes parmi 51, ce qui fait 4 x mains possibles. 

4. Il faut completer la main par 9 cartes prises parmi 48, ce qui fait C® 8 possibilites. 

5. Il n’y a qu ’une main ne contenant que des piques. 

Exercice 8.40 V 

Au poker, on distribue des mains de 5 cartes provenant d'un jeu de 32 cartes. Determiner le nombre de mains qui 
comporte exactement : 


1. Exactement une paire (c’est-a-dire deux cartes de 
meme hauteur). 

2. Deux paires (mais pas un carre ni un brelan ). 

3. Un brelan (c ’est-a-dire trois cartes de meme hauteur 
mais pas un full). 


4. Un full (c ’est-a-dire un brelan et une paire). 

5. Un carre (c’est-a-dire cinq cartes de meme hauteur) 

6. Une couleur (c’est-a-dire quatre cartes du meme 
signe). 


Solution : 

1. Il y a 8 possibilites pour la hauteur de la paire et il faut choisir 2 cartes dans cette hauteur. Pour les 3 cartes 
manquantes, il faut les choisir en sorte de ne pas reformer de paire, c ’est-a-dire dans des hauteurs differentes et il 
faut choisir une couleur pour chacune des ces hauteurs. On trouve alors : 8 x C 2 x x 4 3 . 

2. Il faut choisir les hauteurs des 2 paires ce qui fait C 8 possibilites. On forme ensuite les deux paires. Il faut enhn 
choisir la cinquieme carte dans les 6 hauteurs restantes. Au total, il y a C 2 x C 2 x C 2 x 24 mains possibles. 

3. Pour former un brelan, on choisit une hauteur puis 3 cartes dans cette hauteur. On complete la main par 2 cartes 
prises dans les 7 hauteurs restantes mais dans des hauteurs differentes, ce qui correspond a C 2 x 4 2 possibilites. Il 
y alors 8 x c| x C 2 x 4 2 mains contenant des brelans. 

4. Il y a 8 x possibilites pour former le brelan. Pour la paire, on choisit une hauteur parmi les 7 restantes et on 
choisit deux couleurs parmi 4. Il y a done 8 x c| x 7 x C 2 full possibles. 

5. De maniere analogue, ily a 8 x 28 mains contenant un carre. 

6. On choisit une couleur puis 5 cartes dans cette couleur. Cela donne 4 x C 8 mains possibles. 
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Exercice 8.41 S? 

Soit un ensemble fini E de cardinal n > 0. Calculer la somme 


E ixi 

X€^(E) 


Solution : II y a I parties X c E de cardinal k. La somme cherchee vaut done 


s =£*Q-M:!l="£ 


n— 1 


o\ P 


n2 n 


Exercice 8.42 Q 

Soit n 3= 3. On considere un polygone convexe a n cotes. 

1. Determiner le nombre de diagonales joignant les sommets . 

2. Determiner le nombre d’ intersections cut re les diagonales si l’on suppose que 2 diagonales ne sont jamais 
paralleles et que 3 diagonales ne sont jamais concourantes. 


Solution : 

1. On se donne une diagonale du polygone des qu ’on se donne deux sommets non consecutifs. Le nombre de choix 
possibles est done (") — n= n[n-3)/2 diagonales (il faut enleverles n aretes ). 

2. On se donne une intersection des qu ’on choisit2 diagonales parmi les n(n-3)!2 du polygone ce qui fait ( n<n kj'' ]ri ) 
choix possibles. 


Exercice 8.43 W 

Soient E un ensemble fini de cardinal n et A une partie de E qui contient p elements (p^n). 

1. Quel est le nombre de parties a k elements de E contenant un et un seul element de A? 

2. Quel est le nombre de parties a k elements de E contenant au moins un element de A? 


Solution : 

1 . Soit P une telle partie. II y a p choix pour 1 ’element de A et ( , ?) choix pour les k - 1 autres elements de P, done 
le nombre recherche est p x ( n .^) ■ 

2. En s ’inspirant de la question precedente, le nombre de parties a k elements de E contenant au moins un element de 
A est egal au nombre de parties de A contenant exa dement un element de A, auquel on ajoute le nombre de parties 
de A contenant exactement 2 elements de A, .... On trouve au final : p x [ n ,^) + (?f) x (".”?) + (3) x ("--3) + ■ ■ ■ + (?) x 1- 
On peut aussi remarquer qu ’il y a exactement ( n J‘) partie de K a k elements ne contenant aucun element de A et 
le nombre chercheest (?) - ( ). On aprouve au passage la formule : Xf=i (rHfc-r) = (”) - (”7 P )- 


Exercice 8.44 

Montrer que pour tout p, q,n e N 


E 

k = 0 


Icl\n - k 


p + q 


Solution : Cherchons une interpretation combinatoire a cette somme. On considere deux ensembles disjoints E et F 

de cardinaux respectifs p et q. Soit n e N. On veut compter le nombre d ’ensembles a n elements qu ’on peut former en 
allant chercher les elements dans E et F. Cela revient a prendre des parties de H u F ii n elements. Il y en a On 

peut les former aussi ainsi. Pour tout k e [0, n \\ , on prend k elements dans E et n-k elements dans F, ce qui correspond 
a (j!) ( E) possibilites. On peut ainsi former au total XEo (?) ( ) parties de E u F et 1 ’egalite est prouvee. 


Exercice 8.45 

Soient n, p, k e N* tels que p k ^ n. Denombrez les parties a p+ 1 elements de l’intervalle entier [| 1, . . . ,n+ 1|] dont 
le plus grand element est k+ 1. En deduire la valeur de la somme : 


Voir 1 ’exercice 8.33 pour une preuve de cette formule par recurrence. 


E 

k=p 
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Solution : Le plus grand element etant fixe, 11 suffit de choisir p elements dans l’intervalle [1, k\\ . II y a pour cela (£) 
possibilites. Sil’on considere une pardeX quelconque de Vintervalle [l,77+l],ap+l elements, son plus grand element 
k est compris entre p+ 1 et n+ 1. On peut alors faire un partage des parties a p+ 1 elements en classes Cp+i,...C„ 
disjointes, ou (' 4 - designe V ensemble des parties de [1, n + 1] dont le plus grand element vaut k. Done d’apres le lemme 
des bergers, le cardinal de 1 ’ensemble des parties a p + 1 elements vaut : 


ICp+i ! + ••• + 1 C/ 2 + 1 1 


Mais on sait egalement qu ’il y a j) parties a p + 1 elements dans [1, n + 1] . Par consequent : 



= i 

k= p 


Exercice 8.46 00 

Montrerque Vn>0, V( j, k) £ M 2 tels que 0 j + k ^ n. 



n 1| n-j 
j 


On donnera une demonstration par le calcul et une demonstration combinatoire. 


Solution : 

1. Par le calcul, comme 

( n\ln-j\ n\ I n ) n - 

7 j V k j j\k\{n-j-k)\ Ct \j + k) [j + k)\[n- j - k ) !’ 

il suffit de demontrer que j\k\ ^ ( j + A;)!, ce qui est vrai, car Ij + 1 ) (7 +2) . .. [j + k) & 1 x 2 x ■ ■■ x k. 

2. Prouvons l’inegalite par une demonstration combinatoire. Soit A une parde de cardinal j + k de [1, n\\ . On lui 
associe le couple (Ai, A2) de parties suivantes. A\ est la parde formee des j plus pedts elements de A. Si (’> est le 
plus grand element de A 1 et si B est P ensemble des 1c elements suivants de A alors A2 est donne par : 

A 2 = {a - (3 | a e B} . 

II est clair que Be [l, n- j\. On peut done dednir P application 

I P n,j+k * Pn,j x Pn-j,k 

A ~ (a/,A 2 ) 

ou P n ,j+k designe Pensemble des parties de [1 ,n\ de cardinal j + k, P n j l’ensemble des parties de \\, n || de 
cardinal j et P n -j.k Pensemble des parties de [1, nj \ 

Cette application cp est injective, par construction de (A|,A 2 ) et done \P n ,j+k\ A |P n ,y||P n -;,jtl d’ou l’inegalite 
souhaitee. 


Exercice 8.47 OO 

Soit n G N*. Determinez le nombre de surjections de l’intervalle d’enders [1, n + 1] vers P intervalle d’enders [!,«]. 


Solution : Soit une surjection f : [1, n + 1J [1, /z||. Exactement deux elements ri\ et « 2 doivent avoir la meme image 
k par f. 11 y a 1 ) choix possibles pour ces deux elements, et n choix possibles pour k. Ensuite, la restriction de 
f de \\,n + 1J \ {n\,ri 2 \ '-*• [1,7?] \ { k } est une bijecdon et il y en a In - 1)!. Le nombre total de surjections est done 

("+>(77-1)! = 


77 ( 77 + 1)! 
2 


Exercice 8.48 W 

Pour tout neN*, on note a n le nombre d’enders k £ [1, 77 ] divisibles a la fois par 3 et par 4. Calculer a n et trouver un 
equivalent de ci n lorsque n — > • + 00 . 
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Solution : Soit p e [ 1 , n] divisible par 3 et 4. Alors p - 2 2a 3 b c ou a, b, c n 1. Par consequent p = 1 x d et done 
p est divisible par 12. Reciproquement, un entier divisible par 12 est divisible par 3 et 4. a n est done le nombre d 'entiers 
p = 12 A: a vec k 3= 1 avec p e [1, n\. Mais 


Is: I2fcss n^l«fc^E(— ) 
12 


On a done 


a n = E(#) 


Puisque j- a n + 1 


n—*+oo 12 


1 s; s: 1 + d ’apres le theoreme des gendarmes, 


12a„ 

n n— *+oo 


1 et done 


Exercice 8.49 

Soit E un ensemble fini de cardinal n e N. Denombrer les couples (X,Y) e PA{ E) 2 verifiant 

XnY= 0 


Solution: Soit p e [0, n\ et soit X e PAiE) fixe de cardinal p. II y a 2 n p parties Y e 3? (E) verifiantXn Y- 0. Comme 
il y a (”) parties X de cardinal p, il y a done 


IXr 


couples (X, Y) de parties disjointes, c ’est-a-dire \ 3 n \. 


Exercice 8.50 W 

Soit E un ensemble fini de cardinal neN. Denombrer les couples (X, Y) e PA [Vi) 2 verifiant 

XcY 


Solution : Fixons X de cardinal p e [0, n\\ . Se donner une partie Y e PA(V) telle queX cY revient a se donner la partie 
Y \ X. Il y a 2 n ~ p choix possibles pour Y. Comme il y a (”) parties X de cardinal p, il y a done 



couples (X,Y) teis que XcY. 


Exercice 8.51 W 

Soit E un ensemble fini de cardinal neN. Montrer qu ’il y a autant de parties X e PA{V) de cardinal pair que de parties 
de E de cardinal impair. 


Solution : On demontre ce resultat parle calcul en remarquant que (voir V exercice 8.28) 


E 

p=o,ppair 


I n 


= 2 


E 

P=o.p impair 


= 2 


Montrons ce resultat de fagon combinatoire. Considerons un element a e H et introduisons P application 


( &(E) 

i x 


PA (E) 

Jxu {a} si a &X . 

|X\ {a} si a eX 


On verifie facilement que f est involutive, c’ est-a-dire que f o f - id. Done f est bijective. Il est de plus clair que f 
envoie une partie de cardinal pair de E sur une partie de E de cardinal impair. Il y a done autant de parties de E de 
cardinal pair que de parties de E de cardinal impair. 


Exercice 8.52 W 

Soit E un ensemble fini de cardinal n S 3 et ( a,b ) e E 2 . Soit 2? /?S n. Denombrer les parties de E ii p elements 
contenant a et b, contenant a uniquement, b uniquement, ni a ni b. En deduire une relation sur les coefficients 
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binomiaux. Re-demontrer cette relation parle calcul : 


n — 2 
P-2 


+ 2 


n- 2 
P~ 1 


n — 2 
P 


Solution : Choisir une partie de H a p elements con tenant a et b revient a choisir p - 2 elements parmi n - 2. II y a 
done (”“ 2 ) choix possibles. De la rneme fagon, il y a (” choix possibles pour une partie de E a p elements contenant 
a et pas b (ou contenant b et pas a ). Et il y a [ n ~ 2 ) choix possibles pour une partie de E a p elements ne contenant ni a 
ni b. 

Il y a par ailleurs (”) choix possibles pour une partie de E a p elements. Mais pour choisir une partie de H a p elements, 
on peut choisir une partie : 

- contenant a et b 

- ou alors une partie de E contenant a et pas b 

- ou alors une partie de E contenant b et pas a 

- ou alors une partie de E ne contenant ni a ni b 

ce qui amene :(”) = (”“ 2 ) + 2(”lj) + ( ,! ~ 2 ). Prouvons cette egalite parle calcul : 


n — 2 
P~2 


+ 2 


n-2 
P~ 1 


n-2 

P 


(n-2)! (71- 2 )! (ti- 2 )! 

[p-2)![n- p)\ [p-\)\[n- p-\)\ p\[n- p-2)\ 

p[p-l)[p-2)\ + 2p[n- p)(n-2)\ + [n- p)[n- p-\)(n-2)\ 
p\[n-p)\ 

[n 2 - n) (tj-2 )! 
p\[n-p)\ 


Exercice 8.53 

Montrer que pour 1 < p < n. 


Retrouver ce resultat de fagon combinatoire. 


An - pA 


P -1 
n — 1 


+ A 


P 

n - 1 


Solution : 


Parle calcul, en utilisant que h p n 



et l’additivite des coefficients binomiaux : 


pK-I+K-i^pIp-^p^ + p 1 


72-1 

P~ 1 


= P'- 


- A„. 


De fagon combinatoire : A 1 ’, est le nombre d’injecdons de l p - [[1, /j|| vers l n - [| 1 , 72 ]]. On partitionne les injections en 
deux ensembles : 

A, ={/£ Sdp.In) I 72 £ /(Ip)} et A 2 = {/ £ J?(I p ,I„) | 72 ^/(I p )} 

On montre que A2 = (l p> I„_i) et done que IA2I = A^_ r On partitionne ensuite Ai en classes B p = \ f £ A 1 | f(k ) = 72} 

disjointes ou Ice [l, p] . On montre que B/ c = , l „- 1 ) et done que (Bp = A f ’ [ . Comme il y a p classes B^, il vient 

tj | 

d’apres le lemme des bergers que |Ai| = pA x d'oii le resultat. 


Exercice 8.54 VW 

Soient p,neN* tels que p A n. Determinez le nombre d’ applications de [1, 72 ] vers [l, p ] telles que /( 1) = 1 et 

Vi £ [1,72- 11 , /(/) ^ f(i + 1) « /(i) + 1 


Solution : Denombrons d’abord le nombre de telles applications avec f(ri) — k. Puisque f(ri) A n, il faut que k n 
pour qu’il en existe une. Une telle application est entierement determinee en se donnant les entiers i e [ 1 , 72] tels que 
f(i ) < f(i + 1), e’est-a-dire les entiers en lesquels la fonction change de valeur. Comme f(n ) = k, il y a exactement k 
« sauts », c ’est-a-dire k changements de valeur. Choisir une telle fonction revient alors a choisir ces k entiers dans [1, 72 ] 
et il y a ( ") choix possibles. Le nombre cherche vaut done : 


E 


k=l 


l 
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Exercice 8.55 

Soit E un ensemble fini de cardinal n eN*. Calculer 


E IXuYI 

(X.YJea 8 ® 2 


Solution : Soit k e [0, n || . Determinons le nombre de paires (X, Y) telles que |X u Y| = k. II y a (£) choix possibles pour 
1 ’ensemble X u Y. line fois Z- (X u Y) fixe, il y a (^) choix possibles pour la partie XcZ de cardinal fixe p e [0, k \\ . 

Une fois la partie X fixee, la partie Y doit contenir Z \ X. II y a autant de parties Y possibles que de choix de parties de X, 
c’est-a-dire 2 P . 


Au total, il y a T.p =0 [p)^ P ~ choix possibles pour le couple (X, Y) tel que XuY = Z. 

La somme cherchee vaut done 


s = X > 

k=0 


3 n x 4 n ~ 1 


Exercice 8.56 

Soient n,p,k e l\l. On considere un quadrillage a coordonnees entieres et A - (0, n). B = ( p, k) deux points de ce 
quadrillage. Determiner le nombre de trajets de A vers B avec reflexion sur 1 ’axe {Ox), c ’est-a-dire que : 

1 . pour aller de A vers 1 ’axe (Ox) , on peut avancer d’un cran vers la droite ou d’un cran vers le bas. 

2. Pour aller de 1 ’axe (Ox) vers B, on peut avancer d’un cran vers le haut ou d’un cran vers la droite. 


Solution : Soit i e [0, p\ . Pour aller de A vers vers le point de coordonnees (2,0), il faut descendre n fois et avancer i 
fois vers la droite et done au total parcourir n + i segments. Un tel chemin est entierement determine des qu ’on a choisi 
les i segments horizontaux. Le nombre de trajets de A vers (2,0) vaut done ("T'J . Pour aller ensuite de (0, i) a B, il y a 
[ P+ k~ *) chemins. Et done pour aller de A vers B , il y a 


p 

n + i\ 

[p+k - i\ 

E 

i = 0 

< ) 

( * ) 


chemins possibles. 


Exercice 8.57 

On considere un echiquier de 8x8 cases. 

1 . De combien de faqons peut-on disposer 8 tours sur 1 ’echiquier sans qu ’elles soient en prise ? 

2. Si 1 ’on a place les 8 tours ainsi, montrer qu ’il y a un nombre pair de tours placees sur des cases blanches. 


Solution : 

1. Il est clair que chaque colonne de P echiquier doit contenir une et une seule tour. Une configuration des tours 
correspond alors a une application de f : [1,8] — ► [1,8]. Soit i e [1,8]. Notons f[i) la rangee ou est placee la tour 
de la colonne i. L’hypothese que les tours ne soient pas en prise se traduit en disant que f est bijective. Il y done 
| 8! | placements possibles. 

2. Remarquons que si on permute des lignes sur 1’ echiquier, si les tours ne sont pas en prises au depart, elles ne 
sont pas en prises a pres ces permutations (les tours restent solidaires de leur ligne) . Il se produit la meme chose 
si on permute des colonnes. Par de telles permutations, on peut arriver a disposer les tours sur la diagonale 
de 1’ echiquier. Chaque tourreste evidemment sur une case de la meme couleur que celle de depart. Remarquons 
qu ’apres permutations de lignes ou de colonnes, le nombre de case de couleur blanche sur la diagonale est toujours 
pair. Par suite, si aucune tour n ’est en prise au depart, elles sont necessairement en nombre pair a etre sur des cases 
blanches. 
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Chapitre 


Corps [R des nombres reels 


Le reel, c’est quand on se cogne. 

Jacques Lacan. 

Pour bien aborder ce chapitre 

Les mathematiciens de l’antiquite pensent pouvoir mesurer n’importe quelle grandeur comme un quotient de deux entiers, 
c’est-a-dire comme un rationnel. Les pythagoriciens vont meme plus loin en affirmant que « tout est nombre », c’est a dire 
que chaque chose peut s’exprimer comme un entier ou un quotient de nombres entiers. 11s ne se releveront jamais de la 
decouverte qu’ils feront que la diagonale d’un carre de cote 1 est incommensurable (voir la proposition 9.1). 

Plus recemment, au 17 e siecle, des mathematiciens comme Mercator, Gregory, Leibniz ou les freres Bernoulli decouvrent 
que certaines sommes infinies admettent des limites qui ne sont pas rationnelles. C’est le cas par exemple de la serie de 
Mercator qui converge vers In 2 1 : 


Toujours au 17 e , Newton et Leibniz inventent le calcul infinitesimal, qu’on appelle maintenant 1’ analyse. Leur construction 
cependant manque de rigueur et le formalisme qu’ils emploient est tres complique car ils ne disposent que des fractions 
pour parler des infiniment petits et la notion de limite est loin d’etre formalisee. 

II faut attendre le 19 e siecle pour que, grace a Cauchy, cette notion commence a etre bien comprise et ce n’est que 
vers la seconde moitie de ce siecle que les premieres constructions des nombres reels apparaissent. On les doit aux 
mathematiciens Cantor, Meray et Dedekind. 

L’adjectif « reel »apparait pour la premiere fois au 17 e siecle sous la plume de Descartes comme un retronyme au terme 
« imaginaire »qui qualifie des nombres dont le carre est negatif (voir l’introduction du chapitre 1). C’est Georg Cantor qui 
introduisit en 1883 le terme de nombre reel. 

Le cceur de ce premier chapitre d’ analyse de la seconde periode. est constitue de l’axiome de la borne superieure duquel 
decouleront des theoremes fondamentaux en analyse (propriete d’ Archimede, theoreme de la limite monotone, construc- 
tion de F integrate . . .) 

Un des enjeux de cette seconde periode est F apprentissage de la demonstration. II est vivement conseille de consulter 
dans un premier temps 1’ annexe A. On y apprendra a utiliser les quantificateurs ainsi que des rudiments de theorie des 
ensembles qui seront utilises en permanence. 

9.1 Introduction 

Proposition 9.1 

Le nombre \fl ne peut s’ecrire comme quotient de deux entiers. 

Demonstration Remarquons tout d’abord que le carre d’un nombre pair est un nombre pair. De meme, le carre d’un nombre 
impair est un nombre impair. Autrement dit, un nombre entier est pair si et seulement si son carre est pair. 

Supposons qu'il existe deux entiers non nuls p et q tels que \f2 = plq. On peut supposer que la fraction pi q est irreductible. On 
a done 2 = p 2 1 q 2 ou encore p 2 = 2 q 2 . Necessairement 2 divise p 2 . Ceci n’est possible, d’apres ce qu'on vient d’expliquer, que si 
2 divise p. 11 existe done p' eN tel que p = 2 p' et alors 4 p' 2 = 2 q 2 ou encore 2 p' 2 = q 2 . On peut alors afbrmer de la meme fagon 
que precedemment que 2 divise q 2 et done que 2 divise q. L’ entier 2 est done un diviseur commun a p et q ce qui vient contredire 
le fait que la fraction plq est irreductible. La proposition est ainsi prouvee par 1 ’absurde. 

1. Voir l’exercice 13.100 page 586 
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Remarque 9.1 II existe done des nombres irrationnels. L’ ensemble Q ne contient pas tous les nombres, d’ou la necessite 
d’introduire un nouvel ensemble R de nombres, les reels. 


9.2 Le corps 


Bio 7 

Mathematicien Allemand. Les parents de Georg Cantor appartenaient a un mi- 
lieu aise, tant financierement qu’intellectuellement. Son pere etait homme d’af- 
faire et sa mere etait issue d’une famille de musicien. II jouait du violon de 
maniere remarquable. II re£ut une excellente education et se montra tres tot doue 
en particulier pour les activites manuels. Mais son pere reve qu’il devienne in- 
genieur aussi il part faire ses etudes superieures a Berlin. II obtient son doctorat 
de mathematiques en 1867. 

Les premiers travaux qu’il mene apres sa these lui sont suggeres par Heine. Ils 
concernent l’unicite de la decomposition d’une fonction periodique d’une vari- 
able reelle comme serie de fonctions trigonometriques (les fameuses series de 
Fourier que vous decouvrirez en deuxieme annee). II parvient a prouver cette 
propriete pour les fonctions continues alors qu’elle echappait a des mathemati- 
ciens de la classe de Lejeune Dirichlet, Lipschitz, Riemann et Heine lui-meme. 

Afin de resoudre ce probleme, il est amene a definir et etudier l’ensemble des 
points de discontinuity de ces fonctions. C’est alors qu’il commence a etudier 
des ensembles de cardinal infini et cela le conduit en 1872 a definir rigoureuse- 
ment ce qu’est un nombre reel. 

Il est le premier a comprendre que F ensemble des reels R n’est pas denombrable, autrement dit qu’il n’ existe pas de 
bijection entre N et R. Il y a beaucoup plus de reels que d’entiers et tous les ensembles infinis n’ont pas le meme 
nombre d’elements ... 

Ces decouvertes soulevent evidemment des contestations, en particulier celles de Poincare et Kronecker. Ce dernier 
n’hesita pas a bloquer non seulement les articles de Cantor mais aussi sa carriere. 

Cantor est frappe de sa premiere depression en 1884. Les attaques de Kronecker a son sujet n’y sont surement pas 
etrangeres. Il ne retrouva plus alors sa puissance intellectuelle. En 1899 il perd son plus jeune fils et commence a 
souffrir de depression chronique et de schizophrenic. Il est affecte a un poste administratif le dispensant de cours. Il 
prend sa retraite en 1913 et meurt dans la pauvrete en 1918. 



des reels 


Georg Cantor, ne le 3 mars 1845 Saint-Petersbourg , mort le 6 janvier 1918 a Halle 


Proposition 9.2 (R, +) est un groupe coinmutatif. 

L’ addition dans R verifie les proprietes suivantes : 

• Elle est associative : \/x,y,z e R, (x + y) + z = x + [y + z). 

• Elle possede un element neutre 0 : VreR, x + 0-0 + x-x. 

• Chaque reel possede un oppose :VjceR, 3yeR: x + y - y+ x- 0. Le nombre y oppose a x est note —x. 

• Elle est commutative :Vx, yeR, x+ y - y + x. 

Pour resumer ces 4 proprietes, on dit que (R, +) est un groupe commutatif. 


Proposition 9.3 (R*, x) est un groupe commutatif. 

La multiplication dans R verifie les proprietes suivantes : 

• Elle est associative : Vx,y, z eR*, (x x y) x z — x x (y x z). 

• Elle possede un element neutre 1 : Vx e R*, xxl = lxx = x. 

• Chaque reel possede un inverse : Vx e R*, 3y e R* : x x y = y x x = 1. Le nombre y, inverse de x est note x -1 ou 
encore 1/x. 

• Elle est commutative : Vx, y e R* , x x y - y x x. 

Pour resumer ces quatre proprietes, on dit que (R*, x) est un groupe commutatif. 


Proposition 9.4 (R, +, x) est un corps. 

La multiplication dans R est distributive relativement a F addition : Vx,y, z e R, xx(y + z) = ixy+xxz. Pour resumer 
toutes ces proprietes, on dit que (R, +, x) est un corps. 


Dans la suite, nous noterons xy a la place de x x y. 
Considerons sur R la relation d’ordre usuelle . 
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Proposition 9.5 (R, +, .) est un corps totalement ordonne. 

• La relation d’ordre s; est totale : Vx,y e R, x=Sy ou y=Sx 

• La relation d’ordre ^ est compatible avec P addition : Vx,y,z e R, x=Sy ==> x+z« y+z 

• La relation d’ordre ^ est compatible avec la multiplication :Vx, yER, x^O et y=sO => xys=0. 
Pour resumer toutes ces proprietes, on dit que (R, +, x, est un corps totalement ordonne. 


| Remarque 9.2 (Q, +, x , ^ ) est aussi un corps totalement ordonne. 


9.3 Valeur absolue 


Definition 9. 1 Valeur absolue 

Soit x e R. On definit la valeur absolue de x comme etant le nombre reel positif, note |x| donne par : 

[ x si x 3= 0 

1*1 H ■ „ 

I -x si x < 0 


Notation 9.1 Si x,y e R, on note max(x,y) le plus grand de ces deux nombres. 


Proposition 9.6 
Soient x,y e R et r e R* . On a : 

1. |x| = max(x, -x) 6. 

2. |x| 5= 0 

7 

3. |x| = 0 x = 0 

4. | y — x| r <=3- x- r y^ x+ r 

5. |xy| = |x| \y\, |-x| = |x| 8 - 

Les deux dernieres inegalites sont appelees inegalites triangulaires et sont fondamentales en analyse. 


n/x 2 = |x| 

1 w-M H*+y| | 


Demonstration 

1 II suffit d’etudier les cas x S 0 et x < 0. 

4 Puisque \y-x\ S r, d’apres (1), y- x *£ r et x-y =£ r d’ou l’encadrement souhaite. 

7 Utilisons les proprietes (1). (5) et (6), |x+y| = \J (x + y) 2 = x 2 + 2xy+ y 2 S \j\x\ 2 + |y| 2 +2|x||y| = yf (|x| + ]y|) 2 = |x| + |y|. 
On remarque qu’il y a egalite dans cette majoration si et settlement si xy = |xy|, c’est-a-dire lorsque x et y sont de meme 
signe. 

8 Utilisons (7) et (5) : \x\ = \x + y + (-y)l ^ |x + y| + |-y| = |x + y| + |y|. Par consequent, \x\-\y\ ^\x + y\. En inversant le role 
de x et y, on obtient egalement |y| - \x\ S |x + y| d’ou Gna lement (d'apres (1)), | |x| - |y|| S |x + y|. 

Les autres preuves sont laissees en exercice. 


Proposition 9.7 

Pour tout reel x, en notant x + = max{x,0} et x~ - max{-x,0}, on a : 

• |x| = x + + x • x + = — (|x| + x) 

• X = x + - x~ ^ 

• X" = — (|x| — x) 


Demonstration 

• Si x^ 0 alors \x\ = x, x + = x et x~ = 0. 

• Si x < 0 alors \x\ = -x, x + = 0 et x~ = -x. 

Dans les deux cas, il est clair que \x\ = x + + x~ et que x = x + - x~ . En additionnant et soustrayant ces deux relations, on obtient les 
deux dernieres. 


Definition 9.2 Distance entre deux reels 

Soit (x,y) un couple de reels. On appelle distance de x a y la quantite, notee d (x, y) et donnee par : d(x, y) = |x — y|. 
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9.4 Majorant, minorant, borne superieure 


Definition 9.3 Plus grand element, plus petit element 

Soit A une partie de R (ou de Q) et un reel a. On dit que a est : 

• le plus grand element de A si et seulement si a e A et Vx e A, x sS a. 

• le plus petit element de A si et seulement si a e A et Vx e A, a x. 

S’il existe, le plus grand element de A est unique. Nous le noterons max (A). De meme, s’il existe, le plus petit element 
de A est unique et nous le noterons min (A). 


Demonstration Supposons que a et a' soient deux plus grands elements de A. Comme a est un plus grand element de A et que 
a' e A. on doit avoir a ' ^ a. De fagon symetrique, on a aussi a' a. II s’ensuit que a= a 1 . 

Exemple 9.2 

- N, Q, R n’ont pas de plus grand element. 

- I\l possede un plus petit element (0) mais pas Q ni R. 

- [0, 1] possede un plus grand et un plus petit element. 

- ]0, 1[ ne possede ni de plus grand ni de plus petit element. 

- X = {x e Q | x 2 2} ne possede pas de plus grand element dans Q mais il en possede un dans R qui vaut y2. 


Definition 9.4 Majorant, minorant 

Soit A une partie de R (ou de Q) et soit a e R. On dit que a est 

• un majorant de A si et seulement si Vx e A, x^a. 

• un minorant de A si et seulement si Vx e A, asx. 


Remarque 9.3 Un majorant n’est pas unique. Le plus grand element d’une partie, s’il existe, est un majorant de la 
partie qui, de plus, appartient a cette partie. 

Exemple 9.3 

- La partie [0, 1] possede par exemple comme majorants 2 et 3 et comme minorants - 1 et 0. 

- La partie X = {x e Q | x 2 « 2} admet par exemple 5 comme majorant. 


Definition 9.5 Borne superieure 

Soit A une partie de R (ou de Q) 

• La borne superieure de A est, si elle existe, le plus petit element de F ensemble des majorants de A. On la note sup (A). 

• La borne inferieure de A est, si elle existe, le plus grand element de F ensemble des minorants de A. On la note inf (A). 


Exemple 9.4 

- 0 est la borne inferieure de [0, 1] ou de ] 0, 1 [. 

- 1 est la borne superieure de [0, 1] ou de ] 0, 1 [. 

- X = {x e <Q> | x 2 2} ne possede pas de borne superieure dans Q. X possede une borne superieure dans R qui vaut \/2. 


Proposition 9.8 Unicite de la borne superieure 

Si une partie A de R possede une borne superieure alors celle-ci est unique. 

Demonstration Nous avons montre que le plus petit element d’un ensemble (ici les majorants de A) etait unique. 

| Axiome de la borne superieure | 

Toute partie |jionvid^ et |jiiajoreeJ de R possede une borne superieure. 


Remarque 9.4 Cette propriete distingue R de Q. En effet, la partie X = {x e <Q> | x 2 < 2} n’admet pas de borne superieure 
dans <Q>. 


Theoreme9.9 W9 Caracterisation de la borne superieure 

Soient X une partie de R et a un nombre reel. II y a equivalence entre : 

1 a est la borne superieure de X. 

2 et 
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FIGURE 9.1 - Caracterisation de la borne superieure 


Demonstration 

h Supposons que a est la borne superieure de X. Par definition de celle ci, a est un majorant de X et la premiere affirmation de 
(2) est prouvee. Soit e > 0, si a - e etait un majorant de X, on aurait a?S a-e ce qui est faux. Puisque a - e n ’est pas un majorant 
de X, il existe xeX tel que a - e < x. 

E Supposons maintenant que (2) est vraie et montrons que a est la borne superieure de X. II est clair que a est un majorant de X. 
II faut montrer que c 'est le plus petit des majorants de X. Supposons que ce ne soit pas le cas. II existe alors un reel a' qui majore 
X et qui est plus petit que a. On a done : 

VxeX, isa'<d 

Posons e = a - a' > 0. En a ppliquant (2) , on peut affirmer qu 'il existe un element xeXtel que x e ] a - e, a] = ] a', a] . Mais alors 
a 1 < x et a ’ ne peut etre un majorant de X ce qui prouve la seconde implication par l’absurde. 

Remarque 9.5 Une erreur commise frequemment dans la demonstration precedente : le reel a-e n’appartient 
pas necessairement a la partie A. Si Ton considere la partie A= [0, 1 [n (R \ 0), elle possede une borne superieure 
sup A = 1 et pour tout entier non nul n, avec e = 1 In, 1 - e £ A. Cette erreur provient du fait que Ton fait 
souvent des dessins avec des parties A qui sont des intervalles ouverts lorsqu’on raisonne sur les proprietes de 
la borne superieure. Multimedia : representer une partie A "a trous", faire glisser a— e 
et colorer un point xeA tel que supA-e^ x=S supA. 

Il est conseille de lire Fappendice C.3 page 1201 ou Ton etudie une technique classique pour manipuler les bornes 
superieures. 


9.5 Droite numerique achevee U 


Definition 9.6 Droite numerique achevee 

On appelle droite numerique achevee 1’ ensemble, note R obtenu en ajoutant deux elements a R : R = R u {-oo, +oo} 


Notation 9.5 On prolonge la relation d’ordre s; sur R en posant : 

VxeR, jcsS+oo et -oossx 


| Remarque 9.6 R possede un plus grand element : +oo et un plus petit element : -oo. 

s A Notation 9.6 Si X est une partie non vide de R, par convention, on pose : 

• supX = +oo si X n’est pas une partie majoree de IR. 

• infX = -oo si X n’est pas une partie minoree de R. 

Avec ces notations, on a : 


Proposition 9.10 

Toute partie non vide de R possede une borne superieure et une borne inferieure. 

Demonstration Soit X une partie non vide de R. Si supX +oo alors X est une partie majoree de IR et lui appliquant la propriete 
de la borne superieure, elle possede une borne superieure. Si supX = +oo alors la borne superieure de X est +oo. 

On prolonge de meme a R les operations sur R : 

A Notation 9. 7 

La somme, le produit et le quotient de deux reels etendus sont definis d’apres les tables suivantes. Une case noire corre- 
spond a une forme indeterminee. 


x + y 

-oo 

ye R 

+oo | 

-oo 

-oo 

-oo 

+oo 

x e R 

-oo 

x+y 

+oo 


+oo 

+oo 
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0 

1 

0 

D 
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xe R* 

— oo 

xy 

m 

xy 


+oo 

— oo 

-oo | 

+oo 



1 i_l 

iBa 


lisa 

-oo 

I HI 

+oo 
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0 
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9.6 Intervalles de U 


Definition 9.7 Segment 

Soient a et b deux reels. On appelle segment [a, b] F ensemble des reels compris, au sens large, entre a et b : 

- Si a < b, [a, b] — {t e R | a t ^ b). 

- Si a — b, [a, a] = {a}. 

- Si b < a, [a, b] — {t e R | b t ^ a}. 


Definition 9.8 Intervalle 

Soit I une partie de R. On dit que I est un intervalle de R si et seulement si Vx, y £ I, [x, y] c I. 


Proposition 9.11 Caracterisation des intervalles de R 

Soit I une partie de R. II y a equivalence entre : 

1 I est un intervalle de R. 

2 Vx,y£l, Vfe[0, 1], (l-f)x+fyel 


| Remarque 9 . 7 Nous verrons plus tard que cela signifie que les intervalles de R sont les parties convexes. 


Demonstration 

a Supposons que I est un intervalle de R. Soient x, y e I tels que y> x et soit t e [0, 1] . Posons z = (1 - t) x + fy. Montrons que 
z el. On a : 

z-x = (l-t)x+ty-x = f(y-x) SO 


Par consequent z & x. De meme : 

y-z = y- (1 - t) x- ty = (1 - 1) (y-x) > 0 

done y? z. Ceci prouve que rSzSyel que z e [x, y] . Comme I est un intervalle, z £ I. 

E Supposons que (2) est vraie et montrons que I est un intervalle. Soient x,ye 1. II faut montrer que : [x,y] c 1. Si x = y alors 
[ x,y ] = \x] et il est clair que x e I. Si x y, on peut supposer x < y. Considerons z £ [x,y]. On a : x S z S y. Posons 

t = . II est clair que t e [0, 1] et que 

y-x 

z = (1 - t) x+ ty. 

Par consequent zel. Ceci etant vrai pour tout z e [x,y] on peut affirmer que [ x,y ] e 1. 


Proposition 9.12 



\ 

Les intervalles de R sont de la forme : 




• R 

• ]-oo, b[ = {x e R | x < b] 

• ] a, b] = {x e R | a < x ^ b] 


• [a,+oo[={xER| a<x} 

• [a, b] - {x e R | a =S x ^ b] 

• }a,a[-0 


• ]a, +oo[ = {x e R | a < x} 

• ]a, b[ — {x e R | a < x < b] 



• ] -oo, b] = {x e R | x ^ b] 

• [fl,fo[={xeH| a^x<i)| 



ou a, b e R 





Demonstration Admis... 


9.7 Propriety d’Archimede 
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Demonstration Supposons que la propriety d’Archimede ne soitpas vraie. Celle ci sera prouvee si on aboutit a une contradiction. 
Alors il existe x e R* et y e IR tels que Vn e N, nx< y. Dehnissons la partie de R suivante : srf = [nx | neN). Elle est non vide et 
majoree par y. D’apres l’axiome de la borne superieure, si possede une borne superieure beR. En particulier : Vn e N, nx a 
ce qui s ’ecrit a ussi Vn e N, (n + 1) x ^ a. On en deduit que Vn e N , nx^S a- x. Mais alors a-x est un majorant de si et comme 
x > 0, a-x < a. Le reel an’ est done pas le plus petit des majorants de si ce qui est en contradiction a vec le fait que ce soit la borne 
superieure de si . 


9.8 Partie entiere 


Proposition 9. 14 OOO Partie entiere d’un reel 
Soit x e R. II existe un unique entier relatif p tel que : 


p ^ x < p + 1 


Cet entier est appele la partie entiere de x et est note [x] ou E (x) 


Demonstr ation Soit x e R. 

| Analyse | Supposons qu'un tel entier relatif p existe alors p estle plus grand element de V ensemble si = {n e Z | n«i). Recipro- 
quement. si p est le plus grand element de cet ensemble, il verifie p x < p + let e’est la partie entiere de x. 

| Synthese | Montrons que la partie entiere p de x existe. Cela revient a montrer que 1’ ensemble si possede un plus grand element. 
On a : 

• / 0 : en effet, si x est positif ou nul alors OS r et done 0 e si . Sinon, si x est strictement negatif alors -x £ BS* . En 
appliquant la propriety d’Archimede aY = -x etX= 1, on peut af firmer qu' il existe N e N tel que N.X & Y e’est-a-dire tel que 
N.l -x ou x> -N. On a done -N e si. 

• L’ensemble s^i est majore par x et il existe, d’apres la propriete d’Archimede un entier plus grand que x. Par consequent a est 
une partie majoree de Z. 

Nous verrons plus tard qu’un axiome des entiers permet d' affirmer que si possede un plus grand element. 


x 

E (x) E (x) + 1 

Figure 9.2 - Partie entiere d’un reel 


Remarque 9.8 Les deux majorations suivantes sont souvent utiles dans les exercices : 


Vx e R, E (x) ^ x < E (x) + 1 et x-l<E(x)Sx 


9.9 Densite de Q dans U 


Definition 9.9 Partie dense 

Soit A une partie de IK. On dit que A est dense dans IK si et seulement si : 

Vx El, Ve > 0, 3a e A tel que [x- a\ ^ e 


I Remarque 9.9 Une partie A de R est dense dans R si on peut approche tout reel aussi pres que Ton veut par un element 
de A. 


Theoreme 9.15 OOO Q est dense dans R 
L’ensemble Q des nombres rationnels est dense dans R. 


Demonstration Soit xeR et soit e > 0. Considerons un entier q >0 tel que 1/^Se. Posons p = E [qx), onap^qx<p + \ d’oit 
plq^x<{p+l)lq. Posons r = p! q, le nombre r est bien rationnel et puisque 0Sx-r<l/t/SE, on a bien |x- r| ^ e. 
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Theoreme 9.16 R \ Q est dense dans R 

L’ ensemble R \ Q forme des nombres irrationnels est dense dans R. 


Demonstration Soit x e R et e > 0. 

- si x est irrationnel, il sufGt de poser 0 = xelR\<lJetoi]a bien \x - 0| = 0Se. 

- si x e <Q> est rationnel. on montre facilement par l’absurde que pour tout entier q> 0. lereel Qq = x+ \[2 / q est irrationnel. Puisque 
\x-Qq\ = \[2t q, il sufGt de choisir un entier q sufGsamment grand pour que \f2l </Se. 


En resume 

Les points suivants doivent etre parfaitement connus : 

1 1’ axiome de la borne superieure 

2 la caracterisation de la borne superieure 

3 les inegalites triangulaires 

Pour se familiariser avec les raisonnements d’ analyse, il sera tres profitable de passer du temps a comprendre et a refaire 
les demonstrations des theoremes 9.9, 9.15. 
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9.10 Exercices 


9.10.1 Inegalites 

Exercice 9.1 W 

Soient x\, ..., x n , n reels strictement positifs. Montrer que 

(Xi +X2 + ... + x n ) (xj -1 + X2 1 + ... + x” 1 ) 3: n 2 

Indication 9.7 : On montrera au prealable que : Vx e R* xh — 3 2. 

x 

Solution : Soit x £ R+. On a : 

x+l/x>2 x 2 -2x + 1 3 0 <^> (x- l) 2 3= 0 
et done on a toujours x+ 1 /x 3 2. Par ailleurs : 

(xi + X2 + ... + x n ) (xj -1 + X2 1 + ... + x” 1 ) = Y ( — + — ] + n 

1=S (< ]<in ' x j x i > 

La somme Zi *zi<j*zn( x il x j + x j ! x i) contient n 2 12- n termes et d’apres l’inegalite precedente, on peut affirmer que 
chacun de ces termes est 3 2 . 11 vient done : 

(xi + X 2 + ... + x n ) [xi 1 + X 2 1 + ... + x" 1 ) 3 2 1— — + n — n 2 - n 3 n 2 


Exercice 9.2 W 

Montrer que : 

1. M(a,b) eR 2 , \Ya + b =£ \fa+ \fb. Etudier dans quel cas on a egalite. 

2. V(a,b) eR 2 , \VW\- y/\b\\ ^ \/\a-b\. 

Indication 9. 7 : Aidez-vous de la preuve de 1 'inegalite triangulaire page 341. 

Solution : 

1. Soient ( a , b) e IR 2 . On a : 

^\/a + s/b^ — a + 2\fab + b 3 a+ b 

et done \/ a + b \fa + s/b. On a egalite si et seulement si \fab — 0. c ’est-a-dire si et seulement si a oub est nul. 

2. Soient [a, b ) e R 2 . En utilisant la premiere inegalite, on trouve que : 

\/\a\ - \/\a-b+b\ =£ \/\a- b\ + \b\ y/\a- b\ - \/\b\ 

done s/\a\- y/\b\ =£ \J\ a- b\. On montre de meme que \/\b\ ^ \J\a-b\ - \/\a\ et on en deduit que \/\b\ - \/\a\ ^ 
\J\a- b\. En resume : « \/\a-b\ 

Exercice 9.3 TIT? 

Majorer et minorer pour n 3 no (a determiner), les suites suivantes par des suites de la forme c.n 1 ’ (avec le meme 
exposant pour la majoration etla minoration). 

i 2n 5 -n 4 + n 2 -l o n 2 + [n 2 - \)!{n+ 1) 

J . llfi o " 2. Ufi ~ ~ 77 

n z + n-l n + (n i -\)(n+ 1) 


Solution : 

1. Pour n 3 1, on a n 5 - n 4 3 0 et n 2 - 1 3 0 done 2 n 5 - n 4 + 11 2 - 1 = n 5 + ( n 5 - n 4 ) + [n 2 - l) 3 n 5 . Par ailleurs, on 
a -n 4 + n 2 sS 0 et done 2 n 5 - b 4 +« 2 -1« 2 n 5 . On s’occupe maintenant du denominates. Si n 3 1, n— 1 3 0 et 
n 2 + ft - 1 3 n 2 . De meme, si n 3 1, n 2 3 n et done n 2 + n-U 2 n 2 - 1 =S 2 n 2 . En conclusion, si n 3 1 ; 

n 3 n 5 2n 5 -n 4 + n 2 -l 2 n 5 n 

— — - — - ^ — « — 5- = 2n ■ 

2 2n z n z + n - 1 n z 
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2. 


On remarque que pour tout n e N, u n = — — D’apres la premiere question, si n 5= 1, on sait que n 2 

n 2 + n - U 2 n 2 . On montre facilement que si 1, n 4 ^ n 4 + n 3 - 1 2 n 4 done il vientpour n 5= 1 : 

1 n 2 + n - 1 2 

Ss — . 

2 n 2 n 4 + n 3 -l n 2 


9.10.2 Borne superieure 

Exercice 9.4 V 

Soit A uneparde non vide et majoree de 1. On suppose que la borne superieure M de A veride M = sup(A) > 0. Montrer 
qu ’il existe un element de A strictement positif. 

Solution : Comme M > 0 alors M/2 > 0. D’apres la propriete de caracterisation de la borne superieure appliquee a 

e = M/2, il existe a e A tel que a e ]M - e, M[. Le reel a est strictement positif. 

Exercice 9.5 V 

Soit a un reel positif. Montrer que 

Ve > 0, fl«E ==> a — 0 


Solution : Par l’absurde : supposons a > 0 et posons e = a/ 2 > 0. 11 vient alors a S a/2 ce qui n’ est possible que si 
a - 0. 


Exercice 9.6 VW 

Soit f une application croissante de [0, 1] dans lui meme. On considere V ensemble 

E = {xe [0,1], f(x)>x} 

1. Montrer que E possede une borne superieure b. 

2. Montrer que f{b) = b. 

Indication 9.7 : On pourra etudierles deux cas : fib ) > b et fib ) < b) 

Solution : 

1. E est une parde majoree deU. En effet : VieE, x ^ 1 . E est une partie non vide deU : f (0) 5= 0 done 0 e E. Par 
l’axiome de la borne superieure, on peut affirmer que E admet une borne superieure b. 

Si 


2. 


fib)>b alors, comme f est croissante, f[fib))^f ib ) et done fib)e E. Mais, comme f ib) > b et que b 


est la borne superieure de E, on aboutit a une contradiction. On ne peut done avoir : fib) > b. 


Supposons maintenant que fib) < h . Posons r\- b- fib) >0. Comme b est la borne superieure de E, il existe 


c e E tel que : b-r\< c < b. Par consequent : /(c) c > b - r| = b— b+ f ib) — f ib), e’est-a-dire f (c) > fib). 
Mais f est croissante et cette inegalite est impossible. 

Par consequent f ib) = b. 


Exercice 9.7 W 

On considere la partie de R suivante . 


\x 2 + 2 

A = -i — ^ — - | xe! 
x 2 + 1 


Determiner, s’ils existent, sup A, infA, min A, max A. 


Solution : Soit xeR. On ecrit . 


x 2 + 2 1 

— 9 — 1 + ■ 

x 2 + 1 


x 2 + 1 


Alors on obdent immediatement que A est minoree par 1. Soit e > 0 .11 existe x e IK tel que — sS e. Il suffit en effet 

x 2 + 1 

de choisir x 5= Vile- 1 si e *£ 1 et x = 0 si e > 1. Alors 

x 2 + 2 

U^-«l + e 

X 2 + 1 
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et par consequent, inf A = 1. De plus A ne possede pas de plus petit element car inf A 7 A. En effet, si 1 e A alors il existe 
xeK tel que x 2 + 2 = x 2 + 1 ce qui n ’estpas le cas. 

Majorons ensuite pour x e R, 

1 

1 + — ^ 1 + 1 sS 2 

x 2 + l 

(on a minore le denominateur car x 2 S 0 ). Par consequent, A possede une borne superieure et c ’est le plus grand element 
de A (il suffit de prendre x = ()). En definitive, sup A = maxA = 2. 


Exercice 9.8 W 

On considere lapartie de R suivante : 


Determiner sup A et inf A. 

Indication 9.7 : Faire un dessin representant les points de A. 


Solution : 




On montre facilement que 

3 

maxA = sup A = — . 

En effet, c’est un majorant de A qui appartient a A. 

Montrons que inf A = - 1 en utilisant la propriete de caracterisation de la borne superieure : 

1. -1 est un minorantde A : Soit «eN*,ona(-l)' 1 + -S(-l)"s-l. 

n 

2. Soit e > 0. Soit neN* tel que n est impair et — e. Posons x £ - (-1)” 4 — = — 1 4 — . On a bien x e e A et 

n n n 

-l«x E «-l4-e. 


Exercice 9.9 O 

Soit un intervalle IcR et deux applications bornees f : I — * R , g : I — * R. Montrez que : 

| sup f(x) - sup g(x) | sup| f(x) - g(x) | 

XGl XGl XGl 

Indication 9.7 : Montrez que sup/ - sup g ^ sup \f - g| et dans un deuxieme temps que sup g- sup / ^ sup \f - g|. 

ill ill 

Soit xel, ecrire f(x) - fix) - g(x) 4- g(x) et majorer fix) ^ | f(x) - gix) | 4- gix). Utiliser ensuite le raisonnement de 
passage a la borne superieure. 


Solution : Soit xel. Majorons : 

fix) = fix) - gix) + gix) =£ | ifix) - g(x)) 4- g(x) | s: |/(x) - gix) | + |g(x) | s: sup | (/ - g) | + sup |g| 

I I 

Comme le membre de droite est un majorant independant de x, par passage a la borne sup, on en deduit que 

SUp / ^ SUp | (/ — g) | 4“ SUp | gj 
I I I 

En ecrivant de me me 

gix) = gix) - fix) + fix) | f(x) - gix) | + |/(x) | « sup | if - g) | + sup |/| 

I I 

on en deduit par passage a la borne superieure que 

supgs: sup |(/ — g)| 4- sup |/| 

I I I 

et alors Isup^j fix) - sup^j gix) | ^ sup^l f(x) - gix) |. 


Exercice 9.10 W 

Soient deux parties de H,AcRetBcH non-vides et majorees. Montrez que sup(AuB) existe etl’ exprimer en fonction 
de sup A et supB. 
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Solution : Au B est une partie de R non-vide. Montrons qu ’elle est majoree. Puisque A est majoree, il existe Ma e R tel 
que Vae A, a ^ Ma. De meme, il existe Mg e R tin majorant de B. Posons alors M = max(MA,MB). Alors si x e Au B, 
x^M. En effet, si x e A, x =£ Ma M et si x e B, x Mb « M. 

Montrons que sup(Au B) = max(supA,supB). 

On suppose que sup A ^ supB. Montrons alors que sup(AuB) = supB. Udlisons pour cela la propriete de caracterisation 
de la borne superieure : 

1. supB est un majorant de Au B ; Soit x e Au B : Si x e B, alors x supB. Si xe A, Jts sup A sS supB. 

2. Soit e > 0. En udlisant la caracterisation de supB, il existe x e e B tel que 

sup B - e x e sup B 

Et x e e A u B. On montre a insi que sup B est la borne superieure de A u B. 

Si supB =£ supA, on montre de la meme fagon que supAuB = supA. En resume, on a : 
sup(Au B) = max(supA.supB) . 


Exercice 9.11 S? 

Soit / : R >-► M une application croissante et AcR une partie non-vide majoree. 

1. Montrez que sup /(A) s; /(supA). 

2. Trouvez un exemple ou l’inegalite est stricte. 


Solution : Il suffit de montrer que /(supA) est un majorant de /(A). Soit y e /(A). Il existe x e A tel que y = fix). 
Mais puisque x supA et que f est croissante, 

f{x) s; /(supA) 

Par consequent, /(A) est majoree, admet done une borne superieure et sup /(A) sS /(supA). 


Exercice 9.12 W 

On considere une partie AcR non-vide. On suppose qu’il existe («,()) e R 2 tels que Vx e A, 0 < a ? i S |). Montrer 

que la partie A' = {— ; x e A| possede une borne superieure et une borne inferieure et exprimer supA', inf A' en fonction 
x 

de supA et inf A. 


Solution : On verifte que A' est majoree par 1/a et minoree par 1/p, done supA' et infA' existent. Montrons que 

supA' = 1/infA. 

► supA' s; . Soit v e A', il existe x e A tel que v = — . Puisque x 3= supA, y ^ . Par passage a la borne 

infA x infA 

superieure, on en deduit que supA' ^ 1/infA. 

► supA' 3= . Montrons que infA 3= . Soit xeA. Ecrivons x = — . Puisque II x e A', on a II x s; supA' et done 

infA supA' - 

x 3= . Par passage a la borne inferieure, infA 3= . 

supA' supA' 

On montre de la meme fagon que infA' = . 

supA 


9.10.3 Rationnels, irrationnels, densite 

Exercice 9.13 O 

Soient x et y deux rationnels tels que \fx et sjy soient irrationnels. Demontrer que \fx + ^Jy est irrationnel. 
Indication 9.7 : Introduire la difference : \fx- v /y 


Solution : On a : \fx- ^ fy - 

v /^_ (v^~v / y) + {^x+Vy) 


—— — - — . Si y5c+ Jy etait rationnel alors il en serait de meme de y/x— Jy. Mais comme 

v^+v/y 

, on aurait que \fx est rationnel. 
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Exercice 9.14 

On definit la fonction 


Determinez inf^R fix). 


/: 


R 

x 


j \x\ si xe R \ <Q> 
||x| + l sixeQ 


Solution : Montrons que 0 est la borne inferieure de Im /. 

- 0 est clairement un minor ant de Im/. 

- Soit e > 0. Comme R \ Q est dense dans R, il existe x e R \ Q tel que 0 < x < e et f (x 

— |x| = x. Done x e Im/. 

On applique alors la propriete de caracterisadon de la borne inferieure et 

0 = inf f(x) 



Exercice 9.15 WV 

Soit / : R+ « R une fonction non-nulle v drift ant : 

(*) V(x,y) e R 2 , /(x + y) = /(x) + /(y) 

(**) V(x,y) e R 2 , f{xy) = /(x)/(y) 

1. Montrez que /( 1) = 1 et /( 0) = 0. 

2. Montrez que VneN, fin) — n. 

3. Montrez que\/r eQ+, fir) - r. 

4. Montrez que Vx e R+, fix) 5= 0. 

5. Montrez que f est une fonction croissante. 

6. Montrez que Vx e R+, fix) - x. (On raisonnera par l’absurde, en supposant par exemple que x < f(x) et on 
introduira un rationnel r tel que x < r < f(x) ). 


Solution : 

1 . Comme f n ’est pas la fonction nulle, il existe aeR+ tel que /(a) 0. Alors, puisque 

/(a) = /(l.a) = /(l)./(a) 

on en deduit que 

/(a)[/( 1) - 1] = 0 

et puisque /(a) f 0, on obtient que /( 1) = 1. 

Puisque d’apres (★), 

/( 0)=/(0 + 0 )=/( 0 ) + /( 0 ) 

on obtient que /( 0) = 0. 

2. Montrons la propriete par recurrence sur n. 

g?in) : fin ) = n 

PA(Q) est vraie d’apres a). 

SPiri) => g?in+ 1) ; en utilisant (★) et 3?in) : 

f(n+ 1) = fin) +fi 1) = fin) + l = n+l 

3. Soit r e Q+. II existe ( p , q) e Q2 (p 5= 0, q > 0) tels que 



Alors, en utilisant (★★) : 

qf\^ = fW-f\^ = flp) = p 

On en tire done que 
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4. Soit x e R+. Ecrivons en udlisant (★★) : 

f(x) = f{\fx.\fx) = [f[Vx)Y> 0 

5. Soit ( x,y ) e R+ 2 , tels que x y. Comme y-is 0, d’apres d), on en deduit que 

f(y-x)> o 

et d’apres (★) que 

f(y) = f(y~x + x) = /(y-x)+/(x)^/(x) 

Done f est croissante. 

6. Par 1 ’absurde, si f ± idm + , il existerait x e R+ tei que /(x) / x. Distinguons les deux cas possibles : 

(a) x < fix) : Comme <Q est dense dans R, il existe reQ veribant 

x < r < fix ) 

Comme d’apres c), fir ) = r, on aurait puisque f est croissante : 

fix) *z fir) 

et done 

x<r<f(x)*if(r) = r 

ce qui est absurde. 

(b) fix) < x : ce cas se traite de la meme faqon. 


Exercice9.16 Sous-groupes de (R, +) 

Soit G un sous-groupe de (R, +) non reduit a {0}. L’objet de cet exercice est de montrer que G est soit discret dans R de 
la forme aZouaeR', soit dense dans R. 

1. Montrer que G n R* est non vide. 

2. En deduire que G n R* admet une borne inferieure a R 0. 

3. On suppose dans cette partie que a > 0. 

(a) Montrer que ae G. 

Indication 9. 7 : On pourr a faire un raisonnement par 1 ’absurde en montrant que si a n ’appartient pas a G 
alors il existe des elements t\ et tz de G tels que a<tz<t\< 2a et en deduire une contradiction. 

(b) Prouver que G = aZ. 

4. On suppose maintenant que a - 0. Montrer que G est dense dans R. 

Solution : 

1. Comme G n’ est pas reduit a {0}, il existe xe G tel que xfO. Si x est positif, il est clair que GnIR’ est non vide. 
Sinon, si x est negatif, G etant un groupe, -x est element de G et est positif. Pas suite, GnR’ est non vide. 

2. G n R* est done une partie non vide de R. Elle est minoree par 0. En appliquant 1 ’axiome de la borne superieure, 
elle admet une borne inferieure a R 0. 

3. (a) Supposons que an ’est pas element de G. En appliquant la propriete de caracterisation de la borne inferieure, 

il existe t\ , t 2 e G tels que 0 < a < ti < t\ < 2a. Mais alors 0 < t\ - t 2 < a car t\ > 0. De plus, t\ - tz £ G. 
Done a ne peut alors etre la borne inferieure de G ce qui est en contradiction avec notre hypothese de depart, 
a est done necessairement element de G. 

(b) a etant element de G, il est clair que aZ c G. Mon trons P inclusion inverse. Soit x e G. Quitte a considerer 
-x plutot que x, on peut supposer que x est positif. D ’apres la propriete d ’Archimede, il existe neN tel que 
n.a > x. Notons no le plus petit entier verifiant cette propriete. On a : (no — 1) .a x < no. a ce qui amene : 
0 ^ x - (no - 1) .a a. Mais alors x- (no - 1) .a est un element positif de G plus petit que a. Comme a est 
la borne inferieure de G, ceci n ’est possible que si x - (no -1) .a - 0 e’est-a-dire que si x — (no - 1) .a. On 
prouve ainsi que G c a Z. Finalement : G- aZ. 

4. Soit x < y e U. Il faut montrer que [x,y] n G f 0. Comme precedemment, on peut supposer que x est positif. 
Posons : e - y - x > 0. D’apres la propriete de caracterisation de la borne inferieure, il existe g e G tel que 
0 < g sS e. Il existe un couple (q, r) e l\l x R* tel que :y-qg+retO^,r<g. Done x=y-(y-x) = y-e^ y-g< 
y-r^qg^y. Done qg e [ x,y ] et comme qge G, G est dense dans R. 
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9.10.4 Partie entiere 

Exe reive 9. 1 7 O 

1. Montrerque 

2. En deduire la partie entiere de 


Mne N*, V~n + T- Vn < < Vn- Vn- 1 

2 \fn 


1(1 1 

— 1 H — + ... H 

2 l V2 V10000 


Solution : 

1. On a . 


Vn+1- \fn - 
On montre de meme que : 


(Vn+1- Vn) (Vn + 1 + Vn) 


n + l + Vn V~nTT+V~n 2 V~n 

< Vn~ Vn-l. 


2 s/n 


2. On en deduit que 


10000 w l l 

/ v / + 1 - VZ < — I 1 H — + ...+ ■ 


10000 

£ v / 7-v / 7 T T. 


2 1 v/2 i/ioooo; 

Mais les deux sommes extremes sont telescopiques et on trouve : 

\/iooni -i <-[i + — + ...+ 1 |<\/innnn 

2 l v/2 v/ioooo; 


Soit aussi . 


On en deduit que 


111 1 
99 < - 1 + — + ... + | < 100. 

2 l V2 v/10000 


E |Ifi + i + .„ + . 1 


2 l v/2 v/ioooo; 


= 99 
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Chapitre 


10 


Suites de nombres reels 


On dit qu’une grandeur est la limite d’une autre grandeur, quand la seconde peut s’approcher de la pre- 
miere plus pres que d’une grandeur donnee, si petite qu’on puisse la supposer... 

D’Alembert. 


Pour bien aborder ce chapitre 

Nous allons definir dans ce chapitre et le suivant une des notions les plus fondamentales en analyse, celle de limite. 

Si on se pose les questions suivantes : 

- Qu’est ce qu’une derivee ? 

- Qu’est ce qu’une integrate ? 

- Qu’est ce qu’une somme infinie ? 

La reponse est la meme : une limite. 

Bien que les mathematiciens utilisent ces differents objets depuis la renaissance, ce n’est que vers la fin du 18 e siecle et 
le debut du 19 e siecle que la notion de limite, grace a D’Alembert (voir 51 page 778) et a Cauchy (voir 11 page 200), 
commence a etre formalisee. Le cours d’analyse de Cauchy, alors qu’il professait a l’Ecole Polytechnique, allait d’ailleurs 
devenir une reference pour tout travail en analyse au 19 e siecle. Malgre la grande rigueur de son contenu, il subsistait 
des lacunes, comme une preuve, fausse, que la limite d’une serie de fonctions continues est continue. Le mathematicien 
allemand Karl Weierstrass vers 1860 (voir 24 page 366) et ses eleves formaliserent definitivement la notion de limite 
et paracheverent F oeuvre de Cauchy. La forme actuelle de la definition d’une limite est exactement celle donnee par 
Weierstrass. 

II vous faudra prendre le temps dans ce chapitre de bien comprendre les nouvelles notions, de faire et refaire les demon- 
strations. II fallut plusieurs siecles pour que les mathematiciens formalisent ces concepts correctement. 11 est alors naturel 
que cela vous demande un travail approfondi. Vous etes en train de preparer les fondations sur lesquelles seront construites 
toute votre connaissance en analyse. 


10.1 Definitions 

10.1.1 Vocabulaire 


Definition 10.1 Suite reelle 

Une suite reelle est une application u : N — ► R. On note cette application sous forme indicielle (zz„) ne n ou encore }u n ). 
L’ ensemble des suites reelles est note J^fiR). 


Remarque 10.1 

- On appellera aussi suite reelle une application u definie a partir d’un certain no eN, «:{heI»J n> no} — > • K. On la 
note : [it >0 n? no ■ 

- Attention aux notations : la notation ( u n ) designe une suite, alors que u n designe le terme de rang n de la suite («,,). 
On adoptera une des visualisations suivantes pour une suite : 

10.1.2 Operations sur les suites 
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Definition 10.2 Operations sur les suites 

On definit les lois suivantes sur F ensemble des suites 5? (IR). Soient {u n ),(v n ) £ et A £ IR, 

- Addition : ( u n ) + (v n ) = ( u„ + v n ) 

- Multiplication par un scalaire : \{u n ) = (A. u n ) 

- Multiplication de deux suites : (u n ) x ( v n ) = (u n .v n ) 

Remarque 10.2 

- =5^(11?) muni de F addition et de la multiplication precedemment detunes a une structure d’anneau commutatif (que Fon 
verra plus tard). 

- Element neutre de F addition : la suite nulle. 

- Element neutre de la multiplication : la suite constante egale a 1. 

- o5^(IR) muni de F addition et de la multiplication par un scalaire precedemment definies a une structure d’espace vec- 
toriel que Fon verra plus tard. 

< \ 
Definition 10.3 Suite majoree, minoree, bornee 

On dit qu’une suite reelle (u n ) est : 

- majoree lorsque le sous-ensemble {u n | neN[ est majore dans IR, c’est a dire lorsque : 

3M £ 0? : VneN, m„«M 

- minoree lorsque le sous-ensemble { u n \ n e N} est minore dans IR, c’est a dire lorsque : 

3 m £ IR : Mn e N, u n > m 

- bornee si et settlement si elle est a la fois majoree et minoree. 

Proposition 10.1 

Une suite {u n ) £ J^(IR) est bornee si et seulement si la suite (\u n \) est majoree : 

3M £ IR, VjieN, | u n | « M 

Demonstration 

E Supposons que la suite [u n ) est bornee. Alors il existe m,M eR tels que V n e N, m ^ u n ^ M. En notant K = max(|m|,|M|), 
on a pour tout n e N , | u n | ^ K. La suite \ u n \ est majoree par le reel K. 

| <= | Si la suite (|w n |) est majoree, il existe M e R tel que VneM, \u n \ sMel done Vn e N, -M ? ce qui prouve que la 

suite (u n ) est bornee. 

S N 

Definition 10.4 Suite croissante, decroissante, monotone 

On dit qu’une suite reelle (u n ) est 

- croissante si et seulement si : 

VneN, u n *s,u n+ \ 

- decroissante si et seulement si : 

VreeN, u n+ i^u n 

- monotone si et seulement si elle est croissante ou decroissante. 

On dit que (u n ) est strictement croissante , strictement decroissante ou strictement monotone si et seulement si l’inegalite 
correspondante est stricte. 

Definition 10.5 Suite constante 

Une suite (u n ) £ J^(IR) est dite constante lorsqu’il existe un reel a £ IR tel que Vn e N, u n — a. 
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Definition 10.6 A partir d’un certain rang 

On dit qu ’une propriete P(n) est verifiee a partir d’un certain rang N e N si et seulement s’il existe un entier N e l\l tel 
que Vns N, la propriete bin) est vraie. 


10.2 Convergence d’une suite 

10.2.1 Suites convergentes, divergentes 


Definition 10.7 Limite, suite convergente, suite divergente 

On dit qu’une suite reelle (u n ) converge vers un reel Z e R si et seulement si 


Ve > 0, 3Ne[ 


\/net 


N = 




c’est-a dire, pour tout epsilon strictement positif, il existe un entier N qui depend de epsilon tel que pour tout n plus 
grand que N, u n est a une distance plus petite que e de l. 

On dit alors que l est la limite de la suite (u n ) et on note u n * l ou encore lim u n = l. 

n—*+oo rc— >+o o 

S’il existe un tel l, on dit que la suite iu n ) est convergente. 

S’il n’existe pas de reel l verifiant cette propriete, on dit que la suite ( u n ) est divergente. 


Remarque 10.3 Pour comprendre cette definition, etudiez le premier dessin de la figure ci-dessous. Imaginez qu’une 
cle a molette est centree sur l’axe (Oy) en l. Vous pouvez choisir l’ouverture 2e a votre guise aussi petite que vous le 
souhaitez. Chaque ouverture determine une bande [/ - e, l + e]. Si la suite converge vers Z, on peut trouver un rang N a 
partir duquel tous les termes de la suite sont dans la bande [Z - e, Z + e]. Une autre fa£on de comprendre cette definition 
consiste a interpreter n comme un temps. A l’instant n, on allume un point sur l’axe (Ox) d’abscisse u n . Pour tout e > 0, 
a partir de F instant N, tous les points allumes seront dans l’intervalle [Z - e, l + e]. 



Uq U2 U4 U3 U\ 

• ? «•— t • ► 

; z ; u 

2e 


Multimedia 
les termes 


: un pied a coulisse ou l'on choisit 
sont dans la bande [Z-e, Z + e] 

.Plan 10.1 : Pour montrer que u n 


e avec le rang N a partir duquel tous 


On utilise le plan 


1 Soit e > 0. 

2 On cherche a partir de quelle valeur N, on a |un - l\ ^ Z en sorte de verifier le point 3 . Cela se ramene la 
plupart du temps a la resolution d’ inequations. C’est souvent la partie la partie la plus difficile de la preuve 

3 Posons N = .... 

4 Verifions : soit n S N, on a bien \ u n - l\ ^ e. 

5 Done u n * Z. 

+00 


Exemple 10.1 

Montrons que la suite (l/rc)neN* converge vers 0 en utilisant le plan ci-dessus. 

1 Soit e > 0. 

2 On cherche N tel que 1/N « e. On obtient N S 1/e. 

3 On pose alors N = E(1 /e) + 1. 

4 Verifions. Soit n^N. On ansNJl/Ece qui s’ecrit aussi II n ^ e ou encore 1 1 / zz — 0 1 Se. 

5 Done 1/n ► 0. 

n^+00 
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Proposition 10.2 On peut utiliser une inegalite stride dans la definition de convergence 

Une suite (u n ) converge vers une limite l e R si et seulement si 

Ve > 0, 3N e N, VneN.ns N => |w„-Z|<e 


Demonstration 

<= esf evidente puisqu ’une inegalite stride est a fortiori large. 

=> soit e > 0. Posons e' = e/2 > 0. Puisque u n ► l, il existe un rang N e N a partir duquel \ u n -l\ S e' et a partir de ce rang. 

n —>+ oo 

on a | u n - l\ ^ e' < e. 


Remarque 10.4 Nous allons voir cette annee plusieurs definitions d’ analyse faisant intervenir des inegalites. Par 
defaut, nous utiliserons des inegalites larges. On peut souvent remplacer dans les definitions ces inegalites larges par des 
inegalites strides au besoin en utilisant l’idee de la demonstration precedente. 


Theoreme 10.3 W'v’ Unicite de la limite 

La limite d’une suite reelle, si elle existe, est unique. 


Demonstration k? Supposons que (u n ) possede deux limites l\,l 2 e R et montrons par l’absurde que l\ = ?2- 

Supposons l\ 5 1 I 2 et posons e = \l\ - Z 2 I /2 > 0. Puisque u n * l\ , il existe un rang Ni e N a partir duquel \u n - l\ | < e et 

n—>+oo 

puisque u n ► I 2 , il existe un rang N 2 a partir duquel \ u n - / 2 I < £. Considerons Rentier n = max(Nj,N 2 ) superieur a la fois a 

n — *+oo 

Nj et N 2 . On a | u n - l\ \ < e et | u n - Z 2 I < £ mais a lors, en utilisant V inegalite triangulaire, 

\h ~ h\ = \(h ~ Un) + (.u n ~ h)\ ** I u n - 01 + \u n - hi < 2e = \l\ - / 2 I 


ce qui est absurde. 


Theoreme 10.4 La valeur absolue d’une suite convergente est convergente 


Soit (u n ) une suite convergeant vers l e R. Alors 



Demonstration Soit e > 0, puisque u n ► l, il existe un rang N e N a partir duquel \ u n — l\ Se. Alors pour nsN, en vertu 

n—*+ OO 

de la minoration de l’inegalite triangulaire voir 9.6 page 341, \ |w n |-|/| |<|u n — /|<£. 


Theoreme 10.5 T Une suite convergente est bornee 

Toute suite convergente est bornee. 


Demonstration Posons e = 1. Puisque (_u n ) converge, il existe l e R et N e N tel que V/UN, \u n -l | S e. Done pour 

n & N, en vertu de la minoration de l’inegalite triangulaire, \u n \ - \l\ ^ |zt (1 - l\ S 1 et done \u n \ S 1 + \l\. Les premiers termes sont 
en nombre Uni, done on peut poser M = max(|Mol ]mn- 1 l> 1 + 1/|). Alors, Vue N, \ u n \ «Mce qui montre que la suite est bornee. 

On se sert souvent du resultat suivant pour transformer Thypothese sur une limite en inegalite a partir d’un certain rang. 


Theoreme 10.6 T’T’T’ Transformation de limite en inegalites 

Soit (u n ) une suite et k, k' e R.. On suppose que 



k< l<k'. 

Alors, il existe un rang N e N tel que Vrc 3= N, k u n k' . 


Demonstration k? Posons e = min(/ - k,k' - l) > 0. Puisque u n * l, il existe un rang N a partir duquel \ u n -l\ Se. Alors, 

n —*+ OO 

si n S N, 

• u n - l ^ ^ k' - l d'ou u n S k' , 

• /-Uj SesI-J: d’ou u n & k. 
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10.3 Operations sur les limites 

10.3.1 Operations algebriques sur les limites 

Les demonstrations de ce paragraphe sont tres instructives pour comprendre ce qu’est une preuve d’analyse. Nous les 
avons redigees en deux etapes. La premiere etape (qui se fait au brouillon) consiste a comprendre l’idee de Papprox- 
imation. La deuxieme etape consiste a rediger rigoureusement une preuve qui s’appuie sur le plan de demonstration 
correspondant aux definitions. Etudiez en particulier l’ordre dans lequel les differents objets sont introduits dans ces 
preuves. 


Proposition 10.7 

Soit {u n ) une suite reelle et l un reel. La suite (u n ) converge vers l si et seulement si la suite ( u n - l) converge vers 0. 

Demonstration II suffit d’ecrire \u n - l\ = \{u n - l) -0| dans la definition. 

Pour montrer qu’une suite converge vers une limite l, il suffit done de majorer | u n - 1\ comme le montre le resultat suivant. 


/ ; 

Proposition 10.8 Theoreme de majoration 

Soit (u n ) une suite reelle et Z e R. On suppose qu’il existe une suite reelle (a,,) et un rang Ni e l\l tel que 
(jh) VnS*Ni, \u n -l\^a n . 



alors u n * l 

n—>+ oo 


Demonstration 

Soit e > 0. 

Puisque a n > 0, il existe un rang N 2 e N tel que Mill* N 2 , |a n | ^ e. 

n—*+ 00 

Posons N = max(Ni,N 2 ). 

Soit n 5= N. Puisque ns Nj et n S N 2 , 


Theoreme 10.9 La somme de suites convergentes est convergente 

Soient {u n ) et ( v n ) deux suites. On suppose que 



Alors u n + v n * l+V . 

n — *+oo 

Demonstration Nous devons majorer \(.u„ + v n ) - (Z + 1')\ a partird'un certain rang. Notre hypothese permet de majorer les 

quantites \ u n -l\ et | v n - l'\ par un reel e' > 0 arbitraire a partir d'un certain rang. Faisons done apparaitre ces groupements avant 
d’utiliser Pinegalite triangulaire : 

If Un + v n ) — [l + l 1 ) | = \[Un — l) + ( v n — l') I ^ |w« — l\ + \Vn — l'\ S 

Il ne reste plus qu'a rediger rigoureusement la preuve en suivant le plan de demonstration. 

Soit e > 0. 

Posons e' = e/ 2 > 0. Puisque u n ► l, il existe un rang Ni e N a partir duquel \u n -l\ Se'. De meme, il existe un rang 

n —*+ 00 

N 2 e N a partir duquel | v n - /'I z' . 

Posons N = max(Ni,N 2 ). 

Soit ns N, comme ns Ni et n S N 2 , 

I(m n + l’n) ~ (l + l')\ ^ \[Un — l) + (v n — l')\ ^ \ Un ~ l\ + I Vn — l'\ ^ 2E f = £ 


Theoreme 10.10 T Combinaison lineaire de suites convergentes 

Soient deux suites [u n j et ( v „ ) convergentes : u n * l et v n * /'. Alors pour tous reels a,p e R, 

n—+oo n —*+ 00 

au n + p zz 72 * al + p/' 
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Demonstration Similaire a la preuve precedents et laissee en exercice. Utiliser e' = eI (|a| + |(3|) lorsque a et p ne sont pas tous 
les deux nuls. 


Theoreme 10. 1 1 0 Produit de suites convergentes 

On considere deux suites (u n ) et ( v n ) convergentes : 



Alors u n v n *■ l /' . 

n —+ oo 


Demonstration VW Nous devons estimer la quantite \u n v n - ll'\ et utiliser notre hypothese, 1 1^,2 — /| ^ e' et | v n - l'\ S e' . 
Faisons done apparaitre ces groupements a l'interieur des valeurs absolues avant de majorer grace a l’inegalite triangulate : 

\u n v n ~ U'\ =\u n (v n - l') + l'{u n - 01 \u n \\v n - l' | + \l'\\u n - l\ « (\u n \ + \1 '\)e' 

II reste \u n \ qu’il nous faut majorer. Nous savons qu'une suite convergente est bornee, done | u n \ « M e( alors \u n v n - ll'\ ^ 
i\l'\ +M)e'. Reste a rediger rigoureusement la preuve en suivant le plan de demonstration. 

Soit e > 0. 

Puisque la suite ( u n ) converge, elle est bornee. II existe M > 0 tel que Vn e N, | u n | S M. 

Posons e' = e/(\1'\ +M) > 0. Puisque u n ► l, il existe Ni e N tel que Mil S Nj, | u n - l\ ^ s'. Puisque v n * l' , il 

n—*+ 00 n — *+oo 

existe N 2 e N tel que Vn S N 2 , I v n ~ l'\ S e! . 

Posons N = max(Ni,N2). 

Soit n e N tel que nsN.ona 

\u n v n - ll ' | = \u n {v„ - l') + l'{u n - 01 S \u„\\v n ~ l'\ + H'Wun ~ l\ « (M+ \1'\)e' = E 


Proposition 10.12 Inverse d’une suite convergente 

Soit (u n ) une suite et / e R . On suppose que 


(m) 

Un » l e U, 

/(— *+00 



l? 0 . 


Alors 1 

1 


u n 

n—*+ 00 / 



Demonstration 1?<y<y Nous devons estimer la quantite \ llu n - 1//| en utilisant P hypothese \u n - l\ E 1 . Ecrivons 


I 1 1 1 _ \u„-l\ ___ e' 

I tin 1 1 Ullunl \l\\u n \ 

Il reste \u n \ au denominates qu'il nous faut minorer. Comme |zz ;! | * |/|, et que k = \l\/2 < |/|. d’apres la proposition 10.6, a 

n—*+ 00 

partird’un certain rang, | 1/ u n - 1//| ^ 2e'/|/| 2 . Il nous reste a rediger rigoureusement cette idee en suivant le plan : 

Soit e > 0. 

Posons e' = ]/| 2 e/2. 

Puisque u„ * l, il existe un rang Nj a partir duquel | u n - l\ S e' . 

n—*+ 00 

Puisque d'apres la proposition 10.4, \u n \ * |/|, en utilisant la proposition 10.6 avec k = \l\/2 < \l\, il existe un rang 

n—*+o o 

N 2 e N tel que Vzz S N 2 , \u n \ 3 |l|/2. 

Posons N = max(Ni,N2). 

Soit ns N, 

I 1 1 1 _ \ u n ~l\ < e! _ 

I U n l\ \l\\u n \ " \1\ 2 I2 E 


Theoreme 10.13 Quotient de suites convergentes 

On considere deux suites [u n ) et {v n ) et on fait les hypotheses suivantes. 



(^hT) l' ^ 0 . 


Alors 


Un ( 

V n n^+00 


l 

T 
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Demonstration II suffit d’appliquer les theoremes 10.12 puis 10.11. 


| Remarque 10.5 Les theoremes precedents s’appellent les theoremes generaux sur les suites. 


10.3.2 Limites et relations d’ordre 

Nous allons voir dans ce paragraphe les liens entre limites et inegalites. Ces resultats sont particuliers aux suites reelles et 
ne s’etendront pas aux suites complexes (il n’y a pas de relation d’ordre naturelle dans C !). 


Proposition 10.14 OOO Passage a la limite dans une inegalite 

Soit (u n ) une suite reelle et keU. On suppose que : 


C Hi) U n * l E R, 

n—< >+00 


(^m^) A partir d’un certain rang, u n t k. 


Alors / ^ k. 



Demonstration Montrons le resultat par l’absurde. Supposons l> k et posons e = l - k > 0. Puisque u n > l, il existe un 

n—+oo 

rang Nj e N a partir duquel \ u n - l\ < e (on peut utiliser une inegalite stride dans la definition de la limite). D'apres la deuxieme 
hypothese, il existe un rang N2 e N a partir duquel u n *£ k. Considerons Rentier n = max(Ni,N2). On devrait avoir d’une part 
l- u n < l - k d'oii u n > k et d' autre part u n ^k ce qui est absurde. 

Remarque 10.6 Attention aux hypotheses de ce theoreme important : on suppose que la suite converge. En aucun cas 
un passage a la limite ne permet de justifier V existence d’une limite. On obtient evidemment le theoreme correspondant 
en remp I acquit T inegalite par 


Proposition 10.15 OOO Passage a la limite dans les inegalites 

Soient deux suites (u n ) et (v n ). On suppose que : 

\ 


u n » /, 

n—+ 00 


(^H2^) 

V n * l', 

n—*+ 00 


C h 0 

A partir d’un certain rang, u n v n - 


Alors l ^ l' . 



Demonstration II suffit d’ utiliser le resultat precedent a vec la suite (w n ) = (u n - v n ) et k = 0. 

Multimedia : Une suite cv vers l. On choisit une barre de hauteur Ic<l et on obtient 
le rang a partir duquel u n >k 


Theoreme 10.16 OOO Theoreme des gendarmes 

On considere trois suites : ( u n ), ( v n ) et (w n ) . On suppose que : 

A partir d’un certain rang, v„ u n ^ w n , 

Les deux suites encadrantes ( v n ) et (w n ) convergent vers une me me limite l e I 
Alors la suite (u n ) converge vers /. 


Demonstration O 

Soit e > 0. 

Puisque v n * l, il existe N 2 e N tel queVn S N 2 , 1 v n -l | S e. De meme, il existe N 3 e N tel que VnS N 3 , | w n - 1\ S e. 

n —*+ 00 

D’apres la premiere hypothese. il existe Nj e N tel que Vn S Nj, v n S u n ^ w n 
Posons N = max(Ni,N 2 ,N 3 ). 

Soit n 3 N. On a u n - l S w n - l =£ e et l - u n ^ / - v n ^ e. Par consequent, \u n -l | S e. 


Remarque 10.7 Contrairement au passage a la limite dans les inegalites, le theoreme des gendarmes garantit V existence 
de la limite de (u n ). Bien distinguer les deux theoremes. 
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Theoreme 10. 17 O Caracterisation sequentielle de la borne superieure 

On considere une partie X non vide et majoree de R. Elle possede une borne superieure supX. Soit un reel Z e R. Les 
deux proprietes suivantes sont equivalentes. 

1. Z = supX. 

2. Z est un majorant de X et il existe une suite (x n ) d’elements de X qui converge vers Z. 


Demonstration La preuve illustre bien Putilisation des deux theoremes precedents. 

=> On sait que supX est un majorant de la partie X. Nous allons utiliser pour la premiere fois une technique importante en analyse : 

la construction d’une suite a partir d'une propriete a quantihcateurs de la forme Ve > 0, 3x Utilisons la caracterisation a e de 

la borne superieure (theoreme 9.9 page 342). 


Ve > 0, 3x e X, supX -ESxS supX 

Soit n e N*, en prenant e = 1 In > 0 dans la propriete ci-dessus, il existe un reel x n e X verifiant supX- 1 In S x n ^ supX. On 
construit ainsi une suite de points (x n ) de X qui converge vers supX d’apres le theoreme des gendarmes. 

<= Montrons que l est le plus petit des majorants de la partie X. Soit M un majorant de X, on a Vx e X, x S M d’ou 

Vn e N, x n ^ M 

Mais puisque x n * l, par passage a la limite dans les inegalites, on en deduit que l sS M. 

tt— *+o o 

Multimedia : illustrer cette construction sequentielle 


10.3.3 Limites infinies 

Nous allons etendre la notion de limite d’une suite a R. 


Definition 10.8 O Suite divergeant vers +oo ou -oo 
Soit ( u n ) une suite reelle. 

- On dit que ( u n ) diverge (ou tend ) vers +oo si et seulement si 

VM eR, 3N e N : V«eM, n 3= N => u n S M 

On note alors u n * +oo. 

n—*+o o 

- On dit que (u n ) diverge (ou tend) vers -oo si et seulement si 

Vme R, 3 NeN: VtieN, 

On note alors u n * -oo. 

n—>+o o 


.Plan 10.2 


Pour montrer que u n 


On utilise le plan : 

1. Soit Me RL 

2. Posons N = ... 

3. Verifions : soit n 3= N , on a bien u n 3= M 


I Remarque 10.8 Attention, il existe des suites divergentes qui ne tendent pas vers ±oo, par exemple la suite de terme 
general (-1)” ... 


On etend les theoremes generaux aux suites qui divergent vers l’infini. Par exemple : 
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Demonstration On veut minorer u n + v n a partir d'un certain rang. Avec nos hypotheses , a partir d'un certain rang, u n > l-l et 
v n > M' (avec M' aussi grand que 1' on veut). Alors a partir d’un certain rang, u n + v n > M' + /-1. II suffit de rediger rigoureusement 
cette idee : 

Soit MeR. 

Posons M' = M - / + 1. 

Puisque v n — ► +oo, il existe Ni e N tel que Vn> Nj, v n > M'. 

Puisque u n * l et que k = l — l < l, d’apres le theoreme 10.6, il existe N 2 e N tel que Vn> N 2 , u n >1 — 1. 

72— + 00 

Posons N = max(Ni,N 2 ). 

Soit n > N, u n + v n > l - 1 + M' = M. 

Plus generalement, on dispose des theoremes generaux suivants qui utilisent les operations sur R vues dans les tables 9.7 
page 343. 


Theoreme 10. 19 Theoremes generaux etendus a R 

On considere deux suites (u n ) et ( u n ). On suppose que : 



Alors, 

- u n + v n * l + /' sauf si (/ + /') est une forme indefinie. 

n —*+ o o 

- u n v n > ll' sauf si (//') est une forme indefinie. 

72— +OO 

- u n lv„ * HI' sauf si III' est une forme indefinie. 

n — '+00 


On utilise souvent la variante suivante du theoreme des gendarmes : 


Theoreme 10.20 T’T’T’ Theoreme des gendarmes etendu a i 

Soient deux suites (u n ) et (v n ). On suppose que 

A partir d’un certain rang, v n ^ u n . 


Alors u n * 

a— *+00 

De meme, si 


A partir d’un certain rang, u n ■ 
V n * -OO, 


Vni 


alors tin 


Demonstration 

Soit MeN. 

Puisque v n ► + 00 . il existe un rang Nj e N tel que Vn >Ni, v n >M. 

72— +OO 

D’apres la premiere hypothese, il existe un rang N 2 e N tel que Vn > N 2 , t’n ^ u n- 
Posons N = max(Ni,N 2 ). 

Soit n> N, u n > v n > M. 


10.4 Suite extraite d’une suite 


Definition 10.9 Suite extraite 

On dit qu’un suite (v„J est une suite extraite ou une sous suite d’une suite (u n ) s’il existe une application tp : N — ► l\l 
strictement croissante telle que 

VneM, Vn-u^n) 
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Lemme 10.21 

Soit tp : M — *■ N strictement croissante. Alors 

V«eN, t p(n) 3= n 


Demonstration Par recurrence : 

Si n = 0 alors comme cp est a valeurs dans N. on a bien cp (0) S 0. 

Soit n e N. 

On suppose que cp («) & n. Montrons que (p (n+ 1)5« + 1. Comme (p est strictement croissante, on a necessairement 
cp(n + 1) > cp(n) & n. Par consequent cp [n + 1) & n + 1. (Si pour deux entiers x,y, on a x > y alors x^y+1). 

La propriete est alors prouvee par application du principe de recurrence. 

Proposition 10.22 WV Une suite extraite d’une suite convergente est convergente 

Toute suite extraite d’une suite (u n ) convergeant vers une limite l est une suite convergeant vers / 

Demonstration Soit in : N —> N une application strictement croissante. On suppose que u n ► l. Montrons que il i n ) * l. 

n — *+oo T fi — *+oo 

Soit e > 0. 

Puisque u n ► 1. il existe N e N fel que V n & N. | u n - l\ ^ e. 

n—> '+oo 

Soit n> N. D’apres le lemme precedent, cp («) Sn?Ne( done | -l I ^ e. 

Corollaire 10.23 O Critere de divergence d’une suite 

Soit (u n ) une suite reelle. On suppose qu’il existe deux suites extraites u^ n ) et Ucp(n) telles que : 

(Hi) Hcp(n) * h e 

V ^ n— +oo 

(H2) U{n[ri) ‘ h G IK, 

V V v n — *■ +oo 

Cm) h ? h- 

Alors la suite ( u n ) est divergente. 

Demonstration Par Pabsurde, s'il existait l e R tel que u n ► l, d'apres le theoreme precedent, on aurait ► l et 

n —*+ oo T «— *+oo 

u,- 0 i n ) * 1. Par unicite de la limite, on aurait alors l\ = l = I 2 ce qui est absurde. 

1 n—>+oo 

I Exemple 10.2 La suite (u n ) - ((-1)”) est divergente. En effet, la suite extraite (U 2 n) converge vers 1 alors que la suite 
extraite (u 2 «+t) converge vers -1. 


Proposition 10.24 Critere de convergence d’une suite 

Soit (u n ) une suite et Z e IS. On suppose que : 



C H2 ) U2n+1 * 

v y n —+ 00 


alors u n * /. 

I II — *+00 I 

Demonstration 

Soit e > 0. 

Comme U 2 n * l. il existe un rang Nj e N tel que Vp S Nj, \ ii 2 V - Z| Se. Puisque U2n+1 *■ l, il existe un rang 

n—+oo 1 p 1 n —*+ 00 

N 2 e N tel que Vp S N 2 , |u2p+l - l\ ^ e. 

Posons N = max (2N 1 , 2 N 2 + 1) . 

Soit « S N. Il y a deux possibilites. 

• Si n est pair, n = 2 p avec 2p & N & 2Ni d’ou p S Nj et alors | «2p - l\ ^ E. 

• Si n est impair, n = 2p + 1 avec 2p+lsNs 2 N 2 + 1 d’ou p 3= N 2 ef alors \ ti 2 p+t - l\ =£ e. 

Dans les deux cas, on a verifie que | u n - l\ ^ e. 

10.5 Suites monotones 

10.5.1 Theoreme de la limite monotone 
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Theoreme 10.25 Theoreme de la limite monotone 

Soit (u n ) une suite croissante. On a les deux possibility suivantes. 

1 Si la suite ( u n ) est majoree alors elle converge vers une limite finie IeR donnee par l = sup { u n \ n e N}. 

2 Si la suite (u n ) n’est pas majoree alors elle diverge vers +oo. 


Demonstration v , v , v ) 

1 Supposons que [u n ) soit une suite croissante et majoree par un reel M. L' ensemble srf = {u n I n e N) est une partie non vide 

et majoree de R. En appliquant la propriete de la borne superieure 9.4, cet ensemble possede une borne superieure l e R. 
Montrons que u n ► l. 

n—+oo 

Soit e > 0. 

D'apres la caracterisation de la borne superieure, il existe xesrf tel que 1 - e =£ x S l. II existe N e N tel que x = i<n et 
ona/-E« i/fjSl. 

Soit n S N. Puisque la suite [u n ) est croissante, i<n =£ u n et comme l est un majorant de &/, u n ^ l. D’ou l-e^ ^ 
u n ^l. Mais alors -ESn n -U0ce qui montre que | u n -l | ^ e. 

2 Supposons que (w n ) est croissante mais non majoree. Soit A e R. Comme [u n ) n'est pas majoree, il existe N e N tel que 

mn S A. Comme ( u n ) est croissante, on a Vn S N. u n S u n SA. Par consequent u n ► +oo. 

n —*+ oo 

Remarque 10.9 

- Ce theoreme dit que toute suite croissante possede une limite dans M. 

- La premiere partie de ce theoreme est souvent formulee sous la forme suivante qu’il faut imperativement retenir : 

Toute suite reelle croissante et majoree est convergente. | 

- Si une suite [u n j croissante converge vers /, onaVne N, u n ^ l. 

- Si un suite [u n ) decroissante converge vers l, on a Vn e l\l, l ^ u n . 


COROLLAIRE 10.26 

Soit [u n ] une suite decroissante. On a les deux possibilites suivantes. 

1. Si (u n ) est minoree alors [u n ) converge vers une limite finie / e IR donnee par l = inf{zt„ | n e N}. 

2. Si (u n ) n’est pas minoree alors elle diverge vers -oo. 

Demonstration II suffit d’appliquer la propriete precedente a la suite 

Remarque 10.10 Le theoreme de la limite monotone permet de justifier V existence d’une limite sans la connaitre 
explicitement. C’est un theoreme d’existence abstrait tres important en analyse. 


10.5.2 Suites adjacentes 


Figure 10.2 - Suites adjacentes 


Definition 10.10 Suites adjacentes 

Soient (u n ) et (v n ) deux suites reelles. On dit que (zz„) et (v„) sont adjacentes si et seulement si 

1 [u n ) est croissante 

2 (z > n ) est decroissante 

3 v n - u n * 0 

Yl — *■ +00 
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Demonstration 

1 Remarquons tout d'abord que pour tout n e N, u n ^ v n . En effet, si ce n’etait pas le cas, il existerait N e N tel que i<n - > 

0. Mats alors, comme ( u n ) est croissante et (v n ) est decroissante, il vient pour tout n S N, u n - v n 1s > 0 ce qui est 

en contradiction avec le fait que u n - v n ► 0. On en deduit en particular que pour tout n e N, u n S v n S vq car (v n ) 

72— *-+00 

est decroissante et v n > u n & uq car ( u n ) est croissante. 

2 (u n ) est croissante et majoree par vo. En vertu du theoreme de la limite monotone 10.25, (u n ) converge vers une limite 
l\ e IR et : Vn e N, u n ^h- 

3 [v n ) est decroissante et minoree par uq. En appliquant a nouveau le theoreme de la limite monotone 10.25, {v n ) converge 
done vers une limite I 2 e R et : V n e N, v n 2= ( 2 . 

4 Enlin : 0= lim ( v n -u n )= lim v n - lim u n = I2- h- Par consequent l\ = ?2- 

72— *+00 72— »+00 72 — »+00 

Les deux suites convergent done vers une meme limite l = l\ = I 2 . 


10.5.3 Approximation decimate des reels 

Dans tout ce paragraphe x est un nombre reel. Pour tout neN, on pose 


Pn=E^ 10^x]J 

E (10” x) 

Par definition de la partie entiere d’un reel, on a p n 10”x < p n + 1. Cette inegalite est equivalente a — x < 
E (10” a:) + 1 


Posons, pour tout neN, 


E(10”jc) E (10” jc) + 1 

(lyi — et b,, — 

10 ' 10 " 


Remarque 10.11 

- Vn e N, b n - a n - 10 _ ” . 

- Pour tout n e l\l, a n et b n sont des rationnels : a n ,b n e<Q. 


Definition 10.11 Valeur decimale approchee 

Soit neN. Les rationnels a,, et b n sont appeles respectivement valeurs decimates approchees de x a 10“ " pres respec- 
tivement par defaut et par exces. 

Exempt e 10.3 

n a n b n erreur= 10~" 


1 

1 < ^2<2 

1 

2 

1 

2 

1.4<v / 2< 1.5 

1.4 

1.5 

0.1 

3 

1.41 < \/2< 1.42 

1.41 

1.42 

0.01 

4 

1.414 < \fl< 1.415 

1.414 

1.415 

0.001 


Theoreme 10.28 

Les suites ( a n ) et (b n ) sont adjacentes et leur limite commune est x. 

Demonstration Soit n e l\l. Rappelons que p n 10” x < p n + 1 oil p n = E ( 10”x) . En multipliant par 10 chaque membre de cette 
inegalite, on obtient 

10p n ^ 10” +1 x < 10 (p n + l) . 

Or p n+ i est le plus grand entier inferieur a 10” +1 x ef 1 + p n+ \ est le plus petit entier superieur a 10" +1 x. Par consequent, on a 
• P 72 Pn + 1 

• 10p„ S p n + 1 ce qui donne — — ^ — — - ef done a n ^ a n+ \. La suite (a n ) est croissante. 

10" ^Q/2 + l 
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• 1 + p n +i < W[p n + l) ce qui s’ecrit aussi 
Comme b n - a n = 10 _rt , on a bien b n - a n 


1 + Pn+1 „ Pn + 1 


La suite (b n ) est decroissante. 


ti —>+ oo 

done convergentes et convergent vers une meme limite l e [R. Comme Vne 
passage a la limite dans les inegalites 


10 ,i+1 10 " 

0 et on a prouve que les deux suites ( a n ) et ( b n ) sont adjacentes. Elies sont 
p n ^ 10”x < p n + 1, on a necessairement l = x par 


10.5.4 Segments emboites et theoreme de Bolzano- Weierstrass 


Corollaire 10.29 Theoreme des segments emboites 

■ 

Soit (I n )neN une suite de segments, I n = [a n ,b n ] tels que 


(^T) Ils sont emboites : VneNI, l n+ \ c l n ; 


( H 2 ) Leur diametre tend vers 0 : ( b n - a n ) * 0. 

^ y n—*+ oo 


Alors il existe un reel / e U tel que fl^eN In = {/}. 

> 


Demonstration Soit n e N. Puisque [a n+ i,b n+ i] a [a n ,b n ], on a a n S a n+ \ et b n+ \ S b n ce qui montre que la suite (a n ) est 
croissante et la suite ( b n ) decroissante. La deuxieme hypothese montre que ces suites sont adjacentes. Elies convergent done vers 
la meme limite l e IR. Montrons par double inclusion que I n = W- 

a Montrons que l appartient a V intersection des intervalles \ n . Puisque les suites (a n ) et ( b n ) sont adjacentes et convergent vers 
l, on sa it que Mn e N, a n =£ l S b n et done MneN, lel n ce qui montre que l e HneN I n- 
a Soit x e flneN In- Montrons que x = l. Par definition de 1' intersection d’ une famille ( voir l’appendice 1.12), Mn e N, x e l n 
d’oit 

VneN, a n ^ x ^ b n 


Par passage a la limite dans les inegalites, on en tire que l S x^l d’ou l - 

_BlO 


Karl Weierstrass, ne le 31 octobre 1815a Ostenfelde (Westphalie), mort le 19 fevrier 1897 a Berlin 


Mathematicien Allemand. Karl Weierstrass est considere comme le 
pere de 1’ analyse moderne. Apres des etudes secondaires brillantes, 
son pere le force a etudier le droit a l’universite de Bonn. II ne 
frequente guere les amphitheatres et prefere s’adonner a 1’escrime, 
aux mathematiques et a la boisson ... Tant et si bien qu’au bout de 
quatre ans il n’a toujours aucun diplome. Son pere consent a lui 
financer deux annees supple me ntaires afin qu’il decroche un poste 
d’enseignant dans le secondaire. II rencontre alors Guddermann qui 
va le former aux mathematiques. Ce n’est qu’a 40 ans et alors qu’il 
enseigne dans le secondaire depuis une quinzaine d’ an nee qu’il pub- 
lie un article dans le fameux journal de Crelle sur les travaux qu’il 
a mene de facon isolee depuis plusieurs annees. II accede aussitot a 
la celebrite et obdent rapidement un dtre de docteur et une chaire a 
1’universite de Berlin. II s’ est interesse, entre autres aux fonctions an- 
alydques et aux fonctions elliptiques. On lui doit le formalisme actuel 
en analyse. 



//‘///uj'A/i’/ 


Theoreme 10.30 WT 1 Theoreme de Bolzano- Weierstrass 

De toute suite reelle bornee, on peut extraire une suite convergente. 


Demonstration Vous pouvez la sauter en premiere lecture. Nous allons uniquement donner une idee de la construction en ne 
redigeant pas les recurrences completes. 

Considerons une suite (u n ) bomee. II existe ao,bo e R tels que Mn e N, ao =£ u n S bg. Nous allons utiliser un procede standard 
d’ analyse, la dichotomie pour construire une suite extraite de [u n ) qui va converger. 

- Posons co = (no + bo)/2 et Go = {n e N | u n e [flo> c o]l, Do = [n e N | u n e [co.Loll- Puisque Go U Do = N, l'un de ces deux 
ensembles est infini. 

- Si Go est infini, puisque Go est une partie non vide de N, elle possede un plus petit element no (e’est un a xiome des entiers 

que nous verrons prochainement). Posons a\ = ao, b\ = co. cj = + b\) 12, Gi = [n > no \ u n £ [fli, ci ] }, Di = {n > no I u n e 

[Ci, Li]}. 

- Si Go estfini, alors Do est infini et possede un plus petit element iiq. On pose alors a\ = co, b\ = bo. Gi = {n > no I u n e [fli,ci]}, 
Di = {n> no | u n £ [Ci,b\]}. 

Dans les deux cas, Gi uDj est un ensemble infini. On construit par recurrence une suite d'entiers [nGkcK et deux suites reelles 
(a n ), (b n ) verifiant : no < n\ < ■ < n^ < .. . , oq *£ «i ^ ^ aj. ^ ^ foj. ^ ^ b\ ^ bo et aj. ^ u n . ^ b j c . Puisque (Lj. - aj.) = 
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(fro - ap)l2^, on verifie facilement que ce sont deux suites adjacentes. Elies convergent done vers la meme limite l e R. On definit 
alors E application 



qui est strictement croissante. Puisque a ^ ^ u Hk S. b^, d’apres le theoreme des gendarmes, la suite extraite ifqjf/t) converge vers l. 

Multimedia : Animation qui explique cette construction. 


10.6 Suites geometriques 


Theoreme 10.31 OOOO Convergence d’une suite geometrique 

Considerons la suite geometrique [k n ) de raison k e R et dc premier terme 1. 

- Si k > 1 , la suite (k n ) diverge vers +oo. 

- Si k = 1, la suite (k n ) est constante et tend vers 1. 

- Si | fc| < 1, la suite (k n ) converge vers 0. 

- Si k -1, la suite {k n ) diverge. 

En resume la suite geometrique (k n ) converge si et seulement si [A;| < 1 ou bien k - 1. 

DV , CV DV 

-1 1 k 


Demonstration 

• Supposons k > 1. Nous allons utiliser l’inegalite suivante, dite de Bernoulli et qui se prouve aisement par recurrence (voir 
1’exercice 8.30 page 329) : 

Vx&O, VkeM, (l+x) n >l + nx. 


Comme k > 1, on a k - 1 > 0 et done, pour tout neN, k n = (1 + (fc- 1))” S 1 + n(k- 1). Comme fc - 1 > 0, n(k-l) * +oo. 

n —*+ oo 

Par le theoreme des gendarmes, on en deduit que k n * +oo. 

n —> -+oo 

• Si k = 1, trivialement k n ► 1. 

n—*+oo 

• Si \k\ < 1, alors en supposant que k est non nul et en posant b = ll\k\, on a b > l. D’apres le premier point, on peut affirmer que 

b n > +oo et alors la suite | k\ n * 0 et done k n * 0. Si a = 0, le resultat est evident. 

n — *■ +oo n—*+oo n —*+ oo 

• Si k « -1, on peut extraire deux sous-suites de la suite (k n ), les suites (k 2n ) et (k 2n+1 ). Si k < -1, la premiere sous-suite diverge 
vers +oo et la seconde diverge vers -oo et si k=—l, la premiere sous-suite converge vers 1 et la seconde converge vers - 1 . Dans 
les deux cas, a ppliquant le theoreme 10.23, on peut affirmer que ( k n ) est divergente. 


Definition 10.12 Serie geometrique 

Soit k e RL On definit la progression geometrique (ou serie geometrique) de raison k comme etant la suite de terme 
general 

n 

S n = l + k+k 2 + ... + k n = Y,k i 

i=0 


Theoreme 10.32 OOOO Convergence d’une serie geometrique 

- On sait calculer une somme geometrique : 



1 -k n+1 

S yi — 1 k -\- k +... + k n — * 

1 - k 

n+ 1 si k - 1 


- Si |fc| < 1, la suite (S n ) converge vers le reel et si |A;| 3= 1, la suite (S„) diverge. 

1 - k 

1 — k n+ ^ 1 

Demonstration Si \k\ < 1, puisque k n > 0, S n = * . Si k = 1, S n = n+ 1 > +oo et done (S n ) 

? 2 — »+oo 1 — lc n—+oo 1 — Jc n — »+oo 

diverge. Pour \k\ & 1 et k ^ 1, puisque [l-k)S n = 1 -k n+1 , on tire k n = (1 — (1 — k)S n )lk. Si la suite (S w ) convergeait vers 1, d'apres 
les theoremes generaux, la suite (k n ) convergerait vers (1 - (1 - k) l) / k ce qui est faux d’apres le theoreme precedent. 
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Remarque 10.12 Le dessin suivant permet de visualiser la limite de la somme geometrique dans le cas ou 0 < k < 1. 
On place les uns apres les autres des cubes de cote k l . Multimedia : Faire varier k et la valeur de 
la s omme 



So Si S„ 1/(1 -A;) 


Remarque 10.13 Les suites et series geometriques sont tres utilisees en analyse. On essaie souvent de majorer des 
suites par des suites geometriques dont on connait bien le comportement. 


10.7 Relations de comparaison 

10.7.1 Introduction 


Bien que deux suites puissent avoir la meme limite, elles peu- 
vent avoir des comportement tres differents en l’infini. On 
s’en convaincra en observant les graphes des suites (n). (2 n ) 
et (/;!/10). Une idee simple pour comparer le comportement 
asymptotique de deux suites ( u n ) et (v n ) est d’etudier la na- 
ture de la suite quotient ( u n l v n ). Cette idee est a la base des 
notions de domination, preponderance et equivalence que 
nous allons developper maintenant. Ainsi, on dira que ( v n ) 
est preponderante devant (u n ) si u n lv n * 0. On dira 

71^+00 

aussi que {u n ) et ( v n ) sont equivalentes si u n lv n * 1. 

71^+00 

On verra que cette fa£on de comparer le comportement 
asymptotique des suites aura des consequences utiles sur les 
methodes de calcul de limites. 



10 11 


12 1 


Figure 10.3 - x (lOOrc) - □ (2") - *(n!/10) 


10.7.2 Suite dominee par une autre 


Definition 10.13 Suite dominee par une autre 

Soient {u n ) et ( v n ) deux suites. On dit que ( u n ) est dominee par ( v n ) si et seulement si il existe une suite (B„) et un 
rang NeN tels que : 

1 (B n ) est une suite bornee. 

2 Vns N, u n = B n v n 
On note alors : u n = O ( u n ) 


Proposition 10.33 Transitivite de la relation O 

Le relation O est transitive, ce qui signifie que si (u n ), {u n ) et {w n } sont trois suites, alors : 

\u n = o {V n ) et V n = O {W n )\ => U n = O ( Wn ) 

L n —*+ oo n—>+oo J n—+oo 


Demonstration Comme u n = O (v n ) et v n = O ( w n ), il existe des suites bomees (B , „l et (B , /,l telles que a partir 

n-~ +oo n— +oo v ' v ’ 

d'un certain rang N' et d’un certain autre N”, on a : Mn S N', u n = B’ n v n eti/nsN", v n = B>’ n w n . Posons N = max (N'.N") et 
pour tout n & N, posons B„ = B' r B” . La suite (B n )nsN est bornee et : 

Vn S N, u n = B n v n = B n B„ w n = B„ w n . 


Par consequent. u n = O [w n ). 

n —*+ oo 
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Theoreme 10.34 Une suite est dominee par une autre si et seulement si le quotient de la premiere par la 
deuxieme est borne 

Soit [u n ) et (v n ) deux suites. Si a partir d’un certain rang ( u n ) ne s’annule pas alors : 


Un — O i^n) ^ ^ 1 


| est bornee 

n —*+ oo 1 

m 



Demonstration Supposons que ( v n ) ne s’annule pas a partir du rang N e N. La suite — - est done bien delinie. On peut 

v Vn I n^N 

supposer que {v n ) ne s’annule jamais (et done que N = 0). Dire que : u n = O (v n ) revient a dire qu’il existe un rang N e N et 

n—>+oo 

. . . . Vyi 

une suite bornee (B ;i ) tels que : V n 3= N, u n = B n v n , ce qui est equivalent a dire que : Vn S N, — = B w et done que 

v n 

bornee. 


10.7.3 Suite negligeable devant une autre 


/ 

Definition 10.14 Suite negligeable devant une autre 

Soient ( u n ) et (v n ) deux suites reelles. On dit que {u n ) est negligeable devant ( v n ) si et seulement si il existe une suite 
(E ;i ) et un rang N tels que 


2 V«S N, U n -£ n V n 
On note alors : u n — o ( v n ). 


| Remarque 10.14 


Ecrire que u n - o (1) revient a dire que u n 

n^+ oo 


> 0 . 

n —*+ oo 


Proposition 10.35 Transitivite de la relation o 

La relation o est transitive, ce qui signifie que si (w ;i ), [v n ) et {iv n ) sont trois suites reelles, alors : 
[w„= o (p„) et p„= o 0„)1 =^> u n = o (w„) 


Demonstration Identique a la demonstration de la transitivite de O. 


Theoreme 10.36 Une suite est negligeable devant une autre si et seulement si le quotient de la premiere par la 
deuxieme tend vers 0. 

Soit (u n ) et (v n ) deux suites reelles. Si a partir d’un certain rang ( v n ) ne s’annule pas alors : 


Un — O [Vn! ' > r * 0 

n —*+ oo \j n n—*+ oo 


Demonstration Identique a la demonstration du theoreme 10.34. 

Remarque 10.15 Vous rencontrerez deux fagons d’utiliser la notation o. 

- La premiere est celle de la definition. Par exemple, on peut ecrire In n- o in), ce qui signifie que In nln * 0. 

n — *■ +oo n—*+oo 

- Mais vous rencontrerez aussi des ecritures comme : 

1 _ 1 1 1 Ml 

n— 1 n n 3 n^+oo ^ n 3 ) 

qui signifie que l/(n- 1) - [l!n + Un 2 + 1 In 3 ) est negligeable devant 1/re 3 quand re — > • +oo. Autrement dit : l/re + 
1 /re 2 + 1/re 3 est une approximation de 1/ (re - 1) quand re — » +oo et l’erreur commise est un o I -M e’est-a-dire est 
negligeable devant 1 / re 3 quand re — ► +oo. 
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10.7.4 Suites equivalentes 


Definition 10.15 Suite equivalentes 

Soient (u n ) et ( v n ) deux suites reelles. On dit que (u n ) est equivalente a (v n ) si et seulement si : 

u n -v n = o (v n ) 


Proposition 10.37 

La relation « est equivalente a »est une relation d’ equivalence sur V ensemble des suites. Soient ( u n ), (v n ) et (w n ) trois 
suites reelles. On a : 

• ~ est reflexive : u n ~ u n . 

n—*+oo 

• ~ est symetrique : u n ~ v n ^=> v n ~ u n . 

n —*+ oo n —*+ oo 

• ~ est transitive : u n ~ v n et v n ~ w n u n ~ w n . 

n—*+oo n—*+oo n —*+ oo 


Demonstration Montrons que si u n ~ v n , alors v n ~ u n .Puisqueu n ~ v n , a partir d ’un certain rang N. u n - v n = 
n —*+ oo n —*+ oo n —*+ oo 

r n e n ou e n > 0. On en tire u n = (1 + e n ) Puisque e n * 0, a partir d'un rang N 2 S N, 1 - e n ^ 0. Alors pour n & N 2 , 

n — *+oo n—*+oo 

l 'n ~ u n = -£n/(l _ Definissons la suite (e n ) par e n = -e f2 /(l + e n ). On a e w ► 0 ce qui montre que v n -u n = o[u n ) 

n—*+oo 

d’ou v n ~ u n . Les autres preuves sont laissees en exercice. 

72— ►+ OO 


Theoreme 10.38 Une suite est equivalente a une autre si et seulement si le quotient de la premiere par la 
deuxieme tend vers 1. 

Soient (u n ) et ( v n ) deux suites reelles. Si (v n ) ne s’annule pas a partir d’un certain rang, alors 


u n 


Un > 

V n n^+00 


on peut au choix, montrer que 


.Plan 10.3 : 


Pour montrer que u n 


1 




2 A partir d’un certain rang, u n - (1 + e fi ) v n avec e n 


3 A partir d’un certain rang, u n — v n + e« avec e n - o {v n ). 


Theoreme 10.39 Equivalents et limites 

Soit ( u n ) et ( u n ) deux suites reelles . Alors : 

- Si u n ~ v n et si v n ► / e IK alors u n * 

72— *-+00 72— *+CJO 72— *-+00 


- Si u n ■ 


l e [R avec Z ^ 0 I. alors 



Z. 


Demonstration 

- Comme u n ~ v n , il existe une suite (e«) telle que, a partir d’un certain rang : u n = (1 + £n)vn et e n » 0. Comme 

72 — »+00 72 — *+00 

v n * l e R, par operation sur les limites : u n » Z. 

72 — *+00 72 — *+00 

Uyi 

— Dire que : u n *• l eU revient a dire que : *• 1 et done u n ~ /. 

72 — *+00 l 72 — *+00 72— *+00 

/j\ Attention 10.4 Ecrire u n ~ 0 revient a dire qu’a partir d’un certain rang, les termes de la suite [u n ] sont tous nuls. 

72 — *■ +00 

Proposition 10.40 Un equivalent simple permet de connaitre le signe d’une suite 

Si ( u n ) et (v n ) sont deux suites reelles equivalentes alors, il existe un rang a partir duquel elles sont de meme signe 
u n ~ v n [3N eN: V«>N, u n v n > 0] 

72— *-+00 
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Demonstration Comme u n ~ v n il existe une suite ( z n ) telle que, a partir d'un certain rang : u n = (l + e n ) v n ete n * 0. 

n—*+oo n—*+ oo 

Le signe de (1 + e n )v n est done donne, a partir d'un certain rang, par celui de v n . Par consequent, a partir d’un certain rang, les 
deux suites ( u n ) et ( v n ) sont de me signe. 


Theoreme 10.41 Produits, quotients, puissances d’equivalents 

Soit (a„), (b , ,), (u n ), {v n ) des suites verifiant : 




Demonstration Demontrons le premier equivalent. Les autres se prouvent de meme. Comme u n ~ a n et v n ~ b n , 

n — *• +oo n—*+oo 

il existe des suites (ct«) et (p ;i ) toutes deux convergeant vers 1 telles que a partir d’un certain rang : u n = a n a n et v n = bn- Par 

consequent, a partir d’un certain rang : u n .v n = (a. n a n ) . fR n bn) - Unfin-anbn et par operation sur les limites a n Pi n > 1. On 

1 1 n —*+ oo 

a done bien : u n v n ~ a n b n . 

n—>+ oo 

Remarque 10.16 Attention, il ne faut pas 

1 Sommer des equivalents. 

2 Composer des equivalents. En particulier, il ne faut pas 

• Prendre des logarithmes d’equivalents. 

• Prendre des exponentielles d’equivalents. 

Exemple 10.5 Par exemple : 

- n+ 1 ~ net-n ~ -n + 2 mais cela n’apas de sens d’ecrire : 1 ~ 2. 

72— »+00 72— »+00 72 — *+00 

- 2” + n ~ 2" mais par contre e 2 + " n’est pas equivalent a e 2 . 

n — *+oo 


10.8 Comparaison des suites de reference 



Demonstration 

1. Si a partir d'un certain rang : ” +1 *£ ” +1 alors, a partir d'un certain rang, on a : n+1 S — et done la suite [ — I est 

Un Vn i ’ n+ 1 v n 1 v n I 

decroissante a partir de ce rang. Comme (u n ) et ( v n ) sont a termes strictement positifs, cette suite est minoree par 0. On 
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peut done appliquer le theoreme de la limite monotone 10.25, la suite — converge vers une limite 1^0. Par application du 

Vn 

u n 

theoreme 10.5, on peut afhrmerque — est bornee et done que u n = O ( v n ). 

y n n—*+oo 

2. Posons l = lim n+ 1 . 

n—*+oo u n 

(a) Si l < 1 alors on peut trouver un reel r e]l, 1[ (par exemple r = (Z + l)/2). D’apres le theoreme 10.6 page 357, a partir 

d’un certain rang NeN, on a 11+1 =£ r. Par consequent, si n S N, 
ll n 


u n + 1 »».+ ! U 11 Hn+2 m N+1 

MN ihi ihi-l H N+1 U N 


■ ^ r ... .r = r 


(b) Si l > 1 alors en prenant r e ]1, /[, a partir d'un certain rangN e N, on a > r. La demonstration se termine comme 

u n 

la precedente. 


Theoreme 10.43 Comparaison des suites de reference 

Soient a > 1, a > 0 et p > 0. 


(\nnf= o [n a ] I I n a = o [a' 1 ) 


a ' 1 = o (?i!) 

n —*+ oo 


n\ = o ( n n ) 


Demonstration 


_ . , ... (lnftjP 6 \ / . lnx 

Soif {u n ) la suite de terme general u n = . Pour tout u e N, on a u n = - — . Mais *• 0. Par consequent 

n a a u x x— >+oo 


* 0 et done u n * 0 ce qui prouve que (In rc)P = o f n a ) . 

n—>+oo n — '+oo n—.+ oo v 7 


Considerons maintenant la suite ( v n ) de terme general v n = — . Soit n e N. On a 


Vn - (-1 11. 1 


v n a\ n) n— + oo n 


= o (a"). 


Considerons la suite [w n ] de terme general w n = — . On a 

n\ 


w n n+ 1 +oo 

En appliquant a nouveau le critere de comparaison losarithmique, on peut afhrmer que v n * 0 et done que a n = o (n!) . 

n—>+ oo n — »+oo 

- Pour la derniere relation, si 1 on verihe facilement que : 

n\ 1x2x3 x...xn 1 

— = « - 0 . 

n n nxnxnx...xn n n^+oo 

n\ 

On peut aussi appliquer le critere de comparaison logarithmique a la suite (x n ) de terme general x n = — . On a : 


x n+ i I n \n ( 1 \ " 1 

- 2±i = = 1 + - ► - e ]0,1[. 

x n Vn + i; ( nj n->+ oo e 
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En conclusion a ce chapitre et avant d’aborder les exercices, il est vivement conseille de prendre connaissance du para- 
graphe C.4 de 1’ annexe C. On y apprendra differentes methodes permettant de calculer des equivalents. II sera aussi tres 
profitable de (re-)lire le paragraphe C.l de cette meme annexe. 


En resume 

Les differents theoremes et les differentes definitions de ce chapitre doivent etre parfaitement compris et appris. 11 faut 
pouvoir les illustrer par des dessins et savoir refaire les demonstrations marquees avec des O . Pour la plupart, ces 
theoremes et definitions seront re-formules dans le cadre du prochain chapitre sur les fonctions reelles. 

En accompagnement des exercices de ce chapitre, lisez la partie C. 1 page 1189 sur les techniques de majoration-minoration 
et la partie C.4 page 1204 sur les equivalents. Le tout se trouve dans F annexe C. 

Enfin, en complement a ce chapitre, il faudra vous consacrer au paragraphe C.5 page 1219 toujours dans F annexe C. On 
y traite des suites definies par recurrence un theme .... recurrent... dans les concours. 
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10.9 Exercices 


10.9.1 Avec les definitions 

Exercice 10.1 V 

Soit (u n ) une suite reelle. Traduire a l’aide de quantificatems : 


1. La suite ( u n ) est constante a partir d’un certain 
rang. 

2. La suite (u n ) est croissante a partir d’un certain 
rang. 


3. (u , ,) tie converge pas vers 0. 

4. la suite u n n’est pas croissante a partir d’un certain 
rang. 


Solution : 



1. 3NeN : 

V)!EN, 

n 3 N => U n - Un+1 

2. 3N e N : 

VneN, 

n 3 N => u n u n+ 1 

3. 3e > 0 : 

VNeN, 

3»eN : n 3 N et \u n \ 3 e 

4. VNeN, 

3«eN : 

n 3 N et u n 3 u n+ \ 


Exercice 10.2 

En udlisant les definitions 10.7 et 10.8, montrer que : 

4. (?J 1 2 ) nE N tend vers +oo. 

5. (i/nJneN tend vers +oo. 

6. (ln«) nE N» tend vers +oo. 


L converge vers 0- 

2. (^)neN* converge vers 0- 

3. (^Tf)neN converge vers 0- 


Solution : 

1 . Voir 1 ’exemple 10.1 page 356. 

2. Soit e > 0. On cherche un rang N e N* tel que si N alors 1/h 2 Seou de maniere equivalente Un sS y / e. Posons 

N = E fl/x/e) + 1. On a 1/N =£ -Jc. Soit neN tel que n 3 N. On a bien : 1/ n 2 1/N 2 e et done 1/n 2 * 0. 

V 1 72— +00 

3. Soit e > 0. On cherche un rang N E N* tel que si n ^ N alors 1/2" sS e oil de maniere equivalente n 3 . 

Posons N = E [i^yyly) + 1 (o/i peut supposer e e ]0, 1[. Soit n e N* tel que n 3 N. Alors 1/2" 1/2 N < e et done 

JtT * 0 

^ n—+oo 

4. Soit M eR. On peut choisir M positif sans que cela ne particularise la demonstration. On cherche un rang N e N 
tel que si N alors n 2 3 M ou de maniere equivalente n 3 %/M. Posons N = E (\/m) + 1. On a N 2 3 M. Soit 
n e N tel que n 3 N. On a bien : n 2 5= N 2 3= M et la suite tend done vers +oo. 

5. Soit MeI. On cherche un rang N e N tel que si n 3 N alors \fn 3= M ou de maniere equivalente n 3 M 2 . Posons 
N = E (M 2 ) + 1. On a \/N 3 M. Soit n e M tel que n 3 N. On a bien : \fn 3 \/N 3 M et la suite tend done vers +oo. 

6. Soit M e RL On cherche un rang N e N tel que si n 3 N alors In n 3 M ou de maniere equivalente n 3 e M . Posons 
N = E (e M ) + 1. On a InN 3 M. Soit neN tel que n 3 N. On a bien : Inn 3 InN 3 M et la suite tend done vers +oo. 


Exercice 10.3 W 

On considere une suite (u n ) qui converge vers 0. On dehnitla suite (u n ) de terme general : 

1 " 

Vn = — Y. ku k 

n k= 1 


Montrer que ( v n ) converge vers 0. 


Solution : Soit e > 0. Comme ( u n ) converge vers 0, il existe un rang Ni £ N tel que si H3 N alors \u n \ e/2. Par 
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application de l’inegalite triangulaire, on peut ecrire . 


1 


\Vn\ — 7 


E ku k + E lcU k 

k= 1 fc=Ni+l 


1 Nl 1 n t 

— Y J ic\u k \ + — e k - 


fc=Ni+l 


l Ni 

— E k \u k \ + : 


car k ^ ft 2 . De plus, par operations surles limites, — * 0. II existe done un rang N 2 e N* tel 

K— i\l + l 1C— I 72— *-+00 

que si tt 3= N 2 aiors — Z^i k \ u k\ e/2. Posons N = max(Ni,N 2 ). Soit n>N. Oil a aiors |tt n | s; e/2 + e/2 = e, ce qui 


prouve que v n 


• 0 . 


Exercice 10.4 S?S? 

Soit fine suite reelle (u n ) telle que Vn eN, w n e Z. Montrer que si la suite (u n ) converge, aiors elle est constante a 
partir d’un certain rang. 

Indication 10.5 : On pour ra envisager la suite ( v n ) definie par v n = u n+ \ - u n ■ 

Solution : La suite (u„) definie par v n = u n + 1 - u n converge vers 0. On pose e - - . II existe NeM tel que pour tout 
n>N, 

1 1 

^ Vn ^ H — . 

2 2 

Mat's aiors, pour n 3 N, u n - 0, puisque zero est le seul entier compris entre -1/2 et et 1/2. La suite ( u n ) est done 
constante a partir du rang N. 

Exercice 10.5 

Soit un reel a e]0, 1[ et une suite ( u n ) convergeant vers une limite leU. Etudierla suite de terme general 


v n = E ^ u n-k 


Solution : Etudions d’abord le cas ou (u n ) est constante : Vn eN, u n — a ou a e K. On obtient aiors facilement que 
1 — tx n + ^ ci 

pour tout ne M, v n = a et v n * . Ce cas particular nous invite a conjecturerque que si {u n ) converge 


1-a 


tt— >+oo 1-Cf 


vers l, la suite [v n ) converge vers l/( 1-a). Ecrivons pour tout neN, u n - l + z n a vec E n * 0. Aiors pour n e f 

72— -+00 


Definissons la suite de terme general 


1 rv^+l 72 

I — U 7- 

Vn = I— + E “ Z n-k 

1-a 


— E a ^ n—k 

k = 0 


et montrons que d n » 0. Cela montrera que la suite (v n ) converge vers Z/(l - a). 

II—+OO 

Coupons, pour neN, la somme en deux sous-sommes : 

72— N 72 

|0ol ^ E + E 

k = 0 k=n- N+l 


Soit e > 0. Posons e = e (1 - a) /2 > 0. Comme e„ 
Done pour la premiere somme, si n 3= N : 


n - N i_ a rc-N+l 

E la fc e n _ fc | « e — 

fc=o !"« 

En posant M = max(|Eol, . . . , |en-i I), on majore la deuxieme somme : 


0, il existe NeN, tel que Vfc 3= N, |efc| ^ e. 


1-a 


A . k . . . A k M n 1 — a 

E |a fc e„_ fc |«M E “ = “nT® T — ' n-i 
/TV, a N 1 1-" " N 1 


M 


[-a a N_i (l-a) 
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car a e ]0, 1[. La suite 

N' e N tel que \/n> N'. 
II vient finale me nt. 


' M 

qN— 1 

Mcx" 


a" J converge vers 0 (car e’est une suite geometrique de raison a e |0, 1 [) done il existe 
^ e. Posons Ni = max(N,N') et soit n> Ni. 


10.9.2 Convergence, divergence de suites 

Exercice 10.6 V 

Etudier la convergence des suites suivantes, donnees par leur terme general : 


1 _ sinn 

L - U n ~ — 

2 u — ” 2 


+ (0.7)' 


3. u n — nr + 2n l - 5n+ 1 


4. u n = 3” - n 2 2 n 

5. m„ = (- 1)" 

6. u n = Vn 2 + n- \fn 


Solution : 

1. Pour tout reel x, -1 ^ sinx ^ 1, done pour tout n E N*, -j- s; ^ ^ D’apres le theoreme des gendarmes 

Un * 0. 


2. Soit n e N*. 


_ n 2 1 


rt(rt-l) n 2 i(i_i 


11-1 n^+oo 


1 et (0.7)' 


0 car il s’agit d'une suite geometrique de raison 0.7 e 


] — 1, 1[. Done par operations surles limites u n * 1. 

n— -+oo 


4. Un = 3" - n 2 2 n = 3"|1- 


les limites. 


n n 2 rf 1 n^+oo 

+oo par application des relations de comparaisons et par operations sur 


5. U2n - 1 • 1 et U2n+ 1 = -1 » — 1. On a ainsi extrait deux suites de la suite u n qui admettent des limites 

n—*+ oo n—*+ oo 


differentes. Done (u n ) diverge. 

^ v 7 n 2 + n-s/n^ [\/n 2 + n+ v/n] n 2 + n _ n 


u n = V n 2 + n - \fn = 
tions surles limites. 


V n 2 + n + \fn 


V n 2 + n+ \fn n \! 1+ ii + ^ l n ^ + °° 


+00 par opera- 


Exercice 10.7 O 

Etudier la convergence des suites suivantes, donnees par leur terme general . 


1. u n = (- 3) n + 3 n 


2 2n -n3 n 

3. u„ = ou a,beU et 0 < a< , 


3' ! +2 
c _ cos n 
u ” - ~ 

6. u n = ^pT 

n 2 + 3 


Solution : 


1. u 2n — 3 zn + 3 zn ► +oo et u 2n +i = -3 2 " +1 + 3 2n+1 

n—>+o o n— >+o o 


0. On a ainsi extrait deux suites de la suite (u n ) qui 


ne tendentpas vers une meme limite. Par consequent, (u n ) diverge 

1+ _!L_ 

I4) n 

2 2n +n3 n _ 4 n +n3 n _ 4" (3 


2. Un — 


n ~ - 4^73" - «T - Par cwissances comparees ppr 0. Done : u n 1. 


1 + t £) n 

a n +b n _b n i + 


2 j, — a +u _ u 

J- U n - n n_ h n - un 


a n -b n b n _ l + ^ayi „_ +OQ 

l-4r 

4 ,, - 3 ^ 4 _ 32 . 3 ? 

+. U n 3 „ +2 3 » , 


1 _i n— +oo 

l ' on 


-1 car [%) n estle terme general d’une suite geometrique de raison £ e ] — 1, 1[. 


1 par operations sur les limites. 
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5. Pour tout reel x, -1 ^ cosx 1, done pour tout neN’,-jS <: 1 D’apres le theoreme des gendarmes : 
u„ * 0. 


n + 3 rr 1+4, n^+oo 


- 1 par operations sur les limites. 


Exercice 10.8 V 

Etudier la convergence des suites suivantes, donnees par leur terme general . 


r _ n 2 -nlnn 

Un ~ n 2 +n(\nn) 2 

2. u n = V n 2 + 3 n - n 
3 u ~ — s ,' n — 

” ~~ n 2 + 1 


4. u n = 4" - 3” + 1 

5. u n = | 

6. u n - a n - {—a) n ou a e [ 




Solution , 


1. Un — 


rr—ri\n.n _ /r 


^ _ mn 


n 2 +n(lnn) 2 ir (In >i) 2 
n 

limites. 


1 par application des relations de comparaisons et par operations sur les 


2. u n — V n 2 + 3/i- n — 
les limites. 

3. On a, pour tout neh 


|\/ n 2 + 3n - «| |\/ n 2 + 3n + « j 


V n 2 + 3n + , 


n n sin n n 


4 par operations sur 


'i + 4 + i 


U n 


0. 


n + 1 n + 1 n + 1 n+l n— >+oo 


Vn 2 + 3n + n 

0 done par application du theoreme des gendarmes, 


n —+ oo 

4. u n = 4 ”-3” + l = 4”(l-f#)"+fi 

5. U n = (i)" - (i)" ► 

tl^+OO 

raison element de ] - 1, 1 [ 


+oo par operations sur les limites. 


0 par operations sur les limites et car ((j)"] et ((i) ”) sont ^ es suites geometriques de 


U 2 n = 0 ► 0 et U 2 n+\ — 2a 2n+L . Si a &]- 1, 1[, {U 2 n+\) diverge et les deux suites extraites ( U 2 n ) et (t<2n+i) sont 

n—*+oo 

de natures differentes done ( u n ) diverge. Si a e ] — 1, 1[, « 2 n+i - 
toutes deux vers 0. D’apres le cours, u n * 0. 


0. Les suites («2«) et (t<2n+i) convergent 


Exercice 10.9 

Etudier la convergence des suites suivantes, donnees par leur terme general : 


L Un ~ e n+l 

2. u„ = Vn 2 - n - Vn 2 + 1 


4. u n — V n 4 + n 2 - n 2 - n 


5. u„ 


_ 2+4(-l) n 


3. U n = 


_ sin(n 2 ) 


6. u n - sin(^) 


Solution : 

1. Pour tout n eN, —n ^ —n cos 2 n sS 0 et done : 


theoreme des gendarmes, u n 


• 0 . 


n+l 


— n — 1. Mais lim = 0. Par application du 

n+1 «->+oo n+l 


2. u n — Vn 2 - n - V n 2 + 1 — 

1+4 


| Vn 2 - n - V n 2 + l| | V n 2 - n + V n 2 + lj 


n+l 


/ l-4 + ,/l + 


l n —+ oo 


V n 2 — n+ Vn 2 + 1 
- 1 par operations sur les limites. 


Vn 2 - n + V n 2 + 1 


3. Pour tout n eN’, -j- 


4. u n — V n 4 + n 2 - n 2 - n- 


1 , sin(n 2 ) 1 


j- done par application du theoreme des gendarmes, u n 


V 


■t) [Vr 


n 4 + n 2 - n 2 - 1 1 V nP + n 2 + n^ + n\ 


-In' 


V n 4 + n 2 + n 2 + n 
-oo par operations sur les limites. 


V n 4 + n 2 + n 2 + n 
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5. Pour tout n £ N* -■§ ^ 2+4 [, 1] ^ ■§ et lim — = lim - = 0. Par application du theoreme des gendarmes, 

n n n n^+oo n n^+oo ti 


6. Pour tout n eN, itm — sin (hit) = 0 et U 2 n + 1 = (-1)”- On extrait ainsi de (u n ) deux suites de nature differentes. Par 
consequent, (u n ) diverge. 


Exercice 10.10 V 

Etudier la convergence des suites suivantes, donnees par leur terme general . 


1 . u n = n cos n + n 2 

2. u n = (l + i)"ou n> 0. 

3. u n = 

yn + 1 

n^2 


5. u n = 


n?+5n 

— 3 — 1 

5n + cos n+^r 


ou n> 0. 


In 72 
y/n+l 

^ _ 3 / 2 +COS 72 


U n = 


72-1 


y - 

h 2k 


Solution : 

1. Pour tout «eN, u n = ncosn+n 2 3= n 2 - n et n 2 - n - 
u n ► + 00 . 


+00 done par application du theoreme des gendarmes, 


2. u n = (1 + i)” = e' iln ( 1+ n ).Mais n ln(l + ±) = ^ et — - 1 done wln(l + 

72 

e 1 ~ e par operations sur les limites. 


1 et u n 


3. u n = 


In 72 _ In 72 1 


V 72+1 y/n 1. 72 — »+00 

les limites. 


4. Pour tout nz 2,^^ ^ et ^ ^ 


0 par croissances comparees (voir le theoreme 1 0.42 page 371) et operations sur 

3 done par application 


372+1 _ 72 ;j+ 72 


72-1 72 1 _ J_ 


1 — 72— *-+00 


du theoreme des gendarmes, u n * 3. 

72— *-+00 


5. U n = 


72 3 +572 


1 + - 


572 3 + COS 72 H — = 2 " n 5 -I- COS 72 _ 1 _ 72 *+00 

n 72 3 72 5 


i par operations sur les limites. 


1 2 "+l 1 

6. u n - y — = 1 > 1 car on a affaire a une somme geometrique de raison j e | — 1 , 1 1 (Attention a 

k=l 2 

1 ’indice de depart de la soimne qui n ’est pas 0 ). 

Exercice 10.11 

Etudier la convergence des suites suivantes, donnees par leur terme general : 


1. 

u n = (l + y) n ou a e R et n > 0. 

4. 

_ 4.(0.5)"-2 
Un ~ (0.5)"+3 

2. 

u n = + oun> 0. 

5. 

K 

II 

3. 

u n = sin 

6. 

u n = 2” sin pr 


Solution : 


1. u n = (l+f)" - e' ,ln ( 1+ «). Mais «ln(l+^) = a — ^ a et ln(1 ;c +JC) » 1 done : «ln(l+|) 


2- Un = (b + $) n = e ntn {* + *> 


■ 0 par operations sur les limites et car 1 n (| + 2 j > In j < 0. 


1 0 si 3| /2 

— ^ si 3|/i + 1 . On peut done extraire de (u n ) trois sous-suites qui convergent vers des valeurs 
si3|« + 2 

differentes. Par consequent, (u n ) diverge. 

4. u n = 4 m°^»y 2 *■ - I par operations sur les limites et car (0.5”) est une suite geometrique de raison 0.5 e 

(U.oJ +0 72— »+oo o 
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5. u n — 4 * 0 par croissances comparees (voirle theoreme 10.42 page 371 ). 

3 n—-+oo 

sin r 

6. On a ^7 * 1 et -Sr » 0 done u n = 2” sin 4 = it — 4 * n 

x x — *0 z n — * +oo z -4L n — *+oo 


Exercice 10.12 V 

Etudier la convergence des suites suivantes, donnees par leur terme general : 


1 ■ Un — 


2n+(-l)" 

5n+(-l) n+1 


2. U 


_ ln(«+l) 
— Inn 


ou n> 0 


3. j = In (n+ 1) -Inn ou n > 0. 


nsin 

4. U n = p4 OU H > 0. 


5. u n = — j- ou n > 0. 

n+ Ti 

6. u n - In [e n + 1) - n 


Solution : 

n 2+4121 

I _ 2n+ (-1) _ n n 2 

' n 5n+(-l) n+1 h c (_ !)>■+! n-+co 5 
n 

lnfn+11 lnf/lfi+Tr)) ln(l+4 

2. t< )2 = — f = — 4 — = 1 h * 1 par operations surles limites. 

In n In n \ nn n ^+oo ^ ^ 

3. u n - In (n + 1) - In n — In ^-L = In f 1 + -1 > 0 par operations sur les limites. 

n v nJ n ^ +00 

Mi Mi nsin(i) 

4. On a deja montre que nsin - ► 1 done, comme cos f ► cos0 = 1, u n = Wr ► 1 

Kn ' n^+oo Kn> n^+oo 2-cos -p n— + oo 


n —— 2 

5. u n — — y = y * 1 par operations surles limites. 

n+ -k ”1 + 4 ”^ + °° 

n c 

6. u n — In [e n + 1) - n = In (e n (1 + e~ n )] - n = In (1 + e~ n ) * 0 par operations sur les limites. 


Exercice 10.13 

Etudier la convergence des suites suivantes, donnees par leur terme general : 


1. u n = (^) n 

2. u n = tan(^ - ou n > 0 

3. u n = Vl-3n+ n 2 ou n > 2. 


4 Sinn 

Un n+(-l) n+1 

5. u n — \J2+ (— 1) 

b - Un - n+(-l)" 


n 


Solution : 

1. Pour tout n e f\ 

Un * 0. 

n—< >+oo 

2. u n = tanff - y) 




0 done par application du theoreme des gendarmes, 


* +oo par operations sur les limites. 


3. u n - Vl-3n+ n 2 - nJ 4 - \ + 1 


4. Pour tout n > 1, -—4 


n— *+oo 
sin n 


sum 

n+1 ' = fi+1 ** n+(- 1) 
theoreme des gendarmes u n » 0. 


+oo par operations sur les limites. 


et lim = lim 

n— +oo n + 1 n— +oo n -\ 


0 done par application du 


5. Pour tout n 3= 0, vT s; u n - \J2 + (-1)" ^ \/3 et \/3 - e n ► e° - 1 done par application du theoreme des 

n —>+ oo 

gendarmes u n * 1. 

n —*+ oo 

6. Pour tout n>2, 44 u„ = ^ 44 et lim — = lim — = 1 done par application du theoreme des 

' l+L n-L n -~ +oo n -\ n— +oo n +\ 

gendarmes u n » 1. 

n — *+oo 


Exercice 10.14 W 

Soient [u n ) et ( v n ) deux suites reelles telles que u 2 + u n v n + v 2 * 0. 

n—>+oo 

Demontrer que (u n ) et (u„) convergent vers 0. 
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Solution : Soit n e N. Comme u 2 + u n v n + v 2 n = ( u n + v„) 2 - u n v n = (u n - v n ) 2 + 3 u n v n , la limite des deux dernieres 
quandtes existent et vaut 0. Par consequent : u n v n = \ ( ((u n + v n ) 2 + 3 u n v n ) - (( u n + v n ) 2 - u n v n )) * 0. On en 

4 vv 1 v n —* +oo 

deduit que u 2 + v 2 * 0 ce qui n ’est possible que si u n * 0 et v n * 0. 

n—+oo iii n — +OQ n— +oo 


Exercice 10.15 OOO 

Montrer que la suite (cos (n)) diverge. 


Solution : Supposons que (cos n ) converge vers une limite £eU. La sous-suite (cos (2 n)) converge done vers la meme 
limite £. Or V n e |\|, cos 2 n - 2 cos 2 n— 1, done en passant a la limite, on obdent : £ = 2£ 2 - 1 . Done on a necessairement 
£ - -1/2 ou £ - 1. D’ autre part, Vn e N, cos (n+ 1) + cos (n - 1) = 2 cos n cos 1. Un nouveau passage a la limite donne 
cette fois : 2£ = 2cos l.£ done £ - 0, puisque cos 1 ^ 1. On a done d’une part £ = -1/2 ou £ - 1 et d’autre part £ — 0. Ces 
deux conditions sont incompatibles, done l'hypothese de depart, a savoir (cos n) converge, tie dent pas. 


10.9.3 Relations de comparaison 

Exercice 10.16 O 

Soient deux suites (u n ), (v n ) telle s que 

(l Vn e N,0 ^ u n « 1 2 Vn eN,d„« 1 3 u n v„ >1 

n — +00 

Montrer que ( u n ) et ( u n ) convergent vers 1. 


Solution : Soit n e 14. On a u n u n u n s; 1. On peut alors at' firmer , grace au theoreme des gendarmes, que (u n ) 

convergevers 1. De meme pour ( v n ) qui est positive a pardr d'un certain rang. 


Exercice 10.17 'v 1 

Etudierla suite (u n ) definie pour n S 1 par : 



k 3 k 

Solution : Pour tout k e [1, nj , on a : 2 3= - et pour tout ke \n + 1,2 it] , on a : 2 3= 1. Par consequent, 

2n 2 2 n 

-(!)■• 

Comme (3/2) ,! * + 00 , par le theoreme de majoradon, on peut affirmer que 

u n * +00 


n — »+oo 

Yl — *• +OO 



Exercice 10.18 4 ? 

Etudierla suite de terme general 

n 

U n - Y, 

k= 1 


Solution : On a, pour tout n 32 1 , u n S \fn et \fn - 


+00 done par comparaison, 


Exercice 10.19 4? 

Etudierla suite de terme general 


Solution : Pour tout n 3= 1 : 


,= y — — 

fc=i « 2+fc2 


1 21 1 n 

o^y — ^ y — — 

2 , 1.2 r . 2 „2 

k=\ n +A - k= 1 Zn n 


1 

n 


et „ 


• 0 done par application du theoreme des gendarmes. 
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Exercice 10.20 V 

Etudierla suite de terme general 




Solution : Pour tout 


L I » i 1 tl /— 

— 3= > — = — = 

Jt=l^ Vn 


et y/n- 


+oo done par comparaison, 


Exercice 10.21 V 

Etudierla suite de terme general 


r— > it 

u n=L~ ~ 

fc= 1 " +fc 


Solution : Pour tout n S 1 : 




ti 2 ™ n n n ™ n 

— = E — « E — « E — = 1 



n 2 +n k—l n+n2 k~ i n2+ k Jc— l n2 

et * 1 done 

U n 1 1 

par application du theoreme des gendarmes. 

n +n n—>+oo 

Yl — *• +00 



Exercice 10.22 V 

Etudiez la suite de terme general 


u n 


n 


= E 


k 

n+k 


k k 

Solution : Soit k e [1, «|| . Puisque k s; n, > — et done 

n + k 2 n 


1 i 77+1 

u n> — L = — ■ * +°° 

” fc=l 


2,7 fc=l 4 

Done par application du theoreme des gendarmes | u n — ■ • +oo~|. 


Exercice 10.23 

Etudiez la suite de terme general 


2n 


u n — y*, 
k-n 


k 

Vn 2 + k 2 


Solution : Soit n> 1 et A; £ [1, ft]. , s 

vV + A: 2 \/ fz 2 + 4 ft 2 

d ’apres le theoreme des gendarmes. 


—= d’ou u n 3= —=. La suite (u n ) diverge done vers +oo 
\/5 \/5 


Exercice 10.24 W 

Etudierla suite de terme general 



k 

V n 9 + k 


Solution : Pour tout ns 1 : 




A; 

2^ r-s 


n 2 (n 2 + 1) 


fc=i Vn 9 + k k= l %/tt® 2V ^ 

done par application du theoreme des gendarmes 


1 + - 


2n? 
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Exercice 10.25 W 

Etudierla suite de terme general 


u n = E 

k= 1 


k 2 

n 3 + k 2 


k 2 k 2 

Solution : Pour tout ke 1 1 , n 2 1 , — 5 — done 

n 3 + k z n 3 + n 4 

1 n2 

— E fc2 ^ u n 

n 3 + n 4 ti 

Mais d’apres P exercice 8. 1, k 2 = — — +1 ^ 2 ” + 1 ) done 

^ n 2 (n 2 + l)(2n 2 + 1) 

6 (n 3 + n 4 ) n- 

► +oo. 

-*■+00 

On en deduit grace au theoreme des gendarmes que 

u n ► +oo 

n—>+ oo 



Exercice 10.26 

Soit xeR*. Etudiez les suites de terme general 


E{nx) E(ha:) 

u n et v n = 

n x 


Solution : Pour tout n e N, on a : E (nx) Sm< E (nx) + 1 ce qui amene : nx- 1 < E (nx) « nx. Alors, pour tout neN* , 
on obtient l’encadrement suivant de u n : 

1 


X < U n sS X. 

n 


On conclut grace au theoreme des gendarmes que (u n ) converge vers x. L’etude de (v n ) est similaire, mais il faut 
distinguer deux cas : 

1. Si x>0, alors 

1 

v n > n — 

X 

et done (v n ) diverge vers +oo d’apres le theoreme des gendarmes. 

2. Si x < 0, alors 

. E (nx) 

E (nx) ^ nx => 5= n 

x 


(on change les inegalites en les multipliant par un reel negatif!) lei aussi, ( v n ) diverge vers +oo. 


Exercice 10.27 W 

Soit x un reel, etudierla suite de terme general 


u n - — V E(fcx) avec n>l. 
” 2 k = l 


Solution: Soitn> 1. De la meme fagon que dans P exercice 10.26, on montre que pour tout k £ [ 1 , « || , kx-1 E (kx) 
kx. II vient alors que : 

\ n i n i n 

—? E (kx- i) ^ -r E E (fcx) -T E kx 
n k=\ n fc=l ” 

ce qui s’ecrit aussi, en reconnaissant des sommes arithmetiques : 


n(n+\) 1 

— — x *= 

2 ip n 


1 n 

~2 E E [kx) 

« 2 fc=i 


n{n+ 1) 

T. X 

2 n 2 


On montre facile ment que 


Un 


n —>+ oo 


x 

2 


n(n+ 1) 

2 n 2 n—+oo 


— . Par application du theoreme des gendarmes, on montre que 


382 


Exercice 10.28 

On considere deux suites a termes strictement positifs, (a n ) et (b n ) qui convergent vers 0. Etudiez la suite de terme 
general 

al + bl 


tin + bn 


Solution: Soit «eN. Majorons 


(l id (\‘ id 

u n , u n . “n , u n , > 

1 1 — tin + b n 

On + bn Un + bn Un bn 


Comme V n e N , | u n I = u n ^ u n + b n , parle theoreme de majoradon, il vient que la suite (u n ) converge vers 0. 

Exercice 10.29 W 

x 2 

1. Montrer que : Vx > 0, x — — < ln(l + x) < x. 

2. En deduire la limite de la suite de terme general 


Un — 0 1 + ■ 
fc=l ' 


Solution : 

1. L’inegalite se montre en etudiant les deux foncdons f et g donnees par fix) = ln(l + x) - x et g(x) = ln(l + x) 

x 2 

xh sur]0, +oo[. 

2 

2. Puisque V n eM, u n > 0, introduisons la suite (v n ) de terme general v n -\nu n . Alors 

k 


Vn= ^ln 1+-2 
fc=i V n 

et en udlisant 1 ’ encadrement construit dans la premiere question, 


n l u ju2 \ n l. 

L I IV /V I t > /v 

\n 2 2n i )^ Vn ^^ l n 2 


et done, comme E% =1 k = et Q ue E\ =x k 2 - 


r.2 _ [ n(n+l)(2n+l) ' 


(voir exercice 8.1 page 318), il vient que : 


2 n 12?i 3 

On conclut en appliquant le theoreme des gendarmes 


(n+1) (n+l)(2n+l) (n+ 1) 

« Vn « ' 


2 n 


1 



V n — - 

et done 

u n — \fe 

2 




Exercice 10.30 O 

On considere la suite {u n ) donnee par : 


ill l 

V n £ l\J , tin — 1" 1" h . . . H 

n n+1 n+2 np 


ou p est un entier strictement posidf fixe. 
1. Montrer que: 


Vxe] 0,1[, 1 + x^e 1 ^ 


2. En deduire que : 

3. En deduire la limite de (u n ) puis qu ’elle est convergente et donner sa limite. 


x+ 1 1 x 

Vx > 1, In «-^ln 

x x x- 1 


Solution : 

1 . 11 suffit d ’etudier les foncdons f : 


] 0 , 1 [ - 


e x - (1 + x) 


erg: 


] 0 , 1 [ - 


(1 - x) e x - 1 
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2. Soit x > 1. On a done j- e ]0, 1[ et, par application de l’inegalite precedente, il vient que . 


1 - 1 

1 + - ^ e* « 


1 

1 -- 


1 

x + 1 — x 

=s ex ^ 

x x-1 

1 

, X+l - 1 X 

In s; In e x = — ^ In 

x x x-1 


3. Pour tout k e [0, np- n\ , en appliquant V inegalite precedente a x- n+ k> 1, on obtient : 


n + k+\ 1 n+k 

In — ^ ^ In 

n + k n+k n+k - 1 


ce qui s ’ecrit aussi : 

In (h + A; + 1) - In (n + fc) ^ ^ In [n + k) - In (n + k - 1) 
n+k 

Sommons maintenant ces inegalites pour k variant de 0 a np - n. On reconnait des sommes telescopiques et on 
obtient : 

In [np + l) - In n sS u n sS In np - In (n - 1) 

, , , i , np n p 

Mais In [np + 1 -Inn = In [p+ ^ ► In p et \nnp-\n(n- 1) = In = In z ► In p. Enhn, par 

v J v nJ n—+no n — 1 n 1 n—*+oo 



application du theoreme des gendarmes, on obtient 


Exercice 10.31 

On considere une suite (u n ) verifiant : 


VfceN*, VneN*, 


k 1 

0« !(„«-+- 

n Ic 


Montrez que la suite (u n ) est convergente, et determinez sa limite. 


Solution : Soit «eN*. Posons k — E ( \fn) . D'apres l’enonce, on obtient V encadrement 

E is/n) 1 

0 SlijS + ■ 


n E is/n) 

Mais puisque E (\/n) ^ \fn < E (\/n) + 1 , on obtient V encadrement 

yfn— 1 < E i\ r n) ^ \fn 

Done, on a V encadrement suivant pour u n valable pour ns2: 


„ \fn 1 

0 « + ■ 


Si n? 4, \ph- 1 3= \fnt2 et done. 


n s/n - 1 


Vns 4, 0 « — — 

\fn 


Puisque la suite (31 \Tn) converge vers 0, et que Vn3 4, \ u n \ ^ 3!\fn, parle theoreme de majoration, on en deduitque la 
suite (u n ) converge vers 0. 


10.9.4 Suites monotones et bornees 

Exercice 10.32 3? 

En udlisant le theoreme de la limite monotone, prouverla convergence de la suite de terme general : 
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V 3 ^ 5' V 2n+lJ 


Solution : Soit n e N. — |l - 2 ( n+ \)+i ) < ' done (u n ) est decroissante. De plus (;/,,) est positive et done minoree 
par 0. Par application du theoreme de la limite monotone, (u n ) est convergente et sa limite est positive. 


Exercice 10.33 S? 

Etudierla convergence de la suite de terme general : 


: =£— . 
‘ 4 , 1- 


Solution: Soit tie N* . Calculons 

_i 1 i i i w i i n_ i 

[n + 2 In 2 ^ 2+1 2n + 2) \w+l n + 2 2 n) 2(2n+l)(n+l) 

Par consequent, (u n ) est croissante. De plus 


u n ■■ 


1 + 1 + + 1 < n - l 

n + 1 n + 2 2 n n 


done (u n ) est minoree par 1. Cette suite converge d’ apres le theoreme de la limite monotone. 


Exercice 10.34 W 

Bn udlisant le theoreme de la limite monotone, prouverla convergence de la suite de terme general 


u n — Y. 


Solution : Soit neN*. On a: 


Un + 1 Un 


i 1 n 

- + — + ... + — 
n 2 n n.nj 


( i n -i i 

— lH 1 

l 2 nj n(n+l) (n+ 1) 2 

1 1 

^ 1 

n{n+l) ( n+\r 

1 

^ 

n[n+ l) 2 

« 0 


1 


■ + ■ 


1 


n + 1 2{n+\) 

1 1 
n + 1 n 


1 1 

1 + - + ... + - 
2 n 


(. n+ 1) ( n+ 1) 

1 


(n + 1) 2 


car 1h — >1. Done (u n ) est decroissante. Elle est minoree par 0 et done elle converge d’ apres le theoreme de 

2 n 

la limite monotone. 


Exercice 10.35 V 

Etudiez la suite de terme general 


u n 


n 


= n 


2fc— 1 
2 k 


Solution : Majorons pour neN* , 

u n + 1 2n+\ 

-+-2- = < 1 

u n 2n + 2 

Par consequent, la suite (u n ) est decroissante. Comme elle est minoree par 0, elle converge d’ apres le theoreme de la 
limite monotone. 


Exercice 10.36 V 

Etudierla convergence de la suite de terme general : 

l!+2!+...+ n! 

Un — 

n\ 
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Solution : Soit «eN. 

l!+2!+..,+«!+(n+l)! l!+2 !+...+«! (n+l)n!-n(l!+...+ n!) «!-;i(l!+...+(n-l)!) -n(l!+...+(;i-2)!) 

Un + 1 — = = — = ■ ^ 0 

(n+1)! n\ (n+1)! (n+1)! (n+1)! 

done (u n ) est decroissante. De plus ( u n ) est positive et done minoree par 0. Par application du theoreme de la limite 
monotone, (u n ) est convergente et sa limite est positive. 

Exercice 10.37 S? 

Soit (u n ) la suite de terme general : u n - (1 + a) (l + a 2 ) . . . (1 + a n ) a vec 0 < a < 1 . 

1. Etudierles variations de cette suite. 

2. Prouver l’inegalite : 

VxeR, 1 + xsSe* 


3. En deduire que la suite (u n ) est convergente. 

Solution : 

1. Soit neN*. On a: = (l + a n+1 ) > 1 done ( u n ) est croissante. 

( 

2. 11 suffit d’etudier la fonedon f : < r . 

J [ x > — * e - (1 + x) 

3. Appliquant n fois P inegalite precedente a vec succssivement x = a, x - a 2 , ...,x- a n on obtient : 

u n = (l + a) (l + a 2 ) ... (l + a n ) < e a e al ...e a " = e a i -a sj 
La suite ( u n ) est done majoree et en appliquant le theoreme de la limite monotone, on en deduitque (u n ) converge. 

Exercice 10.38 000 Moyenncs de Cesaro 

Soit iu n ) une suite croissante de limite l e R. Pour tout n S 1, on pose 

III "f" ^2 + •••• Un 

v n = • 

n 

1. Montrer que {v n ) est croissante. 

2. Montrer que ( u n ) est majoree et en deduire que ( v„) est convergente vers un reel L. 

^ u„ + v„ 

3. Etablir que Vnsl, vzn > — - — ■ 

4. En deduire que l — L. 

La suite ( v n ) s ’appelle la suite des moyennes de Cesaro de la suite (u n ) et on vient de prouver le theoreme de Cesaro 
dans le cas particular ou la suite (u n ) est croissante. 


Solution : 

1. Soit n el 


Vn + 1 Vn — 


nu n+ i - (Ml + U 2 + . . . + u„) [U n+ 1 - Un) + [u n+ 1 - U„—\) + . . . + (l/„+ 1 - U 2 ) + (!<„+l - Ho) 


n{n+ 1) 

u 2 S u\. II s'ensuit que : [u n+ \ - u „ ) + 


n{n+ 1) 

Mais la suite (u n ) est croissante, et done u n +i 5= u n S u n ~\ n 
{u n+ \ - u n —\) + . . . + [u n+ 1 - uz) + [u n+ 1 - Hi) 3= 0. Enhn : v n+ \ - v n 5= 0 et ( v n ) est bien croissante. 

2. La suite (u n ) est croissante de limite l El. Done l majore (u n ). II vient alors, pour tout n e N* : 

Hi + Uz + ....+ u n nl 

v n — = l. 

n n 

est done majoree et comme elle est croissante, par application du theoreme de la limite monotone, elle 
converge vers un reel L l. 

3. Soit n 3= 1. 


V2n -■ 


U\+ ... + U n + U n+ \ + . . . + U2n 


U\+ ... + U n U n+ i + . . . + U2n 
■ + ■ 


2 n 2 n 2 n 

Mais comme ( u n ) est croissante, pour tout i e [1, nj , u n+ i > u n et done : 
U n+ 1 + . . . + U 2 n > u n + . . . + u n nu n 
2 n 2 n 2 n 


U)i + 1 + ... + U2n 
2 n 


Finalement, on a bien : 


V2n : 


U n + V n 
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4. Par passage a la limite dans l’inegalite precedente, on obtient : L 3= El ce qui amene 1. 3 / et comme on sait que 
L l alors L = l. 


Exercice 10.39 W 

li\ + • ’ • + llfi 

Soit ( u n ) une suite reelle et pour tout n e N , on considere v n = La suite (u n ) est ia suite des moyennes 

n 

de Cesaro de la suite (u n ) (voir V exercice 10.38). 

1. On suppose que (v n ) converge. Est-ce que (u n ) converge ? 

2. Si on suppose que (u n ) est croissante, montrer que (u n ) converge si et seulement si (u n ) converge. 


Solution : 

1. Considerons la suite ( u n ) de terme general u n = (-1)”. Alors, pour tout neN* : 


v n — 



si n est pair 
si n est impair 


II est clair que ( v n ) converge. Pourtant (u n ) ne converge pas. La convergence de (v n ) n ’implique done pas celle 
de ( u n ). 

2. Le sens direct consiste en le theoreme de Cesaro (voir V exercice 10.38). Prouvons la reciproque. Supposons que 
(u„) converge vers une limite LeR. 

Comme (u n ) est croissante, d’apres le theoreme de la limite monotone, il n’y a que deux possibilities : 

(a) Si la suite (u n ) est majoree, alors on sait que (u n ) converge vers une limite ftnie /' e R. Mais d’apres le 
theoreme de Cesaro, (v n ) converge egalement vers l' . Par unicite de la limite, l - l' et done (u n ) converge 
vers l. 

(b) Par l’absurde, si la suite (u n ) n’est pas majoree, alors (u n ) diverge vers +oo. A partir d’un certain rang la 
suite (u n ) est done positive. Mais d’apres P exercice 10.38, a partir d'un certain rang, on a : 


V2n 3= 


U n + Vn 
2 


Un 

~2 


Done i> 2 n — - — » +oo par application du theoreme des gendarmes et necessairement : v n 
vient contredire notre hypothese, done (u n ) ne peut etre majoree. 


* +oo ce qui 

n— +oo 


Exercice 10.40 V 

On pose, pour tout neN*, 


1 x 3 x 5 x ... x (2 n— 1) 
2 x 4 x 6 x ... x (2 n) 


1. Montrer que ( u n ) converge. 

2. On considere, pour tout neN*, la suite (v n ) de terme general : v n — {n+ l)u 2 n . Montrer que (v n ) converge. 

3. En deduire la limite de (: u n ). 


Solution : 

1. Soit neN* . On verifie facilement que 


u n + 1 2n+l 

-ED- ^ i 

u n 2n + 2 


par consequent — — < 1 et (u n ) est done decroissante. ( u n ) est de plus positive et done minoree par 0. II s ’ensuit 

u n 

d’apres le theoreme de la limite monotone, que (u n ) est convergente. 

2. Soit neN*. 

v n + 1 n + 2 tu n+ \^ n + 2 [2n+l) 2 An 3 + I2n 2 + 9n + 2 

v n n+1 [ u n ) n+l2 2 (n+l) 2 An 3 + \2n 2 + \2n + 4 

et (v n ) est decroissante. Elle est aussi minoree par 0 et comme precedemment, on peut alors affirmer qu ’elle est 
convergente. 


3. En partant de l’egalite v n - (n + 1 ) u 2 n , on obtient que u n - 
( u n ) et limit,; = 0 . 



. Comme (v n ) converge, il en est de meme de 
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Exercice 10.41 W 

Etudierla suite u n - th 1 + th2 + . . . + th n - Inch n. 


Solution : On commence par remarquer que x > — * lnchx est une primitive de thx. La suite u n est croissante : 

rn+ 1 

u n+ 1 - u n = th n + 1 - In chn + 1 + lnchn = thrc + 1 - / thxdx. Or x > — * thx est croissante sur [n, n + 1] done 

Jn 

rn+l rn+ 1 

Vx e [n, n+ 1], thx ^ thtt + 1 done / thxdx^ / thn+ ldx soit u , ,+i - u n > 0 : la suite (ti n ) est croissante. 

rk + 1 n [•n+l 

Pour les memes raisons, th k =£ I thxdx done en sommant pour k variant de 1 an, V th k ^ I thxdx soit 

Jk k=l J t 

u n s: In | cl i !”^ 1 j - In chi. La suite — converge vers e, done la suite In | 1 j - Inch 1 converge vers 1 - In chi. 

Elle est done majoree. La suite u n est done croissante et majoree, elle est convergente. 


Exercice 10.42 W 

On considere une suite d’entiers (q n ) strictement croissante avec qo 3= 1. On definit la suite (u n ) de terme general 


fc = 0 1=0 0 ] 


Montrer que (u n ) converge. 


Solution : On verifie que la suite est croissante. Pour tout n e l\l, on a : 

n+l j 

U n +l ~U n - [I — > °- 
|= 0 0 ] 


Ensuite, comme (q n ) est strictement croissante, on peut affirmer que pour tout k^l, on a q k 3= 2. Par consequent, 


Un ■- 


y 1 1 - (l/2)” +1 ^ 

^,2 fc ' ' ” 


1 - 1/2 


La suite (u n ) est croissante et majoree, elle converge d’ apres le theoreme de la limite monotone. 


Exercice 10.43 

Soit une suite (u n ) bornee verifinnt : 

VneN*, 2u n ^ u n+ \ + u yl -\ 

On definit une suite ( v n ) en posant pour n e N, v n = u n+ \ - u n . Montrez que la suite ( v n ) converge et calculez sa 
limite. 

Indication 10.5 : Montrez que la suite ( v n ) est croissante et majoree. Montrez ensuite par V absurde que sa limite vaut 

0. (on pour ra si l > 0 minorer (u n ) apartir d’un certain rang par une suite qui diverge vers +oo). 


Solution : On calcule pour n 3= 1, 

Vn ~ Vn— i = lln+l — 2 U n + U n -\ 3- 0 
et done la suite ( v n ) est croissante. On suppose de plus que (u n ) est bornee : 

3M £ IR : 


Done 

VneN, v n — u n+ \ - u n ^ M + M 2M 
La suite ( v n ) est done croissante et majoree par 2M. 

D’apres le theoreme de la limite monotone, la suite (v n ) converge vers une limite finie l e K. 

Montrons parl’absurde que l — 0. Supposons que l / 0 et etudions les deux cas suivants : 

1 l 

1. Si l > 0, en posant k - - ,puisque k< l, il existe N e M tel que pour tout n 3? N, u n 5 Mais alors pour ns* N+l, 

on a : 

l l l 

U n 3= u n - 1 + - 3* Un -2 + 2- >--->U N + (n- N)- 

/ l 

On a alors w n - u+i - N- + n +oo et done u n ► +oo, ce qui est impossible car on a suppose que la suite 

2 2 n^+oo 

(u n ) etait bornee. 

I 

2. Si l <0, on montre qu’a partir d’un certain rang, v n ^ Mais on majore alors ( u n ) par une suite qui diverge 
vers -oo ce qui est impossible. 
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Multimedia : animation avec un exemple pour illustrer les suites de cet exercice 
precedent 

Exercice 10.44 ZZZ 

Soient deux reels oq > 0 et bo > 0. On definit deux suites (a n ) et (b n ) par les relations de recurrence : 

i a n “I - bjj 

Vn eN, a n+ i = \Ja n b n b„+i = — - — 

1. Montrer que Mn e N*, a n ^ b n - 

2. Montrer que (a n ) et ( b n ) sont monotones a partir du rang 1, qu ’elles convergent et qu ’elles ont la meme limite. 


Solution : 


1. On montre par recurrence que : \/n E N, a n > 0 et b n > 0, ce qui montre que a n et b n sont definis pour tout n e f 
De plus : 

| 2 

VneN, a n+ i - \fa^ l \/L n - i\fa^ + \fbn ) = b n +i 


ce qui montre que : Vn e N*, a n ^ b n . 


2. Soit rc 3= 1. Calculons 



^ 0 


(on a utilise que a n ^ b n ). Done \fn>\, a n+ \ S a n et b n + i =£ b n ■ On a alors prouve que ( a n ) est croissante et ( b n ) 
decroissante. Puisque 

« ••• « a n - 1 ^a n ^b n ^ b n -i ^...bi 


La suite (a n ) est croissante et majoree par b\ . Done elle converge vers l eU. De meme, la suite (b n ) est decrois- 
sante et minoree par ci\ , et done elle converge vers l' e R. De plus, la suite (a n+ \ ) est extraite de (a n ) et elle 
converge done vers l. De meme, la suite extraite (h n + 1 ) converge vers l' . En passant a la limite dans les relations 
de recurrence, on obtient : 

l = \fTv et / = 

2 

De la deuxieme, on tire que l - V . 

Les deux suites convergent done vers la meme limite. 


| Remarque 10.17 Cette exercice peut etre aussi traite en montrant que les suites (u n ) et (v n ) sont adjacentes. 


10.9.5 Sommes geometriques 

Exercice 10.45 Z 

Etudierla convergence de la suite de terme general 


1 + 1 +-+ 1 + 


+ ...+ 1 + 



Exercice 10.46 

Soit ( a , h) e R 2 . On considere la suite (u n ) donnee par : 


{ uq - a, U\ = b 
Un+2 = | (« h+i + u n ) 


Pour tout 77 e l\l, posons de plus : u n = u n +\ - u n . 
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1. Montrer que (v n ) est une suite geometrique. 

2. Calculer, en fonction de n, la somme S n = Vk ' 

3. En deduire, pour tout n e N, u n en fonction de n ainsi que la limite de (u n ). 


Solution : 


1. Soit n e fM. On a 

1 


On+l _ u n+2 u n+ 1 
On tl n+ 1 — U n 


„ ( tl n + 1 + U n ) U n+ 1 y 


Un+ 1 Un 

de raison - — . Son premier terme est Vo = u\ - uq = b - a. 

\\ n 


- — — . La suite (v n ) est done une suite geometrique 


2. On en deduit que pour tout n e N, u n - (b - a) f - - J . Soit ne N. On calcule : 


S„ = [b- a) 


, ( 1 

1-H) 2 [b-a] 


1 

1 + - 
2 




3. Par telescopage, on a aussi S n = - u n - uq et done 

a + 2b 


2{b-a) 


'-'-2 


+ a. On en deduit que 


10.9.6 Suites adjacentes 


Exercice 10.47 

Montrer que les suites suivantes (u n ) et (u n ), donnees parleur terme general, sont adjacentes : 

n 1 J 

1 ■ U n = et v n =u n + — 

S) I! n\ 

n 1 ^ 

2 ■ U n = Y~ et v n =u n + : 

i~~0 l- n n ' 

Solution : 

1 . La suite (u n ) est clairement croissante et u n - v n *■ 0. II reste a montrer que ( v n ) est decroissante. Soit n e f 

n— *•+ oo 

On a 

11 11 1 -n 

On+l ~ O n — U n+ 1 — U n + - —7 7 — 2- —7 " - — < 0 


(ra+1)! n\ ( n+l)\ n\ («+l)! 


des que n > 1 et done (v n ) est decroissante. 


2. La suite (u n ) est clairement croissante et u n - v n > 0. Montrons que (v n ) est decroissante. Soit n e N. On a : 

n — '+oo 


On+l O n — U n + 1 U n + 

1 


1 


1 1 1 

■ + ■ 


n [n+ 1) (ti+ 1)! 


1 n{n+\) + n- [n+\y 

[n+ 1) (72+ 1)! 72.72! (72+1)! (?2+ 1) (72+ 1)! 77.72 ! 72 ( 72 + 1) (77 + 1)! 

< 0 . 


Exercice 10.48 O 

Montrer que les suites de terme general 


sont adjacentes. 


u n - 1 + Y 


fc=i k 2 [k+l) 2 

1 


On = U„ + 


372 2 


Solution : La suite (u n ) est clairement croissante. Montrons que ( v n ) est decroissante. Soit neN*. 

1 1 _ 1 1 1 _ 3 + 72 2 -(77 +l) 2 _ (-77+1) 

" +1 " " +1 " 3(72+ l) 2 372 2 n 2 {n+ 1) 2 3 (72+ l) 2 372 2 3?2 2 (72 + l) 2 372 2 (77+l) 2 

et cette quantite est negative ou nulle des que n n 1. Par suite { v n ) est decroissante. II est de plus clair que v n - u n = 
1 

— ► 0 et les deux suites sont done bien adjacentes. 

372 2 77 *+OQ 
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Exercice 10.49 


Constante d’Euler et developpement asymptotique de la serie harmonique 


Pour tout neN*, on considere le terme general I I, , de la serie harmonique 


\ ' -L 

H «=E*- 

k= 1 k 


1. Montrer que V n e N* , H 2 «-H ,,3=-. 

2. En deduire que H n * +oo. 

n—>+oo 

3. Prouver 1 ’inegalite : V t e ] - 1, +oo [ , In (1 + t) ^ t. 

4. On introduit les suites de terme general, pour tout neN* : 

u n - H,; — In [n + 1) et v n — H„ - In n 

Montrer que ( u n ) et (v n ) sont adjacentes. 

5. Montrer qu ’il existe un reel y e ] 0, 1 [ tel que : 

H„ = lnn + Y+ o (1) 

n—*+oo 

Le reel y est appele constante d’Euler et cette egalite donne les deux premiers termes du developpement asymp- 
totique de la serie harmonique. 


Solution : 

1. Soit neN*. 


H2 n H n — 


11 11 1 
n + l n + 2 2n 2n 2 n 


n 
2 n 


1 

2 


2. La suite (H„) est clairement croissante. Par application du theoreme de la limite monotone, on peut a f firmer que 
soit elle converge vers un reel l soit elle tend vers + 00 . Si (H„) convergeait vers un reel l alors il en serait de 
meme de toute suite extraite et done H 2 n *■ l- Par operations surles limites, on aurait alors : 

n —*+ 00 


0=1-1 


lim H 2 n - H n> 


1 

2 


ce qui est absurde. Par consequent (H„) diverge. 

3. Il suffit d’etudier la fonction f : ^ 

4. Soit n e l\l*. 


K 

ln(l+l)-l 


1 n+2 1 t 1 1 

u „+ 1 - Un = H )i+ i — In (n + 2) — H„ + ln(«+ 1) = r - In = r - ln|l+ 1 


n+l 


n+l n+l 


n+i l n+l n+l 


= 0 


done ( u n ) est croissante. De la meme fagon : 

1 


Un + 1 U n — 


n+l 


■ + ln- 


n+1 n+l 


■ + In 1 - 


n+l 


n+l n+l 


SO 


et ( u n ) est decroissante. De plus : 


v„ - Un - ln- 


n+1 


= In 1 1 + - 
n 



f2 n—>+oo 


Les deux suites sont done bien adjacentes et elles convergent vers une meme limite yeR. 

5. Comme u\ = 1 -In (2) > 0 et Vi = 1 -lnl = 1, on a necessairement y e ]0, 1[. Par ailleurs, comme ( v n ) admet y 
comme limite, pour tout neN*, 

H n -lnn-y= v n -y >0 

n—*+ 00 


et done : 


H n = lnn + v+ o (1) 

72— *-+00 
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Exercice 10.50 W 

On considere la suite de terme general 


11 (-1)" 
Un ~ ~2! + 4! + (2 n)\ 


Montrez que les deux suites (uzn) et (ti 2 n+i) sont adjacentes. En deduire que la suite ( u„ ) converge. 


Solution : Soit «eN*. On a . 


A (— 1 )* 

u„ = > 

to (2fc)! 


Done 


«2{n+l) ~ U2n - »2n+2 “ »2 n : 


(-1)' 


■ + ■ 


(-1)' 


1 


1 


(2 (2/7 + 2))! (2 [2n+ 1))! (4rc + 4)! (4rc + 2)! 


*S0 


et (U 2 n) est alors decroissante. De meme : 

«2(n+l)+l - U2n+1 = W2n+3 - *<2n+l ; 

et (;i 2 „+i ) est croissante. De plus : 


(-ir 


■ + ■ 


c-ir 


i 


i 


U2n+1 - U2n - 


(2 (2/2 + 3))! (2 (2?i + 2))! (4rc + 4)! (4?i + 6)! 

^ 2.TI + 1 


3=0 


• 0 . 


(2(2re+l))! «-+°° 

Les deux suites (z< 2 n) et (U 2 »+ 1 ) sont done bien adjacentes et elles convergent done vers une meme limite. D’apres le 
corns, on en deduit que (u n ) converge aussi vers cette limite. 

Exercice 10.51 W 

1. Montrez que les deux suites de terme general 

n i 

u„ = £ 2vn+l 
k= 1 V k 

"1 _ 

On - Y. ~F ~ 2 ^ n 
k= 1 v k 

sont convergentes de meme limite. 

2. En deduire un equivalent simple de la suite de terme general 

1 


S “ “ T. ry 
k= 1 V k 


Solution : 

1. On calcule pour n e l\J* : 


1 / / 1 

u n+ 1 - u n = — == -2vn + 2 + 2v n+ 1 - 


' n + 1 


n +1 v7'Z+1 + \/z 2 + 2 


et puisque v n + 2 3= \/ n+ 1 , il vient que u n +\ - u n 3= 0. Done (n n ) est croissante. On montre de meme que ( v n ) 
est decroissante. On calcule 

0 ^ d n = v n - u n - 2{\/n+ 1 - \fn) = 


/ n + 1 + 


et done (d n ) converge vers 0. Les deux suites (u,jj et [v n ) sont done adjacentes et convergent done vers la meme 
limite IeR. 

On 


2y/n) 


, il vient que 

S„ ~ 2s/7i 

) 

n—*+ oo 


En effet, comme (u n ) est con- 


vergente, on sait que — — — ► 0. 

2 \fn 


Exercice 10.52 W 

1 . Montrer que les suites de terme general 


n i 2n i 

’ i,b= Ei 


sont adjacentes. 
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, 1 m + 1 1 

2. Montrer que : V n e l\l , ^ In ^ — . 

n + 1 n n 

3. En deduire que : MneN*, u n *Z ln2 ^ v n . 

4. Que peut-on en conclure ? 


Solution : 

1. Soit meN*. Calculons . 

1 


On+l o n — 


n + 1 + 1 m+ 1 + 2 

1 1 1 
■ + ■ 


M+l + rc-1 n + 1 + n n + 1 + m + 1 


1 1 1 
n + 1 m + 2 n + n 


2n + 2 2m+1 n+ 1 

1 


(m + 1) (2m + 2) 

done (u n ) est croissante. De me me . 

On+ 1 ~ On 


1 1 

n+ 1 2 n 2m +1 2m + 2 


1 1 
■ + ■ 


1 1 
-I- + ... + — 
2m 


2m +1 2m + 2 m 
3m + 2 


2m(m+ 1) (2m+ 1) 


et (v n ) est decroissante. Entin : v n - u n = II n ■ 
une meme limite. 


0. Les deux suites sont done adjacentes et convergent vers 


2. Soit meN*. On sait que Vx > - 1, In (1 + x) x. Done : In =ln(lH — ) ^ . De meme 

n \ n) n 

n + 1 m M+l-1 ( l'l 1 

In = - In = - In = - In 1 5= . 

M M+l M+l V M+l; M+l 

3. On utilise les inegalites precedentes : 

1 1 1 M+l m + 2 m+m ln+1 m + 2 n+n \ 2n 

u n i 1- . . . H =£ In 1- In h . . . + In = In x x . . . x | = In — 

M+l m+2 m+m m m+1 m+m-1 \ n n+1 m+m-1 

= ln2. 

11 1 M+l m + 2 2m+1 /m+1 m + 2 2m+1\ 2m+1 

v n — — I v . . . H 5= In 1- In 1- . . . + In = In x x . . . x | = In 3= ln2 

m m+1 2m m m+1 2m \ n n+1 2n 

4. Notons l la limite commune aux deux suites. Pour tout n e N*, on a : u n ln2 N v n done par passage a la limite 
l ^ ln2 ^ l et done l — ln2. 


Exercice 10.53 NNN 

1. Etudiez les suites de terme general 


= y — 

t—! Ul - 1 


kk\ 


n 2 n\ 


2. Montrez que leur limite commune est irrationnelle. 


Solution : Soit n e N * . 

1. La suite (u n ) est clairement croissante. On montre de plus que . 

1 1 


0)1+1 o n ■ 


n 2 + 3m+ 1 


(m+1)(m+1)! (m+1) 2 (m+1)! m 2 m! (m+ 1) 2 (m+ 1)!m 2 


Done ( v n ) est decroissante. Comme v n -u n - 1 / (m 2 m!) 
done vers la meme limite l e IK. 


0, les deux suites sont adjacentes. Elies convergent 
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2. Remarquons que comme uz = 5/4, Vz - 11/8, et que 5/4 s: Z =£ 11/8, l ne peut etre un entier. Si l etait rationnelle, 
p P 

notons la — oil p, q e N, q n 2, on aurait u q < — < v„ et en multipliant par qq\, il viendrait qq\u q < pql < 
q q 

qq\Uq H — , ce qui est une absurdite car pq\ est un entier. 


10.9.7 Suites extraites 

Exercice 10.54 O 

Soit (u n ) une suite croissante. 

1. On suppose qu ’il existe une suite extraite de (u n ) qui diverge. Montrer que (u n ) diverge. 

2. On suppose qu’il existe une suite extraite de (u n ) qui converge. Montrer que (u n ) converge. 

Solution : 

1. Si (u n ) convergeait alors il en serait de meme de toute suite extraite, done (u n ) diverge. 

2. Comme (u n ) est croissante, d’apres le theoreme de la limite monotone, soit elle converge, soit elle tend vers +oo. 
Si (u n ) tend vers +oo, alors toute suite extraite de {u n ) tend vers +oo (cette propriete se demontre aisement a l’aide 
de la definition de la divergence d’ une suite vers +oo), ce qui est contraire a l’hypothese. Done ( u n ) converge. 

Exercice 10.55 O 

La suite definie par 0 < uo < 2 et u n+ \ = y2 + (- 1 ) " u n est-elle convergente ? 

Solution : Supposons que oui et appelons A la limite. On a lim uz n = A et lim Uzn+t = A . D’ou A = \/2 + A et 

n—*oo n—oo 

A = v2 - A. De \'2 + A = v ; 2 - A on tire A = 0, ce qui contredit A = \'2 + A. La suite u n n ’est pas convergente. 

Exercice 10.56 00 

Soit une suite ( u n ) telle que les suites extraites (uzn), (U 2 n+i) et (u;>, n ) convergent. Montrez que la suite (u n ) converge. 


Solution : Il existe (Z, Z', l") e R 3 tels que uz n *■ l, uz n +\ l' et u^n *■ l". Montrons que l - l' - l" . 

n—+oo n —*+ oo n —*+ oo 

Comme la suite (U(, n ) est extraite de la suite (uzn)^ elle converge vers l (toute suite extraite d'une suite convergente 
est convergente de meme limite). Mais la suite (iif,,,) est egalement extraite de la suite («;>„) et elle converge done vers 
l" . Par unicite de la limite, l — l" . Considerons la suite (/./(;„+ 3). Comme elle est extraite de ( uzn+ 1 ) et de (uz n ), par le 
meme raisonnement, on obtient que l' = l" . Par consequent, les suites (uzn) et (iizn+i) convergent vers la meme limite, 
et d’apres le cours, on en deduit que la suite (u n ) converge. 

Exercice 10.57 OO Vrai ou Faux 

Soit une suite (u n ) telle que les suites extraites (Wfc n ) convergent. 

Est-il vrai que la suite (u n ) converge ? 

Solution : Faux : On considere la suite (u n ) definie par u n = 1 si n est premier et u n - 0 sinon. Toutes les suites 

extraites {tikn) convergent vers 0 mais la suite (u n ) n ’a pas de limite puisqu ’il y a une infinite de nombres premiers. Ce 
que nous verrons a la proposition 20. 16 p. 757. 


Exercice 10.58 O 

Etudiez la suite de terme general : 


_ f (-!)* 

k = 0 K - 


Indication 10.5 : Etudierles suites extraites { 112 , 1 ) et ( uzn+ 1 ) et montrer qu’elles sont adjacentes. 


Solution : Soit n eN. Posons : 

2n ( _i)fc 2 St 1 (-l) fc 

an = «2n=,L— rr~ et Pn = W2n+l= L T~. ■ 
fc=0 fc! to fc! 


La suite (a n ) est decroissante. En effet : 


&n+l 


2 2i 2 (-l) fc 2n (_i)fc _ (-1) 2 «+! (— 1) 2,1+2 

lc\ ~ Id ~ (2n+\)\ + {2n + 2)\ 


^ ^^2/2+1 


2n+\ 
{2n + 2)\ 


2tz+l 
(2/7 + 2)! 
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et (p„) est croissante . 


An+6 ^ •jJAC Z/i+I £ /C ^ JjZAZ+Z ^ jjziz-i-d 

Wl-Pn = Y Y = + 

to k[ to k ! (2/1 + 2)! [2n + 3)\ 


(-1 r 


2 n + 2 2/2 + 2 


(2/2 + 3)! (2/2 + 3)! 


Deplus, p„-a„ ■ 


(-1)' 


• 0. Les deux suites sont done adjacentes. Elies convergent alors vers la meme limite 


(2/1+1)! n— +oo 

/ e K et dotic, d’apres le corns comme (ii2n) et ( (+>/!+ 1 ) ont la meme limite l, la suite (u n ) converge vers , 


Exercice 10.59 W 

1 . Montrer que la suite de terme general 


n f-n fc 

+=I^r 

k = i Vk 


converge vers une limite finie /el. 

Indication 10.5 : Etudierles suites extraites (S2 n ) et (S2n+i) et montrer qu’elles sont adjacentes. 
2. Calculer une valeur approchee de l a 10“ 1 pres. 

Solution : 

1. Dehnissons les deux suites extraites ( u n ) = (S2 n ) et ( v n ) = (S2H+1). On calcule pour tieN* : 

1 1 


Un+l ti n '■ 


\/2n + 2 \/2n + 1 


=£0 


1 


1 


Vn + 1 t> n — 


\/2 /z + 2 V2n + 3 

done [u n ) est decroissante et ( v n ) croissante. Si (d„J - (u n - v n ), 

1 


>0 


dn — 


0 


V2n+ 1 n ^+00 

Les deux suites (S2 n ) et S2/1+1) sont adjacentes et convergent done vers la meme limite finie , 
2. Pour tout n eM’, l est toujours compris entre S n et S , 1+ 1 . II vient done que 

ISn — l\ =£ |S„-S B+ i| = 


'n + 1 


1 


Pour que S n soit une valeur approchee de l a 10 _1 pres, il suffit que —= s; 10 _1 , e’est-a-dire \n > 99 

\/n + 1 

On calcule alors S99 = -0.6. 


10.9.8 Suites equivalentes 

Exercice 10.60 V 

Soient ( u n ), ( a n ) et (b n ) des suites reelles telles que : 

VneN, u n -a n + b n et b n - o ( a n ) 

n—*+o o 

Montrer que u n ~ a n . 


Solution : Comme b n = o {a n ), il existe une suite (e n ) tel que a partir d'un certain rang b n = e n a n et tel que 

n —+ OO 

z n *■ 0. Done , a partir d’un certain rang, u n = (1 + e^) a n . Comme (1 + z n ) * 1, on a bien u n ~ a n . 

n—*+oo n—*+oo n—*+oo 


Exercice 10.61 V 

Donnerdes equivalents simples lorsque n tend vers +oo pour les suites de terme general : 
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1. 

2 . 

3. 


U n - nn - 1 

sin ^ + 1 


u„ — In | n + V n 2 + l| 


4. u n — (n + 3\nn)e ( ” +1) 

n\ + e n 

5. u„ = 




Exercice 10.62 W 

Donner des equivalents simples lorsque n tend vers +oo pour les suites de terme general : 


1 . 

2 . 

3. 


Un 


1 


1 


n - 1 n + 1 
u n = \Jn+ 1 - \Jn- 1 
ln(n+ 1) - Inn 


u n 


tan - 


„ ln(n 2 + 1) 

4. u n — - 

n+ 1 

5. u n - n sin \ 


n _ y 


(t an i) tan ^-i 
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6. Considerons 


( . M sm : 
a n = sin - 


Comme xlnx * 0 et que sin 4 

jc— *0 11 


72— +00 

In sin 4 

~ sin - in sin 7- ~ . On montre de meme que 

72— + OO n n 72— +OO fl 


— g sin ji in sin ji _ y 

0, il vient que : sin j- In sin j- 


0 et done 


b„ = tan 


I \ tan 4 


-1 


In tan 4 


/i— *+00 n 


Comme u n — a n lb n , il vient 


In sin 4 In sin 4 


n— >+00 in tan — In sin ^ -lncos^- In cos - +°° 

72 72 72 j 1J_ 

In sin 4 


0- 


Exercice 10.63 W 

Donnerdes equivalents simples lorsque n tend vers +00 pourles suites de terme general : 


1. u n - V n + 1 - \fn 

2. u n - \f - 

3. U n = [ T 


-l-e" 


n 3 - V n 2 + 1 
4- u n - — 2 

mn-2n A 

5. u n — ln(n! + n n + 3 ”) 



avec p e [0, n\ 



Exercice 10.64 W 

Donnerdes equivalents simples lorsque n tend vers +00 pourles suites de terme general : 


1. 

2 . 

3. 

4. 


u n — ln(n+ 1) - Inn 

.. _ 2n 3 -lnn+l 
Un ~ n 2 + 1 

u n - [n+ 1)“ ~ [n - 1)“ avec a e [ 

n 2 + nln(l - e~ n ) 

Un : ^ " 

n l + 1 


5 . u„ 


Cn 2 + n + 1 
\/ n 2 - n + 1 


/ l + ln(l + shi)-l 


Solution : 


n+ 1 


1. u n = ln(n+ 1) -Inn = In =ln(l+^ 
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2. Uji — 


2n 3 -\nn+l _ 2 n 3 


1 _ mn i 
J- „ 3 "r TT”5 


n * 1 2 + 1 


1 + ■ 


2 n car ■ 


1 + - 


3. u„ = («+!)“- (w-l)“ = («-l)“||^) _1 l = («-l) 


2a (n— 1 ) 


2 \ „ 2 a 

1 + -1 ~ (n- 1 ) = 

n-l) I »— +°° n - 1 

Remarquons que si on factorise ainsi : u n = ( n + 1 ) “ 1 1 - | - j |, on trouve que 

2 a ( n + l ) a_1 qui est bien entendu equivalent a V equivalent trouve avant. 


4. u n — 


5. u n = 


n 2 + n\n{\-e ") 1 + 


ln(l-e- n ) 


n 2 + 1 


1+4 




ln(l - e~ n ) 


n — * +oo yi 71— +oo 


V 72 2 + 72+ 1 
71 2 — 71+1 


11 71— +00 




11 71— +00 


6 . Bn appliquant les formules usuelles pour les equivalents : | \J \ + In (l + sh i) - 1 j ~ 4-. 

e 2n + n 2 + j. , , — . 

Par consequent : u n = — — [ /l + ln(l + sh - lj ^ ~ 

1 \ e 2n ~"‘ n 2 1 


1 + 


e n 

2 tan I 


e 2n-n 2 

— +oo 

2 


e + n + -r 


e n tan- n—+oo 


e^n + n <- + i 


car 1 + ■ 


flC Zn 71 — ^+00 


Exercice 10.65 W 

Donner des equivalents simples lorsque n tend vers +oo pour les suites de terme general : 


1. u„ = 2 « 4 (l-cosi)ln(l+i)tan(^) 

2. u n — ln(5 + n 2 + n) - \n[n 2 - n + 3) 

3 . u n = 1+ BV"n 

n n+y/n 

4. u n = Z n + ZTi 2 + 1 - V n + ZTi 2 - 1 


\n+k\ 

5 . u n - 1 k |, (ieN) 


sin, FEtE l 

u n = e V n -cos — 


Solution : 

1. u n = 2n 4 (l - cos i)ln(l + 4.) tan j ~ 2 rc 4 x x i x 2- - 1 p ar applications des formules usuelles. 

2. Ecrivons en utilisant les proprietes du logarithme : 


U„ - In 


n 2 + n + 5 


2 n + 2 


n z - n + 3 
2 n 1 + 1 In 


= In 


n z -n + 3 + 2n + 2 


n 2 - n + 3 


= ln 1 + 


2 n + 2 


2 n + 2 


n z - n + 3) n—+oo n 2 ~ n + 3 


n z - n + 3 n 2 l-lln + 3ln 2 n—+oo n «— oo 
lorsque v n — > 0. Finalement u n 


0 et on peut utiliser P equivalent usuel ln(l + v n ) 


71— +00 fl 


3. u n = 


1 + (-!)"« (— 1 ) n 


- 11 " n 1 + 


1 

(-l) n 71 


J _| L_ 71— +00 

y/n 


(- 1 )' 


1 + 


1 

(-!)"« 


n+ y/n 

4. En utilisant deux fois les quantites conjuguees, ecrivons : 

2 


J _l_ 1 n—+oo 
y/n 


| V n+ Zn 2 + 1 + \J n+ Zn 2 - lj | V n 2 + 1 + V n 2 - lj Vn Wfl 

Ensuite, on cherche un equivalent de chaque facteur du produit. En factorisant les termes dominants dans les 
sommes, ecrivons 


l + l 1 + ^r + l l + i /!--=■ 


v n = /n 

Comme le crochet tend vers 2/2, il est equivalent a cette limite non-nulle et finalement , 


2/2 n. 
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De la meme fagon, 


1 + 


2n 


et finalement. 


’ 2n\/2n 


5. U n = 


n+k\ ( n+k ) ! (n + fc) (w+ fc- 1) ... (n + 2) (n + 1) 


fc!«! 


k\ 


= ^r( 1+ «) x ( 1+ ^ i ) x • x(1+ « )x(1+ 


i. 

6. Ecrivons d ’abord 


( 1+ i)x(l + ^i)x-x(l + f)x(l + i) 


Comme 


In n 


u n = \e n - 1 ] + 1 1 - cos — J = a„ + b n 


0„ = sin 


Yi 72— +00 y yi 72— +00 


/In n 


et d’apres l’equivalent classique de l’exponentielle, a n ~ \ . En utilisant 1’ equivalent classique du cos- 

n—*+ oo V tl 

1 b 1 

inus, b n ~ — — . Mais puisque — ~ — — * 0, h„ = o (a,,) et done, par application du resultat 

n—+oo 2 sfn a n n—+oo 2\/}n n n^+oo 

prouve dans l’exercice 10.60 : 


Exercice 10.66 9 

Udliser des equivalents ou des croissances comparees pour etudierla convergence des suites suivantes. 


5 n -n 4 
* n ~ n\ 


1 . u n — 

2. u n - nsinln(l + ]-) 

3. u n = [e lln ) n ^ cosaln ^ 


4. U n — n In n 

5. u n = n{\/\ + sin(l/«) -cos(l/n)) 


Solution : 

1. Comme 5" = o (n!) et n 4 - o [n\], on a ; u n 

72— +00 72 — +00 72— +00 


0 


2. ln(l + i) ~ i et done : ln(l + » 0, ce qui permet d’ecrire : 

u„ = n sinln(l + i) ~ wln(l+i) ~ £ = 1 et u n ►IT]. 

' n ' n— +oo v n ’ n—*+oo n n^+oo 1 1 

3. u„= [e Vn ) Mn ^° saln ^ = ^ cosa,n)) = cosain) -111 . 

v ' I 1 


1 In 72 

4. u n — ninn = ein» = e. 


5. Ecrivons 


u n - n (a n + b„) 


, = vl + sin(l/n) - 1 ~ — 

n— oo 2 n 


b n = l-cos(l/ra) ~ — j 

n— +oo 2 n l 

Done puisque b n = o (a n ), , par application du resultat prouve dans 1’ exercice 10.60, 

72— +00 


b n + a n ~ a n ~ — . Par consequent 

72— +00 72— +00 2 Tl 


Un 


72— +00 2 


et done u n — * - . 

2 
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In n/n 3= 0 si n 3= 1 ) et 


mais pour tout n > 0, =£ sin/t^ (car sin est a image dans [-1, 1] et que 

* 0 car In n - o (n). Done par application du theoreme des gendarmes, 

n — *+00 72— +oo 


• 0. Par composition, u n 


'=0 


Exercice 10.67 V 

Utiliser des equivalents ou des croissances comparees pour etudierla convergence des suites suivantes. 


1. u„ = (l + sin±)" 

2. u n — (5n + l) 2 ln(l+ -ij 


3. u n — n L \ /In 1 + 


4. u n - 5"tan(^r) 

5. u n = sfn 

, i l n+1 

6. u n = nhi\ 


Solution : 

i ft . nln(l+sin-^] 1 „ 

1. u n = 1 + sin-B =e v mais sin »-0i 

' 72 ' 72 n 


n In 1 + sin - ~ ?t sin - ~ = l 

V Yi ) 72— + OO pi 72— + OO yi 


Par consequent u n 


•B 


2. Un = (5n+ If ln(l+^) n ^ +oo ^ 


(5n+l) 2 _ n 2 ( 5+ n ) 


3. u n = n z \ In 1 + 


72 4 + 72 2 + 1 J 72 — >+oo \/ 72 4 + 72 2 + l 72— +00 


0 


4. u n = 5 n t anf^rl ~ 5” 4! r-ndoncu,, ► FtTI. 

" '•5 -' n —, +nn 5" “ I — I 


5. = lYn-e n mais Inn- o (n) done 

72— +00 

6. Ecrivons pour n e N : 


72— +00 

Inn 


0 et par composition u n 


e » = Q]. 


u n — — In 1 h 

2 n - 1 


Comme 


Z Z Z Z I 1 

► 0, ln(lH ) ~ ~ — et done u n ► 1 . 

Yl — \ 72— +00 Yl — 1 72— +00 Yl — 1 72— +00 Yl 72— +00 1 1 


Exercice 10.68 V 

Utiliser des equivalents ou des croissances comparees pour etudierla convergence des suites suivantes. 


i. 

e 

ii 

S hO 

1 

i 

4. 

u } 


t 11 i n 

5. 


2. 

u n = ou x e IRL 

Ul 


^n-xi 



3. 

u n = (l + ouaelJ. 

6. 

u } 


- r 2/i-i ~i» 
” V2«+lJ 


, = \Jn+y/n+^^- \fn 


Solution : 

1. u„ = n 2 (\/l- - l) = n 2 I (l- -4] 2 - 1 


2 -1 
tj x — r 


72— +00 272 Z 72— +00 

2. La suite est definie a partird’un certain rang (n ^ E(x) + 1). Ecrivons-la sous forme exponentielle : 

i n \ in — x\ ( x\ 

72ln -72ln - 72 I 11 1 

u„ = e \n-x) = e ' n > = e ' n) 


Comme ► 0, on peut utiliser les equivalents classiques et alors - win 1 ~ x et done u n *■ 

Yl V Yl ' 72— +00 72— +00 

3. u n - (l + 4)" = e' lln ( 1+ $) mais nlnfl + f 1 ~ raf = a done u n ► I e a I. 

v 72-' v 72-' 72 — +00 w 72— +00 1 1 

4. Pour tout 1, 

Un = f 

1 2 77 + 1 j 
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2n 


- 1 done u n 


1/e . 


2^+1 ' rt— *+oo 277+1 71 — *+oo " 71 — *+oo 

5. En utilisant les quantites conjuguees, puis en factorisant en haut et en bas par sJH, on trouve que V 77 > 0, 


/l + ^i 


1 + - 


■ + 1 


5 „ (§r _ 


((f)") et ((|)" +4 | sont des suites geometriques de raison | e ] — 1, 1[ et done 


elles convergent vers 0. On obtient alors u n 


Exercice 10.69 Z? 

Udliser des equivalents ou des croissances comparees pour etudierla convergence des suites suivantes. 


1. u n = 77|e sm (») - lj + (lntz) n 

2. u n - V n 4 + 4 - 77 2 

3. U n - V / 77 4 + 4 - 77 

COS 77 - 77 2 

4. tin — 

2” + 77 sin 77 


5. 


Mil = 


/ 1-1/77 \ n 
V COS(l / 77) ) 


Un— 1 + 


Solution : 

1. D'une part, 77^e sul («) - lj 
* 0. Finalement (In 77 ) « 

72— + 00 

2. Pour tout neN : 


n\ = jt. D’ autre part ; (In 77 )^ = e et *2^ = 


e = 1 et : u„ 


TT + 1 . 


= \/ 77 4 + 4 - 77 2 = 


|v / 77 4 + 4 - 77 2 j | 77 4 + 4 + 77 2 j 


3. Pour tout 77 E [ 


U n 


- Vn 4 


+ 4 - 77 = 


\/?7 4 + 4 + ?7 2 \/t7 4 + 4 + 77 2 00 

| \J n 4 + 4 - 77 ) | V^ 4 + 4 + 77 j v / ? j4 + 4 _ ,j2 




\/ 77 4 + 4 + 77 V 2 72 4 + 4 + 77 

En utilisant la question precedente, le numerateur tend vers 0 et il est facile de montrer que le denominateur tend 
vers +oo. La suite tend done vers |~0~| . 

COS 77 

COS 77 — 77 2 77 2 


-1 


4. Un — 


2 n + 77 sin 77 2“ 77 sin 77 

1+ — 

Il z 

on montre facilement que 


Mais, en utilisant le theoreme des gendarmes et les croissances comparees. 


•0 


n 72—-+ oo 


0 et 


. 0. Par consequent, comme 77 2 = o (2"), il est clair 

n 72— +00 72— +00 


que u n - 

72— +00 

5. Ecrivons u n — e cin avec 


(l- 1 -) 

/ , 1 h 

1 COS — 

a n - 77 In 

n 

= ?7 In 

, 77 77 

1 

1 COS - 1 
v 77 ' 

1+ 1 

cos- 

v n ' 


1 1 

et comme 1 - cos — ~ — T = o — , il vient que 

77 n—+oo 2n z n — *+00 ( 


1 1 
1 cos — 


1 11— *+00 fi n—+oo 

COS — 


Et par consequent. 
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1. Soit la suite de terme general 

Montrezqueiin ~ e" 2 . 

72— + OO 

2. Trouvez un equivalent de v n = £?_ 0 Id. 


l n - ^ t 

k = o 


Solution : 

1. On met e" 2 en facteur dans la somme . 


u n = £ e k2 = e” 2 (e - ” 2 + e 1 "" 2 + e 2 '-" 2 + . . . + e° 
k=0 V 


Mais 


-nr , „l-n , 


,(»-!) -« - „«-2n+l 


done 


On 


2. On ecrit : 


Mais pour tout k e [0, n - 2] , 


(n-k)\ 


n In - 1 M 

k = 0 l, fc=0 

1 


«! n(«- 1) . . . [n- k+ 1) n[n- 1) 


done 


If} Id 0! (re— 2)! (re— 1)! n-1 12 

> — = — + ... + + s£ + — = — 

j+ 0 n\ n\ n\ n\ n In - 1) n n 

72-1 A;! 


et d’apres le theoreme des gendarmes, L?_n *■ 0. En conclusion 

IC—U 72. n — 


u„ ~ n\ 

72— +OO 


Exercice 10.71 OO 

Trouver un equivalent de 


= \/\/n+ 1 - \fn + \ 

v V n+l 


1 1 

n + 2 


Solution : Ecrivons 


On — O n + b n 


a vec a n — \J \Jn+ 1 - \fn et b n - \j — . On trouve les equivalents 


bn — 


1 


1 


( n+ 1) (re + 2) n *+oo n 


l I 1 l \ 2 

a„ = n* (1 + -JZ-1 


\/2n4 


car I (1 + — - 1 1 ~ — . 

n I 2 n 

Done u n = a n + b n avec b n - o ( a n ) et il vient que u n ~ a n ~ 

72— +00 72— +00 72— +00 


\Z2ni 
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Exercice 10.72 W 

On considere une suite (u n ) definie pur uq > 0 et 

Mn e N, u n + 1 

En etudiant la suite (1 / u n ) , montrez que u n ~ Un. 


Un 

1 + u n 


Solution: Lasuite{v n ) de terme general 1/ u n est arithmetique puisque pour tout n eN, v n+ \- v n + l. Onadoncpour 
tout n £ l\l , v h -vq + n et il vient que v n ~ n. En prenant 1 ’inverse, on obtient que : u n ~ 1 In . 

n— >+ oo n— -+oo 


Exercice 10.73 W 

On considere la suite definie par : 

S n = 1 + 11 4 f 11 ... 1 

n fois 

Trouver un equivalent simple de (S n ) lorsque n — > +oo. 


Solution : On calcule pour n, 


Par consequent, pour n 3= 1, 


Finalement, 


11^1 = l + 10 + 10 2 + --- + 10 p ~ 1 
p fois 


10^-1 

9 


3 P= 1 


n 

9 


10 10"-1 n 

IT 10-1 _ 9 


10" +1 

9 2 


Exercice 10.74 VVV 

Trouver un equivalent simple de la suite de terme general 


\ 1 71 Ml” 

“• T n r ; 


Solution : Sous forme exponentielle : 


puis avec les formules d’ addition : 

v^+tan(i) f l+^tan(±) 

72 In — — 72ln \/3- 


= »ln(tan(f + 1 )) 


u n = e 


l-v / 3tan(i) = { l-\/3tan(i)J = „in^3 


4^ tan I'M 


1 + ^tanfM 


1 - \/3tan( 


H' 


1 - \/3tan(7 


On cherche alors la limite de a n - n In 1 h — . Avec les equivalents usuels : 

{ l-V3tan(i)J 

4#tan(I) , v^l „ \/3 

a n ~ n — - 7 - ~ 4/t -4 — 

n-+ 00 1- v / 3tan(i) n ^+oo 3 n 3 

done a n > 4v / 3/3. II vient alors par composition de limite : 

n ^+00 

Vitalii 


done 


4¥ tan i7i) 

l-V^tan(i) 


s/3) n . 


V3 

eT 


4v/3 
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Exercice 10.75 

n n 

Soient (a n ) et (b,,) deux suites a termes strictement positifs. On note A„ = Y a k et B„ = Y' b k . Si a n ~ b n et si 

fc=o ,2 - + °° 

la serie Y. b k diverge, montrer que A n ~ B„ . 

72— + OO 

Solution : Puisque a n ~ b n , a n lb n * 1. Soit e > 0 .11 existe alors un rang No e N tel que pour n S No, on a : 

72— +00 72— +00 

\ a n , ^ 

lhs e 


et done puisque (b n ) est strictement positive : 


Done : 


ce qui s’ecrit aussi : 


ou encore 


(1 - e)b n s; a„ (1 + e)b n 


72 72 72 

(1-e) Y b k ^ Y «fc^d + E) Y b k’ 

fc=N 0 fc=N 0 fc=N 0 


(1 - e) (B„ - Bn 0 -i) =S A n - An 0 -i ^ (1 + e) (B„ - Bn 0 -i) 


1 _ E _ (l- e )BH rl -flN,-i ^^ Ati< .( 1+e _ U + OB Nrl -A Nj .i |Bri 


.. . „ (1-6)Bn 0 -1 -Ano-1 (1 + £)Bn 0 -1 -Anq-1 

Mais comme B n *■ +oo, lim = lim = 0 .11 existe alors des rangs 

72— +OO 72— +00 72— +00 B n 

Ni,N 2 e N tels que 

(I-e)Bn-i -An-i . , T (1 + e)Bn-i-An-i 

n^Ni ==> -es s; e et N 2 ==> -e =s «e. 

Bn B„ 

Posons N = max(No,Ni,N 2 ). On a alors, pour n S N : 

(1-2e)B„ <A„< (1+2e)B„ 

ce qui prouve que 


A n ~ Bn 

72— +00 


Exercice 10.76 


1 


Soit ( u n ) une suite qui converge vers 0 et telle que u n + u 2n ~ — . Trouver un equivalent de u n . 

«— *+oo yi 

Indication 10.5 : 
l 

- Si u n — —, et veride l'hypothese, que vaut /?. 

n 

- On fera intervenir une somme telescopique. 

Solution : Soit e > 0. Comme u n + u 2n ~ —, il existe un rang N e N tel que si N alors u n + u 2n =s 

n— +<» n n 

. Pour tout p eN, on peut alors ecrire : 


Done : 


ce qui amene . 


(1-e ) 
2 Pn 

P , fc d-e) p 


=£ ll2Pn + tl 2 p+ i n : 


(1-E) 
2 Pn 


E L (-D fc (^„+^ +1 j == y (-D 2kn 

£ 72 k—0 Z — 21 ^ ’l 


k=0 


P fc( l + E) 

~ il 

k = 0 


(1-E) £ (-D fc „ , ^ (l + E) P (-l) fc 

n 2 k " Un+ U2 P+ln " n h * • 

En utilisant que u n > 0 et en prenant la limite quand p tend vers +oo dans les inegalites precedentes, on obdent : 

72— +00 

2 (1-E) 2 (l + E) 

« U n « 


3 n 


3 n 


et done 


2 

n^+oo 3 n 
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Exercice 10.77 Formule de Stirling 

1. Etudier les variations de la fonction f(x ) = (x + ln(l + -j) pour x > 0. 

2. Etudier la fonction definie par g(x) = (x + |) . In (l + -j) - 12 x{x+i) P our x 55 1- 

Indication 10.5 : (On pour ra, pour etudier le signe de la derivee seconde, introduire f = (x+ l).x ) 

„n+H2 


3. Demontrer que les deux suites u n = 


e u n\ 


et v n — u n . exp ( ^ J sont adjacentes. On appelle £ la limite com- 


4. On pose w n = 

Jo 

w n+ 2 - Calculer w n ■ Demontrer que V/ieN, 


cos” xdx. Demontrer que la suite (w n )nfM est decroissante. Trouver une relation entre w n et 
(2.4 2 n) 2 tt (2.4 (2n-2)f2n 


(3.5 (2tt- l)) 2 (2tt + 1) (3.5 (2n-l )) 2 


En deduire 


2 4 ”(rt!) 4 

1 ’existence de L- lim r- , et calculer L. 


n [(2n)\V 


5. Calculer £. 


6. En deduire un encadrement de nl pour rt 3= 1 

7. En deduire un equivalent simple z„ de nl. Donnerdes valeurs approchees pour 1000 ! etpourz 1000 

8. Demontrer que w n ^ w n+ i. 

9. Calculer ( n+ l).w n .w n+ i pour n e N. 

10. Donner un equivalent de w n . 


Solution : 

1. Pour x > 0, /'(x) = ln(l + i) + (x+±) x x — L- = ln(l + ±] 


x+ x , , ,, 1 1 

= ln ( 1+ l)-TT7- 


x(x+ 1) 


2 x 2 (x+l) 


1 1 

/ w + 


- 2 x(x+ 1 ) + (x+ l ) 2 + x 2 (x+l-xr 


1 


2 2 x 2 2 (x+ 1) 2 x(x+l) 2 x 2 2 (x+ 1) 2 

> 0 . 


2x 2 (x+ l) 2 


2x 2 (x+ l) 2 


2x 2 (x+ l) 2 

On en deduit que f est croissante sur ]0, +oo[. Comme lim f'{x) - 0, on en deduit que Vx > 0,/'(x) < 0 et par 
suite que f est decroissante sur ] 0 , +oo[. 

De plus, on a en +oo /(x) ~ (x+ ~ 1. Done lim /(x) = 1 .En particular, Vx > 0 ,/(x) > 1. 


2 x + 1 

2. On a\/ x> 0, g (x) - f (x) J , — ■ — r 7 = / (x) + 


1 


1 


g"(x)=/"(x)- 

1 


1 


12x 2 (x+ l) 2 
2 


12x(x+ l) 2 12 x 2 (x+ 1) 

1 2 


12x 2 (x+ l) 2 12x(x+ 1) 3 12 x 2 (x+ l) 2 12x 3 (x+l) 


1 


1 


6(x 2 (x+1) 2 x(x+1) 3 x 3 (x+1) 


1 2 x(x+ 1 ) - (x+ 1 ) - x 
6 


< 0 . 


x 3 (x + l ) 3 6 x 3 (x + l ) 3 

On en deduit que g' est decroissante sur ] 0,+oo[. Comme lim g'(x) - 0, on en deduit que Vx> Q,g'(x) > 0 et par 
suite que g est croissante sur] 0 , +oo[. 

Comme lim g(x) = 1. En particular, Vx> 0, g(x) < 1. 

u n+ 1 (tt+l )" +3/2 e n n\ (tt+l )” +1/2 


3. On a, pour n>l. 


Done In 


u n + 1 

U n 


e n+l (n+l)\ n n+ 1/2 e 

X 

= f(n) - 1 > 0. Done > 1 et done la suite [u n )n» 1 est croissante. 

u n 


On a, pour n~» 1, 


Pn+i (n+l )" +3/2 e H «! ex p(i2(l+i>) (n+l )" +1/2 | ! , lu n ,i] 

— 1„„„„2 exp(A) = 7 Done ln(— j = 

1 ^n + 1 , 

/(tt) - 1 - 12 „(„ +1 ) = gin) - 1 < 0. Done < 1 et done la suite {v n ) n9 \ est decroissante. 

Un 

Soitenfinf- lim v n , puisque u n — u, ; .exp(--j-|^). on en deduit que (u n )„ 3 i converge vers la meme limite. 

p Jt/2 

4. Integrales de Wallis. On a w n+ \ - w n = I cos”x(cosx- l)dx. Comme cos”x(cosx- 1 ) 0 on en deduit 

Jo 

w n+ 1 - w n s: 0 ce qu ’il fallait verifier. 
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"71/2 


W n ~ W n+2 = 

Jo 

u'(x) — sin x cos” x t/(x) = - 


i/(x) = sinx 

1 r 12 n 

- / cos 

n+1 Jo 

D’ou w n — 1 + 


cos x(l - cos x)dx 

/J4-1 

COS X 

n + 1 
i/(x) = cosx 

1 xdx = 0 4 W n+ 2 - 

n+1 


- f 

Jo 


D’ou 


cos”xsin 2 xdx. On integre par parties 


W„ - W n+2 


n+1 


1 

n+1 


n+1 

w n + 2 soit w„+ 2 -w n . 

n + 2 


On peut ainsi calculerles w n de deux en deux, en partant de wq = — ou u>\ = 1 . 


Done u> 2 n = 


2n-l 


W 2n -2 = ...= 


2/1-1 2/2-3 

2/2 2 / 2-2 
2/2 2 / 2-2 2 


2/2 
2/2 

et H/ 2 n+l = lV2n-l = ...- 

2/2+1 2/2+1 2/2- 1 
En ecrivant u> 2 n+\ ^ «' 2 n =£ u> 2 n-i on obdent 

2/2 2/2-2 2 


1 JT 

2 2 ' 


2/2+1 2/2-1 


2/2-1 2/2-3 
2/2 2 / 2-2 


1 JT 2/2-2 
'22' 2//-1 


„ . , . . 2/2 2 / 2-2 , . „ 

So/t en multipliant chaque expression par ... 2 on trouve bien le resultat annonce. 

2//-12/2-3 

Maintenant on muldplie en haut et en basparles facteurs pairs 2,4,... ,2/2 fan carre) pour reconsdtuer les facto- 
rielles de 2n au denominates. On obdent alors : 


V/2G 


(2.4 2n) 4 ^ 7T ^ (2.4 {2n — 2)r{2nr 

(2. 3. 4. 5 (2/2- 1)(2/2)) 2 (2z 2+ 1) " 2 " ((2.3.4.5 (2/2- l)(2/2)) 2 


On extrait ensuite les facteurs 2 pour obtenirles factorielles de n au numerates. On obdent alors : 

(n!) 4 JT (n!) 4 


En posant W n - 


[( 2 / 2)!] 2 ( 2/2 + 1 ) ^ 2 ^ [( 2 / 2)!] 2 ( 2 / 2 ) 

2 4n (/2!) 4 TI 2/2+1 IT 

=■, la premiere megalite s eent W„ ^ et la deuxieme 2— W„ d apres le 

n [ (2 //) !] 2 F 5 ” 2/2 2 n + 


theoreme des gendarmes, L existe et vaut jt. 


1 //" 
•f e 
1 /2 4n+2 1 £ 2 e 4n 


5. On sait que n\ 


d’ou (2n)! 


1 [2nY 


£ 


done, d’ apres la question precedente, it 


„ _ * . . 2 4 " n 4n+2 e 4n 1 1 . 

2 — — ; — 7 — r — — Puisque £> 0, £- 

£ 4 e 4n n (2n) 4n+1 2 4 ” +1 n 4n+1 n e 4n £ 2 2£ 2 

6. Puisque les suites u n et v n sont adjacentes, on a u n s(? v n , on a 

1/2 i M 72+l/2 


2 4n [n\) 4 
n [(2//)!] 2 


1 

V2ii' 


e n n\ 


1 

VzH 


expf— ]. 

e n n\ \\ 2 nl 


Soit 


V2^l(-) n ^ n\ ^ v / 2jt/ 2(— )"exp(— 


7. On en deduit que z n = ylnn [ — j est un equivalent (simple) de nl. (formule de Stirling) 

On a log 10 (ziooo) = 2567,60461 a 10 -5 pres. Done ziooo = 10 2567 x io°> 6046 = 4,0235 x 10 2567 . De meme on calcule 
1000 

log 10 k = 2567, 60464 a 10 -5 pres, puis 1000! = 4, 0239 x io 2567 . Le facteur correcdf vaut exp ( 12 o 00 ) = 1 + e, 

k= 2 

avec e a pen pres egal a ^ 2( l |0(| de l’ordre de 10 -4 . On est done (largement) dans les clous. 

t+n + 1 

W n ”~°° W n 


n+1 n+1 

8. On a w n +2 ^ w n + \ sS w n soit w„ =£ w n +\ ^ w n ou encore 

n+2 n+2 

U> n +1 ~ W n . 


7T 


n+1 


9. Pour n - 0, ( n+ l).w n .w n +\ = 1 x — xl = — . Par ailleurs [n + 2).w n +\.w n +2 — {n + 2).w n +\. w n - ( n + 

2 2 n + 2 

l).Wn- w n +\. Done (/ 2 + l).w n .w n +i est une suite constante, egale a —. 


10. On a (/ 2 + l).w n .w n +i ~ nw 2 . Done lim \fnw n = 

2 n— oo 


On en deduit w n - 
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10.9.9 Etude de suites donnees par une relation de recurrence 

Exercice 10.78 W 


Etudierla suite definie par uqeU et\/neN, u n+ \ - 


w 3 + 6 u n 
3 tt 2 + 2 


[ U — ► R 

Solution : Introduisons la fonction f : < x 3 + 6 x ■ La suite {u n ) est donnee par uq e K et pour tout n e N, 

l X ' * 3x 2 + 2 

, 3(x 2 -2) 2 

u n+ 1 = f (u n ). On montre que pour tout xeR, f (x) = . Done f est strictement croissante sur R. On trouve 

(3x 2 + 2) 

les points fixes de f en resolvant 1 ’equation f (x) = x. Ce sont les nombres : \f 2, 0, - \f 2. 



Appliquons maintenantle cours. Les intervallesli - ]-oo,-\/2],l2- [-\/2,0], I3 = [0,\/2] et I4- [ y2, +oo[ sont stables 

par f. Soit k e [1,4] . Prenons uq e 1 4-. La suite (u n ) est done bien definie et a valeurs dans 1 En resolvant F inequation 
f{x) s; x sur R, on verifie facilement que 


fix) S X 

si x e Ii 

fix) ^ X 

si x e I2 

fix) > X 

si x e I3 

fix) X 

si X E I4 


et done que (u n ) est croissante si uq e Ii u I3, decroissante si uq e I2 u I4. Elle est done a chaque fois soit decroissante et 
minoree, soit croissante et majoree. La suite (u n ) est done, d’apres le theoreme de la limite monotone, dans chaque cas 
convergente et comme sa limite est necessairement un point fixe de f, on obtient : 

{ — \/2 si Uq £ Ii U I2 
v2 sitt 0 el3Ul 4 


Exercice 10.79 V 

Etudierla suite definie par uqeM et 

2 tin 

VneN, u n+ i = 

1 + u„ 


U — * ft 


Solution : Introduisons la fonction f : \ 2 x . La suite ( u n ) est donnee par uq e R et pour tout n e N 



407 


On va done travailler dans un premier temps sur Vintervalle stable I = [-1,1]. Sur I, la fonction f est strictement 
croissante et ses points fixes sont -1, 0 et 1. En resolvant V inequation f (x) S x sur I on montre que f [x) ^ x si 
x e Ii = [-1, 0] et que f (x) 3= x si x e 1 2 — [0, 1] . Remarquons que les intervalles Ii et I 2 sont aussi stables par f. On en 
deduit alors que : 

• si no e Ii alors la suite est bien definie et a valeurs dans Ii. De plus, comme uq 3= / ( uq ) et que f est croissante alors 

(u n ) est decroissante. Comme elle est minoree par-1, d’apresle theoreme de la limite monotone elle est convergente. 
Sa limite est forcement un point fixe de f, done dans ce cas u n * — 1. 

n—*+oo 

• si uq e I2 alors la suite est bien definie et a valeurs dans I2. Comme uq sS f [uq) et que f est croissante alors (u n ) 

est croissante. Cette suite est majoree par 1. On termine alors comme precedemment, et on montre que dans ce cas 
u n * 1. 

n—*+ 00 

Si Uq ]-oo, - 1 1 alors U\ eli et done on est ramene au premier cas. Si uq 1 1 , +oo| alors ii\ EI 2 eton est ramene au second 
cas. 


Exercice 10.80 

Soit uq e [0, 1], Etudiez la suite definie par la relation de recurrence 

1 

V/jeN, u n + 1 = -u n (l-u„) 


f [0,1] — * U 

Solution : Introduisons la fonction 1 .On montre que pour tout x e [0, 1] , f ' (x) = 1 12 - x. 

[ x 1 — *■ -x(l-x) 

On en deduit les variations de f sur [0, 1] . 

L’intervalle [0, 1] est stable done la suite est bien definie et a valeurs dans [0, 1], On verifie facilement que 0 est le seul 
point fixe de f, que pour tout x e [0, 1 1 , / lx) x et que f est croissante sur [0, 1/2], decroissante sur [1/2, 1], Supposons 
que uq e [0, 1/2] alors la suite (u n ) est decroissante. Elle est de plus minoree par 0 done d ’apres le theoreme de la limite 
monotone, elle converge. Sa limite est un point fixe de f done u n > 0. Si uq e ]l/2, 1] alors u\ = f (uq) e [0, 1/2] 

n —*+ 00 

car / ss 1/8 sur [0, 1] et on retombe sur le premier cas. 



Exercice 10.81 VO 

Soient 0 < uq < vq, et p > q > 0. On definit deux suites par : 

pu n + qv n 


VtlEf 


U/i } ] — 


p+q 


pv n + qu n 
p + q 


1. Montrez que les suites (u n ) et ( v n ) convergent vers la meme limite. 

2. Soit e > 0. Pour quelles valeurs de n est-on sur que | u n - l\ e ? 


Solution : 

1. Par recurrence, on montre que VheN*, u n =£ v n , car 


Vn + 1 tl n +\ — (V n U t 1 ) 

p+q 

Soit alors n eN, 

q 

U n+ 1-U n = {V„-U n )> 0 

p+q 

q 

l'n+l — V n — ( U n — Vn) + 0 

p + q 

Done ( u n ) est croissante et (v n ) decroissante. En notant d n - v n - u n , on a vu que 


Mn e I 


d-n+t — kd n 


ou k- et done on a 0 < k < 1. Par consequent, comme (d n ) est geometrique d n = k n do — 0. En conclusion, 

p+q 

les deux suites {u n ) et (v n ) sont adjacentes et convergent vers la meme limite. 
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2 . 


Puisque pour tout n e N* , u n ^ v n , il vient \ u n 
suffit que d n ^ e. C’est a dire 


n 5= 


/ 1 ^ v n - Un - d n - k n fv o - uq). Pour avoir \ u n 


vq ~ u 0 ) 
In A; 


l\ e, il 


Exercice 10.82 

Soit uq > 0 et (: u n ) ia suite definie par : 


Vn e [ 


w n+l — \l u k 
k = 0 


1. Trouver une relation de recurrence simple entre deux termes successifs u n+ \ et u n de la suite. 

2. Montrer que la suite (u n ) est croissante 

3. Montrer que la suite ( u n ) diverge vers +oo. 


Solution : 

1. Remarquons que pour tout n el 


n-1 / 

, ^ U k + + u„ 

\ k= 0 


Introduisons alors f : 


. On a affaire a une suite recurrente de la forme u n + 1 = /(«„). 


[ — 1, +oo] — * IR 

x > — * V x 2 + x 

On verifie par recurrence que si uq > 0, alors Vn eN, u n >0 ce qui permet de definir u n+ \ . Done la suite (u. n ) est 
bien definie. 


2. Calculons alors pour n e [ 


Un + 1 U n ■ 


U„ + U n - U„ 


u„ + Un U,. 


U„ + U n + U„ 


SO 


ut + Un + Un 


La suite ( u n ) est done croissante. 

3. Par l’absurde, si la suite (u n ) convergeait vers l e IR, alors l devrait etre un point fixe de f et on devrait avoir 
l = /(/), e’est-a-dire l = V l 2 + l et done l- 0. Mais c’est impossible car uq > 0 et (u n ) est croissante. 

D’apres le theoreme de la limite monotone, on en deduit que la suite (u n ) diverge vers +oo. 


Exercice 10.83 

Etudiez la suite recurrente definie par uq > 0 et \/n e N, 

Un+ 1 — \/ Un + 1 


Solution : On verifie par recurrence que Vn eN, u n > 0 et done que la suite (u n ) est bien definie. 


Introduisons la fonction f : 


' x+ 1 


. Cette fonction est croissante comme composee de fonctions crois- 


santes. Etudions la position de son graphe par rapport a la bissectrice principale. Pour ce faire, considerons la fonction 
g(x) = f{x) - x, et cbercbons son signe. Pour tout x e K + ; 


gM = 


1 + x-x 2 


X 2 - X - 1 
C1+X+ X 


Notons a = — — — . La fonction g est positive sur [0,a], negative sur |a, +oo[. En particulier, la fonction f possede un 
unique point fixe a e [0, +oo[. 
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Puisque pour tout neN, u n+ \ - u n — g{u n ), si u n a, u n+ \ 3= u n et si u n 3= a, u n+ \ ^ u n . 

On verifie en utilisant les variations de f que les intervalles [0, a] et [a, +oo[ sont stables. On etudie alors deux cas : 


1. Si uq E]0,a], alors pour tout beN, u n e [0,a] et la suite (u n ) est croissante et majoree par a. Elle converge alors 
vers P unique point fixe de f, a. 

2 . Si uq e [a, +oo[, alors pour tout n e N, u n £ [a,+oo[ etla suite (u n ) est decroissante et minoree para. Elle converge 
done vers 1’ unique point fixe de f, a. 


On a done montre que \/uq>0, 


Un 


1 + v/5 

n—>+oo 2 


Exercice 10.84 

Soit a > 0. Etudiez la suite de terme general : 



Indication 10.5 : Aidez-vous de l’exercice precedent. 


Solution : Introduisons la fonction f : 


. La suite (u n ) est definie par recurrence par : 


Uq — \fd 

VbeN, u n+ i-f{u n ) 


Comme f est strictement croissante et que U\ = \f a.+ \J~ci > s/d = uq, la suite (u n ) est strictement croissante. Un point 

9 l + s/TTTd 

fixe positif de f est une solution positive de x - x- a — 0. La seule possibility est a = . On en deduit que 

l’intervalle [0,a] est stable pour f. De plus uq - sfa e [ 0,a]. Par consequent [u n e [ 0,a]) et la suite est majoree. On 
applique le theoreme de la limite monotone et on en deduit qu ’elle converge vers V unique point fixe positif de f. 11 vient 


alors que : 


sj a. + \/ a. + • • • + //i - 


1 + sj 1 + 4a 


10.9.10 Etude de suites definies implicitement 

Exercice 10.85 

Pour tout neN on considere V equation (H„) : xe x - n d’inconnue x e 1R + . 

1. Montrer que, pour tout beN, (E„) admet une et une seule solution dans R + . On la notera x n . 

2. Determiner la limite de (x n ). 

Solution : 

( [J^ ^ [J^> 

1. Posons 0 : < + ^ e x -La fonction d est derivable sur tt+ et si x e M+, Q' [x] = (x+ 1] e x . On en deduit que 

0' est strictement positive sur R + et que 0 est strictement croissante sur R + . On peut alors affirmer que 0 realise 
une bijecdon de R + sur R + . Pour tout n e N, il existe done un unique reel positif note x n tel que 0 (x n ) — n. Ce 
reel est donne par : x n - 0 _1 (n). 

2. Comme 0 -1 (x) * +oo, en appliquant le theoreme de composition d’une suite par une fonction on obtient : 

x—*+oo 

lim x n - lim 0 -1 (/?) = +oo car 0 (x) * +oo. 

n —*+ oo n —*+ oo x— *-+oo 
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Exercice 10.86 V 

Pour tout neN, on considere F equation (K„J : x + ln x-n d’inconnue x e R* . 

1. Montrer que F equation E„ possede une solution unique notee x n . 

2. Montrer que la suite (x n ) diverge vers +oo. 

3. Donner un equivalent simple de la suite (x n ). 


Solution : 


1 . Posons 0 : < + + . .La fonction 0 est derivable sur R! et si x e R* 0' (x) = ^41 . On en deduit que 0' 

( x > — * x + lnx + + x 

est strictement positive sur R* et que 0 est strictement croissante sur R+. La fonction 0 realise done une bijection 
de R* sur R. Pour tout neN, il existe done un unique reel positif note x n tel que 0 (x n ) — n. Ce reel est donne 
par: x n - 0 _1 in). 

2. Comme 0 _1 (x) * +oo, appliquant le theoreme de composition d’une suite par une fonction on obtient : 

x—*+oo 

lim x n - lim 0 _1 (n) = +oo. 

n—*+ oo n—*+ oo 


3. Soit n e N. En partant de x n + lnx„ - n on obtient : x n 


In x n 

X n n^+oo 


0 et done 


n ; . Mais comme x n * +oo, on a : 

lnx„ n—+oo 

1 + - 

x n 


Exercice 10.87 

1 . Montrer que 1 ’equation 


x” + x - 1 = 0 


possede une unique solution u n £ [0, 1]. 

2. Montrer que la suite (u n ) converge vers 1. 

3. En posant y n = 1 - u n , montrer que nln(l - y n ) = In y n , et que 

2 In n 


Inn 
2 n 


'■ yn • 


4. En deduire un equivalent de la suite (y n ) . 


Solution : On va se servir de trois inegalites : 


Vue [0,1], -u- — ^ ln(l- u) ^ -u Vfe]0,+oo[, : 


In t 1 


et Vfe]l,+oo[, ■ 


InM 


La deuxieme inegalite se demontre en etudiant les variations de t ^ -j- qui obtient son maximum en t - e et la 

In f o 

troisieme se demontre de merne en etudiant les variations de t ^ — (sur ] 1 , +oo[) qui obtient son maximum en t = e . 

1. Soit f n {x ) = x n + x- 1 pour O^x^ 1. On a fl,(x) = nx n ~ l + 1 > 0 , / ;i (0) = -1 et /„( 1) = 1. De ce fait V equation 
f, j(x) = 0 admet une unique solution (sur [0, 1].) 


2. On a f n +i(u n ) = u n u% + u n - 1. Comme u„ £ [0, 1], on a f n +i{u n ) < u” + u n - 1 = 0 = f n +i(u n +i). D’apres la 

croissance stride de f n sur [0, 1], on en deduit que u n < u n+ \ . La suite (u n ) est done strictement croissante et 
majoree, elle converge done vers (. e [0, 1], Comme la suite ( u n ) est strictement croissante, on a M neN, u n <i et 
done f n ( u n ) — 0 < ( n + € - 1 . Si on suppose, £ < 1 , en passant a la limite on aurait 0 £ - 1 . Impossible. Done £ — 1 . 

3. A partir de u„ - 1 - u n on obtient (1 - y n ) n = y n et comme 1 — y„ est positif, n I n ( 1 - y n ] = In y n . Soit fix) = 

ln(l-x) -Tr-lnx-iln(l-x) 

— pour 0 < x < 1. On a f [x) = ^ > 0. Done f est strictement croissante sur] 0, 1 [. 

ln(x) F J In 2 x J 


On prend n S 1. En partant de ln(l - u) ^ -u pour 0«k<1 on obtient, en prenant u = 
In (i - Sip) ^ done puisque ln(^) < 0, 


2 Inn 


2 

- < 1, 

e 



2 In n 


lnlnn + ln2-ln(n) 


2 1 2 1 
S . 

n 1 _ l n (21 nn) n n 

1 In n 
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Comme on a f{y n ) = — , la croissance de f assure que 3= y n . 

u 2 In n 1 

On prend n 3= 2. En partant de -u — — s= ln(l - u) pour 0 « « < 1 on obtient, en prenant u = — — c — < 1, 

ln f 1 ~ Tn] 55 ~ T-T donc P uisc l ue ln f Tn ) < °> 


2 n 8 n 2 


/[— U- 


ln 2 n 
8 n 2 


1 + - 


lnlnn-ln2-ln(n) 2 n \ + ini - isillil 

In n Inn 


Au numerateur, on majore par \ et au denominates on minore par 0 - ^ 

1 1 + i 


Ainsi 


?!++'<»>• 


On en deduit, toujours grace a la croissance de f, que -j 22 s; y„ et ce pour «3 2. 

4. On va remplacer les facteurs \ et 2 de la question precedente par 1 - e et 1 + e. On n ’obtiendra plus des inegalites 
globales, mais des inegalites a partir d’un certain rang. 

(1+e) Inn 


Soit e > 0 et soit n3 2. On a ln (1 - 
j. I (l+e)lnfn 

/ b 

' n t 

On en deduit que ll+E ^ lnw 3= y n . 


(1 + e) Inn 

sS donc 


(1+e) Inn 


1 + e 


Ininn + ln(l + e) - ln(n) 


n i_ 


ln((l+e)ln n) 
Inn 


(1 + e) 1 

> — 


Dans 1 ’autre sens , ln 1 — 


(l-e)lnn 


(l-e)lnn (l-e) 2 ln 2 n 
3= - donc 


(1-e) Inn 


Or lim (1-e)- 


(l-E)in n j 

l + (l-e)i^ 


2 n 2 

(l-e) 2 ln 2 n 
2 n 2 


(1-e) l + (l-e)f^ 


lnlnn- ln(l - e) - ln(n) 


n i_ 


ln(l-e) _ lnln» ' 
In n ln n 


1- 


ln(l-e) _ lnlnn 
ln n ln n 


l + (l-e)f-f 

1-e, donc a partir d' un certain rang N e , on a (1-e) — — - — — — = 1-e sS 1. 


1- 


lnU-e) _ lnlnn 
In n ln n 


(1 - e)ln n 

On en deduit que pour n 3= N e , y n - 

n n ln n 

En resume pour ti3N £ , 1 - e y n ^ 1 + e. On a bien demontre que lim y n = 1 c est-a-dire que y n 

ln n n^oo in n n 


Exercice 10.88 VVV 

Pour n 3 1, on considere 1’ equation 


(x — n)lnn = xln(x- n). 


1. Montrer que pour n assez grand, cette equation admet une unique racine x n E]n + l,n + 2[. 

„ , Inn 

2. Montrer que {x n - n - 1) ~ . 

+oo n 


Solution : 

1. On pose y-x—n— 1 £ [0, 1]. On considere donc V equation (y + l)lnn = (y + n+ l)ln(y + 1), soit (y + l)ln(y + 
1) — (j/ + l)lnn+ nln(y + 1) - nlnn+ nln n-0 ou encore (y + 1 + n)ln + nlnn = 0. 

Soit F(y) = (y + 1 + n)ln + nlnn. On a F(0) = (l + n)ln-i + nlnn = - Inn ^ 0. On a F(l) = (2 + n)ln + nlnn = 

2n+2 

21 n 2 - 2 lnn + ftln 2 = ln — — . 

n z 

„ . 2 ” +2 ^ 32 u„+i 2 _ 

Soit n„ = — On a u\ = 8 ; 112 - 4; 113 = — . Comme = ^ 3= 1 pour n 3= 3. Donc la suite u n est 

n 2 9 u n (1 + I ) 2 

croissante, et par suite, Vn 3= 1, u n 3 0. Ainsi F(l) 3= 0. Comme F est continue sur [0, 1], d’apres le theoreme des 
valeurs intermediaries, F s’annule au moins une fois sur [0, 1]. 
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- 1 - y +1 7 + 1 + ”- l 


Deplus, F'(y) - ln^-+ J ' + - - = ln^±i + l+— Soitz- ^ e [±,|] c]0,2]. On aF'(y) = lnz+l+± = G(z). 
1 1 z— 1 

On a G'(z) = r- = — 5 —. La fonction G admet done un minimum en 1, et comme G(l) = 2, on en deduit que 

Z Z A Z‘ L 

G(z), comme F'(y) est strictement positif. On en deduit que F est strictement croissante sur [0, 1], ce qui assure 
1’unicite de y n = x n - n - 1 et done celle de x„. 


2. Apartirde (y n +l + n)ln(y„+l) = (l + y„)lnn, on aln(y„+l) : 


l + y n , In 72 , 

■Inn ~ (1 + y„) puisque la suite (y„) 


y n + 1 + n 

est bornee. Toujours parce que (y n ) est bornee, on a lim 1 n (y„ + 1) = 0. Done lim y„ = 0. Done ln(y„ + 1) ~ y n 

n—oo n—oo 

In 72 In 72 In n 

d unepart et (1 + y„) d autre part, on en conclut que y n ce qu ll fallait demontrer. 
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Fonctions d’une variable reelle a valeurs reelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Nous poursuivons dans ce chapitre le travail commence dans le precedent et nous allons etendre la notion de limite aux 
fonctions d’une variable reelle a valeurs reelles. 

Apres avoir introduit les notions de limite et de continuite en un point, nous realiserons l’etude des proprietes locales des 
fonctions, c’est a dire des proprietes vraies dans un « voisinage suffisamment petit »d’un point donne. A l’opposee, dans 
la seconde partie du chapitre, nous enoncerons des theoremes globaux, c’est a dire vrais sur un intervalle tout entier. Parmi 
ces theoremes, quatre sont fondamentaux : 

1 L’image d’un intervalle par une fonction continue est encore un intervalle (ce theoreme est equivalent au theoreme 
des valeurs intermediaires). 

2 L’image d’un segment par une application continue est un segment. (Ce theoreme est equivalent au theoreme du 
maximum, toute fonction continue sur un segment est bornee et atteint ses homes). 

3 Le theoreme de Heine qui aura des consequences importantes dans la suite du cours. 

4 Le theoreme de continuite de la bijection reciproque. 

11.1 Vocabulaire 

Dans tout ce chapitre, I designe un intervalle non trivial de 08 (c’est a dire non vide et non reduit a un point). On considere 
l’ensemble fp (1,08) des fonctions definies sur I a valeurs dans 1. 

11.1.1 L’ensemble & (I, IR) 


)efinition 11.1 Operations sur les fonctions A 

Dans JF (1,08), on definit les lois suivantes. 

- Addition. Si (/, g) e fp (I, IR) 2 , on definit 1’ application (/ + g) e & (1, 08) par 

Vxel, (/+g)(x) = /(x) + g(x) 

- Multiplication par un reel. Si (A,/) e 0? x JF (1,08), on definit F application (A/) e & (1,08) par 

Vxel, (A/) (x) = A/(x) 

- Multiplication de deux fonctions. Si (/, g) e & (1, 08) 2 , on definit F application (fg) e & (1, 08) par 

Vxel, (/g)(x) =/(x)g(x) 

- Valeur absolue d’une fonction. Si /ejF(I,08), on definit F application |/| e^(I,08) par 

Vxel, |/|(JC) = |/(JC)| 

- Maximum, Minimum de deux fonctions. Si (/, g) e & (1, 08) 2 , on definit les deux applications sup (/ + g) e & (1, 08) et 
inf (/ + g) e ^ ( 1, 08) par 

Vxel, sup(/ + g)(x) = max{/(x),g(x)} 

Vxel, inf(/ + g) (x) = min{/(x),g(x)} 
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Remarque 11.1 La relation d’ordre ^ sur R s’etend naturellement a & (I, R) en posant, pour (/, g) e (1, 1)' 


f<g<^>Vxel, /M«gW 


Proposition 11.1 
Soit /e J^(I,R). On a 




* |/|= sup (/,-/) 

r£ , f + g+\f~g\ 

• sup(/,g)= 2 ' 


. Cl s , f+g-\f-g\ 

• mf(/,g)= 2 

Remarque 11.2 En posant < 

r = s up (/o) 6rffi 1 r = 

/ = sup (-/,0J M [ /- = 

1/1+/ 

\ff~f 

2 

et ( f=r-r 
1 1 f\=r+r 


Remarque 11.3 

- (■'¥ (I, R) , +, .) (ou « . » designe la multiplication par un scalaire) possede une structure d’espace vectoriel sur IK. 

- (J^(I,R) ,+, x) (ou « x »designe le produit entre deux fonctions) possede une structure d’anneau. 

( J [J^> 

- L’ element neutre pour 1’ addition est la fonction identiquement nulle, O^r(i R) : -j ^ ^ n et F element neutre pour 

la multiplication est la fonction constante 1 : 

11.1.2 Fonctions bornees 


| I — > R 
| x — 1 ‘ 


Definition 11.2 Fonction majoree, minoree, bornee 

Soit / € & (I, K). On dit que / est : 

- Majoree si et seulement si 3M e R, Vxel, /(x) ^ M. 

- Minoree si et seulement si 3m eR, Vx e I, /(x) 3= m. 

- Bornee si elle est majoree et minoree. 


Proposition 11.2 Pour montrer qu’une fonction est bornee sur I, il suffit de la majorer, sur I, en valeur absolue 

Une fonction / e & (l,R) est bornee si et seulement si elle est majoree en valeur absolue, c’est a dire 

3a elR Vxel, |/(x)|^a 


Proposition 11.3 

- Toute combinaison lineaire de fonctions bornees est bornee (Fensemble des fonctions bornees forme un sous espace 
vectoriel de & (I, OS)). 

- Tout produit de deux fonctions bornees est encore borne. 

Notation 11.1 

- Dire que / e & (1 , 1) est majoree revient a dire que {/(x) | x e 1} est un sous ensemble majore de R. Comme ce sous 
ensemble est non vide, d’apres l’axiome de la borne superieure, il possede une borne superieure qu’on note sup/. 

1 

- De meme, si f e& (I, R) est minoree alors ce sous ensemble est minore. On note inf / sa borne inferieure. 

- Si une fonction / est bornee, puisque \ f\ est majoree, la partie {|/(x)|; xeI| possede une borne superieure que Fon 
notera sup|/| = ll/lloo- 

i 

Definition 11.3 Extremum, Extremum local 

Soit / e & (I, R) et soit aeI 

- On dit que / admet un maximum en a si et seulement si Vx e I, /(x) f{a). 

- On dit que / admet un maximum local en a si et seulement si 3 h >0, Vx e I, |x- a\ ^ h ==> /(x) sS f{a). 

- On definit de maniere analogue la notion de minimum et de minimum local. 

- On dit que / admet un extremum (respectivement un extremum local ) si / admet un maximum (respectivement un 
maximum local) ou un minimum (respectivement un minimum local). 

Ui Notation 11.2 Soit / e & (I, R) 

-Si / possede un maximum sur I, on le note max/ 

- De meme, si / possede un minimum sur I, on le note min / 
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11.1.3 Monotonie 


/ 

Definition 11.4 Fonction croissante, decroissante, strictement croissante, .... 

Soit On dit que : 

- / est croissante si et seulement si Vx,y e I, x sS y => fix) =£ fly). 

- f est decroissante si et seulement si Vx, ye I, x ^ y => fix ) 5= fly). 

- f est monotone si et seulement si / est croissante ou decroissante. 

On dit de plus que / est strictement croissante , strictement decroissante ou strictement monotone si et seulement si 
l’inegalite correspondante est stricte. 


Proposition 11.4 Regie des signes 

Soient / :I— >IRetg:J— »IR toutes deux monotones et telles que /(I) c J. On peut alors definir la fonction composee 
g o / : I — ► IR qui est egalement monotone et Ton a la regie des signes pour la monotonie de go f. 


g 

f 


\ 

/ 

/ 

\ 

\ 

\ 

/ 


Demonstration Supposons par exemple f croissante sur I et g decroissante sur J. Montrons que go f est decroissante. Soient 
(x, y) el tels que x ^ y. Comme f est croissante, fix) ^ fly) et puisque g est decroissante, g (fix)] & g ( fly )) et done gof{x) > 

g°m- 


Proposition 1 1.5 

Soit / £ & (1, 1) strictement monotone sur I et soit J = /(I) alors / realise une bijection de I sur J et sa bijection reciproque 
/ _1 : J — ► I est strictement monotone de meme sens que /. 


Demonstration Supposons par exemple la fonction f strictement croissante sur I. Montrons qu' alors f est injective. Soient 
(x, y) e I 2 tels que f[x ) = fly), montrons que x = y par l’absurde. Si l’on avait x / y, on aurait x < y ou y < x, mais alors, puisque 
f est strictement croissante, on aurait f[x) < fly) ou f[y) < f(x) ce qui est absurde. Puisque ] = /(I), par definition de l'image 
directe d'une fonction, la fonction f est surjective de I vers J. Elle realise done une bijection de I vers ]. Verifions que la fonction 
/ -1 est egalement strictement croissante. Soient (X, Y) e J 2 tels que X < Y. Notons x = f~ 1 (x) et y = / -1 (Y) - Si l’on avait y =£ x, 
puisque f est croissante, on aurait fly) =£ fix ) et done YsXce qui est faux. On en deduit que x < y done que / -1 (X) < / _1 (Y). 


Remarque 11.4 Soit / une fonction bijective sur I. Le graphe de / \ dans un repere orthonorme, se deduit de celui de 
/ par une symetrie d’axe la premiere bissectrice. 

y = f~\x) 


y = fix) 



11.1.4 Parite periodicite 


Definition 11.5 Fonction paire, impaire 

Soit une fonction / e & (I,R) . On suppose que Fintervalle I est symetrique par rapport a Forigine (e’est-a-dire que si 
x e I alors -x e I). On dit que 

- La fonction / est paire si et seulement si Vx e I, /(-x) = fix) 

- La fonction / est impaire si et seulement si Vx e I, f{—x) = - fix). 


Remarque 11.5 Le graphe d’une fonction paire est symetrique par rapport a l’axe des ordonnees. Le graphe d’une 
fonction impaire est symetrique par rapport a Forigine du repere. 

Remarque 11.6 L’ ensemble des fonctions paires (resp. impaires) est stable par combinaison lineaire. C’est un sous 
espace vectoriel de & (I, K). Les sous-espaces de (I,K) formes par les fonctions paires et par les fonctions impaires 
sont de plus supplementaires dans & (I,IR). 
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Definition 11.6 Fonction periodique 

Une fonction / definie sur K est periodique si et settlement s’il existe un reel T > 0 tel que Vx e I, f(x + T) = f{x). On 
dit que T est une periode de / et que / est T-periodique. 


Remarque 11.7 Soit T > 0. L’ ensemble des fonctions T-periodiques sur IR est stable par combinaison lineaire et par 
produit. En particulier, c’est un sous espace vectoriel de & (I, IR). 


11.1.5 Fonctions Lipschitziennes 



.Bio 9 


Mathematicien Allemand. Rudolf Lipschitz se caracterise par la 
grande diversite de ses contributions : fonctions de Bessel, series de 
Fourier (il est a l’origine d’un critere pour tester leur convergence), 
geometric Riemannienne, mecanique (il travailla a resoudre les equa- 
tions du mouvement dans le formalisme d’Hamilton-Jacobi), theorie 
des nombres (il etudia les quaternions et, plus generalement, les al- 
gebres de Clifford qu’il redecouvra et qu’il appliqua a la representa- 
tion des rotations d’un espace euclidien). Il est en particulier celebre 
pour son amelioration du theoreme de Cauchy quant a V existence des 
solutions d’une equation differentielle. C’est lors de ce travail qu’il 
introduisit les fonctions qui maintenant portent son nom et que nous 
allons etudier dans ce paragraphe. 


Rudolf Lipschitz, ne le 14 mai 1832 a Konigsberg, mort le 07 octobre 1903 a Bonn 


Definition 11.7 Fonctions lipschitziennes 
Soit un reel 1c 3= 0. 

- On dit qu’une fonction / : I >-*■ IR est k-lipschitzienne sur l’intervalle I si et settlement si 


V(x,y) £ I 2 , |/(x)-/(y)| ^k\x-y\ 


- On dit qu’une fonction est lipschitzienne sur Fintervalle I s’il existe k 5 0 telle que / soit fc-lipschitzienne. 

- On note if (I) l’ensemble des fonctions lipschitziennes sur Fintervalle I. 


Remarque 11.8 On comprend mieux cette definition en ecrivant la propriete equivalente, 

3fc>0, V(x,y) e I 2 , x^y, I f (x] ~ fW 1 g fc 
I x-y | 

Une fonction est lipschitzienne sur Fintervalle I si et settlement si l’ensemble des pentes de toutes ses cordes est borne. 


Proposition 11.6 Operations sur les fonctions lipschitziennes 

1. Une combinaison lineaire de deux fonctions lipschitzienne est encore lipschitzienne. Si /, g e «£?( I), alors 
a / + P g e if (I). 

2. La composee de deux fonctions lipschitziennes est encore lipschitzienne. Si / e if (I) et g e if(J) avec /(I) c J, 
alors go /e if (I). 

3. Soit cel, on note U = In] -oo, c] et U = In [c, +oo[. Si / est lipschitzienne sur B et sur U, alors elle est lipschitzi- 
enne sur I. 


Demonstration 

1. Puisque f et g sont lipschitziennes sur I, il existe deux constantes k\,k 2 & 0 telles que V(x, y) e I 2 , |/(x) - /(y)| ^ /q |x- y| 
et |g(x) - g(y)| =£ A: 2 lx — y| . Posons k = |a|fci + ip|fc2 et verihons que a/ + Pg est k-lipschitzienne. Soit (x, y) e I 2 , utilisons 
l’inegalite triangulaire 

|(a/ + Pg)(x)-(a/ + Pg)(y)| = |a (/(x) -/(y)) +p(g(x) -g(y)) | « |a||/(x) - /(y)| + ipilg(x) - g(y)| « (|a|fci + |(3|fc 2 )|x- y| 

2. Comme f est lipschitzienne sur I, il existe k\ & 0 tel que V(x, y) e I 2 . |/(x) - /(y)| S k\\x- y|. Puisque g est lipschitzienne 
sur], il existe k2^0 tel queV(X,Y) e J 2 , |g(X) -g(Y)| ^ fc 2 lX-Y|. Posons k = fci f '2 et verihons que go f est k-lipschitzienne 
sur I. Soient (x,y) e I 2 , puisque X= fix) el et Y= fiy) e J. 

lg°/W-g°/(y)l = lg(X) - g(Y)| ^ fc 2 IX — Y| = fc 2 l/(x)-/(y)| S fcifc 2 |x-y| 
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3. Puisque f est lipschitzienne sur 1\, il existe ki SO tel queV(x,y) el 2 , |/(x)-/(y)| S k\\x-y\ et puisque f est lipschitzienne 
sur I 2 . il existe k 2 > 0 tel que V(x,y) e l|, |/(x) - /(y)| ^ k 2 \x - y\. Posons k = maxffct, k 2 ) et verifions que f est k- 
lipschitzienne sur I. Soient ( x,y ) e I 2 . Etudions trois cas , 

- Si x,y e Ii, alors |/(x) -/(y)| ^ fci|x-y| ^ fc|x-y|. 

- Si x,ye I 2 , aJors |/(x)-/(y)| s; fc 2 |x-y| « fc|x-y|. 

- Si x e Ii et y e I 2 (P autre cas est similaire), puisque (x, c) e I 2 et (c, y) e l| et que x< c < y, 

l/(x)-/(y)| = |[/(x)-/(c)] + [/(c) — /(y)] | « |/(x)-/(c)| « fci|c-x| + fc 2 |y-c| 

= k\[c- x) + fc 2 (y- c) S k{c-x) + kiy-c) = kiy-x) = fc|y-x| 

11.2 Limite et continuite en un point 

11.2.1 Voisinage 


Definition 11.8 Point adherent 

Soit A c IR une partie de R. On dit qu’un reel x est adherent a la partie A lorsque Ve > 0, 3a e A tel que \x - a\ e. On 
note A l’ensemble des points adherents de la partie A. 


Remarque 11.9 On dira egalement que +00 est un point adherent a la partie A lorsque VM > 0, 3a e A tel que a 3= M et 
que -00 est adherent a la partie A lorsque Vm< 0, 3a e A tel que a m. 


Definition 11.9 Voisinage d’un point 

Soit V une partie de IR et un point adherent a e V. On dit que 

- V est un voisinage de a si et settlement si il existe e > 0 tel que ] a - e, a + e[ c V. 

- V est un voisinage de +00 si et settlement si il existe B e R tel que ]B, +00 [ c V. 

- V est un voisinage de -00 si et seulement si il existe A e R tel que ] - 00 , A[ c V. 

On note V„ l’ensemble des voisinages du point a. 


Definition 11.10 Propriete vraie au voisinage d’un point 

Soient / une fonction definie sur une partie I de IR et a e T. 

- On dit que la fonction / est definie au voisinage du point a si et seulement s’il existe un voisinage V de a telle 
que Vcl. 

- On dit que / verifie la propriete !¥ au voisinage du point a si et seulement s’il existe un voisinage V c I de a tel que 
la restriction de / a V verifie la propriete '■¥ . 


11.2.2 Notion de limite 


Definition 11.11 Limite d’une fonction en un point 

Soient une fonction / e & (I, IR), un point adherent a e I et un reel / e IR. On dit que la fonction / admet pour limite le 
reel l en a lorsque 

- Si ae IR : Ve > 0, 3q > 0, Vxe I, |x- a\ q => |/(x) - l\ =S e. 

- Si a — +00 : Ve > 0, 3M e IR, Vx el, r>M ==> |/(x) - l\ ^ e. 

- Si a — -00 : Ve > 0, 3m e IR, Vx e I, x« m ==> | fix) - l\ ^ e. 

On note alors fix) * l. 

x —>a 


Pi an 11 1 • 

Pour montrer que fix) > l 

X * Cl 




on utilise le plan 

1. Soit e > 0. 

2. Posons q = • • • > 0. 

3. Verifions : soit x el tel que \x - a\ q . . 

.on a bien \ fix) - 1 1 e. 


Remarque 11.10 Comme pour les suites, on peut utiliser des inegalites strictes [/(x) - Z| < e, |x- a\ < q, x > M . . .dans 
ces definitions. 
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Figure 11.1- Avec e = 0.4 


Figure 11.2- Avec e = 0.2 


Proposition 11.7 Unicite de la limite 

Si / admet pour limites en a e I les reels Z et l' alors l — On dira que l est la limite de / en a et on ecrira l = lim fix) 
ou l = lim f. 

a 


Demonstration Demontrons leresultat par exemple lorsque a e R. Supposons par l’absurde que Ijt l',et posons e= \l' - 1\I2 > 0. 

Puisque fix) — * l, il existe qi > 0 tel que Vx e I, \x- a\ ^ rq => | f(x) - 1\ < e. De meme, puisque fix) — * l', il existe r\2 > 0 

tel que Vxel. \x-a\ ^r )2 ==> I fix) -l'\<e. Posons q = min(r|i,r| 2 ) > 0. Puisque a est adherent a I. il existe x el tel que \ x-a\ Sr] 
mats alors \ fix) - l\ < e et \ fix) -l'\<z et done 

\l-l'\ = \il- fix)) + ifix) - l)\ € | fix) -l\ + | fix) - l'\ < 2e = \l' - l\ 


ce qui est absurde. 


Definition 11.12 Limite infinie 

Soit une fonction / e & (1,0?) et un point adherent a el. On dit que la fonction / tend vers +oo (respectivement -oo) 
lorsque x tend vers a lorsque 

- Si a e IR : VB e R, 3q > 0, Vx e I, \x- a\ ^ q => fix ) 5= B (respectivement fix ) B). 

-Si a - +oo : VB e 0?, 3A e R Vx e I, x 3= A ==> fix) S B (respectivement fix) B). 

- Si a = — oo : VB e K, 3A e 0? Vx e I, x ^ A ==> fix) 3= B (respectivement fix) B). 

On notera alors fix) — — -» +oo (respectivement fix) -* -oo). 




Figure 11.4-/(x) 


Figure 11.3 - fix) 


+oo 


+oo 


x—>a~ 


-OO 



Plan 11.2 

Dans le cas ou a est fini, on utilise le plan 

1. Soit BeIR. 

2. Posons r) = • • • > 0. 

3. Soit x e I tel que |x- a\ r|. 

4. On a bien fix) > B. 

Pour montrer que f{x) * -oo, 

x— +oo 

1. Soit BeR. 

2. Posons A - ... 

3. Soit x el tel que x 3= A. 

4. On a bien fix ) B. 

Void une formulation equivalente de la notion de limite (finie et infinie) qui ne fait intervenir que la notion de voisinages. 

Proposition 11.8 Definition de la limite a Faide des voisinages 

Soient / e & (I, IR), a e 1 et l e OS. 

fix) */<=>V WeV,, 3V e V„, /(Vnl)cW 

X— 

Demonstration Demontrons le resultat dans le cas ou a et l sont Unis. 

=> Soit W un voisinage de l, il existe e > 0 tel que ] l - e, l + e[c: W. Puisque fix) * l, il existe q > 0 tel que Vx e I, \x - a\ ^ 

q => \fix)-l\ < e. Posons done V =]a - r\,a + q[ qui est un voisinage du point a. Soit ye/(VnI), il existe x e V n I tel que 
y = fix) et puisque xe]a- r\,a + q[nl, on a | fix) - Z| < E et done y = fix) e W. 

<= Soit e > 0. Posons W =] l - e, l + e[ qui est un voisinage du point l. Il existe done un voisinage V du point a tel que /(V nI)cW. 
D'apres la definition d'un voisinage, il existe q > 0 tel que ]a - q, a + q[c V. Soit a lors x e I tel que \x — a\ < q. puisque x e Vnl, 
fix) e W d’ou | fix) - l\ < e. 

Proposition 11.9 Limite finie => localement bornee 

Soit f efPil, D?) une fonction admettant une limite finie en a el. Alors il existe un voisinage V du point a sur lequel la 
fonction / est bornee. a. 

Demonstration Demontrons le resultat lorsque aeU. Prenons e = 1 dans la definition de la limite, il existe q > 0 tel que Vxel, 
\x—a\ S q => \fix) - l\ ^ 1. Notons V =]a-q,a + q[ qui est un voisinage du point a et M = |Z| + 1. Pour xe Vnl, d'apres la 
minoration de l'inegalite triangulaire, \f{x)\ - \l\ ^ | fix) - Z| S 1 d'ou \fix)\ ^ M. 

Proposition 11.10 Transformation de limite en inegalite 

Soit f ef?il, K) une fonction, a e I et l e IR et deux reels k, k' e K. On suppose que 

fat) fix) *■ Z. 

V- x-*a 



Alors il existe un voisinage V du point a tel que VxEVnI, k fix) ^ k' . 

Demonstration Posons e = min(Z - k,k' - Z). Puisque fix) — > Z. il existe un voisinage V du point a tel que Vie V nl, 

\fix)-l\ ^ e d’ou si x e Vnl, fix) -l Se ce qui donne f[x)^l+E^l + ik'-l)^k' etaussi l- fix) Se ce qui donne fix) S Z-e S k. 
Pour montrer qu’une fonction tend vers Z lorsque x tend vers a, on majore en pratique [ fix) - l \ par une fonction qui tend 
vers zero. 



Proposition 11.11 Theoreme de majoration 


Soient 

- une fonction / : I — ► IR, a e 1 et Z e R. 

- 0 une fonction definie sur un voisinage V de a 
On suppose que 

VxeV, |/(x)- Z| sS 0(x). 


alors fix) 
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Demonstration Remarquons qu'en vertu de l’inegalite enoncee dans la premiere hypothese, 0 est necessairement positive. Soit 

e > 0. Comme 0 (x) — * 0, il existe un voisinage V 2 de a tel que : Vx e V, |0 (x)| = 0 (x) ^ e. Soit xeW.en appliquant la premiere 

hypothese : \f (x) - l\ ^ 0 (x) ^ e. Ce qui prouve que /(x) > l. 

11.2.3 Operations algebriques sur les limites 

Les demonstrations de ce paragraphe sont typiques des demonstrations a e d’ analyse. II est important de les etudier en 
detail et de les comparer aux demonstrations correspondantes sur les suites. 


Theoreme 11.12 Limite d’une somme 

Soient /, g : I >-<■ [R deux fonctions et a e I. On suppose que fix) » l\ et que g(x) * Z 2 . 

Alors, (/ + g)(x) - — » Zi + Z 2 . 

X — > d 


Demonstration Notre hypothese permet de majorer |/(x) -l\ \ et |g(x) - Z 2 1 par e' aussi petit que 1 ’on veut pour x suflisamment 
proche de a. Faisons apparaitre cette quantite sous la valeur absolue avant de majorer a l’aide de l’inegalite triangulaire : 

|(/ + g)(x)-(Zi +Z 2 )| = |(/(x) - Zi) + (g(x) - Z 2 )| =£ |/(x)-Zil + |g(x)-Z 2 | ^ 2e' 

II nous reste a rediger une demonstration rigoureuse en suivant le plan de demonstration correspondant a la definition de la limite. 
Soit e > 0. 

Posons e' = e/2. Puisque /(x) — — -«■ l\, il existe r|i > 0 tel que Vx e I, |x- a\ ^ rp => |/(x) -l \ | S e! . De meme, il existe 
q 2 > 0 tel que Vx e I, \x— a\ ^ r|2 => lg(x) - Z 2 | ^ e' . 

Posons r| = min(qi,q 2 ). 

Soit x el tel que \x—a\ ^ q. on a bien 

l(/ + g)(x)-(Zi + Z 2 )| = |(/(x) - Zi) + (g(x) — Z 2 )| « I fix) -l\\ + \g{x)-l 2 \ =£ e' + e' = e 

Remarque 11.11 On montre de meme que pour tous reels a, () e K, la fonction combinaison lineaire af + (ig tend vers 
la combinaison lineaire des limites : (a/+ |3g)(x) - — * ctl\ + pZ 2 . 


Theoreme 11.13 Limite d’un produit 

Soient /,g : I >-*■ D? et a e I. On suppose que f{x) - — * l\, g(x) — — Z 2 . Alors (/g)(x) - — * l\l 2 . 

Demonstration Estimons la difference en faisant apparaitre notre hypothese |/(x) - l\ \ ^ e' et |g(x) - l 2 \ ^ e' . 

l(/g)W-ZiZ 2 | = |/(x) [g(x) -l 2 ] + l 2 [/(x)-/i]| « l/(x)||g(x)-Z 2 | + |Z 2 ||/(x)-Zil 

Il reste |/(x)| que l’on peut majorer puisque f est bornee sur un voisinage de a. Maintenant que nous avons compris pourquoi le 
resultat est vrai. ecrivons une preuve rigoureuse qui utilise le plan de demonstration de limite. 

Soit e > 0. 

Comme f admet une limite finie au point a, elle est bomee sur un voisinage de a done il existe r |3 > 0 et M > 0 tel que 
Vxel. |x-a|ssr|3 => |/(x)|*sM. 

Notons e' = e/(|Z 2 | +M). Puisque f{x) * Zi, il existe qi > 0 tel que Vx e I, |x- a\ r)i ==> | fix) - l\\ ^ e' . Puisque 

g(x ) — — -»■ l 2 , il existe r\ 2 > 0 tel que Vx e I, |x - a\ ^ r\ 2 => |g(x) — Z 2 1 e / - 
Posons q = min(qi,q 2 ,q 3 ) > 0. 

Soit x e I teJ que \x- a\ ^ q. en recopiant la majoration precedente. 

|(/g)(x) - Z1Z2I « |/(x)||g(x) - Z 2 | + |Z 2 ||/(x) - Zil « (M+ \ 1 2 \)e! = e 

Remarquez l’ordre dans lequel les differents objets sont introduits dans la demonstration. Pour delinir e' , il fallait avoir defini M 
auparavant. 


Theoreme 11.14 Limite d’une valeur absolue 

Soit f : I ■ — ► D5, ae I et leU. Si fix) * Z, alors | f\(x) * |Z|. 

x— -a x— -a 

Demonstration T 

Soit e > 0. 

Puisque fix) — > I. il existe q > 0 teJ que Vx e I, |x- a\ e q => | fix) - l\ ^ e. 
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Soit x el tel que \x—a\ r|, grace a la minoration de l’inegalite triangulaire. 


|l/W|-|/|| « l/(x)-l| 


Theoreme 11.15 Limite de l’inverse 

Soit / : I D5, a e I et / e R. On suppose que 

fix) — * i. 

V- x—a 

(^aT) l / 0. 

Alors (1/ f)[x) * III. 

x— a 

Demonstration Nous savons majorer | fix) - l\ par un reel e' > 0 aussi petit que l'on veut sur un voisinage de a. Estimons la 
quantite 

I 1 l|_ |/(x)-Z| 

I fix) 1 1 |/(x)||/| 

11 nous faut minorer |/(x)| au denominates. Puisque fix) — — * l.onavu que \fix)\ — > \l\ et puisque \ l\ > 0. en notant k = \l\!2, 

puisque k < \l\, d’apres la proposition 11.10, il existe un voisinage de a sur lequel |/(x)| & k et alors \ll fix) - 11 1\ ^ z'lk\l\. 
Redigeons maintenant une preuve rigoureuse. 

Soit e > 0. 

Notons k=\l\/2. Puisque l 0. k < \l\ et comme |/|(x) — — * \l\, d’apres la transformation d'une limite en inegalite, il existe 
r|i > 0 fel que Vx £ I, |x- a\ sS rp ==> fc<|/(x)|. 

Notons e' = k\l\ > 0. Puisque fix) ^ • l, il existe r\2 > 0 tel que Vxel, \x- a\ ^ r |2 => I fix) -l\ Se'. 

Posons r| = min(r|i,r| 2 )- 
Soit x g I tel que \x- a\ sS q, 

I 1 II _ \f jx) — l\ e' 

I fix) 1 1 |/(x)||l| " k\l\ 


Remarque 11.12 D’apres les deux theoremes precedents, si fix) » l\ et g(x) - — * I 2 avec I 2 ^ 0, 

iflg)ix) — — * l\l I 2 . On invoque souvent les theoremes de ce paragraphe pour justifier F existence d’une limite sous 
le nom de « theoremes generaux » sur les limites. 


On peut etendre les theoremes generaux aux limites infinies. Soient f,g: I ■ — ► DS deux fonctions, a £ I, eventuellement 
infini et un reel a. On suppose que fix) * / £ K et g(x) > /' e IR. Nous avons resume dans les tableaux suivants les 

x * a x * & 


limites de la somme, produit et quotient des deux fonctions dans tous les cas de figure. Les cases noires correspondent a 
des « formes indeterminees » ou l’on ne peut rien dire de general. 



- Inverse 




/ 

-OO 

/'< 0 

l' -0 

i’> 0 

+00 

-OO 

+00 

+00 


-00 

-00 

/< 0 

+00 

ll' 

0 

ll' 

-00 

1 - 0 


0 

0 

0 


i> 0 

-00 

ll' 

0 

ll' 

+00 

+00 

- 

-oo 


+00 

+ °° 1 


/ 

-00 

/< 0 

0 
ll 

1 

0 

ll 

+ 

0 

II 

l> 0 

+00 


0 

m 

-oo 

+00 

ill 

0 
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11.2.4 Continuite 


Definition 11.13 VW Continuite en un point 

Soit / une fonction definie sur I et a e I. On dit que la fonction / est continue au point a si et seulement si fix) > f(a ) 

x—>a 

ce qui se traduit avec des quantificateurs par : 

Ve >0, 3q > 0, Vx £ I, \x— a\ q ==> | f [x) - f [a)\ =S e 


Theoreme 11.16 O Theoremes generaux 

Soient f,g: I ■ — ► IR deux fonctions continues en un point a £ I, alors 

1 . la fonction (/ + g) est continue au point a , 

2. la fonction (/g) est continue au point a, 

3. si g(a) f 0, la fonction fig est definie sur un voisinage du point a est est continue au point a. 


Demonstration (1) et (2) sont une consequence directe des theoremes generaux sur les limites. Verifions (3). Puisque |g(a)| ^ 0 

et que g est continue au point a, g(x) > g(a ) done |g(x)| — > \g{a)\. Posons k = |g(a)|/2, on a 0 < k < |g(a)| done d’apres le 

theoreme 11.10, il existe un voisinage V du point a tel que VxelnV, 0< |g(a)/2| < |g(x)| et done la fonction g ne s’annule pas sur 
V. La fonction fig est done definie surlnV et d’apres les theoremes generaux sur les limites, iflg){x) * iflg){a). 


11.2.5 Limite a gauche, a droite, continuite a gauche, a droite 


f 

Definition 11.14 Voisinages a gauche, a droite 
Soit a £ IR. On dit qu’une partie V de IR est 

- un voisinage a droite de a lorsqu’il existe e > 0 tel que [a, a + e] c V, 

- un voisinage a gauche de a lorsqu’il existe e > 0 tel que [a - e, a] c V, 

- un voisinage strict a droite de a lorsqu’il existe e > 0 tel que ] a, a + e] c V, 

- un voisinage strict a gauche de a lorsqu’il existe e > 0 tel que [a - e, a[ c V, 

- un voisinage pointe de a lorsqu’il existe e > 0 tel que [a - e, a[ u ] a, a + e] c V. 


Definition 11.15 Limite a gauche, a droite 

Soit une fonction / : I \ {a} — ► K. On dit qu’un reel / est la limite a droite (resp. a gauche ) de / si il existe un voisinage 
strict a droite de a (resp. un voisinage strict a gauche de a) tel que la restriction de / a ce voisinage admet l pour limite 
en a. Lorqu’elle existe, la limite a droite de / est unique et est notee l - lim fix) ou l - l - lim fix) ou l - lim /. Nous 

x— a + x— -a a + 

x^a 

noterons egalement fix) > /. On a des notations identiques pour la limite a gauche. 

x—a + 


Remarque 11.13 En termes de quantificateurs, / admet l £ IR comme limite a gauche en a si et seulement si 
Ve > 0, 3q > 0, Vx £ I, fl-i]Sx<ffl => | fix) - /| e 


Remarque 11.14 Une fonction / possede une limite en a lorsque 

- / admet une limite a gauche l\ £ IR. 

- / admet une limite a droite f e K. 

- h = h- 


Definition 11.16 Continuite a gauche, a droite 

Soient / : I — > • IR et a el. On dit que / est continue a droite en a (respectivement a gauche en a) si et seulement si 
fix) * fia) (respectivement fix) fia ). 

x—>a + x—>a 


Remarque 11.15 Soit a £ I un point interieur (il existe a > 0 tel que ]a- a, a + a[c I). Une fonction / £ (I, IR) est 

continue en a si et seulement si elle est continue a droite et a gauche de a. 
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( 03 

Exemple 11.3 La fonction 8 : < 

1 * 

lim 8 (x) = 0 mais 8 (0) = 1. 
x— o+ 


{ 0 six^O n’est pas continue au point 0. On a bien lim 8(x) = 

x — *0 

1 si x = 0 


Definition 11.17 Prolongement par continuite 

Soit une fonction / definie sur I et un point adherent a el qui n’appartient pas a I. On suppose que fix) * Z e R. On 

x—a 

definit alors la fonction / sur I = I u \a\ par : 


VxeI fix)- 



si X E I 
si x- a 


Cette fonction / est continue au point a et est appelee prolongement de f par continuite au point a. 



sin x/x ' ^ u ' sc l ue s ' n xlx — ^ 1, on peut la prolonger par 
03 

j sin xl x si x ^ 0 . 

1 1 si x = 0 


Theoreme 11.17 WT 1 Passage a la limite dans Ies inegalites 

Soit une fonction / : I >-► 03, un point a el (eventuellement infini) et k e 03. On suppose que 
fix) — » z. 

y x—a 



II existe un voisinage V du point a tel que VxeVpiI, k s= fix). 


Alors k sS l. 


Demonstration Ecrivons la demonstration dans le cas ou a est l sont finis. Supposons par l’absurde que l < k et posons 

e = k— l > 0. Puisque fix) — > l. il existe r|i > 0 tel que Vx e I, |x- a| ^ rq => | fix) - 1\ < e. Puisque V est un voisinage du point 

a. il existe r |2 > 0 tel que )a- r)2> fl + r|2 l c V. Posons alors r| = min(qi,r)2)- Puisque le point a est adherent a I. il existe x el tel que 
\x- a\ S r| ef on doit avoir d'une part k ^ /(x) et \ fix) -l | < e mais alors, 

k S fix) <l + E=l + (k-l) = k 

ce qui est absurde. 

Remarque 11.16 Le passage a la limite dans les inegalites ne conserve pas les inegalites strides. Si sur un voisinage 
V de a on a k < fix), on ne peut pas garantir que 1c < l. Par exemple pour la fonction definie sur ]0, 1] par fix) = x, 
Vx e]0, 1], k — 0 < fix), fix) * 0 = Z et k — l — 0. 

x— 0 

On dispose bien sur du theoreme correspondant en rempla 5 ant s; par 

Corollaire 11.18 Passage a la limite dans les inegalites 

Soient deux fonctions /, g : I >-► 03, a £ I et l\, I 2 e 03. On suppose que 

[ hi J fix ) ► 11 , 

(H 2 ) gix) * Z 2 , 

il existe un voisinage V du point a tel que VxsVnl, fix) ^ gix). 

Alors 1 1 sS I 2 . 

Demonstration Detinissons la fonction h = g- f. D'apres les theoremes genet aux. hix) — > h~h- D’apres l'hypothese (3). 

sur un voisinage de a. on a k = 0 ^ hix). D'apres le theoreme precedent. 0 ^ Z 2 - l\ d’oii 1 1 ^ I 2 . 
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Theoreme 11.19 W'v’ Theoreme des gendarmes 

Soient a, /, |3 trois fonctions definies sur un voisinage V d’un point adherent a £ T et l e [R. On suppose que 
Pm] VxeV, a(x)«/W«P(x) 


( H2 ) a (x) * l et (3 (x) * l 

V- ^ x^a x—>a 

alors la fonction / admet une limite au point a et / (x) > l. 

X r Cl 


Demonstration Ecrivons la preuve dans le cas ou a est lini. 


existe r |2 > 0 tel que Vx e I, \x - a\ S r|2 => IP(x) -l | S e. Comme V est un voisinage du point a, il existe r |3 > 0 tel que 
]a-r|3,a + r|3 [cV. 

Posons r| = min(r]i,r) 2 ,r| 3 ). 

Soit x e I tel que \x - a\ S r|. Puisque \x - a\ ^ r| S rp, 1 - eS a(x). Puisque \x - a\ S q ^ r| 2 , (Hx) / + E et puisque 

\x- a\ ^ r| S r| 3 , a(x) S fix) S P(x). On a Bnalement 1-eS a(x) ^ fix) S |3(x) S I + e d'ou \ fix) - l\ ^ e. 

Remarque 11.17 Le theoreme des gendarmes se generalise aux limites infinies. Par exemple, si au voisinage de a e I, 
on a 

(^hT) /(x)3=a(x). 


I alors f (x) * +oo 

x — * a 

Remarque 11.18 Attention, il ne faut pas confondre le theoreme des gendarmes et le theoreme de passage a la limite 
dans les inegalites. Le second permet d’affirmer l’existence d’une limite tandis que dans le premier l’existence de cette 
limite est presupposee. 

11.2.7 Theoreme de composition des limites 


Theoreme 11.20 Composition de limites 

Soient deux intervalles I c R, J c R et deux fonctions : I — ► US et g - : J — ► D? telles que /(I) c J. Soient a e I et b e J. On 
suppose que 

(hi) fix) ► b 

V- x— 

(fio) g(y) — p/eR 

Alors (go/)(x) ► 1 I 

X * Cl I 


Demonstration T Ecrivons la preuve dans le cas ou a et l sont finis. 

Soit e > 0. 

Puisque g(y) > /, il existe a > 0 tel que Vye], \y— b |Sa => |g(y) - l\ ^ e. 

x— -b 

Puisque fix) — > b, il existe q > 0 tel que Vx e I, |x - a| ^ q => | fix) - b\ ^ a. 

Soit x el tel que \x—a\ Sr). Comme y = /(x) e 1 et que | fix) - b\ S a. on a |g (fix)) - l\ ^ e d'ou |g°/(x) - l\ S e. 

Remarque 11.19 On deduit du theoreme precedent les regies de passage a la limite dans une exponentiation f s = e gln f. 
On suppose que / et g sont deux fonctions qui admettent comme limites respectives / et l' . 

in 

j — oo l' < 0 l' - 0 0 < l' +oo 

l = 0 +oo +oo 0 0 

0 < l < 1 +oo 7 I 1 I 7 0 


1/1 +oo 








Remarque 11.20 

- I 0° est une forme indeterminee. I Par exemple. 


Lorsque x — ► 0, x x — e x 


* 1 car xlnx * 0 

a ;— >0 x— >0 


• Lorsque x — ► 0, xinx = eEx = e * e. 

x — *o 

l + °° est une forme indeterminee. | Par exemple. 


1 ln(l+x) 

Lorsque x — ► 0, (1 + x) x = e x ► e car 

x— >o + 

In (1 + x) 

x x— 0 + 

Lorsque x — ► +oo, l x = 1 * 1 


Corollaire 11.21 Continuite de la composee de deux applications 

Soient deux intervalles I c R, J c M et deux fonctions / :!— ►Jetg:J— *-IR telles que /(I) c J. On suppose que 


^ hi J / est continue en a. 

(^H 2 ^) g est continue en b — f{a). 
alors g o f est continue en a. 


Demonstration C’est une consequence immediate du theoreme precedent. 


11.2.8 Image d’une suite par une fonction 


Theoreme 11.22 Theoreme de la limite sequentielle 

On considere une fonction / : I — ► R et a e 1. Soit une suite ( u n ) de points de I et l e l. On suppose que 


( H2 ) f{x) *■ l 

\ — y x—>a 

alors filin') * l 

n—*+ oo 


Demonstration Supposons que l et a sont finis. 
Soit e > 0. 


Soit n > N. puisque u n e I et \u n - a\ ^ q. on a \fiu n ) - l\ ^ e. 





sequentielle. fiu n ) ► l et par unicite de la limite d’une suite, on aurait l=l\. De meme, on aurait l = I 2 et done l\ = I 2 ce qui 

' n—*+ 00 

est faux. 


Exemple 11.5 Considerons la fonction / : 


et montrons qu’elle n’admet pas de limite en 


0. ParTabsurde, supposons que fix) * l. Introduisons les deux suites iu n ) = (l/(?!Jt)) et iv n ) = (1/ (2/iji + Jt/2). On 

X— 0 

calcule \/n e M*. fiu n ) — 0 * 0 et fiv n ) = 1 * 1 et on aurait 0 = 1 ce qui est faux. 

n —*+ 00 n—*+oo 


Theoreme 11.24 W9 Caracterisation sequentielle de la continuite en un point 

Soit une fonction / : I >-► R et un point ae I. La fonction / est continue au point a si et seulement si pour toute suite 
ix n ) de points de I convergeant vers a, la suite [fix,,.)) converge vers fia). 















Figure 11.5 - Si n 3= 4 alors \u n - a\ ^ q et \ f{u n ) - l\ ^ e. 


Demonstration 

=> Soit [x n ) une suite de points de I telle que x n * a. Puisque f est continue au point a, f[x) * f[a) et d’apres le 

n — * +oo x—>a 

theoreme de la limite sequentielle, f{x n ) *• f{a). 

n—+oo 

<= Cette demonstration peut etre sautee en premiere lecture. Elle sera revue en deuxieme annee. Nous allons utiliser une technique 
classique en analyse : la construction d’une suite a partir d’une propriete de la forme 

Vr|>0, 3xel... 

En prenant r| = 1 In. on associe un element x n el etl’on construit ainsi une suite de points de I. Pour obtenir une telle propriete, 
nous allons raisonner par 1 ’absurde. Supposons done que la fonction f n 'est pas continue au point a. La propriete f est continue 
au point a s’ecrit a P aide des quantificateurs : 

Ve> 0, 3r|>0, Vxel, ]x-a|Sr| => |/(x) - f{a)\ ^ e 

La traduction «f n' est pas continue au point a » s’ecrit en niant cette phrase : 

3e > 0, Vr| > 0, 3x e I, |x- a\ S r| et | fix) - f[a)\ > e 


II existe done un reel £ > 0 tel que 

Vr| > 0, 3x e I, |x- a\ ^ r| et | fix) - f [a] | > e 

Pour tout entier n non nul, en prenant r| = 1 In, il existe un reel x n e I verihant \x n - fl| ^ 1 In et \f[x n ) —f[a)\ > z. On construit 
ainsi une suite (x n ) n€N * qui converge vers a puisque \x n - a\ S 1 In. D’apres (ii), notre suite image doit converger vers f(a ) : 
f{x n ) > f[a). Mais alors puisque Vn ^ 1, e < \f(x n ) - f{a)\, par passage a la limite dans l’inegalite on devrait avoir 

*+o o ... 

e ^ | f(a) - f{a)\ = 0 ce qui est absurde. 

11.2.9 Theoreme de la limite monotone 


Theoreme 11.25 W 1 ? Theoreme de la limite monotone (fonction croissante) 

Soient (a, b) eU 2 etl- ]a, b[. 

Si une fonction / : ] a, b[ — ► K est croissante, alors il y a deux possibilites. 

1 . Si / est majoree, alors / admet une limite finie / lorsque x tend vers b et on a alors / = supj /. 
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2. Si / n’est pas majoree, alors fix) * +oo. 

x—b 

De meme, 

1 . Si / est minoree, alors / admet une limite finie Z lorsque x tend vers aet l = infi /. 

2. Si / n’est pas minoree, alors fix) * -oo. 

X — * (1 

Demonstration Posons £ = {/(x); xe]a,b[}. La partie £ cR est non vide. Etudions les deux cas. 

1. Si la fonction f est majoree, alors la partie E est majoree et d’apres l'axiome de la borne superieurs, elle possede une borne 

superieure l e R. Montrons qu' alors fix ) » l. 

x— -b 

Soit e > 0. 

D’apres le theoreme de caracterisation de la borne superieure (9.9), il existe ye£ tel que /-eS ys l. Puisque ye£, 
il existe xq e ] a, b[ tel que y=fixg). 

Posons r) = b - xo > 0. 

Soit x el tel que \x- b\ *£ r), on a xg ^ x =£ b. Puisque la fonction f est croissante, f(xg) S f(x) et comme l est un 
majorant de £ , on a egalement f[x) *£ l. Pinalement, I-eS f(xg) ^ f(x) S l d’ou \f(x) - l\ *£ e. 



Figure 1 1 .6 - x > xg => l - e ^ fixg) ^ fix) ^ Z 

2. Si la fonction f n’est pas majoree, montrons que fix) » +oo. 

x— -b 

Soit M > 0. 

Puisque f n ’est pas majoree, il existe xg e ]a, b[ tel que M ^ fix o). 

Posons r| = b - xg > 0. 

Soit x el tel que \x-b\ St], 

Puisque xg ^ x et que f est croissante, on a Ms fix o) fix). 

Multimedia : Comme pour les suites, 1' utilisateur fixe son e,B... et on obtient le q,A... 
Remarque 11.21 Si / est croissante et si /(x) * l e R, alors Vx e]a,b[, f(x) l. En effet, d’apres le theoreme 

x—b 

precedent, on est dans le premier cas et Z est la borne superieure de / done un majorant de /. Ce resultat est bien entendu 
faux si la fonction n’est pas croissante. 

On a le theoreme correspondant pour une fonction decroissante. 
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Theoreme 11.26 W'v’ Theoreme de la limite monotone (fonction decroissante) 

Soient (a, b) e 1R 2 et I = ] a, b[. 

Si une fonction / : ] a, b[ — ► 0? est decroissante, alors il y a deux possibility. 

1 . Si / est majoree, alors / admet une limite finie l lorsque x tend vers a et on a alors l - sup[ /. 

2. Si / n’est pas majoree, alors f(x) — — * +oo. 

De meme, 

1 . Si / est minoree, alors / admet une limite finie l lorsque x tend vers b et / = infi /. 

2. Si / n’est pas minoree, alors f{x) * -oo. 

x—b 


Remarque 11.22 Le theoreme de la limite monotone permet de justifier V existence d’une limite sans la connaitre 
explicitement. C’est un theoreme d’existence abstrait tres important en analyse. 


11.3 Etude locale d’une fonction 

11.3.1 Domination, preponderance 

Definitions 

Definition 11.18 Fonction dominee par une autre 

Soient / et g deux fonctions definies au voisinage de a e R. On dit que / est dominee par g au voisinage de a si et 
settlement si existe une fonction B definie au voisinage de a telle que 

1 / (x) = B (x) g (x) au voisinage de a 

2 B est bornee au voisinage de a 
On note alors fix) - O (g (x)l . 

X * Cl 

Definition 11.19 Fonction negligeable devant une autre 

Soient / et g deux fonctions definies au voisinage de a e WL On dit que / est negligeable devant g au voisinage de a si 
et seulement si il existe une fonction e definie au voisinage de a telle que 

1 f (x)-z (x) g (x) au voisinage de a 

2 £ (x) * 0 

x—a 

On note alors : f(x) = o (g(x)) 

x—a v y 


Remarque 11.23 f une fonction definie au voisinage de a. Alors, 

- fix)- O (1) <=> / (x) est bornee au voisinage de a 

- fix) = o (1) fix) >0 

x—a x—a 

Propriety 

Proposition 11.27 Caracterisation pratique de fix) - &igix)) 

Soit f et g deux fonctions definies sur un voisinage V de a e R. On suppose que g ne s’annule pas sur V \ {a}. Alors 

" 7 I 

fix)- O (g(x)) la fonction — est bornee au voisinage de a I 

x— a p 


Demonstration 

| => | Comme fix) = O (g(x)) il existe une fonction B bornee definie sur un voisinage V' de a (que l’on peut. quitte a travailler 
sur V n V' supposer egal a V) et verifiant pour tout x eV', f(x) = B(x)g (x) . L' application fig est done definie sur V \ [a] et 
coincide avec B sur ce voisinage. Elle est done bornee au voisinage de a. 

E Reciproquement. si fig est bornee au voisinage de a, considerons un voisinage V de a sur lequel g ne s ’ annule pas sauf peut 

f (x) 

etre en a. Si x e V \ {a}, posons B ( x ) = et posons B (a) = 1. La fonction a est bien definie sur V, et Vx e V \ {a} , f (x) = 

g (x) 

B (x) g (x) . De plus B est bornee au voisinage de a. Par consequent f (x) = O (g (x)) . 


429 






[ Proposition 11.28 Caracterisation pratique de fix) - o(g(x)) 

i 

Soit / et g deux fonctions definies au voisinage sur un voisinage V de a e R. On suppose que la fonction g ne s’annule 
pas sur V \ {a}. Alors 


/ w = o (g (x)) <=» 1-99 — . o 

x—a g (x) x—a 






Demonstration 

| => | Comme /(x) = o (g(x)), il existe une fonction e definie sur un voisinage V' de a (que l'on peut, quitte a travailler sur 

VnV', supposer egal a V) verifiant, pour tout x e V, /(x) = e {x) g(x) ef e(x) > 0. L' application flgest definie sur V\ [a] et 

/(x)/g(x) = e(x) > 0. 

x—a 

I <= I Reciproquement, si - > 0, posons e f x ) = si x e V \ {a} et posons e (a) = 0. La fonction e est bien definie surV, et 

1 1 g(x) x^a g( x ) 

on a :VxeV\{a}, f (x) = e(x) g (x). De plus e[x) = f(x)/g(x) > 0. Par consequent f (x) = o (g(x)l. 

x— a x— a v ’ 

Operations sur les relations de comparaison 


Proposition 1 1 .29 Les relations o et O sont transitives 
Soient /, g et h des functions definies au voisinage de a e K. 

- [/(x) = o (g(x)) et g{x) - o [h (x)) 1 => f(x) = o (h{x)) 

L x—a x—a \ x—a 

- [/(x) = O (gw) et gw= O [h (x)) 1 => f{x) = O (h{x)) 

Proposition 11.30 Operations sur les relations de comparaison 

Soient /, f\, fz, g, gi et g 2 des fonctions definies au voisinage de a e K : 

* 1 ■ /i = x ( l a [S M) et h = ^ M) => /i + h = x O a [g W) 

2- fi = O (gW) et / 2 = O (gW) =^> /i+/ 2 = O (gW) 

* *• ^ 1= x "J glW ) et / 2 = ^£ fl U J2(x )) /i/2 = x O a (g l g 2 (x)) 

2 - ^ = x 9a ( gl et f 2 = f 9 a ( g2 W ) /i/2 = ^ (gig 2 (X)) 

Demonstration Les preuves sont laissees en exercice. Vous pouvez supposer que les fonctions ne s ’annulent pas sur un voisiange 
du point a pour utiliserles caracterisations precedentes. 

Exemples fondamentaux 

Proposition 11.31 Comparaison des fonctions usuelles 

Soient a, (’> et y des reels strictement positifs. 

• En +oo : 

et 

• En 0 et en -oo : 

et 



Autrement dit 



Aux bornes de Fintervalle de definition, 

- « l’exponentielle Femporte sur la puissance 

- « la puissance Pemporte sur le logarithme ». 

»> 







11.3.2 Fonctions equivalentes 

Definitions 
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Definition 11.20 Fonctions equivalentes 

Soient / et g deux fonctions definies au voisinage de a e K. On dit que / est equivalente agau voisinage de a si et 
settlement si 



On note alors / (x) ~ g (x) . 

x—>a J 

Remarque 11.24 On a f(x) ~ g(x) si et settlement s’il existe une fonction e definie au voisinage de a telle que 

X — * Cl 

fix) = (1 + e(x)) gix) avec e(x) * 0. 

X * Cl 

Theoreme 1 1.32 Caracterisation pratique de /(x) ~ g(x) 

X * Cl 

Soient / et g deux fonctions definies au voisinage de a e R. On suppose que g ne s’annule pas sur V \ {a}. Alors 



Demonstration 

E Comme fix ) gix), il existe une fonction a definie sur un voisinage V' de a (que l’on peut supposer egal a V. quitte a 

considerer le voisinage V n V 1 ) verifiant, pour tout x e V, / (x) = a (x) g (x) et telle que a (x) > 1. L’ application fig est definie 

surV\{a} et fix)/ gix) = a(x) — — * 1. 

E Si fix) I gix) * 1, pour tout x e V\{a), posons a(x) = fix) I gix) eta (a) = 1. On definit ainsi une fonction a surle voisinage 

V avec VxeV\{ai, fix) = a(x) gix). De plus, a(x) = fix)lg(x) — > 1 done fix) ~ gix). 

Proprietes 

Proposition 11.33 Un equivalent donne localement le signe 

Si fix ) ~ g (x) alors il existe un voisinage de a sur lequel / et g sont de meme signe. 

x—>a 

Demonstration Comme fix) gix), il existe une fonction a definie sur un voisinage V' de a verifiant Vx e V', fix) = 
a(x)g(x) avec a(x) — — * 1. Puisque k = 1/2 < 1, d’apres la transformation de limite en inegalite (theoreme 11.10), il existe un 
voisinage V 1 de a sur lequel a(x) S 1/2 > 0 et alors Vx e V, fix) est de meme signe que gix). 

Proposition 1 1 .34 Une fonction est equivalente a sa limite si celle-ci est non nulle et finie 

Soit / : I — ► IR et a £ I. Alors 

f fix) >1 et / f ol => fix) ~ l 

L x — * cl J x—a 

Demonstration Puisque fix) — > l, d'apres les theoremes generaux, fix) 1 1 — — ■* 1 ce qui signifie que la fonction f est 

equivalente a la fonction constante egale a l au voisinage du point a. 

\ 

Proposition 11.35 Deux fonctions equivalentes ont meme limite 

Soit /, g : I — ► [R et a el. Alors : 

f fix) ~ gix) et g(x) *l] =^> fix) >1 

L x — * u x—a J x—a 

Demonstration Puisque fix) ~ gix), il existe un voisinage V du point a et une fonction a definie sur ce voisinage verifiant 
Vx e V. fix) = a(x)g(x) et a(x) — > 1. D’apres les theoremes generaux sur les limites, fix) = a(x)g(x) — > l. 

I Remarque 11.25 Attention, ecrire /(x) ~ 0 signifie que la fonction / est nulle sur un voisinage de a, ce qui est 

X * d 

possible, mais en general, lorsque vous ecrivez 0 a droite d’un equivalent, vous commetez une erreur ! 

Proposition 1 1.36 

Soient ae I et une fonction / definie sur I. Si / est derivable en a et si f'ia) f 0, alors, au voisinage de a, 

f(x)-f(a) ~ f'(a)ix-a) \ 

X * Cl 
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Demonstration Comme f est derivable en a, son taux d’accroissement en a verifie 

fix)- f (a) 


fix)- f [a) 


■ f' [a). Par consequent, 


comme f'ia) 0, par operation sur les limites, on a 


, 1 ce qui montre que f ix) - f {a) ~ f'ia)ix-a). 

f'ia)ix-a) x^a ^ J x^a J 


Proposition 1 1.37 

Soient u une fonction definie au voisinage dc a e R et f,g deux fonctions definies au voisinage dc b e R. On suppose 
que 



fix) ~ gix) 

x—>b 


alors /(u(t)) ~ giuit)). 

t * Cl 


Demonstration Comme fix) ~ gix), il existe une fonction a definie sur un voisinage V' de b telle que Vx e V', fix) = 
x — * b 

a(x) g(x) eta(x) -» 1. SoitV un voisinage de a tel que MteV, «(t)eV'. On a a lors Vf e V, f [u[t)) = a[uit)) g iu[t)). De 

plus, comme uit) * b eta(x) » 1, d'apres le theoreme de composition de limites (11.20 page 425 ), a(u(t)) » 1 ce qui 

t—*a x — * b t — * a 

montre que f {u{t)) ~ g[u{i)). 

t—*a 


Theoreme 1 1.38 O Operations sur les equivalents 

Soient /, g, f, g des fonctions definies au voisinage de ael telles que 

rnij fix) ~ g(x) 

^ ^ X — *Cl 


(H 2 ) fix) ~ gix). 

V y x— a 


Alors 



3. 


Pour tout reel s, si les fonctions / et g sont strictement positives au voisinage du point a , 



Demonstration Puisque fix) a g(x) et fix) ^ ~ g(x). il existe un voisinage V du point a et deux fonctions a, a definies sur 
ce voisinage verifiant fix) = a(x)g(x), fix) = a(x)g(x) avec a(x) * 1 et d(x) — - 1. Nous pouvons alors ecrire 


1. /(x)g(x) = a(x)a(x)/(x)g(x) avec a(x)a(x) > 1 ce qui montre que fix) fix) ^ ~ g(x)g(x). 

2. Puisque a(x) > 1, il existe un voisinage V' du point a sur lequel les fonctions ix et f ne s’annulent pas. Puisque 

~ a(jc) 

fix) = a(x) g(x), la fonction g ne s’annule pas surV 1 et Vx e V', — — = . D’apres les theoremes generaux, 

fix) a(x) g(x) 

a(x)/a(x) — — > 1 ce qui prouve le resultat. 

3. On peut ecrire sur un voisinge du point a, [/(x)] ' = [a(x)] s [g(x)] 5 et puisque y s -p 1, par composition de limites, 


Attention 11.6 II ne faut jamais 

1 . Sommer des equivalents. 

2. Composer des equivalents. En particulier, il ne faut pas : 

(a) Prendre des logarithmes d’ equivalents. 

(b) Prendre des exponentielles d’ equivalents. 


Exemple 11.7 

^ — gX—X—l 

e x+1 


Par exemple x ~ x + 1 mais 

X —> '+00 



x —< >+00 


e x 


et e x+1 ne sont pas equivalents quand x tends vers +oo puisque 
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Demonstration Les dix premieres se demontrent en utilisant un taux d'accroissement, ou en utilisant la proposition 11.36. Pour 
la onzieme, 

2 2 

( X\ ■) X X X 

cosx- 1 = cos 2- - 1 = -2sin - ~ -2 — = 

V 2> 2 x— 0 4 2 

d’apres l’equivalent usuel du sinus et par puissance d'equivalent. La douzieme se prouve de meme. Les deux demieres se prouvent 
encore en utilisant un taux d'accroissement. Pour l’avant derniere, on peut aussi utiliser la formule Vx e [-1,1], arccosx + 
arcsinx = n/2 et l’equivalent usuel d’arcsinus. La derniere peut encore se demontrer en passant en exp -In ef en utilisant les 
equivalents usuels pour exp etln.. 


Remarque 11.26 Attention, n’ecrivez pas cos(x) ~ 1 - x 2 12. Le resultat est vrai, mais on a plus simplement 

x — >0 

cos(x) — 1 ! II est conseille de lire l’appendice C.4.1 page 1204 pour comprendre ce qu’est un equivalent. 

De maniere plus generate. 



Demonstration II suflit de combiner les resultats precedents et la proposition 11.37. 

Une fois que vous avez assimile les definitions de ce paragraphe, il est conseille de lire Fappendice C.4 page 1204 pour 
apprendre a utiliser en pratique les equivalents. 


11.4 Proprietes globales des fonctions continues 

11.4.1 Definitions et proprietes de base 

Definitions 


Definition 11.21 Fonction continue sur un intervalle 

On dit qu’une fonction / est continue sur un intervalle I si et seulement si la fonction / est continue en chaque point 
de I. Cette definition s’ecrit avec les quantificateurs sous la forme suivante : 

Mae I, Ve > 0 3q > 0 VxeI |x-a|=Sq ==> |/(x) — f[a)\ e 

On note ^ (I) (ou iC° (I), if (I,R), if 0 (I, K)) Fensemble des fonctions reelles continues sur Fintervalle I. 
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Remarque 11.27 

- La continuite en un point est une notion locale. 

- La continuite sur un intervalle est une notion globable. 

- Intuitivement, « une fonction est continue sur un intervalle si et seulement si on peut tracer son graphe sans lever le 
crayon ». 


Theoreme 1 1.41 Une fonction lipschitzienne est continue 

Si une fonction / : I ■ — ► US est lipschitzienne sur l’intervalle I, alors / est continue sur Fintervalle I. 

Demonstration Puisque f est lipschitzienne sur V intervalle I, il existe une constante k S 0 telle que M(_x,y) e I 2 , \f(x) - f{y)\ *£ 
k\x-y\. Soit a el. Montrons que la fonction f est continue au point a. 

Soit e > 0. 

Posons r) = e / k > 0. 

Soit x el tel que \x—a\ S r). | fix) - f[a)\ ^ k\x-a\ S kr\ = e 

Operations sur les fonctions continues 


Theoreme 1 1.42 Theoreme d’operations sur les fonctions continues 

• Si / est continue sur I alors |/| est continue sur I. 

• Une combinaison lineaire de fonctions continues sur I est continue sur I. 

• La fonction produit de deux fonctions continues sur I est continue sur I. 

• Si / et g sont continues sur I et si g ne s’annule pas sur I alors £ est continue sur I. 


Demonstration Les affirmations precedentes sont vraies en chaque point de I d’apres les theoremes generaux done elles sont 
vraies sur I. 

| Remarque 11.28 ^ (I) est un sous espace vectoriel de J^fl.lR). 


Theoreme 1 1 .43 La composee de fonctions continues est continue 

Soient deux intervalles I et J. Soit une application / continue sur I telle que /(I) c J et g une application continue sur J. 
Alors la fonction go /est continue sur I. 

Demonstration la proposition est vraie en chaque point de I done elle est vraie sur I. 

11.4.2 Les theoremes fondamentaux 

Le theoreme des valeurs intermediaires 


Theoreme 1 1.44 WO Theoreme des valeurs intermediaires (TVI) 

Soient I un intervalle de H et une fonction / : I — <• IR. Soient deux points [a, b ) e I 2 tels que a< b. On suppose que 



la fonction / est continue sur V intervalle I. 


H 2 J f{a) 0 et fib) 5= 0. 


Alors il existe un reel c e [a, b] tel que /(c) = 0 


Demonstration Puisque I est un intervalle et que a, be I, on a [a, b] c I. Notons = {xe [a, b] \ f[x) S 0}. C’est une partie de R. 
Puisque a e jY , cette partie est non vide. De plus elle est majoree par b done elle admet une borne superieure c = sup JY . Montrons 
que /(c) = 0. 
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- D'apres la caracterisation de la borne superieure, 

Ve>0, BxejV, c-eSxSc 

En prenant pour tout entier n non nul e = 1/ n, il existe done un reel x n e [c- II n, c] veribant f{x n ) =£ 0. On construit ainsi une 
suite de points de [a, b\ veribant x n * c et f[x n ) =£ 0. Puisque la fonction f est continue a u point c, f[x n ) ► /(c) et 

n—*+oo n — * +oo 

par passage a la limite dans les inegalites, on a /(c) =£ 0. 

- Puisque c est un majorant de E, Vx e]c, b], fix) > 0 et puisque f est continue a droite a u point c, fix) > /(c). Par passage a 

x—c + 

la limite dans les inegalites, on en deduit que /(c) & 0. 

En conclusion, /(c) = 0. 

Remarque 11.29 Le resultat est faux si la fonction est definie sur un ensemble A qui n’est pas un intervalle. Par 
exemple, la fonction / definie sur [-2,-1] u [1,2] par fix ) = -1 si xe [-2,-1] et fix ) = 1 lorsque xe [1,2] est continue 
en tout point de A, verifie la deuxieme hypothese, puisque /(- 2) < 0 et /( 2) > 0 mais ne s’annule pas sur A. 


Remarque 11.30 Plus generalement, on peut remplacer l’hypothese HI par f la) fib) s; 0. Le theoreme des valeurs 
intermediaires est (comme le theoreme de la limite monotone) un theoreme qui permet de montrer V existence d’objets 
de facon abstraite sans preciser leur valeur. On utilise pour cela une fonction auxiliaire bien choisie et on applique le TVI 
a cette fonction. 


Exemple 11.8 
Dehnissons la fonction auxiliaire g : 


Soit / : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Cette fonction admet au moins un point fixe xq e [0,1]. 

[0,1] — [0,1] 

X > * fix) - X 

continue sur le segment [0, 1]. Puisque la fonction est a valeurs dans [0, 1], /( 0) S 0 et /( 1) 1 d’ou g(0) ^ 0 et g(l) 3= 0. 

D’apres le theoreme des valeurs intermediaires, il existe xq e [0, 1] tel que g(x'o) = 0, e’est a dire fix o) = xq. 


D’apres les theoremes generaux, la fonction g est 


Exemple 11.9 Soit P : IR ■ — ► D5 une fonction polynomial de degre impair. Verifions qu’elle s’annule au moins une fois. 

En notant P(x) = fl 2 »+i x 2n+l h h ao, avec azn+t / 0, on obtient un equivalent simple de la fonction au voisinage de 

+oo et de -oo, P(x) ~ a 2 n+ix 2n+1 . Si ct 2 «+i > 0, P(x) * -oo et P(x) * +oo. La transformation de limite 

x— *-+00 X — *■ — OO X — *■ +CXD 

en inegalites donne l’existence d’un reel a < 0 tel que Via) ^ 0 et d’un reel b > 0 tel que V(h) 3 0. Puisque P est une 
fonction continue sur [a, b], d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, il existe c £ [a, b] tel que P(c) = 0. 


Theoreme 1 1 .45 Recherche d’un zero par dichotomie 

On considere une fonction continue f : [a, b \<-~\ R telle que fla) ^ 0 et fib) 3 0. On construit deux suites recurrentes 
la n ) et lb n ) en posant ao-a,bo-b et 


Vn eN, a n+ 1 


a n 

a n + b n 
2 


si /( 
si /( 


a n + b n 
2 

a n + b n 
2 


SO 


<0 


bn+l — 


an + b„ 


si /( 
si /( 


a n + b n 
2 

+ bn 
2 


SO 


<0 


Alors les deux suites la n ) et lb n ) sont adjacentes et convergent vers une meme limite c qui est un zero de la fonction 
/. Si Ton choisit de prendre a n comme valeur approchee de c, on obtient la majoration de l’erreur 


b— a 

Mn eN, |c-a«|^ 

1 2 n 



Demonstration On veribe par recurrence que Mn e N, que a n S b n et que lb n - a n ) = lb- a)l 2 n * 0. Les deux suites 

72— »+00 

la n ) et lb n ) sont done adjacentes et convergent vers la meme limite ceK. Puisque la fonction f est continue au point c, d’apres 
le theoreme de la limite sequentielle, f)a n ) * /(c) et flb n ) * /(c). On veribe egalement par recurrence que Mn e N, 

n — *+oo 72— »+oo 

f{a n ) S 0 et flb n ) S 0. Par passage a la limite dans les inegalites, on obtient alors que /(c) ^ 0 et /(c) S 0 ce qui montre que 
flc) = 0. Puisque Mn e N, a n ^c^b n . |c- a n \ ^ [b n - a n ) ^ [b- a)!2 n ce qui montre que a„ est une valeur approchee par defaut 
de c a[b- a)/2 n pres. De meme, b n est une valeur approchee par exces de c a lb -a) I2 n pres. 
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Remarque 11.31 La preuve precedente fournit une autre demonstration plus constructive du theoreme des valeurs 
intermediaires. Elle fournit un algorithme simple et efficace qui permet de determiner une valeur approchee d’un zero de 
la fonction /. 


MAPLE 

dicho := proc(f, a, b, eps) 

# f : une fonction definie sur le segment [a,b] 

# eps : une precision souhaitee 

# On suppose f continue sur [a,b] avec f (a) <= 0 et f (b) >=0 
local A, B, C; 

A := a; 

B := b; 

C := (A + B) /2 ; 
while (B-A) > eps do 

# tant que la precision souhaitee n' est pas atteinte, calculer les termes suivants 

if f (C) < 0 then 
A := C; 
else 

B := C; 

fi; 

C := (A+B)/2; 

# apres le n-ieme passage dans cette boucle, A=a_n, B=b_n et C= (a_i+b_n) /2 

od; 

# on sort de la boucle done (B-A) <= eps 

C; #C est une valeur approchee de c a eps pres 
end; 

f := x -> exp (x) - 2; dicho (f, -1., 2., 0.0001); 


Multimedia : voir les segments de taille moitie qui encadrent le zero au cours 
du temps 

On dispose d’un enonce equivalent du theoreme des valeurs intermediaires qui justifie son nom. 


Theoreme 1 1.46 Theoreme des valeurs intermediaires (deuxieme forme) 

Soient a,beU tels que a < b. On suppose que : 


/ est continue sur [a, b], 

alors fix) prend toutes les valeurs intermediaires entre f [a) et fib) quand x parcourt \a, b\. Autrement dit, si yo e 
[/(a), fib)], alors il existe au moins un reel xq e [a, b] tel que 


Demonstration Supposons pour fixer les idees que f{a) fib), alors fia) yo *£ fib). Definissons la fonction a uxiliaire 


I [ a,b ] — ► DS 

g ' 1 x • — ► /(x)-yo 

Elle est continue sur [a, b\ d’ apres les theoremes generaux et gia) = fia) - yo ^ 0, gib) = fib ) - yo & 0. D’apres le theoreme des 
valeurs intermediaires, il existe xq e [a, b] tel que gix o) = 0 et alors fixg) = yo- 


COROLLAIRE 11.47 

Image d’un intervalle par une application continue L’image d’un intervalle par une application continue est un inter- 
valle. 


Demonstration On suppose que / : I — ► R et que f est continue sur un intervalle I. Soit f un intervalle de I. Nous allons montrer 
que f (1) est encore un intervalle de R. Cela revient a prouver que pour tout yi,y 2 e fi]), on a [yi,y 2 ] <= / (I). Soit yi,y 2 e / (1). 
Il existe x\, X 2 e 1 tels que fixi) = yi et f ix 2 ) -y2- Soit ye [yi,y2] ■ D’apres le theoreme des valeurs intermediaires (deuxieme 
forme), il existe xe[x\,X 2 ] tel que y = f(x). Par consequent, yef( I). On prouve ainsi que [yi,y 2 ] c /(!)■ 


Fonction continue sur un segment 

Le theoreme suivant est fondamental en analyse. 
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Theoreme 1 1.48 

ses bornes 

Soit une fonction / 


Theoreme du maximum : une fonction continue sur un segment est bornee et atteint 

: [a, b] >-► IR continue sur un segment. Alors la fonction / est bornee et atteint ses bornes 
3(ci,c 2 ) e [a,bf : f(c\) = sup /(x) et /(c 2 ) = inf /(x) 

jce [a,b] xe[a,b] 



Demonstration La preuve utilise le theoreme de Bolzano-Weierstrass. II nous faut done construire des suites. Pour cela nous 
allons utiliser la meme technique que dans la demonstration du theoreme 1 1.24 page 426. 

- Montrons que la fonction f est majoree : 

3Me R, Vxe la,b], fix) sM 
Nous raisonnons par 1’absurde en supposant que la fonction n’est pas majoree : 


VMe R, 3xe[a,b], f[x)>M 


Soit un entier n e N. En prenant M = n, il existe x n e [a,b] verihant f[x n ) > n. On construit ainsi une suite de points ( x n ) du 

segment [a,b] telle que f{x n ) * +oo. Puisque la suite [x n ] est bornee, d’apres le theoreme de Bolzano-Weierstrass ( 10.30 

n—+oo 

page 366), il existe une suite extraite [x^^] qui converge vers ceE. Puisque Vn e N, a x n b, par passage a la limite dans 
les inegalites, a c ^ b. Mais la fonction f est continue au point c done d’apres la caracterisation sequentielle de la continuity, 

f(x lD (n)) ► /(c). On obtient une contradiction puisque /(Xm^i) ► +oo. 

^ 1 n—*+oo ^ 1 n —*+ oo 

- Dehnissons la partie de OS, 3- = {/(x); x e [a, b]}. Elle est non vide puisque f[a) e & . De plus, elle est majoree puisqu'on a vu 
que f etait majoree. Elle admet done une borne superieure, M = sup^ = sup/. Montrons que cette borne superieure est a tteinte. 

I 

D’apres la caracterisation de la borne superieure, 


Ve >0, 3xe [a,b], tel que M-eS/(x)sM 


Pour tout entier n non nul, en prenant e = 1 In. il existe x n e [a, b] tel que 

M--s/(x„)«M 

n 

La suite ( x n ) etant bornee, d’apres le theoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite ix^^) qui converge vers une 
limite c\ e [a, b\. Puisque la fonction f est continue au point c\, /Um/.,]) ► /(c j). On a d’ autre part, 

T rt— *+oo 

Vn e N*, M'-sM-i-s/lx^jlsM 
n (p [n] v 

Par passage a la limite dans cette inegalite, on obtient que M ^ f[c i) S M d’ou M = f{c\). 

- Pour montrer que f possede une borne inferieure et que cette borne inferieure est a tteinte, on utilise les memes techniques. 
Verihez que vous a vez bien compris la demonstration ecrivant cette preuve. 


Remarque 1 1.32 En d’autres termes, une fonction continue sur un segment possede un maximum et un minimum : 


sup/(x) = max/(x) = f{c\) inf /(x) = min/(x) = /(c 2 ) 

xel xel xel 

On se sert souvent de ce theoreme en analyse sous la forme suivante. Si / est une fonction continue sur un segment, 
la fonction |/[ est egalement continue sur ce segment done elle possede un maximum. On note ||/|| ^ = sup|/(x)| ce 

X£l 

maximum et il est atteint. Il existe c e [a, b] tel que ||/||oo = \f{c)\. 


Corollaire 1 1 .49 Image d’un segment par une application continue 


L’ image d’un segment [a, b ] par une application continue est un segment et si m — inf / et M = sup / alors f {[a, b\) - 

"A [a,b] 


[m, M]. 
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Demonstration Puisque M est un majorant de f([a,b\) et m un minorant de fi[a,b]), on a fi[a,b]) c [m, M], Montrons que 
[m, M] c fi[a,b]). Soit y e [m, M], Comme les homes sont atteintes, il existe C\,C 2 e [ a,b] tel que M = f(c\) et m = /(C 2 ). Un 
segment est un intervalle, done d’apres le theoreme des valeurs intermediates (deuxieme forme), puisque y e [/(ci),/(c 2 )]. il 
existe x e [c\, C 2 ] <= [a, b\ tel que y = fix ) ce qui montre que y e f([a, b]). 

Fonctions uniformement continues 


Definition 1 1.22 W Fonction uniformement continue 

Soit une fonction / : I ■ — ► IR definie sur un intervalle I. On dit qu’elle est uniformement continue sur I lorsque 
Ve > 0, 3q > 0 : V(x,y)El 2 , |x- y\ « q \f{x) - /(y)| « e 

Le nombre q est independant des reels (x,y) et s’appelle un module d’uniforme continuity. 


Proposition 11.50 Lipschitz ==> uniformement continue => continue 

Soit / : I ■ — ► US une fonction definie sur un intervalle I. 

/ lipschitzienne surl ==> / uniformement continue sur I ==> / continue sur I 


Demonstration 

1. Supposons f lispehitzienne sur I. il existe klz 0 tel queVlx,y) e I 2 , |/(x)-/(y)| ^ fc|x-y|. Montrons que f est uniformement 
continue sur I. 

Soit e > 0. 

Posons q = elk > 0. 

Soient [x, y) e 1 2 tels que \x - y\ q, on a 

\f{x)-f{y)\ « fc|x-y| « /cq = £ 

2. Supposons f unifomiement continue sur I et montrons que f est continue sur I. Soit a el, montrons que la fonction f est 
continue au point a. 

Soit e > 0, 

Puisque f est uniformement continue sur I, il existe q > 0 tel que V(x, y) e l 2 , \x - y| ^ q ==> | fix) - fly) I Se. 

Soit x el tel que \x- a\ ^ q. on a bien \ fix) - fia) | ^ e. 

Le theoreme suivant est un resultat important d’ analyse. 

Theoreme 1 1.51 W? Theoreme de Heine 

Une fonction continue sur un segment est uniformement continue sur ce segment. 

Demonstration Nous allons contstruire des suites et utiliser le theoreme de Bolzano-Weirstrass. Nous devons montrer que 
Ve > 0, 3q > 0, V(x, y) e [a, b] 2 , \x- y] ^ q ==> |/(x) - fly)\ =£ £ 

Raisonnons par l’absurde en supposant que cette propriety est fausse : 

3e >0, Vq > 0, 3(x,y) e [a,b] 2 , |x-y| q et | fix) - fly) I > £ 

Il existe done un reel e > 0 tel que 

Vq >0, 3(x,y) e la,b) 2 , ]x-y| « q et l/(x)-/(y)| >e 

Soit n e N*, en prenant q = 1 In, on peut trouver deux reels ix n ,y n ) e [a,b] 2 verifiant \x n - y n I S 1 In et \ f(x n ) - f!y n ) I S £• 
On construit ainsi deux suites ix n ) et (y n ) de points du segment [a,b], Puisque la suite !x n ) est bornee, d’apres le theoreme de 
Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite convergente, (x^,;)) vers une limite ce[a,b], Puisque 

Ifiptn) — c\— |(ycp(n) — x y(n) J + [ x tp{ri) ~ c ) | ^ I ( «) — Tiptn) I + ~ c \ ^ ^ + \ x tp( ri) ~ c l ^ ~ + l*<p( n) ~ c l n _> +OQ ' ® 

la suite (y^qq) converge egalement vers la meme limite c. Puisque la fonction f est continue au point c, d’apres la caracterisation 

sequentielle de la continuity, fix (pqq) ► fic) et fiy<j,( n )) * fic). Mais comme VneM, e< |/(*cp(n)) _ /(ycp(n))|- par 

passage a la limite dans les inegalites, on obtient que 0<eS | f(c) - fic) | = 0 ce qui est absurde. 

Theoreme de la bijection 
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Theoreme 1 1.52 W<? Theoreme de la bijection 

Soit une application / : I — < • M. On note J = /(I). On suppose que la fonction / est 



continue sur I, 



strictement monotone sur I. 


Alors, 


1 . J est un intervalle, 

2. / realise une bijection de l’intervalle I vers l’intervalle J, 

3. la bijection reciproque f ~ l 2 3 4 5 : J >-»■ I est une fonction continue sur I, strictement monotone de meme sens que /. 


Demonstration D'apres le theoreme 1 1.47 page 436, on sait deja que J est un intervalle. D’apres le theoreme 1 1.5 page 416, on 
sait deja que f est bijective, strictement monotone de meme sens que f. II nous reste a montrer que la bijection reciproque / -1 
est continue sur J. Soit Xo e J, montrons que f~ l est continue au point Xo. Notons xq = / -1 (X o). Pour simplifier la preuve, nous 
supposerons que f est strictement croissante sur I et que xq est un point interieur a I (le cas oil xq est une borne de V intervalle se 
traite de meme). 



Puisque xo est un point interieur de I, il existe un reel 0 < e' S e tel que [xo - e' ,xq + e'] c: I. Posons Yi = f[x o - e 7 ) et 
Y 2 = /(xj 0 + e')- Puisque f est strictement croissante sur I, Yi < Xo < Y 2 . Posons alors q = min(Xo - Yi,Y 2 - Xo) > 0. 

SoitXe J tel que |X -Xo I q, on a Yi =£ X =£ Y 2 et puisque / -1 est croissante sur], / -1 ( Yj) ^ / _1 (X) S / _1 ( Y 2 ), c’est a dire 
/ _1 (X o)-e' « / _1 CX) « / _1 (X 0 ) + e' ou encore |/ -1 (X) - / _1 (X 0 )| « e' S e. 


En resume 


Les parties C.l page 1189 sur les techniques de majoration-minorationet la partie C.4 page 1204 sur les equivalents dans 
1’ annexe C sont, comme dans le chapitre precedent, toujours d’actualite. 

II faudra etre capable de distinguer une propriete locale (vraie dans le voisinage d’un point) d’une propriete globale (vraie 
sur un intervalle). 

Les enonces suivants devront etre parfaitement connus et quand on les utilisera, on verifiera avec rigueur leurs hypotheses : 


1 Theoreme des gendarmes. 

2 Theoreme de la limite monotone. 

3 Caracterisation sequentielle de la continuite en un 
point. 

4 Theoreme d’operations sur les limites. 

5 Theoreme d’operations sur les fonctions continues. 


6 Equivalents usuels, relations de comparaison. 

7 Theoremes des valeurs intermediaires (sous ses dif- 
ferentes formes). 

8 Theoreme du maximum. 

9 Theoreme de Heine. 

10 Theoreme de continuite de la bijection reciproque. 
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11.5 


Exercices 


11.5.1 Avec les definitions 

Exercice 11.1 

En utilisant la definition de la notion de limite en un point, montrer que : 

1. lim - = 0 3. 

X — *+00 x 
1 

2. lim - = +oo 4. 

x— »0 + x 


lim t; - +oo 

x~l- 1 - X 2 

lim \fx = \fa avec a £ IR+ . 


Solution : 

1. Soit e > 0 .On cherche meU tel que si x e \ m, +oo[ alors on a : 0 = — < e. Cette inequation est equivalente 

\x | \x\ 

a |x| > i En posant m- -, on a bien pour tout x e }m,+oo[ : 0 < e. Voila qui prouve que lim v ^ +00 - = 0. 

£ | X | 

2. Soit M £ IR. On peut supposer que M 3= 1. On cherche r| e IR^ tel que, pour tout xeR', si \x- 0| = |x| = x < r| 
alors — > M. Cette inequation est equivalente a — > x. II suffit alors de poser r) = — . On montre ainsi que 

l 

lim - = +oo. 

JC— 0+ x 

3. Soit M £ R* . On cherche t]eR* tel que pour tout x > 0, si 1 - x < r| alors j > M. On a : 

1 — x 2 


1 

>M<^> xs= 

1 - x 2 


1 l-K 

M 



Avec r| = 1 — y 1 — jjj, on repond au probleme pose. Ainsi lim j = +oo. 

4. Soit £ > 0. On cherche r| £ R tel que, pour tout x £ R + , si \x - a\ < r| alors | \fx - \fa\ < £. Pour tout x £ IR+ , tel que 
x> a on a : 

\fx - s/a < £ •<==> x < (e + \fa] x- a < ( e + \faj -a-z 2 + 2z\fa. 

Si x< a, on montre que : 

\fa - \fx< £ a- x< 2 z\fa- e 2 . 

Par suite, avec r| = min {2e\/a + z 2 ,2z\fa- e 2 } (il faut au depart avoir choisi £ suffisamment petit pour que \fa — 
£ > 0 ), on repond au probleme pose et on a bien : lim \fx = \fa avec a £ IR+. 

X — *■ Cl 


Exercice 11.2 OV 

On considere une fonction / : [R > [R admettant une limite finie l lorsque x — +oo. Montrez que 
Ve > 0, 3A> 0 : V(x, x') £ [A, +oo[, \f{x) - f{x')\ z 


Solution : Soit z > 0. Posons z - z/2> 0. En utilisant la definition de fix) * l, on peut a f firmer qu ’il existe A > 0 

x— *+oo 

tel que : Vxs A, |/(x) - Z| s£ e. Soit alors (x, x') £ [A, +oo[, majorons en utilisant 1 ’inegalite triangulaire : 

|/(X) - fix ' ) I = I [/(X) -l]+ll- fix') ] I ^ |/(x) - l\ + I fix') - Z| ^ 2e « £ 

ce qui prouve le resultat. 


11.5.2 Limites d’une fonction a valeurs reelles 

Exercice 11.3 O 

Determiner les limites suivantes : 


lim 

r— +oo 


X 4 + 2x 2 + 1 

X 2 - 1 


2. lim - 

x— -0 


3. lim x - V x 2 - 2x 

x — *+oo 


4. lim x x 
x— o + 
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cosx‘ 


5. lim ■ 


x 3 + 3x z — 3jc — 1 


x— i x 2 + x-2 


6. lim 

+oo X 


Solution : 


x 4 +2x 2 + 1 _ X 


■4 1 + 3 + T 


1 x — *+oo 

1-^7 


I +°° I 


2. Pour tout x el 


3. x- V x 2 - 2x - 


sin x sin x - sin 0 


x-0 x— o 




(x-\/x 2 -2x] (x+ Cx 2 -2x'j x 2 -[x 2 -2x) 


c+ Vx 2 -2x 


4. x x = e x,nx = e x avec X- xlnx > 0 done x x 

0+ a:— 0+ 


+ v x 2 - 2x x i + yrn * 

0- 


•0 


X 3 + 3x 2 - 3x - 1 _ (x-1)(x 2 +4a:+1) 


x 2 + x - 2 
6. Pour tout xef 


(x-l)(x+2) 
1 ^ cosx 2 - 


+0 


1 . . COSX 2 I 1 

7 done par application du theoreme des gendarmes lim = 0 

X X— +00 V 1 1 


Exercice 11.4 W 

Determiner les limites suivantes : 


1. lim 


xcosle*) 


x— +oo x z + 1 

2. lim In x In (In x) 

x— ► !+ 


3. Iim2x-1 + 

x— *■0 


Vx 2 


4. lim ln(l + x 2 e 


5. lim - 

x— -0 


/2 + x- v/2- x 


6. lim 

x— 0 


ln(l + x) 


Solution : 

1. Pour tout xeI + ,0« 


I xcos(e x ) I 


done par application du theoreme des gendarmes lim 


xcos[e ) 


x z + 1 | x 2 + 1 

2. lnxln(lnx) = XlnX avec X = lnx — 0 done lim In xln (In x) - [~o] 


+oo X 2 + 


^=0 


„ .ns |x| f2x-l + l sixeR* , Vx 2 r — i , v/x 2 . . 

3. 2x - 1 + = 2x - 1 H = < et lim 2x - 1 4 = 0 , lim 2x - 1 H = -2 

x 2x - 1 - 1 sixeRl x-o+ x ' — 1 x-o- x 1 1 


4. x 2 e~ x 


• 0 done par composition de limites : lim In ( 1 + x 2 e *) - [~o] 


X—+OO 

/2 + X-V2-X (V2 + x - \J2 - x) (\/2 + x + \/2 - x) 2x 


/2 + x + \J2 — xj 


/2 + x + v/2 — xj x—*o 


V2 


6. On reconnait le taux d’accroissement de x « ln(l + x) en 0. Cette fonction etant derivable en 0, on ob- 
ln(l + x) ln(l + x)-lnl . — i 

tient : 2 = - > \\\. 

x x-0 a— * o 1 — 1 


Exercice 11.5 O 

Determiner les limites suivantes : 


1. lim 

x— -+oo 


sin(e x ) 


4. lim 


e x -l 


2. lim \fx - \/x+ 1 

x— *-+oo 


3. lim cos(7x)e 

x— *-+oo 


5. lim(l + x)* 

x — *0 


6. lim ■ 


x 3 - 2x 2 - x + 2 


x— l x 2 + x - 2 


Solution : 

, sin(e -JC ) x=e~* sinX 


X x-o 


0 
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2. \fx- Vx+ 1 = 


(\fx- \/x + l) (x/x+ Vx + l) -1 

\/x+ \/x + 1 s/x+ VxTT 


•0 


3. Pour tout xeU, -e 3x ^ cos (7 jc) e 3x ^ e 3x et e 
lim cos (7x) e _3jc = fol 

r— +nn 1 1 


0 done par application du theoreme des gendarmes 


4. On reconnait le taux d’accroissement de la fonction exponentielle en 0. Celle ci etant derivable en 0, on obtient . 

x x ~° x— o 0’ 

i iir.nj.viY In (1 + x) I . — . 

5. (1 + x) * - e x ta(1+JC) - gX a vec X = * 1 done lim (1 + x) * = [el 

v v— v-.n ' * 


xr—2xr—x+2 


(jc — 1) ( x 2 - x - 2 ) 
(x-l)(x + 2) x— *i 


Exercice 11.6 O 

Determiner les limites suivantes : 


1. 

2 . 

3. 


lim 

x — *+oo 


sh \x l e 


v/x-\/3 
lim 

x— *3 X - 3 


lim x 

x — >+oo 


X+VX+1- VX+VX-l 


4. 


lim 

X — *■ — 1 


x 3 -4x 2 + x+ 6 
x 2 + 3 x + 2 


5. 


lim 

x —> >+oo 


2x 3 - 5x+ 10 
x 2 + 2x + 2 


6. lim \J x 2 + x — 1 — x\fx 

x — *+oo 
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Exercice 11.7 

Determiner les limites suivantes : 


1. lim 


x-+oo (lnx)^ 


2. lim 

X — *+00 


\fx 


\J X+ yfx+ \fx 

3. lim ( 1 + sin 2 - ) in x 
jc— o+ v x' 


4. lim x sin 

x — *0 


5. lim 

x — *0 


sin (3x) 


6. lim ■ 


x— o arccosx- 4 


Solution : 

x lnx p ( In*) 2 

1. 


_ In 2 x-xlnlnx _ 

(lnx) x ~ e xlnlnx ~ 

[~0~| par operations sur les limites. 

yfx y/x 1 


in 2 x 


in 2 x 


0 et lnlnx - 


+oo done ■ 


(lnx) *-+°° 


yjx+yjx+s/t + 


•s 


3. (l + sin 2 i) lnx 21nx done par application du theoreme des gendarmes lim |l + sin 2 J In x = | -oo | . 

4. |xsin(i)| ^ |x| done par application du theoreme des gendarmes limxsinf-j - [~0~| 


=0 


_ sin (3x) x= 3 x „sinX „ , inr , , sin(3x) 

5. 3 ► 3 car ^ ► 1 done lim 

X X X— 0 * x^O x— 0 X 

arccosx- | 

6. Comme x —+ est le taux d’accroissement de arccos en x = 0, cette fonction etant derivable en 0, on 


arccosx - £ 


-1 done lim ■ 


ai^o arccosx- 


■=EH 


Exercice 11.8 V 

Determiner les limites suivantes : 


x\/x + 2x 

x^+oo X 2 + X + 1 

shx 


1. lim 


2. lim ■ 

x-~ o x 


3. lim 


x -4 x 2 + 5x-2 


, , r ,1 l ill 

4. lim 2 cos — sin - + 3 4 

x— -0 + ' x x xx 2 ' 

5. lim x | V x 2 + 3 - xj 
X- \fx 


x—>2 X 2 - 3 X + 2 


6. lim 


*+°o lnx+ x 


Solution : 


Xy/x + 2x = Xy/X ^ fT 1 

X 2 + X+l X 2 1+J + ^T X— +oo I 1 


2. On reconnait le taux d’accroissement de la fonction sh en 0. Cette fonction etant derivable en 0, on obdent : 
shx , | — | 

>chO= 1 . 

x o 1 — 1 


x 3 4 -4x 2 + 5x- 2 (x- 2) (x 2 — 2x+ l) 


•m- 


3. On a 

x 2 -3x + 2 (x-2)(x-l) x ^2 

4. Pour tout x e R* : 2 cos 2 ^ - sin-1 + 3 + i - 6 + j - - 6 + (x- 11 — -p - 00 . Done par application du 

theoreme des gendarmes lim + (2 cos 2 — sin - + 3 H ) = 1 -°° I 


V 


5. xvx 2 + 3- x= x 


{Vx 2 + 3- xj x 2 + 3 + xj 


3x 


X-yfx X 1 yfx 


lnx + x x + 1 *—+00 


Vx 2 + 3 + x Vx 2 + 3 + x X \Jl 

• [T] car In x— o (x) 


+ 4 + 1 


443 


Exercice 11.9 

Determiner les limites suivantes : 


1. lim e x ~ smx 

x—*+oo 

1 

2. lim x* 

x — *+oo 

3. lim xln (l + - 

jc— o V x 


3x-5 

4. lim 

x-+°o s / x 2_ l 


5. lim ■ 


* l 1 - x 1 - x A 
lim (lnx + 2x+ 1 - E(x)) 

K —> >+00 


Solution 

1. e x 


-sinx „x-l 


1 lnx 
2. x* — e * 


done par application du theoreme des gendarmes lim e x smi = | +oo | 

0 par composition et car In x - o (x). 

X — *+nn 


. in 1 + 

3. xln ( 1 + i) = -L r 


ln(l+X) 


et lim — = 1 done lim xln fl + -) = fTl par utilisation des limites usuelles. 

X-0 X x-0 1 x ) 1 — 1 


3x-5 x 3 - 


Vx 2 -1 XxJl -jz x ~ + °° 
1 3 2 + x 


a 


I— E3 


i - x i-x d x z + x+: 

6. Pour tout x e IR, x- 1 sS E (x) < x. Done : lnx + x+ 1 sS lnx + 2x+ 1 - E(x) et comme lnx + x + 1 

application du theoreme des gendarmes : lim (lnx + 2x+ 1 - E(x)) = | +oo~| 


+oo par 


Exercice 11.10 V 

Determiner les limites suivantes : 


1 . lim v x + 5 - 

X— +oo 


' x— 5 


2. lim 


x - E (x) 


*-0 y/fjef 

3. limxE(-) 
x-o \ x > 


4. lim 

x — -0 


x 2 + 2|x| 


5. lim 


1 + x 


x— -i 1 - x z 

x+ arctanx 


6 . lim 

x — * +oo 


Solution : 

1. Vx + 5-Vx-5- 


:+ 5 - \/x-5) (\/x+ 5 + \J x- 5} 
%/x+~5 + \j x - 5 


10 


/x+5 + Vx-5 x ^+°° 


0 


. „ x-E(x) x — , , x-E(x) | — | 

2. Pour x > 0, 0 S ^=r- *£ — — - y/\x\ done par application du theoreme des gendarmes, lim ■= — = | 0 . 


v/fx| y/\x\ 

. , . x — E (x) | 1 

Mais lim = | +oo |. 


JC— 0 + y/fxf 


*— 0 -y/fjef 

3. Pour tout x £ U* , x(l/x-l) ^ xE(^) x.l /x done par application du theoreme des gendarmes lim jcE f — 1 = |~T~|. 


, x 2 + 2|x| x 2 + 2x I — | x 2 + 2|x| r 2 , r 

4. Si x > 0, — = = x + 2 - 2 . Six<0, = - x-2 ■ 

V V v , fl + • ‘ V 


1 + X 


1 + X 


jc— 0 + 

T 

2 


■EU 


1-X 2 (l + x)(l-x) 1 — X JC— — 1 

x+ arctanx 


5. Pour tout x £ IR, 1 - 

x + arctan x . — i 
lim = m 

r-*+nn v 1 1 


2x 


sS 1 + — done par application du theoreme des gendarmes 


Exercice 11.11 

Determiner les limites suivantes : 
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4. lim 

x— *0 


1. 

2 . 

3. 


2 COS 2 -sin +3 

lim — 

X— 0 + X+y/x 

1 

lim (sinx) E 

x— -0 


lim 

x — ►-! 


X 3 + x 2 - x - 1 
x 3 - 3x - 2 


\/ 1 + sin x - vT 


sinx 


5. lim 

x— > >0 


tanx 

x 


6. lim 

x— *+oo 



X 


Solution 


1. Pour tout x e R + : 2 ^ 2 cos 2 ^ - sin-j + 3 done par application du theoreme des gendarmes 


2cos ^-sin^ + 3 

lim — 2 = +oo 

x— o+ x+yCc 


In sinx In -lnx ln^ 


In - 


2. (sinx)injc = e lnx = e lnx = e lnx mais » 1 done - *■ 0 et lim(sinx)E* = 

x x— o lnx x—o x--o 


ED 

x 3 + x 2 -x-l (x+l)(x 2 -l) x — 1 


— -GO 

x—*—l 1 1 


x d -3x-2 (x+l) 2 (x-2) x- 2 

\/l + sinx- \/l - sinx (\/ 1 + sinx - El - sinx) (\/l + sinx+ El - sinx) 

x(Vl + sinx+ Vi- sin x) 


2 sinx 


x (Vl + sin x+ \/ 1 - sin x) x ^o 


[ll car sinx/x * 1. 

1 — 1 o 

5. On reconnaitle taux d’accroissement de la fonction tangente en 0. Cette fonedon etant derivable en 0, on obtient : 

tanj 

TL 

-0 JC 


(i+i)*=/ in M) : 




lii 


I X=1 ln(l+X) . , - 

e * = e x ► e done lim 1 + - = e . 

X—0 +ool x> ' 1 


Exercice 11.12 r <? 

Determiner 


! = lim 


l-C- 


1 


<Hsin 2 x 1-cosx 


Solution : On a : 


d’ou 



2 1 _ 2 11 

sin 2 x 1-cosx 1 — cos 2 x 1-cosx 1 + cosx 


Exercice 11.13 O 

Soit la fonction g donnee sur H* par g(x) = sin i . Montrer que g n’ a pas de limite en 0. 


Solution : Considerons la suite (x n ) de terme general donne par, pour tout n e N : x n — — . Pour tout n £ N, on a : 

j + nit 

g (x„) = (-1)". La suite (V(x„)) estdonc divergente alors que la suite x n 0. Done parle theoreme de composition 

v ' n—*+o o 

d'une suite par une fonction, g ne peut admettre de limite en 0. 


Exercice 11.14 O 

Montrer que la fonction f dehnie sur ]0,+oo[ par fix) = cos (Zn(x)) n’ admet pas de limite en +oo. 


Solution : Dehnissons les suites [x n ) et (y n ) par, pour tout n eM : x„ = e 2,m et y n = e 2lm+ ? . Elies tendent toutes 

les deux vers +oo. Supposons que /(x) * l. Alors f(x yl ) * l or pour tout n e N, f{x n ) - 1. Done 1=1. Mais 

x — *-+oo n—*+o o 

de meme, puisque f(y n ) = 0, on devrait avoir l = 0, ce qui rentre en contradiction avec l'unicite de la limite. Done f 
n’ admet pas de limite en +oo. 


Exercice 11.15 W 

^ E(l/x) + x 

Calculer lim^_ 0 + — — 

E(l/x) - x 
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Solution : La fonction 


fix) = 

est bien definie pour x e]0, 1 [, car E(E) 5= 1 > x. Encadrons 


E(±) + x 
E(i)-x 


et done 


1 1 
-1<E(-)S 


1 


X XX 


1 

— + X- 1 

_x 

1 

X 

X 


« fix) 


1 

— + X 

X 

1 

— x- 1 

X 


1 + - X 

1-x 2 


fix) ■■ 


1 + x 2 

1 - X 2 - X 


et parle theoreme des gendarmes, on obtient que f{x) * 1. 


11.5.3 Comparaison des fonctions numeriques 

Exercice 11.16 V 

Determiner un equivalent simple pourles fonctions suivantes a u voisinage du point considere : 


, „ ln(l + tanx) 

1. fix) = — en 0 + 


/sinx 

Vx 3 -1 

2. f{x) — - en +oo 

V x 2 + 2 

3. f (x) = tan x en 


4. fix) — cos (sinx) en 0. 

5. f (x) — x x — 1 en 0 + . 


6. f (x) = 


cos (nx) 

V x 2 - 2x + 1 


en 1. 


Solution : 

1. fix)- 


ln(l + tanx) 


tanx x 

*0+ yfx, JC— 0+ yfx. 


\fx 


2. fix) = 


x2 


a- ■ 


X3 ^ 


1 + ■ 


xS 


1 1 - sin x x=jc-§ l-sin(X+f) 

3. fix) = tanx = = — 

COSX COSX COs(X+|J 


1 - cosX 
-sinX X— »o 


4. fix) ~ nil car cos (sinx) » 1. 

jc — > 0 * 1 — 1 x — *0 

5. fix) — x x - 1 = e xlnx - i ~ xlnx carxlnx ► 0.. 

x-o + 1 1 jc— * o 


5. cos(ttx) 


- 1 et x 2 - 2x + 1 = (x - l) 2 done / (x) 


|x-l| 


X 

2 ' 


Done f (x) ~ 

ji 



Exercice 11.17 V 

Determiner un equivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considere : 


1. 

2 . 

3. 


2x 


x- 1 


fix) = - - | * | en 2. 

I x — 2| | x 2 — 4 1 

fix) — x 2 argsh-j: en +oo 


fix) ■ 


X 

2x + 5 


4. / (x) = In (cos x) en x = 0 

5. fix) — In (sinx) en 0 + . 


6. f (x) = 


(2 + x) ln(l + y/x) 
sin 2 x 


en 0 + . 
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Solution 


1. f (x) = 


2x 


x- 1 


|x-2| |jc 2 - 4| |x-2| v |x + 2| / x — *2 


2x- ■ 


x- 1 


15 


4 1 jc — 21 


2. f[x) ~ — - |~x~| par produit d ’equivalents. 


3. fix)-- 


/ X 5 X 2 

1 

X 2 

V 2x+5 ^ 

/^Tx- + °o 



4. fix) ~ -4- carln(cosx) = ln(l - (1 - cosx)) ~ 1-cosx ~ 

x— ►() z x — *0 x— -0 


5. fix) = In (sinx) = In b lnx = lnx 

x 

, ,, , (2 + x) ln(l + \fx) 2\px 

6- fix)- ~ n4 _ „9 


In- 


in x 


■ + 1 


| lnx | ( 


1 et 


In ; 


lnx x— o + 


2x 2 


Exercice 11.18 V 

Determiner un equivalent simple pourles fonctions suivantes au voisinage du point considere : 


1. fix) = ln(cosx) en j 

2. fix) = ln(l + sinx) en 0 

3 - /M = T^t2- xen0 - 

4. fix) - \/ln (x + 1) - In (x) en +00 


5 ' f[X) = X 2 x 5 2 + x 2 1 ln ^ + ^ £n ° + - 
6. f (x) = In (vl + sinx] en x - 0. 


Solution 


1. fix) - In (cos x) 


In (cos (| -X)) = ln(sinX) = ln^ + lnX = ln(X)| +l| ^ lnX. Done 


In - 


fix) 


In — x 


2. fix) - ln(l + sinx) ~ sinx ~ Hx] 

x — 0 x— o 1 — 1 


3. fix) ■ 


1 - sin x 


1 - sinx x— 0 


On peut aussi remarquer que fix) = x((l - sinx) 1 - l) ~ xsinx 


4. fix) = v/EIITTPHw - yin[— r j = ^(1 + I 
x 3 - 2x 2 - 1 , „ \px 


x+ 1 


1 

\fx 


5. fix): 


2x 5 + x 2 ln t 1 + ^ *~ 0+ x 2 ( 2x 3 + !) ^ 0+ 


-x“2 


car2x 3 + l ~ 1. 

x— 0+ 


( / ; 1 S1UX 

6. f (x) = In vl + sinx = -ln(l + sinx) ~ ~ 

J v 1 2 x-o 2 x-o 


Exercice 11.19 <2 

Determiner lorsqu ’elles existent les limites des fonctions suivantes en le nombre indique : 


1. /(x) = 

2. /(x) = 


3. /(x) = 


tanx- sin3x 
ln(l + x) 
chx - 1 


en x- 0. 


en x- 0. 


a res in x 
2x+ sin3x 


en x- 0 4 


2tanx+ sh5x 

4. / (x) = ^ en x- 0 

sin 3 x 

ln(x) 

5. / (x) = — — enx=l. 

\fx- 1 

, , arccosx-f 

6. f (x) = In ( \/l + x) en x-0 

shx 


Solution : 
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tanx- sin3x 


tanx-sin3x tanx x 
ln(l + x) x— o x x x— o x x— *o 


1 ■ f M 

eh 

2. / (x) = chx 1 ~ ^2 - ^ donc f M * 

arcsin 2 x x-o 2x 2 2 x-o 


sin3x 


= 3 


3. Donc /(x) 


3. On a : 

4. On a : 

5. fix)~- 


2x 


2x 


xsinxx— o+ x 2 x x— o+ 

2 tan x 2 


sin3x 3x 3 , , , 

+oo et ~ — ► +oo donc t (x) ► +oo . 

xsinxx— o+ x 2 x x— o+ x— o+ 1 1 


sh5x 5 | 1 

+oo et — — ~ — <■ +oo donc f (x) +oo . 

sin' 5 x x *o x z x »o snv 5 x x— o x z x— o x— o 1 1 

ln(x) x=x-i ln(l+X) 


s/x- 1 
arccosx- ? 


O+X- 


- ~ — — 2 done f (x) * HTI. 

1 X-0 X x — *1 1 1 


shx 


~ — = -1. De pins : ln(Vl + x) = - ln(l + x) ~ >0 donc f (x) * 

x— o X y 1 2 x— >0 2 x— 0 2 x— >0 


0- 


Exercice 11.20 V 

Determiner lorsqu ’elles existent les limites en le nombre indique des fonctions suivantes ; 


i/l + ln(l + xlnx) - 1 

1. J{x) en x = 0 

sin xlnx 

2. f{x) - (l + ^) A en x- +oo et pour a e [ 


3. fix)- 1 + sin - 


4. fix) = 


arctan(x-l) sin(e 
x 2 - 1 


en x — +oo 
(x 1) _ 

lnx 


en x = 1 


5. / (X) = ch X arcsin 2 x en X - 0 
X + 1 

X t - X 

o. / (x) = - — 7 — en x — +oo 


ln(l + x 2 ) 


Solution : 

\/l + In (1 + xlnx) - 1 , xlnx , 

1. fix)- ~ i carxlnx ► Oetf(x) ~ h. Donc fix) » 

sinxmx x— o +z sinxmx x— o + x— o+ z x— o+ 


2. fix) = (l + f = e*( 1+ x) mais xfl + % ) ~ a donc par operations sur les limites :f (x) ■ 

v x / v x J x — *+oo 

xlnfl + sin— 1 


xln 1 + sin - 


3. fix) - ^1 + sin- 
lnx 


lnx 


0 donc 


lnx 


x — *+oo lnx x— *-+oo 


, 1 donc f (x) 

lnx x *+oo 


0- 


4. D’une part : 


arctan(x-l) arctan(x-l) x=x-i arctanX 


x 2 -l (x-l)(x+l) X(X + 2)x-o2X 2 

sinfe®-].) (e (X) - 1) X sinfe (JC_1) - 1) 

~ ~ — = 1 donc » 1 et f (x) 

In (1 + X) x-o X x-oX lnx x->i x-i 


X 1 sin(e (x 15 - 1) x =x-i 

- D autre part : 


lnx 


In chx 


ln(l + (chx- 1)) 


5. fix) - ch x arcsin 2 x = e arcsm x - e arcsin x e t ln(l + (chx- 1)) ~ (chx-1) ~ — donc 

x— >0 x— >0 2 

ln(l + (chx-1)) x 2 1 

~ — - = On en deduit que f (x) *• 

arcsin 2 x x-o 2x 2 2 x-o 


V~e 


x+ 1 

X X - X 


XX - 1 


-1 


lnx 


lnx 


ln(l + x 2 ) ln(l + x 2 ) ln(l + x 2 ) x— +oo ln(l + x 2 ) 

1 


ln(l + x 2 ) 


lnx 2 + ln 1+4 


2 + ■ 


ln[l+4 

lnx 


1 | x — *+oo 


Exercice 11.21 

Determiner lorsqu ’elles existent les limites en le nombre indique des fonctions suivantes : 
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1. fix) = 

2. fix) = 

3. fix) = 



en x — 0. 


en x — 1. 


tan I In 1 1 + — 


en x- -oo. 


arctan x - arctan a 

4. f ix) — en x — a e IRT \ {1} 

log a x~l 


argshx 

5. fix) = en x- +oo 

lnx 


5. / (x) = (lnx- 1) (ln(x- e)) en x = e 


Solution : 

vTTx-1 3 

1- fix) = ~^== - ~ j = — done f ix) 


1 + x-l *-° ^x 2 ' x-o 

lnx ln(l + h) 


2. Posant h — x - 1, fix) = 

3. Comme e x * 0, on a : f ix) 


x 2 - 1 h+h 2 h-~ o h— o 

sin ie x ) 


0 




— = xe x done f (x) * [5] 


4. fix) 


arctan x - arctan a arctan x - arctan a x - a 


l 0 g fl x-l 
arctan x - arctan a 


loga X — 1 


Mais, en reconnaissant des taux d’accroissements : 


log a x-l 


1 


a 2 + 1 


5. fix) = 


argsh x 


a x— a a In a 
ln|x+ V x 2 + lj lnx + ln|l + y^T+- 


donc f (x) 


a\na 


a z + 1 


In 1 1 + \ / 1 + ■ 


lnx 

ln ( 1+ \A+?) 

argshx X =shx X 
lnx 


= 1 + 


0 


lnx lnx lnx x— +oo 

ln2. On peut aussi effectuer ce calcul par un changement de variable 
X 1 


InshX x + ln ( 


In 


•0 


1 + 


X 


5. fix) — (lnx- l)ln(x- e) - 

In x - In e 
fonction In en e : 


lnx-lne , w . . „ . , , 

(x- e) m(x- e). Mais, en reconnaissant le taux d accroissement de la 

x- e 

* - et ix - e) In (x - e) x x e xinX * 0. Done f ix) 

x—e e X— *0 X— e 


• 0 . 


Exercice 11.22 VO 

Trouverla limite lorsque x ^ tt de la fonction 


fix) = (1 + COSX) sinx 


Solution : Par le changement de variables h - x - n, on se ramene a trouver la limite lorsque h^0 + de la fonction 

gill) - fin + h) = (l-COs/t) - sin/i - e _ sin/i lntl_cos,/ ' ) 


1 h 2 

Posons a(Ji) - — : — — ln(l - cos h) . D ’apres 1 'equivalent classique pour le cosinus, on a 1 - cos h — done on peut 

h 2 

ecrire 1 - cos h = —0(h) avec 0 une fonction verifiant : 0(h) — - 1. Alors 


ln(l - cos h) = In [ — 0(h) ] = 21nh- ln2 + In 0(h) 


et done 


Par suite, il vient que 


ln(l-cosh) ~ 21nh 
h—0 


dill) ~ 

/i— 0 


21nh 
h h— 0 


-oo 


et par consequent g(h) 


0 et done 


fix) * 0 

X— 7T + 
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Exercice 11.23 V 

Trouver un equivalent lorsque x — » +oo de la fonction 

/W = x sin (?T l)_i 


Solution : Mettons f (x) sous forme exponentielle : 


,, , sin “FT In x 
fix)-e { x+i> -1 


En posant a(x) = sin — lnx, on a : 

\x z + l 


a(x) 


lnx 


jc— * 0 x^ x— +oo 


Et done on peut utiliser T equivalent classique pour T exponentielle et il vient que : fix) ~ a(x) ~ 

x— 0 x^O 


lnx 


Exercice 11.24 W 

Trouver un equivalent simple lorsque x — > • +oo de la fonction definie par 


fix) = In (e* 2+1 - x 2 ] + In (x 2 - l) 



Exercice 11.25 W 

Trouver un equivalent simple lorsque x — « • +oo de la fonction definie par 


= 


In (x 2 + l) - In (2x 2 - l) 
In (x 3 + l) - In (x 3 - l) 


Solution : Cherchons un equivalent du numerates n (x) puis du denominates d (x) de cette expression : 


nix) - ln(x 2 + 1) - ln(2x 2 - 1) = lnx 2 +ln|l + — | - ln(2x 2 ) - In |l — — ^ 

— 21nx-ln2-21nx + ln| 14 — | -ln( 1- — = -In2 + ln[l4 — — ) — In ( 1 — ^ 1 ~ -ln2 


2x 2 ) x^o 


d(x) = ln(x 3 + 1) - ln(x 3 - 1) = In 

= In I — — I = In 1 1 4 — 


x 3 + l 

X 3 - 1 


1-- 


1 — LI o x 3 


Par consequent, on trouve que 


fM 


In 2 

jc — *-0 2 
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Exercice 11.26 W 

Trouver un equivalent simple lorsque x — > ■ tt de 


fix) - e sin;t + cosx 


Solution : Effectuons le changement de variables h- x-n. On obtient : 

f{h) = f ( ji + h) = e~ smh - cos h - [e~ smh - lj + (1 - cos h) - a ih) + P(/z) 


Puisque a(h) 
consequent. 


h— 0 

fM 


-sin h h et que fi(h) 

~ (71 -X) . 

x — jt 


/i-o 2 ’ 


il vient que fi{h) = oiaih)) et done que fih) ~ a ih) h. Par 


Exercice 11.27 W 

Trouver un equivalent simple lorsque x—> 1 de la fonction 

fix) - e xln - e sintHJ:) 


Solution : Effectuons le changement de variables h = x - 1 : 


fih) = fil + h) = e‘ 


_ 2(l+/z)ln(l +h) _ -sin(7T h) _ 


Ct(/z) — P(/z) 


a(/t) = e 2a+/i)ln(1+,!) -l ~ 2 h et B(lt) = e ~ sin{nh) - 1 ~ -sin(7T/t) ~ -tt h 
h—> 0 /z- 0 h—> 0 


Montrons alors que f ih) ~ i2 + it)h: 
h—> 0 


fih) a ih) P ih) 


(2 + tt )h (2 + jt )li (2 + jt )h 


aih) 


2 P(/z) 

et ■ 


(2 + tt) it ti— o (2 + jt) (2 + 7r)/t o 2 + tt 


_7T n u- f [h) 

On a bien que ■ 


(2 + tt) h 


1. Par consequent. 


fix) ~ (2 + tt)(x- 1) 

X— >1 


Exercice 11.28 VO 

Trouver un equivalent simple lorsque x — ► 0 + de la fonction 


fix) = 


(1 + x) xX 
sin(TTX x ) 


Solution: Soit g(x) = (1 + x)* - ' = e ^t+x)e xXnx . Comme xlnx — 0, lorsque x — 0, e xlnx -» 1 et done e xlnx ~ 1. Par 

X — *0 

consequent, g(x) ~ 1. 

x—0 

D’autre part, hix) - sinliix*) = single*' 11 * - 1) + tt) = - single*' 11 * - 1)) ~ -itie xlnx - 1) ~ -Tr(xlnx). Finalement, 

x—0 x—0 


fix) ~ 

x—0 


i 

Tixlnx 


Exercice 11.29 W 

Montrer que la fonction 

x x 

~ E(x) e W 

n ’admetpas de limite lorsque x — ► +oo. 

Indication 11.9 : On pourra pour cela introduire deux suites (u n ) et i v n ) de terme general u n = n et v n — n + a n avec 
ia n ) telle que : Mn ^ 1, 0 < a n < 1 avec a n * 1. 
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Solution : Soit n e N*. II vient que f{u n ) = 1 et que f[v n ) - e tn+a„)ln{n+a n ) ninn _ £ a„ p osons an = ( n + a n )\n(n + 
a,,) - n\n n et developpons cette expression : 

U n 

a n = a n In n + [n + a n ) ln(l h ) 

n 

Clfi dfi (/l + Clyi) Cln 

Comme a n ► 1, ► 0 et done (n+ a n )m{\ h ) - ~ 1. D autre part, a n mn ► +oo et 

n—*+ oo yi yi n—*+ oo yi n—+oo n—+oo 

Bn alement a n — > • +oo. 

En conclusion, f[u n ) * 1, f{v n ) > +oo. Par consequent, f n’admet pas de limite en +oo. 


Exercice 11.30 O 

Calculer la limite en +oo de 

fix) = \/ X 3 + 1 - (x + 1) 


Solution : Ecrivons 


fix) = V x 3 + 1 - (X + 1) = X 


1 \3 

1 H T -1 


-1 


i n 


mais lorsque x — ► +oo, 1 1 4 — - | - 1 ~ — et done fix) — ► -1 


Exercice 11.31 W 

Soit a e IK. Calculer la limite en +oo de 


fix) - \J x 2 + 2x - 3 - i 


Solution : Remarquons que si a*£ 0, alors fix) — * +oo. Supposons done a > 0. En utilisant les quantites conjuguees, il 
vient que : 

(1 - a 2 )x 2 + 2x- 3 


fix) = V x 2 + 2x - 3 - \/ a 2 x 2 = 


Si a f 1, on a alors : 


fix) 


Vx 2 + 2x- 3+ vOT 
(1-fl 2 ) 


+°° l + a 


2x 


et .si a = 1 , fix) ~ — ~ 1 . On peut alors conclure . 
x— *+oo 2x x ~ l "+oo 

si a e] - oo, 1 [ alors fix) * +oo. 

x — *+oo 

si a - 1 alors fix) 


x — *+oo 

si a > 1 alors fix) * -oo. 

JC— +oo 


Exercice 11.32 W 

Soient a, b > 0. Determiner la limite en +oo de 


fix) = ( a x + b x ) x 


Solution : 

- Si a f b. On peut supposer par exemple que a> b. Alors 


fix) -ia x + b x ) x = a (1 + x) x - ae aM 


1 , I tb\x \ , . b lb 

ou a(x) = — In 1 + — . Mats puisque — < 1 


a \a x^+oo 


0 et done a(x) 


JC— +oo x \ a I X X— +oo 


0. Done 


fix) » a 

x—*+oo 


- Si a - b, alors 
Dans tous les cas. 


I li 

fix) -2 x a - ae x 


■0 


fix) * ma xia, b) 

x—*+oo I — 1 
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11.5.4 Continuite des fonctions numeriques 

Exercice 11.33 V 

Determiner sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes sont continues : 



R 



u 

) xshx 
chx- 1 
2 


si x / 0 
si x = 0 



{ xlnx si x / 0 
1 si x = 0 



si x / 0 
si x = 0 


Solution : 

1. f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues sur R* . De plus : f (x) 
1-/(0) et f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue sur R. 


~ — = 1 done f (x) * 

x— ■ 0 X x — *0 


2. f est continue sur R* comme quotient et produit de fonctions continues sur R*. De plus : f (x) ~ — — = 2 done 

o x 2 


2 

f (x) > 2 = / (0) et f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue sur R. 

x— 0 

3. f est continue sur R* comme produit de fonctions continues sur cet intervalle. De plus, xln x * 0 = / (0) done 

x— o+ 

f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue sur R + . 

4. / esf continue sur R* comme composee de fonctions continues. Par operations sur les limites : e~x > 0 = / (0) 

x^o + 

1 

et e x ► +oo done f n ’est que continue a droite en 0. 

x— -0 


Exercice 11.34 

Determiner sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes sont continues : 


1 . /: 



U 

( l-x n+1 

I SI X / 1 

< 1 — X 

\n + 1 si x = 1 


IR 


2 - /: 


X 


{ sin i si x ^ 0 

0 si x = 0 



si x ^ 0 
si x = 0 


4 • f:< 


R 

x 


R 

) 1 - x 

1 - X 2 
1 
2 

0 


six/1 et x/-l 
si x = 1 
si x = -1 


Solution : 

1. f est continue sur R \ {1} comme quotient de fonctions polynomiales. Si x / 1, = 1 + x + x 2 + ... + x" * 

(n + 1) = / (1) done est aussi continue en 1. En conclusion, f est continue sur R. 

2. f est continue sur R* comme composee de fonctions continues, f n’est par contre pas continue en 0. Consid- 

2 

erons la suite de terme general : u„ = — — — pour n e N. Cette suite converge vers 0 quand n tend vers +oo 

et pourtant la suite (f (u n )) est divergente car elle admet deux suites extraites qui convergent vers des limites 
differentes. 

3. f est continue sur R* comme composee et produit de fonctions continues. De plus, pour tout x e R* , -x=S xsin 2 s; 

x done par application du theoreme des gendarmes, f (x) > 0 = / (0) . On en deduit que f est aussi continue en 

x^O 

0. En conclusion, f est continue sur R. 

1 

4. / est continue sur R \ {- 1, 1} comme quotient de fonctions polynomiales. Mais, si x e R \ {- 1, 1}, / (x) = et 

done f (x) * i = f (1). / est done continue en 1. Par contre f (x) * +oo et f (x) * -oo done f n ’est 

X — * 1 z X 1+ 

pas continue en x - - 1. En conclusion, f est continue sur R \ { — 1}. 
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Exercice 11.35 V 

Pour chacune des foncdons suivantes : 

1. Determiner ou elle est dednie. 

2. Determiner la oil elle est continue. 

3. La prolonger par continuite, quand c’est possible, la oil elle n ’est pas definie. 


1. f (x) 


K 


1 - x z - 1 sin x 


2. f(x)-y/x COs(i)- — 


3. f(x) = 


x 2 lnx 

sinx 


4. 


fix) = 


1 

(1 - x) shx 


1 

shx 


Solution : 

1. f est definie sur I = [ — 1, 1] \ {0}. f est continue sur I comme produit et quotient de foncdons continues sur I. De 

v x 2 2 

-X-z- X 

plus, si x el : f (x) ~ — = 0. On peut prolonger f par continuite en 0 en posant f (0) = 0. 

x— *0 X 2 x— *0 

2. f est dednie sur I = R* \ {1}. / est continue sur I comme produit, somme et composee de foncdons continues. 

En appliquant le theoreme des gendarmes, on montre que v^cos(-) > 0 et done que fix) * -1. On 

' x x— 0+ x— 0+ 

prolonge f par continuite a droite de 0 en posant f (0) = 0. Comme 1/ (x) I * +oo, f n ’est pas prolongeable par 

X— 1 

continuite en 1. 

3. f est dednie sur I = R+ \ jtN. Par operations sur les foncdons continues, f est continue sur I. De plus x } nx ~ 

s' 11 * x— 0 + 

xlnx * 0 done f est prolongeable par continuite a droite de 0. / est par contre divergente en tout x e . 

x— 0+ 


4. f est dednie sur I = R \ {0, 1}. Par operations sur les foncdons continues, f est continue sur I. Pour tout xel, 
x 1 

/ (x) = — done f (x) ~ * 1. On peut alors prolonger f par continuite en 0 en posant : f (0) = 1. 


(1 - x) shx 
On a aussi : f (x) 


1 


•i (x- l)shl 


x— 0 1 — X x— 0 

qui est divergente en 1 . f n ’est done pas prolongeable par continuite en 1. 


Exercice 11.36 V 

Pour chacune des foncdons suivantes : 

1. Determiner ou elle est dednie. 

2. Determiner la ou elle est continue. 

3. La prolonger par continuite, quand c’est possible, la oil elle n ’est pas dednie. 


1. / (x) = e 7 

2. f (x) = argth x sin -J- 


3. f[x) - (x-1) (In (x - 1)) 

4. / (x) = arctanln (1 + x) - 


Vchx-1 

shx 


Solution : 


1. f est dednie surR*. f est continue sur U* comme composee de foncdons continues. Par operations sur les limites : 

f (x) * 0. On prolonge done f par continuite en 0 en posant : f (0) = 0. 

x— 0 • 

2. / est dednie sur I = ] — 1, 1[ \ {0}. / est continue sur I comme produit de foncdons continues sur I. De plus : 

f (x) ~ xsin \ et udlisant le theoreme des gendarmes, on montre que xsin \ * 0. 11 en est alors de meme de 

x— >0 x x x— 0 

/ et on prolonge f par continuite en 0 en posant f (0) = 0. On veride facilement que f est divergente en 1“ et en 
- 1 + . 

3. / est dednie et continue sur I = ]l,+oo[. De plus : fix) X ~ T 1 XlnX *= 0 done f est prolongeable par 

x— o+ 

continuite en 1 + en posant f (1) = 0. 


4. / est dednie sur I = ] — 1, +oo[ \ {0}. Par operations sur les foncdons continues, f est continue sur I. Par opera- 
'll \/ch(-l) - 1 

dons sur les limites, f (x) ► et done f est prolongeable par continuite en - 1. De plus : 

x— -i+ 2 sh(-l) 

\/ch x - 1 \x\ Vchx - 1 \[2 \/chx- 1 

arctanln(l + x) ~ ln(l + x) ~ x ► 0 et ~ — .Done ► et ► 

x— *o x— *0 x— *0 shx x— *0 2x shx x— o~ 2 shx x— o - 

V2 

/ n ’est done pas prolongeable par continuite en 0 par contre elle admet Line limite a gauche et a droite de 0. 
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Exercice 11.37 

Pour chacune des foncdons suivantes : 

1. Determiner ou elle est definie. 

2. Determiner la oil elle est continue. 

3. La prolonger par condnuite, quand c’est possible, la oil elle n ’est pas definie. 


1. 


fix) ■ 


argsh x 


„ „ arcsinx 

2 - fix) = 1 — 

argsh x 


3. f{x)- argthx- 


1 

x- 2 


4. fix) = 


/ arctan (x 2 - l) 
sh(x- 1 ) 


Solution : 

1. f est definie sur I = R \ {0, 1}. / est continue sur I comme quotient de foncdons continues sur I. On a : f (x) ~ 

x— o 
x 

— = 1 * 1 done f est prolongeable par condnuite en 0 si on pose /( 0 ) = 1 . f est par contre divergente en 1 . 

X x— 0 

2. f est definie sur I = [-1,1] \ {0}. / est continue sur I comme quotient de foncdons continues sur I. De plus 

x 

fix) ~ — = 1 done on prolonge f par endnuite en 0 en posant f ( 0 ) = 1 . 
jc— > o x 

3. f est definie et continue sur ] - 1, 1 [. 

4. f est definie sur I — ] 1, +oo[ (mais aussi sur |+oo, - 1 1 j. Elle est continue sur I comme composee et quotient de 

x/ 2 (x- 1 ) Vi 

foncdons continues. De plus : f (x) ~ = — == ► +oo done f est divergente en 1. 

x— -1 + X— 1 v/x— 1 x—l + 


Exercice 11.38 V 

Etudierla condnuite sur R des applications . 


f : x>-> E(x) + V x- E(x) g : x>-> E(x) - (x- E(x )) 2 

Aide : on disdnguera les cas : aeU\Z et aeZ. 

Solution : 

1. (a) Si a e R \ Z alors il existe k e Z tel que a e]k, k + 1[. Par suite, pour x pris dans un voisinage suffisamment 

petit du point a, on a : fix) - k+ V x-k qui est continue en a. 

(b) Si a - keZ alors 

i. a gauche de a : fix) - k - 1 + V x— k+ 1 k-x- fix) done f est continue a gauche de a. 

X — * Cl 

ii. a droite de a : fix) — k + V x-k > k- x — fix) done f est continue a droite de a. 

x—>a + 

En conclusion f est continue sur R. 

2. (a) Si a e R \ Z alors il existe k e Z tel que a e]/c, k + 1[. Pour x pris dans un voisinage suffisamment petit du 

point a, fix) = k+ix-k) 2 qui est continue en a. 

(b) Si a - keZ alors 

i. a gauche de a : fix) = k - 1 + (x - k + l ) 2 7 * k— a - fia) done f est continue a gauche de a. 

x—a 

ii. a droite de a : fix) = k+ix-k) 2 * k- a - fia) done f est continue a droite de a. 

x—a + 

En conclusion f est continue sur R. 


Exercice 11.39 W 

Soit la fonedon 

[ R — ► U 

/J x ^ jl sixeQ 

| 1 0 si x t Q 

Montrer que la fonedon f est discontinue en tout point xq e R. 
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Solution : Soit ieR. Puisque Q est dense dans R, 

Ve > 0, 3a eQ : |x-a|=S£ 

Soit n e l\l*. Pour e = —, on trouve a n e Q tel que \x— a n \ =£ — . On construit a insi une suite (a. n ) de rationnels verifiant : 
n n 

M n si, \x — a n \ s: — . La suite (a n ) converge vers x. De la meme fagon, puisque R \ Q> est dense dans R, on construit 
n 

une suite ib„) de nombres irrationnels qui converge vers x. Mais alors si l’on suppose que f est continue au point x, 
\/n S 1, f(a n ) — 1 et done f[a n ) * 1, mais puisque f est continue au point x, f{a n ) * fix), ce qui montre 

n —*+ oo n —*+ oo 

que fix) - 1. D’autre part, \/n S 1, fib n ) - 0 et fib n ) — - — * fix) ce qui montre que fix) - 0, une absurdite. Par 
consequent, la fonction f n’ est pas continue au point x. 


Exercice 11.40 

Soit f : [0, 1 ] ' — > QL une fonction ho nice et continue sur [0, 1], On considere la fonction 


f [0,1] — > U 

l X — sup t€[0x] fit) 


1. Montrer que ip est croissante. 

2. Soit xq e [0, 1], Montrer que ip est continue en xq. 

Indication 11.9 : Pour la deuxieme question, considerere > 0 et utiliserla continuity de f en x o. II existe a > 0 tel que 
s/ 1 f - Xq I =S a alors |/(f) -/(xq)| e. Supposer que xq *= x x+ a et montrer que sup t£[0 ^ fit) ^ sup t£[0 ;JCo| fit) + e. 


Solution : 

1. Soit 0 x sS y 1. Soit t e [0,x]. Puisque t e [0, y], fit) ^ sup f£[0 ^ fit). Par passage a la borne superieure, on en 
deduit que ip(x) = sup f£[0 , X ] /(£) ^ su Pt€(o,y] /U) = cp(y) (le nombre ip(y) est un majorant de {fit); t£ [0, y]}j 

2. Soit alors xq e [0, 1], Montrons que ip est continue en xo : Soit e > 0. Comme f est continue en xq, il existe a > 0 
tel que Vf E [0, 1], \ t- xol s; a ==> |/(f) -/(xo)| ^ e. 

Soit alors x £ [0, 1] tel que [ x - xo I a . Supposons dans un premier temps que xo x. On sait deja que cp(xo) ^ 
fp(x). Soit t £ [0, x], si t e [xo,x], alors fit) fix o) + ES sup (£[0 fit) + e ^ tp(xo) + e. Et si t e [0,xo], alors 
fit) ^ sup tE|0 M] fit) ^ cp(f) « cp(f) + e. 

On a done montre que V t e [0,x], fit) ^ cp(xo) + e. Par passage ii la borne superieure, on en deduit que ip(x) s: 
(p(x 0 ) + e. 

Done, on obtient que 

ip(x 0 ) tp(x) ip(x 0 ) + £ => |ip(x)-cp(x 0 )|=S£ 

Dans le deuxieme cas, si x *£, xq, on sait deja que cp(x) =£ <p(xo). Minorons alors cp(x) : Par passage a la borne sup 
comme precedemment, on obtient que cp(x) s; tp(xo) + e. Done 

ip(x 0 ) - e « cp(x) ^ ip(x 0 ) => | tp(x) — cp(x 0 ) | =S £ 

En conclusion ip est continue en xq. 


Exercice 11.41 

f{2x) — fix) fix) 

Soit f : [0, +oo[ — ► R une fonction continue en 0 telle que f( 0) -0 et lim = 0. Montrer que lim = 

x— 0 X x — -0 X 

0. 

Indication 1 1 .9 : Une des hypotheses fait intervenir /(2x) et fix). On cherche a obtenir un resultat sur fix) seulement. 

•ur tout x e [0,a[, . . .Remarquer que -«aet done -e— 

Si on additionne ces inegalites et on fait tendre p vers +oo, 


Ecrire la definition de la limite : il existe a > 0 tel que pour tout x £ [0,a[, . . .Remarquer que -?ael done -e— 


fix) - /(— ) e— . Ecrire ce que l’on obtient avec — 
qu’obtient-on ? 


2 P 


fi 2x) — fix) 

Solution : Soit e > 0. Puisque * 0, il existe a > 0 tel que 


f{2x) - fix) 

Vx E [0, a] , -£«- — SS£ 
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Soit alors x e [0,a]. Soit p eM. Puisque —, — , . . — e [0,a], on a la serie d’inegalites suivantes : 


2 ’ 2 2 


2 P 




« E — 
2 


E 2 2 ^ J 2) f { 2 2) ^ £ 2 2 


— ^ ) — f [ — ) ^ e — 

'2 p J 9P-1 J 9 p 9 p 


2P 


2P 


2P 


Bn sommant ces inegalites, on trouve que : 


1 


-e- l + - + ■■•+ rk /(x) -/(—)« E-1+ - + ••• + 

9 l 9 2P _1 * J J 9 P 9 ' 9 


2P 


2P- 


On calcule alors la somme geometrique 


1 1 

1 H (- • ■ ■ H 

2 2 P- 


1- 


1 

1- - 

2 


2P 1 

= 2(1 ) 

2P 


On a done montre que pour tout peN, 

— £X(1 - ^j) /(X) - /(^) « EX(1 - 

Comme ces inegalites sont valables quel que soit p, on peut passer a la limite lorsque x est fixe et p — *• +oo. Puisque 
1 x 

0 et que f est continue en 0, /( — ) * /( 0) = 0. On obtient done que 


2 P p—*+ OO 


On a bien montre que ^ ^ > 0. 

X x—0 


2 P p—>+oo 
-EX sS fix ) EX 


I /(x) I 


11.5.5 Theoreme des valeurs intermediaires 

Exercice 11.42 V 

Soit f line fonction polynomial de degre impair. Montrer que f possede au moins une racine reelle. 


Solution : Supposons que le coefficient du terme dominant de P soit positif. Comme P est de degre impair, on en deduit 
que lim fix ) = -oo et que lim /(x) = +oo. Comme f est polynomiale, elle est continue et done, par application 

x—*—oo x — *+oo ' ~ 1 


du theoreme des valeurs intermediaires f (R) = R. II existe done c e I 
coefficient du terme dominant de P est negatif. 


tel que /(c) =0 


On raisonne de meme si le 


Exercice 11.43 

Soit f continue telle que lim fix') --let lim fix) = +1. Prouver que f s’annule 

X —> OO X —> -+00 

Solution : Comme lim / (x) = -1, il existe aeUtel que f (a) < 0. De meme, comme lim / (x) = + 1, il existe beU 
tel que f (h) > 0. / etant continue, d’apres le theoreme des valeurs intermediaires applique sur le segment [a, b], on en 
deduit qu ’il existe c e [a, b] tel que f (c) = 0. 


Exercice 11.44 V 

Soit f : [0, 1] — » [0, 1] continue. Prouver que f possede au moins un point fixe. 


Solution : Introduisons la fonction g donnee par Vx e [0, 1], g(x) = fix) - x. La fonction g est continue sur [0, 1], 
g(0) = /( 0) SO et g(l) = /( 1) - 1 0 done, d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, g s’annule sur [0, 1], 
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Exercice 11.45 V 

Montrer que les seules applications continues de R dans Z sont les applications constantes. 

Solution : Soit f : R — ► Z, Suposons que f n’estpas constante. 11 existe alors des reels a< b tels que f{a) f / ( b) . Soit 
y un nombre non entier strictement compris entre f{a) et fib). D ’apres le theoreme des valeurs intermediaires, il existe 
x£]a,b[ tel que fix) - y et done f n’estpas a valeurs dans Z. f est done forcement constante. 

Exercice 11.46 W 

On considere un meridien terrestre et l’on suppose que la temperature a u sol varie continument sur ce meridien. 
Montrez 1’ existence de deux points antipodaux sur ce meridien oil la temperature est la meme. 

Solution : A chaque point du meridien, on associe 1’ angle 0 entre le pole nord et ce point. Considerons la fonction 
f : |0,2tt| >— >• R oil /(0) represente la temperature au point d’angle 0. Par hypothese, cette fonction est continue et 
/( 0) = /( 2jt) = T oil T est la temperature au pole nord. Considerons la fonction definie sur [0, ji] parg(O) = /(0+jt)-/(0). 
Comme g est continue et que g(0) = f(n ) -/(()) = /(ji) -/(2jt) = -g(jr), d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, 
il existe a e]0, jt[ tel que g( a) = 0, e’est-a-dire /(a + jt) = /(a). 

Exercice 11.47 W 

Soit / : R — ► R continue et decroissante. Montrer que f admet un unique point fixe. 

Solution : 

Introduisons la fonction g donnee par Vx e R, g(x) = fix) - x. g est strictement decroissante et done injective et ne 
s ’annule done qu 'une fois au plus. Supposons que g ne s ’annule pas. Alors g est ou strictement positive ou strictement 
negative. 

1. Si g > 0 alors M x e R, fix) > x et done fix) > +oo ce qui est absurde car limf = inff. 

x — *+oo +oo D3 

2. Si g < 0 alors M x e R, fix) < x et done fix) * -oo ce qui est absurde car limf = sup/. 

X— oo -oo H 

On aboudt dans les deux cas a une contradiction et necessairement g s’ annule une et une seule fois sur R. On en deduit 
que f admet un et un seul point fixe. 

Exercice 11.48 W 

Soit une fonction f : [0, 1] >->■ R continue sur le segment [0,1]. Soient deux reels p, q > 0. Montrer qu ’il existe xq e [0,1] 
tel que 

pfi 0) + qfi 1) = ip + q)fix 0 ) 

Solution : Introduisons la fonction definie par cp(x) - ip+ q)fix) - p fi 0) - qfi 1). 

Cette fonction tp est continue sur le segment [0, 1] et 

(f)(0) = qifi 0) - /(I)), cp(l) = pifi 1) - /(0)) 

Comme p, q > 0, (f)(0) et ip(l) sont de signes opposes. D’apres le theoreme des valeurs intermediaires, il existe xo e [0, 1] 
tel que <p(xo) = 0, ce qui prouve le resultat. 

Exercice 11.49 W 

Soit une fonction f : R >-<■ R continue et croissante. On suppose qu ’il existe un reel a > 0 tel que 

V(x, y) e R 1 2 , |/(x)-/(y)| 3= a|x-y| 

Montrer que la fonction f est bijective. 

Solution : 

1 . Montrons que f est injective : soient deux reels (x, y) e R 2 tels que fix) — fiy). Alors 

|x-y|«i|/(x)-/(y)|«0 

et done x-y. 

2. Montrons que la fonction f n’ est pas majoree. Par 1’ absurde : si f etait majoree alors d’apres le theoreme de la 
limite monotone, elle tendrait vers une limite fnie l lorsque x — * +oo. Mais alors, il existerait c>0 tel que Vxs c, 
l- 1 ^ fix) ^ l. On aurait alors , 

Mx^c, \fix)-fic)\^a\x-c\ => \x-c\^-\f(x)-f{c)\*z- 

Cl Cl 

1 

ce qui est impossible car pour x assez grand, \x- c\> —. On montre de meme que f n’estpas minoree. 
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3. Par consequent, la fonction f est surjective. En effet, Soit t eK. Comme lim v _ +00 f(x) = +oo et lim T oo /(x) = 

-oo, il existe (a, b) e R 2 tels que f(a) S fib)- Mais alors d’apres le theoreme des valeurs intermediates, 
3c e [a, b\ tel que f[c) = t. 


Exercice 11.50 W 

Soit f : [0, 1] [0, 1] unc fonction continue. 

1. Montrer que VneN*, il existe a n e [0, 1] tel que f[a n ) = a ” ; 

2. On suppose maintenant que f est decroissante strictement. Montrer que pour tout n e N*, le reel a n e [0, 1] 
trouve dans la question precedente est unique a verifier f{a n ) - a " et etudierla suite (a n ). 


Solution : 


1. Soit n> 0. Posons g n 


-\ 


[ 0 , 1 ] 


. Alors la fonction g n est continue sur [0, 1] et g„ (0) = /( 0) 3= 0, 


1 — * fix)- x n 

g n ( 1 ) = /( 1) - 1 ss 0. D’apres le theoreme des valeurs intermediates, il existe a n e [0, 1] tel que g n ia n ) — 0 et done 

fia n ) = <• 


2. Si f est continue et strictement decroissante, alors pour tout n e N*, g n est continue et strictement decroissante 
egalement. Par consequent, g n realise une bijection de [0, 1] vers [/(l) - l,/(0)]. Comme 0 e ]/(l) - l,/(0)], 0 
possede un unique antecedent a n par g n . Calculons g n + \ia n ) — f[a n ) - a” +1 = a" - a% +1 = a”( 1 - a n ) 3= 0 (car 
gn(a, j) = 0 ==> f{a n ) = a"). Comme g n+ \ est decroissante, a n ^ a n +\ (par l’absurde, si a n+ \ < a n , on aurait 
0 = g n + \{a n+ \) > g n +i(a n ) > 0). (Un petit coup d’ceil sur le tableau de variations "evite" un raisonnement par 
l’absurde). 

La suite (a n ) est croissante et majoree par 1, elle converge done d’apres le theoreme de la limite monotone vers 
un reel l e [0, 1], 


Exercice 11.51 r 2 W 

Soient deux fonctions continues f,g : [0, 1] >-► [0, 1]. On suppose que f ° g - g° f. On note K V ensemble des points 
fixes de f. 

1. Montrer que K est stable par g. 

2. Montrer que K possede un plus petit element xo- 

3. On suppose que VxeK, g(x) 3= x. Montrer que la suite definie par xq et\/n eN, x n+ \ - g(x n ) converge vers un 
point fixe commun a f et g. 


Solution : 

1. Soit x e K. Montrons que g(x) e K. Calculons pour cela f(g(x)) — g(/(x)) = g(x). 

2. K est non vide, voir 1’ exercice 11.44 et minore par 0 done K possede une borne in ferieure xq. Montrons que xo e K. 
En appliquant la propriete de caracterisation de la borne inferieure, on construit une suite (x n ) de points de K qui 
converge vers xq. Comme VneN, f(x n ) = x n , et que f est continue au point xq, il vient en passant a la limite que 
f(x o) = xo, done xo e K. 

3. Soit n e l\l. On a x n+ \ — g(x„) 3= x n et done la suite (x») est croissante majoree par 1. Elle converge d’apres le 
theoreme de la limite monotone vers £ e [0, 1], Comme \/n eN, f(x n ) - x n ( demonstration facile par recurrence), 
et que f est continue au point £, on trouve que f(£) = £. Comme egalement M n e l\l, x n+ \ - g(x„), on a aussi 
g(£) - £ et done £ est un point fixe commun a f et g. 

Remarque : On pourrait se poser la question de savoir si dans le cas general il existe toujours un point fixe commun a f 
et g. Cette conjecture a ete emise en 1954. La reponse (negative) a ete apportee en 1969. Le lecteur curieux pour ra se 
reporter a la (longue) discussion : http ://www.les-mathemadques.net/phorum/read.php 74,546419 


Exercice 11.52 <Z>OV 

Soit f une fonction continue, n £ N* et x\, . . . , x n £ R. Montrer qu ’il existe ceI tel que 


m= 


/(Xi) + -" + /(Xn) 
n 


Indication 11.9 : Resoudre d ’abord 1 ’exercice pour n - 2 en faisant un dessin. Passer ensuite au cas general. 
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Solution : Notons 

t _ /(xi) + --- + /(x n ) 
n 

Montrons qu’il existe i e [1 ,n\ tel que t /(x;). Par l’absurde, si Vfc e [1, n\, f(x^) < t, en additionnant ces inegalites, 
on aurait 

n 

nt=Y< < nt 

k= 1 

ce qui est absurde. On montre de me me qu’il existe j e [1, n\ tel que 1 5 f{Xj). 

Par consequent, t e \f{Xj),f(X[)\ et d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, comme f est continue sur R, il existe 
c e [Xj,X{] tel que t - /(c). 

Exercice 11.53 

fix) 

Soit une foncdon f : [0, +oo[« K continue telle que Vx 5 0, f{x) 3= 0. On suppose que — * l avec 0 < Z < 1. 

Montrez que la foncdon f admet un point fixe. 


f[x) f (x) 

Solution : Considerons un reel k e K tel que l < k< 1. Comme * l, il existe A > 0 tel que Mx 5 A, ^ k. 

X X— +oo x 

Done pour x > A, fix) =£ kx. Considerons la foncdon ip dednie sur [0, +oo[ par cp(x) = /(x) - x. On a ip(0) = /( 0) 3= 0, 
et puisque tp(x) ^ (fc - l)x pour x 3= A, et que (fc - 1) < 0, cp(x) * -oo. Done il existe B > A tel que ip(B) < 0. En 

x — *+oo 

udlisant le theoreme des valeurs intermediaires entre 0 et B, on montre P existence d’un zero de la foncdon ip et done 
d’un point fixe de la foncdon f. 


Exercice 11.54 

On considere une foncdon contractante f sur M ; 

V(x,y)eR 2 , |/(x) -f(y )\ « fc|x-y| 


avec 0 ^ k < 1. 

1. Montrer que MxeU, 


l/(x)|«|/(0)| + fc|x| 


2. On considere la foncdon 

( R — - 05 

X ' — » /(x)-x 

Montrer que g(x) * -oo et que g(x) * +oo. 

x— +oo x— -oo 

3. Montrer que f possede un unique point fixe : 


3!x 0 e R tq /(x 0 ) = x 0 


Solution : 

1 . Udlisons la minoradon de 1 ’inegalite triangulaire et le fait que f est contractante : pour tout x e 1, 

|/(x)|-|/(0)|«fc|x-0| 

2. En udlisant la majoradon precedente, pour x > 0, on obdent que : 

g(x) « |/(0)| + (fc- l)x ► -oo 

JC— »+CXD 

etpour x < 0, 

g(x) 3= — 1/(0)| + (fc — l)x +oo 

On conclut alors grace au theoreme des gendarmes. 

3. Comme g(x) * -oo et que g(x) > +oo, il existe A,BeR tels que g( A) < 0 et g(B) > 0. On applique 

x — *+oo x — * — oo “ “ ' 

alors le theoreme des valeurs intermediaires a g sur le segment [A,B] et on montre qu’il existe xq e K tel que 
g(x o) = 0. Le reel xq est un point fixe de f. Il est unique car si x' Q est un autre point fixe de f alors comme f est 
une foncdon contractante, il vient que 

I x o-*o| = |/(xo)-/(xo)| ^ fc|x 0 -Xo| 

ce qui est impossible, a moins que xq = x' 0 , car fc e [0, 1[. 
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11.5.6 Continuity sur un segment 

Exercice 11.55 V 

Soient f , g : [a, b] — ► R continues telles que\/xe[a,b], fix) < g(x). Montrer qu ’il existe a > 0 tel que 

Vi e [a, b\, /(i)Sg(i)-a. 


Solution : 

Considerons la fonction definie sur [a, b] par 0 = g - f.La fonction 0 est continue et strictement positive sur \a, b\. Elle 
possede done un minimum strictement positif atteint en un certain point c e [a, b\. Posons : a = 0(c) = g(c) - /(c) > 0. 11 
est clair que : Vx e [a, b], f{x ) sS g(x) - a. 


Exercice 11.56 

Soient deux fonedons f, g : [ 0 , 1 ] 1 — - R continues telles que 

Vx e [0, 1], 0 < /(x) < g(x) 


Montrez qu ’il existe un reel 1c > 1 tel que 

Vx e [0, 1], g(x) 5= kfix) 


Solution : Considerons la fonction ip definie sur le segment [0, 1] par cp(x) = g(x)//(x). Comme la fonction f ne 

s’annule pas, cp est definie et continue sur le segment [0, 1] et possede done un minimum. Il existe xq e [0, 1] tel que 
Vx e [0, 1], ip(x) 3= cp(xo). Posons 1c - cp(xo). Comme f(x o) < g(xo), k > 1 et a lors Vx e [0, 1], g(x)//(x) 3= k d’ou le 
res ul tat. 


Exercice 11.57 V 

Soit une fonction f continue sur R. On suppose que 

fix) * +oo et fix ) * +oo 

X —> “+00 X —> OO 

Montrez que la fonction f possede un minimum. 

Solution : Soit xq e R. Posons A = fix o). Comme fix) * +oo, d’apres la definition de la limite, il existe B > 0 tel 

X — *±oo 

que Vx e R, |x| S B =^> fix) 3= A. On a en pardculier x o e [-B,B]. La fonction f est continue sur le segment [— B, B] et 
done possede un minimum sur ce segment : 

3c e [— B, B] | Vx e [ — B, B] , /(c) *£/(x) 

Montrons que VieR, fix) 3= /(c) ce qui montrera que /(c) est un minimum de f sur R. Soit xeR. Si x e [-B,B], on a 
bien /(c) fix). Si x [— B, B] , alors fix) 3= A = fix o) et comme xq e [-B,B], il vient que fix) 3= fix o) 3= /(c). 


Exercice 11.58 

Soit f : R >->■ R une application T-periodique (T > 0) et continue. Montrer que f est bornee. 

Solution : Considerons la restriction de f au segment [0,T]. Elle est continue sur ce segment, et done est bornee : 

3M > 0 : Vxe[ 0,T], |/(x)| ^ M. Mais alors, si x e R, avec y — E(— ), oti a nT ^ x < («+l)T etdonefix) — fix-nT) 

et puisque x- nT e [0, T] , |/(x)|^M. 


Exercice 11.59 V 

Soit f : R —i • R bornee et g : R — > • R continue. Montrer que go f et fog sont bornees. 


Solution : 

Comme f est bornee sur R, il existe M > 0 tel que pour tout xeR, |/(x) | ^ M. En pardculier, VxeI, / (g (x)) sS M 
done fog est bornee sur R. Par a illeurs /(R) c [-M, M] et g est continue sur [-M, M] done g est majoree et minoree sur 
[-M, M] et go f est bornee sur R. 


Exercice 11.60 W 

Soient deux fonedons continues f et g surle segment [0, 1] verifiant : 

Vxe[ 0, 1], 0</(x)<g(x) 
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On considere une suite ( x n ) telle que Mn e N, x n e [0, 1] et Von definit la suite ( a n ) par 


u n — 


(Hx n )\ n 
i g(x n )J 


Determiner la limite de la suite (a n ). 


fix) 


Indication 11.9 : En udlisant le fait que [0, 1] est un segment, montrer que =S /c < 1 sur [0,1]. 

g(x) 


f(x) 

Solution : La fonction tp(x) = - ^ est continue sur le segment [0, 1], Elle est done bornee et atteint ses bornes sur ce 

segment : il existe xo e [0, 1] tel que sup XE [ 0 ^ — - = £L-Hl = k<l. Done 

g(x) g(x o) 

Vxe [0,1], 0<^fc<l 

gix) 

Alors V/i e N, 0 « % S k n et comme k < 1, la suite geometrique (k n ) converge vers 0. D’apres le theoreme des 
gendarmes, la suite («.,,) converge vers 0. 


Exercice 11.61 W 

On considere une reunion de deux segments K - [a, b] u [c, d] avec a< b < c < d. Soit f : K >-»■ K une fonction continue 
sur l’ensemble K. On suppose que V(x,y) e K 2 , 


=> l/(x)-/(y)|<|x-y| 


On considere la fonction ip definie sur K par <p(x) = |/(x) - x|. Montrez que la fonction ip possede un minimum sur K. 
Montrez par 1’absurde que ce minimum est nul. En deduire que la fonction f admet un unique point fixe xq e K. 


Solution : La fonction tp est continue comme somme et valeur absolue de fonedons continues. Elle est done continue 
en tout point de V ensemble K. Comme la fonction tp est continue sur le segment [a,b], elle possede un minimum 
Mi = <p(X| ) sur [a, b] avec x\ e [a,b\. De meme, elle possede un minimum M2 surle segment [c, d] avec M2 = tpte) oil 
X 2 e [c, d\ . On pose m — min{Mi , M 2 } et on verifie que M estun minimum de la fonction <p sur K. Done on a montre que 

3 xq e K : Vx e K, cp(xo) ^ tp(x) 

Si par F absurde, cp(xo) f 0, en udlisant l’inegalite de l’enonce, puisque f[x 0 ) / xo, et f{x 0 ) e K, on aurait 

|/(/Uo))-/(*o)| < l/(*o)-*ol 

et done ip(/’(xo)) < tp(xo) ce qui est impossible. Par consequent, tp ( xq ) - 0 et done fix 0 ) = xq . Montrons Funicite du 
point fixe. S’il existait deux points fixes xi e K et X2 e K, avec xi ^ X2 on aurait 

l/(X 1 )-/(X 2 )| < |Xi-X 2 | 

et done |xi - X 2 I < |xi - X 2 I une absurdite. 

Remarque : Fhypothese f continue est superflue, puisque f est lipschitzienne. 


11.5.7 Fonctions Lipschitziennes 

Exercice 11.62 W 

On considere une fonction f et une constante K > 0 telle que 

V(x,y)ER 2 , |x-y|«l => |/(x)-/(y)| « K|x-y| 
Montrer que f est K-lipschitzienne sur R. 


Solution : Soient (x,y) e R 2 . Supposons que x< y. On peut considerer xq - x, x\ - x+\, . . ., x^- x + k, x n - y avec 
y- x n - 1 sS 1. Alors 

|/(y)-/(x)| = |/(y)-/(x„_i)+/(x„-i)-/(x„- 2 ]+---+/(xi)-/(x)| |/(y)-/(x„- 1 )| + |/(x„_i)-/(x„- 2 )| + ---+|/(x 1 )- 

et done 

|/(y)-/(x)| K[(Xi - x] + (x 2 - Xi) H h (y- x„)] = K(y - x) 
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Exercice 11.63 W 

Soit un reel a > 0 et une fonction f : [a, +oo[^ R croissante. On suppose que la fonction f admet une limite finie l 
lorsque x — *• +oo et que la fonction 

f [a, +oo[ — * R 

g:j x | ^ fix)- fia) 

l x- a 

est croissante. Montrez que la fonction f est constante. 

Solution : Montrons que f est constante par l’absurde. S’il existe b> a tel que fib ) / fia), puisque la fonction f est 
croissante, on aurait fib) > f{a). Soit x 3 b. Comme la fonction g est croissante, 

fix)- f (ci) > fjb ) - fia) 
x- a b- a 

fib) - fia) fib) - fia) 

Done fix) 3= (x- a)- h fia). Posons a = > 0. On a Vx 3= b, fix) 3= a(x- a) + fia) * +oo et 

b-a b-a x-+oo 

done fix) * +oo, une absurdite. 

x—*+oo 


Exercice 11.64 VO 

On considere des fonctions reelles f et g definies et continues sur [0, 1] . On definit une fonction ip par : 

<pit) = sup (/(*)+ tgixf). 

J£E[0,1] 

1 . Montrer que ip est definie sur K. 

2. Montrer que ip est Lipschitzienne sur R. 

Solution : 

1. Soit teU. Comme f et g sont continues sur le segment [0, 1] , la fonction 0 : x " fix)+ tg ix) est continue sur [0, 1], 
0 est done bornee sur [0, 1] et atteint ses bornes. On note x t un reel element de [0, 1] tel que 0 (xf) - si]p tf | 0 | 0 ( t). 
On a alors : q) it) — 0 (x t ) et ip est definie sur R. 

2. Soient t, t' e RL On a : 

<pit) - (p(f') = tg(xt) - t'gixt) + ifixt) - fixt') + t'gixt') - t'gixt)) = tgixt) - t'gixt) 

et de me me 

cp(t')-(p(r)= t'gixt') - tgixt’) 

Done 

|cp(f) -(p(r')| = max(| tgixt) - t'gixt)\,\t'gixt’) - tgixt')\) = M| t- t'\. 

On prouve ainsi que ip est Lipschitzienne de rapport M. 


Exercice 11.65 W 

Soient deux fonctions f,g: [a, ■ — ► R lipschitziennes. Montrez que la fonction fg est lipschitzienne sur [a, b] . 

Solution : Comme les fonctions f et g sont continues sur le segment \a, b\, elles sont bornees. Notons M f- 

su Px£[a b] I/Ml ef Mg = sup^^ |g(x)|. Comme f et g sont lipschitziennes sur [a,b], il existe deux constantes kf 
et kg telles que 

V(x,y) e \a,b] 2 , |/(x) - fiy)\ k f \x- y\ et |g(x)-g(y)| fc g |x-y| 

Posons alors 

K = Mgkf + MyKg 

Verifions que fg est K-lipschitzienne. Soit (x,y) e [a,b] 2 . Ecrivons 

I fgix) - fgiy) I - |g(x) [fix) - fiy)} + fiy) [g(x) - g(y)]| 

c lg(x) | |/(x) - /(y) | + |/(y) | |g(x) - g(y) | 

^ Mgfcy|x- y| + My fcg|x- yl 
cK|jc-y| 
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11.5.8 Continuite uniforme 


Exercice 11.66 S? 

Soit une fonction f : R >-»■ R continue et periodique. Montrez que la fonction f est uniformement continue sur R. 

Solution : Comme la fonction f est periodique, il existe T > 0 tel que Vx e R, /(x+ T) = fix). Considerons le segment 
[0, 2T] . Comme la fonction f est continue sur ce segment, d ’apres le theoreme de Heine, elle est uniformement continue 
sur ce segment. Done il existe t] > 0 tel que 

V(x,y) e[ 0,2T] 1 2 , |jc-y|«Ti ==> |/(x) - f(y)\ « e 

Posons r|' = min(r|,T) > 0. Considerons maintenant ( x,y ) e R 2 tels que |x-y| r|', avec pour simplifier x ^ y. Il existe 

ne Z tels que x-nT e [0, T] et y-nT e [0,2T] (il suffit de poser n — E(x/T) ). Alors puisque (x- nT,y- nT) e [0,2T] 2 et 
| (x — nT) - (y - nT)\ - |x- y| r), on a \ fix- nT) - fiy— nT)\ e. Mais puisque fix- nT) — fix) et fiy- nT) = fiy), 
il vient finalement que \ fix) - fiy) | ^ e. 

Exercice 11.67 00 

Soit une fonction f : [0, +oo[« R continue sur R telle que 


fix) » / e R 

x — *+oo 

Montrez que la fonction f est uniformement continue sur R. 


Solution : Soit e > 0. Comme fix) * l, il existe A > 0 tel que Vx 3= A, | fix) - l\ ^ e/2. La fonction f est continue 

X — *+oo 

sur le segment [0, A+ 2] et done d ’apres le theoreme de Heine, est uniformement continue sur ce segment. Done il existe 
r) > 0 tel que 

V(x,y)e[0,A+l] 2 |jc-y|cn => \f(x) - f(y)\ « e 

Posons r|' = min(r), 1). Soit maintenant (x, y) e [0,+oo[ 2 tels que | x — y | r]'. Etudions les cas suivants : 

- si (x, y) e [0,A+ l] 2 , on a bien puisque \x- y\ ^ r), | fix) - fiy) \ ^ e ; 

- si par exemple x e [0,A+ 1] et y e [A+ l,+oo[. Comme \x- y\ ^ rj' ^ 1, on axe [A,A+ 1] et y e [A+ l,+oo[, done 
x,ye [A,+oo[ et done 

I fix) - fiy) I = |[/(x) -/] + [/- fly)] | ^ | fix) -l\ + | fiy) - Z| < e/2 + e/2 = e 
Done dans tous les cas, \ fix) -fiy) I ^ e. La fonction est bien uniformement continue. 


Exercice 11.68 

Soit une fonction f : [0, 1] ^ R. On definit la suite de terme general 



Montrez que cette suite converge vers 0. 


Solution : Soit e > 0. Comme la fonction f est continue sur le segment [0, 1] , elle est uniformement continue d’ apres 
le theoreme de Heine. Done il existe r| > 0 tel que 

V(x,y)e[0,l] 2 , |x-y|<ri => |/(x) -/(y)| « e 


Posons N = E(l/r|) + l. Soit n eN tel que N. Ecrivons u n 
(n-2p), on peut ecrire 



Or puisque «3N, |(2fc+ l)/n-2kln\ « i] et par consequent. 


1 P_1 
\u n \ =S - £ 

w fc =0 


en groupant deux termes successifs : Lorsque n est pair 



Lorsque n est impair, il reste un terme solitaire, que 1 ’on peut majorer en introduisant M = sup^d , 1 1 fix) \ (la fonction 
f est continue sur le segment [0, 1] done M existe). Notons n-2p+l. Alors 


1 

On — ~ 

n 
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et done 


etici aussi lorsque n^N 1 , | u n | ^ e. 


e M 

I U n | ^ — 4 

2 n 


11.5.9 Equations fonctionnelles 

Exercice 11.69 V 

Soit f : R — ► IK continue en 0 et soit IceN* , kf 1 tels que 

VieR, f(kx)-f{x). 

Montrer que f est une fonction constante. 


Solution : 

Soit x e R. On montre par une recurrence facile que fix) - f (p) . De plus, comine f est continue en 0, en appliquant le 
theoreme de composition d’une suite par une fonction, on montre que : f ( A) * /( 0) done par unicite de la limite 

V /C > ft— *+oo 

fix'] — /( 0). On en deduit que f est constante. Reciproquement, on veride que les fonedons constantes sont solutions. 

Exercice 11.70 V 

Determiner toutes les fonedons / : R — R continues telles que 

VieR, /(2x) = -/(x) 

Solution : Soit ieB'. Considerons la suite x n — — .On montre que \/n e l\l, f{x n ) = (- l)"/(x). Mais puisque 

2 n 

x n * 0 et que f est continue en 0, f(x] = (-1 ] n f(x n ] » /( 0). Done f{x ) = / ( 0). De plus, comme /( 0) = 

72— *-+00 72— »+00 

-/ (0) , on a f (0) = 0 et f - 0. Reciproquement la fonction nulle veride 1 ’ hypothese . 

Exercice 11.71 VO 

Soit une fonction f : [0, +oo(— R continue sur V intervalle [0, +oo[ telle que 

Vx3=0, fix 2 ] = fix] 

Determiner la fonction f. 

Indication 11.9 : Soit x > 0, considerer la suite recurrente 

uq = x et Mn e N, u n +i-\fufi 


Solution : La suite recurrente de l’enonce s’etudie classiquement : si x > 0, u n * 1. Comme la fonction f est 

72— *-+00 

supposee continue, si x > 0, fiu n ] * /(!)• Mais puisque VneN, fiu n+ \] - fiu 2 +1 ] = f!u n ), la suite ( fiu n )) est 

constante. Par consequent, fix] — /( 1). 

On a montre que la fonction f est constante sur ]0, +oo[. Ensuite, puisque la fonction f est continue en 0, lim x _o fix] = 
fi 0) et comme Vx > 0, fix] = /( 1), il vient que /( 0) = /( 1). Par consequent les seules fonedons veridant l’hypothese 
de 1 ’enonce sont les fonedons constantes. 

Reciproquement, les fonedons constantes conviennent. 

Exercice 11.72 V 

1. Soit xeR. Etudierla suite 

u n - 1 

uq — x et V n e N , u n + i = — - — 

2. Trouverles fonedons : R — R continues veridant 

VieR, /(2x+1)=/(x) 


Solution : 

x- 1 

1. La suite s’etudie classiquement. La fonction h : R — ► R, x >-► — - — est strictement croissante, admet comme seid 
point dxe xq — -1 et veride !i(x)5x si x e ]-oo,-1] et hix] ^ x si xe [-1,+oo[. Done si uq e ]-oo, -1], la suite 
( u n ) est croissante et majoree par -1. Elle converge alors vers 1’ unique point dxe de h. Dememe, si uq e [-1,+oo[, 
la suite !u n ) est decroissante et minoree par - 1 et converge aussi vers - 1 . En resume : u n * - 1. 
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2. Puisque f est continue en — 1, filin') * /(- 1). Mais \/n £ l\l, f[u n + 1 ) = f[2u n+ \ + 1) = fiu n ) et par con- 

n —*+ oo 

sequent, la suite f{u n ) est constante. On en deduit que fix ) = /(-l) et done f est une fonction constante. Re- 
ciproquement, les fonctions constantes verifient la propriety de l’enonce. 


Exercice 11.73 W 

On considere une fonction f :] 0, +oo[« R continue au point 1. On suppose que 

V(x, y) e]0,+oo[, fixy) = fix) + fiy) 
Determinez toutes les fonctions f verifiant ces proprietes. 


Solution : Considerons une fonction f verifiant les proprietes de l’enonce. Definissons alors la fonction 

I R — ► R 
^ ' | x ' — » / oexp(x) 

La fonction g est continue au point 0 et verifie 

VxeR, gix + y) - gix) + giy) 

en prenant x = y — 0, on montre que g(0) = 0. Si m e N* alors, en posant a — g(l), on a : gim) = ma et a — g(l) = 
g[ m -m) ~ m s[m) done g ( 777 ) = ^ et pour tout r £ Q + , g(r) = ar . De plus, pour tout x £ R, il est clair que comme 

0 - gix- x) - gix) + gi-x), alors gi-x ) = -gix). Done : Vr e <Q>, g(r) = a.r. Montrons que la fonction g est continue 
sur (R. Soit xo £ R. Soit h £ R. Puisque gix 0 + h) - g(xo) + gih), on a 

lg(xo + h)~ g(x 0 )| = | gih) - g(0)| 

et la continuity en xq s ’obtient facilement de la continuity de g en 0. Comme les rationnels sont denses dans R, si x £ R, 
il existe ir n ) c Q telle que r n * x. Mais comme g est continue en x, il vient que gix) = g (lim r n ) = lim g (r n ) = 

n—*+oo 

1 i m a r n = ax. Par consequent, Vx £ R, gix) - ax et alors Vy e]0, +oo[, fix) = alnx. On verifie reciproquement que 
toutes ces fonctions verifient les conditions de l’enonce. 


Exercice 11.74 OO 

Soit une fonction f : R >-*■ R continue verifiant : 

V(x, y) £ R 2 , fix + y)- fix) fiy) 


1. Montrer que Vx e R,/(x) 3= 0. 

2. On suppose qu ’il existe ieR tel que fix) - 0. Montrer que f - 0. 

3. On suppose que f 11 ’est pas la fonction nulle. Determiner la fonction f. 


Solution : 

1. Soit un reel xeR. Puisque fix) = (/(f )) 2 3 0, il vient que la fonction f est positive. 

2. S’il existe x £ R tel que fix) = 0, alors si zeR, fiz) — /(x)/(z- x) = 0, et done f est la fonction nulle. 

3. Supposons done que f f 0. Posons alors Vx e R, gix) - In fix). Alors g verifie 

V(x,y) e R 2 , gix + y)^ gix) + giy) 

On sait alors qu ’il existe seR (voir P exercice 11.73) tel que gix) - ax. Mais alors Vx e R, fix) = e ax = a x . On 
verifie reciproquement qu ’une telle fonction verifie les hypotheses de 1 ’enonce. 


Exercice 11.75 OW 

On definit E 1’ ensemble des fonctions f : [0, 1] >-»■ R continues verifiant : 


V(x,y) e [0, l] 2 . 


f^ x+ y j _ /M + /(y) 


1 . Montrer que si if, g) £ E 2 et (A, |a) e R 2 alors Af+pgEE. 

2. On suppose que f £ E verifie /( 0) = /( 1) = 0. Montrer que f - 0 . 

3. Montrer que les elements de E sont les fonctions affines. 
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Indication 11.9 : Pour la seconde question, determiner un ensemble A surlequel on peut dire que f s’annule. Montrer 
que cet ensemble est dense et udliser le raisonnement par densite. 

Pour la troisieme question, considerer g(x) = fix) - [/( 0) + x(/( 1) - /( 0)]. 


Solution : 

1. Soit if, g) e E 2 et (A, |j) g R 2 , alors 

[Xf+pg] ( X + y j = A (/ (x) + f + E (g W + 8 (y)) = [W+yg) W + (A/+|ig) (y) 

et done Xf+pge E. 

1 13 

2. On montre que /(-) = 0, puis que /(-) = /(-) = 0, et ensuite, que f s’annule sur l’ensemble 

k 

2 ” 

Cet ensemble est dense dans [0, 1]. En effet, considerons x, y g [0, 1] tels que x < y. Comme 1/2” * 0, il 

n—*+oo 

existe neN tel que 1/2” < y— x. Considerons l’ensemble A - {k g [0,2”] | kl 2” 3= x}. L’ ensemble A est non vide 
etpossede un plus petit element kg. Alors 

ko 1 fco fco-1 

y > xi x > 0 

2 n 2 n 2 n 2 n 

par definition de ko. Done x ^ p < y et Z est bien dense dans [0, 1]. Si alors x e [0, 1], on peut construire une 
suite x n de points de Z qui converge vers x. Mais puisque V n 3; 1 , fix n ) - 0, et que f est continue au point x, on 
obtient par P image continue d'une suite que fix) = 0. Done f est la fonction identiquement nulle sur [0, 1]. 

3. Si / g E, alors d’apres la premiere question, la fonction ip(x) = fix) - [/( 0) + x(/(l) - /( 0))] est encore dans E 
(car une fonction affine est dans E et la difference de deux fonctions de E est encore une fonction de E). Puisque 
(p(0) = cp(l) = 0 , d’apres la seconde question, il vient que cp = 0 , et done que f est affine. Reciproquement, toute 
fonction affine est bien une fonction de E. 


11.5.10 Bijection continue 


Soil/: 


Exercice 11.76 

[2, +oo[ — > 




x > — * V x 2 - 4x + 8 

1. Prouver que f realise une bijection del - [2, +oo[ sur son image (que P on precisera). 

2. Prouver que la bijection reciproque de f est continue. 

3. Determiner cette bijection reciproque. 


Solution : 

1. On verifie facilement que sur [2, +oo[, la fonction x^ x 2 -4x+8 est strictement croissante. Comme f est la com- 
posee cette fonction par la fonction racine carree qui est elle aussi strictement croissante, f strictement croissante 
sur I = [2, +oo[. De plus f (I) = [2, +oo] = I. On en deduit que f realise une bijection de I sur I. 


2. 

3. 


La fonction f est polynomiale done continue sur K. On a montre que f est strictement croissante sur I. Par 
application du theoreme de la bijection, on en deduit que f~ l est continue sur [2, +oo[ 

Soit y g [4, +oo[. On a : y = x 2 - 4x + 8 y - (x - 2) 2 + 4 x = 2 ± \J y 2 - 4. Si x e [2, +oo[, necessairement 


x — 2 + \J y 2 -4 et 


r':| l2 '; <x)| 


[2, +oo[ 

2+ VJ^4 


Exercice 11.77 VO 

Soit une fonction definie sur IR telle qu ’il existe k > 0 tel que 

V(x,y) g IR 2 , xfy => l/(x)-/(y)| < fc|x-y| 

1. Montrez que f est uniformement continue sur IR ; 

2. On definit la fonction ip sur R par ip(x) = f[x) - kx. Montrez que la fonction ip est strictement decroissante sur 
U ; 
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3. On suppose qu ’il existe deux reels a< b tels que 


Vxe [a,b], ka< fix) < kb 

Montrez qu ’il existe un unique reel a dans [a, b] verifiant 

/(a) = ka 


Solution : 

1. Comme f est k-lipschitzienne (l’hypothese de l’enonce est plus forte), on montre facilement (voir le cours) que 
la fonction f est uniformement continue sur R. 

2. Soit ( x , y ) e R 2 tels que x < y. Calculons : 

cp(y) - cp(x) = f(y) - f{x) - k{y-x) 

«l/(y)-/WI-fc(y-x) 

< k\y - x\ - k{y - x) 

<0 

Done la fonction tp est strictement decroissante sur R. 

3. La fonction ip est continue et strictement decroissante sur 1 ’intervalle [a,b\. D ’apres le theoreme de la bijection, 
(p realise une bijection de l’intervalle [ a,b ] vers l’intervalle [cp(£>),<p(a)]. Mais cp (a) = f{a ) - ka > 0 et ip(/j) = 
fib) - kb < 0 par hypothese. Done puisque 0 e [cp ( /?) , <p («) ] , 0 possede un unique antecedent a par cp dans [a,b]. 
En conclusion, il existe un unique a e [a, b] tel que cp(a) = ka. 
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Chapitre 


12 


Derivation des fonctions a valeurs reelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Ce chapitre est une introduction a l’une des plus fabuleuses invention de Fhomme, celle du calcul differentiel, dans le cas 
des fonctions d’une variable reelle a valeurs reelles. 

L’histoire du calcul differentiel debute en grande partie avec Galilee et Newton qui avaient besoin de nouveaux outils 
mathematiques pour developper les notions de vitesse et d’ acceleration d’un mouvement. Mais la possibility de calculer 
la pente de la tangente a une courbe etait essentielle dans d’autres problemes comme dans ceux d’extremum ou pour 
des questions plus appliquees. Newton et Leibniz furent les premiers a tenter de formaliser la notion de derivee. Us se 
disputerent la paternite de cette invention mais il semble certain maintenant qu’ils Font decouvert de maniere independante 
et chacun via des formalismes differents. Comme explique dans F introduction du chapitre 10, la notion de limite n’a ete 
developpee que bien plus tard, au ig eme siecle par Cauchy et Weierstrass aussi la formalisation de la derivation par 
Newton et Leibniz souffrait de nombreuses lacunes. Newton refusa d’ailleurs de publier son travail et les ecrits de Leibniz 
etaient obscurs et difficiles a comprendre. Lagrange, un siecle plus tard introduit le terme de « derivee » ainsi que la 
notation /'. 

Apres avoir defini ce qu’est une fonction derivable ainsi que sa derivee, nous demontrerons les regies de calcul des derivees 
que vous connaissez depuis le lycee. Nous verrons en particulier que la derivee permet d’approcher une fonction donnee 
par une fonction affine (voir le theoreme 

page 471). Nous nous interesserons aux proprietes globales des fonctions derivables. Le theoreme de Rolle 12.9 page 475 
et celui des accroissements finis 12.10 page 476 seront d’un usage constant en analyse. L’inegalite des accroissements 
finis 12.11 page 477 qui decoule du theoreme du meme nom est une veritable « machine » a fabriquer des inegalites. 
Des accroissements finis decoule aussi le caractere A>Lipschitzien des fonctions derivables, ce qui permet d’appliquer 
a celles pour qui 1c e ] 0, 1 [ le tres important theoreme du point fixe 3.6 page 1224. Le theoreme de derivation de la 
bijection reciproque 12.7 page 474 permettra de justifier les demonstrations effectuees dans le chapitre sur les fonctions 
usuelles. Nous continuerons cette section par une etude des fonctions de classe c € n et < ^°° et nous la terminerons par une 
introduction aux fonctions convexes. Ce dernier outil servira aussi a construire de nombreuses inegalites. 

12.1 Derivee en un point, fonction derivee 

Dans tout ce paragraphe, I est un intervalle de R non vide et non reduit a un point. Les fonctions considerees sont definies 
sur I et a valeurs reelles. 

12.1.1 Definitions 


— 
Definition 12.1 Taux d’accroissement 

Soient / e & (I, IR) et a e I. On definit le taux d’accroissement de la fonction / au point a comme etant la fonction A a j 
definie par 

f I\{fl} — <■ U 
A a,f ■ \ fU) - f{a) 

i x- a 


Definition 12.2 Fonction derivable a droite, a gauche 

Soient / e & (I, IR), ael et A a j le taux d’accroissement de / au point a. On dit que 
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Definition 12.3 Derivee en un point 

Soient f E et a £ I. On dit que f est derivable au point a si et seulement si son taux d’accroissement ts. a j 

possede une limite finie quand x tend vers a. Cette limite s’appelle le nombre derivee de / au point a et est note : 


f\a ) ou D f{a) ou — a ) 
dx 


Remarque 12.1 Pour un point a interieur a I (c’est-a-dire tel qu’il existe a > 0 verifiant ] a- a, a + a[ c I) alors / est 
derivable au point a si et seulement si on a simultanement : 

1 . /est derivable a droite en a, 

2. f est derivable a gauche en a, 

3 - f' d {a)=f' g (a) 


x < — * ax+p 


/ est derivable en tout point a de IR et M a £ IR, f'{a) = a. 


Exemple 12.1 

- Soient (a,p) £ IR 2 et / : j 

- La fonction / : j ^ ^ 

- Par contre la fonction / : 


exp — si x > 0 

la fonction / definie sur IR par /(x) = < lx; est derivable sur R. 


est derivable sur IR*. derivable a droite et a gauche en 0 mais pas derivable en 0. 


est derivable sur l 


La fonction racine carree : / : 


est derivable sur IRt . En effet, si a e IRT et si x e IR+ \ { a } alors 


\fx-\fa \px-\fd 1 1 

x- a (\/x- \/fl) (v^+ \/^) \fx+\fd x ^ a 2 \fd 

par operations sur les limites. Done / est bien derivable en a et /' (a) = — — . Par contre, cette fonction n’est pas 

2 \fa 

derivable a droite en 0. En effet, si x e IR* , on a 

\fx- Vo 1 

= — = <• +oo. 

x-0 sjx, x— o+ 


12.1.2 Interpretations de la derivee 

Interpretation geometrique 

Soient / e & (I, IR) et a e I. Le plan etant ramene a un repere orthonorme, pour x £ I \ {a}, considerons la droite joignant 
les points A f ^ et M f X . La pente de la droite (AM) est donnee par 

I J \ CL) I J [X) 

x- a 

Si la fonction / est derivable au point ae I, cette pente a pour limite f'{a) quand x tend vers a. Le vecteur de composante 
1 ^ dirige la corde (AM) et tend vers . La droite passant par A et de pente f'(a) est done tangente a la courbe 

d’equation y — fix). C’est la position limite des cordes (AM) quand M tend vers A. 

I Remarque 12.2 

- La tangente en a est horizontal si et seulement si /'(a) = 0. 
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FIGURE 12.1 - Interpretation geometrie du nombre derive 


-Si / est continue en a et si A fl (x) » +oo, les cordes (AM) ont une position limite verticale encore appelee tangente 

a la courbe en A. 

- Si / n’est pas derivable en a mais si A a (x) possede des limites a gauche et a droite en a, A est appele point anguleux 
de la courbe. C’est un point qui possede deux demi-tangentes de pentes differentes. 


Interpretation cinematique 

Considerant /(f) comme l’abscisse a l’instant f d’un point en mouvement rectiligne, pour t f a, A a j{t) represente la 
vitesse moyenne entre les instants t et a et sa limite f'{a), notee aussi / ( a ) la vitesse instantanee a l’instant a. 

Interpretation analytique 

Le theoreme suivant permet de caracteriser la derivabilite en un point sans faire intervenir de division. II sera generalise 
en deuxieme annee pour des fonctions de plusieurs variables. 


Proposition 12.1 V Developpement limite a l’ordre 1 d’une fonction derivable 

Soit / e (I, IK). La fonction / est derivable au point a e I si et seulement si il existe e : I — *■ IR telle que e(x) * 0 et un 

x — ♦ & 

reel c tel que 

VXEI, 

fix) = f{a) + c(x- a) + (x- a)e(x) 



o Jix-a) 


On a alors c = 




Demonstration 

■ , f[x)-f[a) . 

| <= | Pour xel\{a], = c + e(x) > c ce qui montre que f est derivable au point a et que f ( a ) = c. 

x — CL x * Cl 

H Supposons que f est derivable en a. Pour tout x e I \ [a] , posons e (x) = A a (x) -f' (a). Comme f est derivable en a, e (x) -► 

0. Prolongeons a lors par continuite e en a en posant e (a) = 0. Pour tout x el, on a a lors bien f[x) = f[a) + c(x - a) + (x - a) e(x) 
avec c = f {a). 


12.1.3 Derivabilite et continuite 


Theoreme 12.2 « Derivabilite implique continuite » 

Soient / e & (I, K) et a e I. Si / est derivable en a alors / est continue en a. 
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Demonstration Comme f est derivable en a, d'apres la proposition 12.1, il existe une fonction e : I — ► R verifiant e[x ) — — -*■ 0 et 
telle que 

Vx e I, fix) = f(a) + f' la) (x - a) + (x - a)e(x). 

Comme e (x) * 0, par operations sur les limites, f (x) ► / (a) et / est bien continue en a. 

x — *0 x — >0 

I Remarque 12.3 La reciproque est bien entendu fausse (par exemple / : R — ► R,x >-► \x\ est continue en 0 mais pas 
derivable en 0). 

Remarque 12.4 

-Si / est derivable a gauche en a e I alors / est continue a gauche en a. 

-Si / est derivable a droite e n a e I alors / est continue a droite en a. 

-Si / possede une derivee a droite et une derivee a gauche en a alors / est continue en a. 

12.1.4 Fonction derivee 


Definition 12.4 Derivabilite sur un intervalle 


On dit qu’une fonction / est derivable sur I si et seulement si elle est derivable en tout point a el. On definit alors la 
fonction derivee 



R 

fix) 


La fonction derivee se note aussi D / ou 


df 

dx 


| Remarque 12.5 Si une fonction / est derivable sur I alors elle est continue sur I. 

12.2 Operations sur les derivees 


Theoreme 12.3 O Regies de calcul de derivees 

Soient deux fonctions / et g definies sur I et derivables en un point a el. On a les proprietes suivantes : 
- Soient deux reels a, p e R. La fonction a f + |3g est derivable en a et 


La fonction fg est derivable en a et 


(af+ Pg)' (a) = a/' (a) + |3g' ( a ) 


[fg)' («) = /' (a) g («) + / (a) g' ( a ) 


Si g [a] 0, alors il existe un voisinage du point a sur lequel la fonction g ne s’annule pas. La fonction 1/g est alors 

definie au voisinage du point a et est derivable en a avec 


- la) = — y~ 

gJ s l a ) 


- Si g{a) 4 0, alors de la meme fay oil que precedemment la fonction fig est definie au voisinage de a , est derivable 


/ , , f {a)g{a)~ f{a)g' (a) 

- (A) = T— 

gl g z (a) 


Demonstration Soil x 1 1 \ \a\ . 

- On a 

(«/ + Pg) W - («/ + Pg) («) fix) -fid) g(x) - gla) 


■ a/' [a) + Pg' la) 


par operations sur les limites. 

On a 

[fg) M - [fg) la) flx)-fla) glx)-gla) , , 

= g(x) + fla) >/ la) g la) + f la) g la) 

x-a x-a x-a x^a 
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Soit V un voisinage de a tel que VxeVnI, g (x) ^ 0. On a 


1 1 
- (x) - - (a) 


g(x)-g(a) 1 gW-g(a) 1 . 1 

= -g (a) = 

gWg(«) x-a x-a g(x)g(fl) x-a (g(a)) 


II suffit d'appliquer les deux points precedents a F = f et G = — . G est derivable en a conmie inverse d’une fonction derivable en 

a et qui ne s ’ annule pas en a et F est derivable en a car f 1 ’est. FG est alors derivable en a comme produit de fonctions derivables 
en a. De plus, 


(FG)' (a) = F' (a)G(a) + F (a) G' (a) = 


f (a) f[a)g'(a) _ /' (fl)g(fl) -/(a) g' (a) 

g (a) g 2 (a) g 2 ( a ) 


/Corollaire 12.4 Theoreme cooperations sur les fonctions derivables 

Soient f et g deux fonctions definies et derivables sur I. 

- Soit (a, p) e IR 2 . La fonction af + Pg est derivable sur Fintervalle I et 


(a/+Pg)' = a/' + Pg' 


- La fonction fg est derivable sur l’intervalle I et 


lfg)' =fg+fg' 


- Si la fonction / ne s’ annule pas sur I, alors la fonction 1// est definie et derivable sur I avec 


lV f 

f) ~~T 2 


- Si la fonction g ne s’annule pas sur I alors la fonction fig est derivable sur Fintervalle I et 


/V f'g-fg' 


Demonstration Ces proprietes sont vraies en chaque point de I et done sur I tout entier. 


Theoreme 12.5 T Derivation des fonctions composees 

Soient deux fonctions : I — ► R, g : J — >• US telles que f{a) e J. On suppose que 


h\) La fonction / est derivable au point a el. 

H 2 ^) La fonction g est derivable au point b — f{a) e J. 


Alors la fonction go /est derivable en a et 


(g° /)'(«) =g' (/(«)) x/'(«) 


Demonstration Introduisons la fonction 


i[y)-g(b ) 


qui est continue en b car g est derivable en b. Alors pour tout xel\(a| 


= h[f{x) J —~;b(b)xf {a) = g [f(a))xf ( a ) 

X — Cl X — Cl -*• 


par operations sur les limites. 
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Remarque 12.6 Dans cette preuve, on pourrait etre tenter d’ecrire pour x e I \ {a} 

g° f {x)~ go f {a) _ g (/ M) ~ g (/ ( a )} / (x) - / (a) 
x-a f(x)-f(a ) x-a 

ce qui n’est pas correct car la fonction / peut s’annuler une infinite de fois au voisinage de a sans etre constante et tout 
en etant derivable en a. Un exemple d’une telle fonction est donne par x >-► x 2 sin 1 lx en a - 0. 


COROLLAIRE 12.6 

Soient deux fonctions : 1 — - R et ^ : J — ► R telles que /(I) c J. On suppose que 
(jhP) La fonction / est derivable sur I. 

(^hT) La fonction g est derivable sur J 
Alors la fonction g o f est derivable sur I et 


(. g°f)' = (g' 0 f) x f ' 


Demonstration La propriete est vraie en chaque point de I done elle est vraie sur I. 


Theoreme 12.7 Derivation de la bijection reciproque 

Soit une fonction / : I — ► R. On suppose que 


mj) la fonction / est injective sur Fintervalle I. 

H 2 ^) la fonction / est derivable sur l’intervalle I. 

hT) la fonction f ne s’annule pas sur I : Vxe I, I f (x) ^ 0 I 


Alors la fonction / realise une bijection de Fintervalle I sur Fintervalle J = /(I) et son application reciproque, / 1 est 
derivable sur Fintervalle J avec 

(r 1 )'- — - — 

i/ j f , of -i 


Demonstration Comme f est injective sur I, elle est bijective de I sur 1 et comme elle est derivable sur I elle est continue sur I et 
J est un intervalle de R. En appliquant le theoreme 11.52, sa bijection reciproque / -1 est continue sur J. Soit yo e J. Montrons que 
la fonction / -1 est derivable au point yo- Soit ye] \ {yo} - Ecrivons : 

A . rhyl-rHyo) 1 1 

yo,f y-yo A /-! (y 0 ),/ c / _1 (y» 

Puisque la fonction f est derivable au point / -1 (yo), A/- 1 ^) y(y) » / , (/ _1 (yo)). Puisque cette limite est non nulle, par 

operation sur les limites, 

Exemple 12.2 

- Soient n e N* et f n : x x”. /„ est une bijection strictement croissante de IR* sur IR*. Sa derivee n’est jamais nulle. 

f [j^* > []^* 

La fonction reciproque g n de f n est done derivable sur Mji et g n : { + J— verifie. 


vyeR;, g'n (y) = — — x 

n (Vy) 


- La fonction / : 


2 2 


La fonction reciproque, arcsin : 


est une bijection strictement croissante et sa derivee n’est jamais nulle. 

sinx 

71 7T 

I ^ ^ 2 ’ 2 ^ est derivable sur ] - 1, 1 [ et 


Vye]-1, 1[, arcsin' (y) = ■ 
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12.3 Etude globale des fonctions derivables 

12.3.1 Extremum d’une fonction derivable 


Proposition 12.8 O Condition necessaire d’un extremum relatif 

Soit / une fonction definie sur un intervalle I dc 1 ct soit a un point de I tel que 

Le point a est interieur a l’intervalle, c’est a dire qu’il existe a > 0 tel que ]a- a, a+ a[c I. 


Le point a est un extremum local de la fonction / sur I. 
H3 ) La fonction / est derivable au point a. 
alors 


/'(«) = o|- 


Demonstration Quitte a changer f en -f, on peut supposer que f possede un maximum local en a, c’est a dire qu’il existe p > 0 
tel que Vx e [a- (5, a + p] nl, f{x)^f(a). Posons r = min(ri, rz). 

• Si a- r < x < a, [fix) - f[a)]l{x- a) *£ 0. Puisque [fix) - fia)]Hx- a) * fgia), par passage a la limite dans l’inegalite, on 

tire que f^ )a) S 0. 

• Si a< x< a+r, [fix)-fia)]lix-a) S 0 ef puisque \fix)-fia)]lix-a) - f^ia) . par passage a la limite dans l’inegalite, on 

obtient que f'^ia) S 0. 

Puisque f est derivable en a, on obtient que f'g [a) = f' d (a) = f (a) = 0. 




Figure 12.2 - Les pentes a gauche sont posi- Figure 12.3 -Lespentes a droitesont negatives 

tives 

Attention 12.3 

- La condition f'ia) = 0 n’est pas une condition suffisante d’extremum, (penser a / : x >-► x 3 en x = 0.) 

- La condition a est interieur a Fintervalle est fondamentale dans ce theoreme. Si le point a est une borne de l’intervalle, 
on ne peut obtenir qu’une inegalite sur la derivee a gauche ou a droite au point a. 

12.3.2 Theoreme de Rolle 


Theoreme 12.9 Theoreme de Rolle 

Soit / : [a, b] — * IK. On suppose que 

la fonction / est continue sur le segment [a, b\. 


la fonction / est derivable sur Fintervalle ouvert ] a, b[, 
fflj) fia)=fib). 

Alors il existe c e }a, b[ tel que 


Demonstration Comme f est continue sur le segment [ a, b], Vimage de ce segment, par application du theoreme 11.49 est un 
segment [m, M] avec m s. M. 

• Si m = M alors f est constante sur [a, b] et sa derivee est nulle sur ] a, b[. 

• Sinon. alors m< M. Comme f (a) = / ib) l'un des deux est different de m ou M. On peut supposer que f la) / m. Le minimum 
de f sur [ a,b ] est done atteint en un point ce [a, b] different de a et de b. done en un point interieur de 1 ’intervalle [a, b] . D ’apres 
la proposition precedente, on a f (c) = 0. 
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Interpretation graphique 



Figure 12.4 - Theoreme de Rolle 


Interpretation cinematique 

Un point mobile sur un axe qui revient a sa position de depart a vu sa vitesse s’annuler a un instant donne. 

A faire : appendice analyse pour 1 ' utilisation pratique du theoreme de Rolle, polynomes, 
extremum d'une bonne fonction auxiliaire 


12.3.3 Egalite des accroissements finis 


Theoreme 12.10 OOO Theoreme des accroissement finis (TAF) 

Soit une fonction / : [a, b] — > • M. On suppose que 



la fonction / est continue sur le segment [a, b]. 



la fonction / est derivable sur Tintervalle ouvert ] a, b[. 


Alors il existe un point interieur c e ] a, b[ tel que 




Nous allons donner deux preuves typiques dont on s’inspire dans les exercices. L’idee consiste a appliquer le theoreme 
de Rolle a une bonne fonction auxiliaire pour obtenir Fexistence du reel c verifiant la propriete qui nous interesse. La 
premiere preuve consiste a voir sur un dessin un probleme d’extremum. 

Demonstration O En examinant la figure ci-dessus, on voit que le point c correspond au maximum de l’ecart vertical entre la 
corde [A, B] et le point [x,f(x)). Definissons done la mesure algebrique de cet ecart : 


la, b] 


fix ) - f{a) + 


fib) - fid) 
b- a 


ix - a)\ 


La fonction cp est continue sur le segment [a,b] (theoremes generaux), derivable sur Lintervalle ]a,b[ (theoreme generaux sur les 
derivees) et on calcule cp (a) = cp lb) = 0. D’apres le theoreme de Rolle, il existe un point interieur c e] a, b[ tel que cp '(c) = 0, e’est a 

,. w, , f(b)-f(a) 

dire f (c) = 0. 

b — a 

La deuxieme preuve est plus « taupinale » et peu naturelle, mais fournit une recette qui fonctionne bien dans les exercices 
lorsque la formule a demontrerest compliquee. 

- Dans la formule a demontrer, regrouper tous les c a un endroit et les remplacer par une constante K. 

- Remplacer Tune des bornes (par exemple b) par une variable t, ce qui fournit une fonction auxiliaire cp definie sur 
[a, b\. 

- Determiner la constante K de telle sorte que cp(a) = cp(h). 
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Figure 12.5 - Theoreme des accroissements finis 


- Appliquer le theoreme de Rolle a cette fonction auxiliaire. 

Demonstration V Appliquons cette « recette » a notre probleme. La formule a montrer s’ecrit f{b) - fla) - f'{c)[b— a) = 0. 

{ y^ }j\ ► 

,,, , ,, , , ou K est une constante que nous choisissons 

x ■ — > f It) - fla) -Kit - a) 

de telle sorte que cp (a) = ip(fo). On trouve que K = [f{b)-f[a)]l{b-a] ce qui conduit a la fonction auxiliaire de la premiere preuve. 


| Remarque 12.7 Cette methode d’un usage tres courant est employee dans les exercices 12.42, 12.44, 12.45 , 12.46 , ... 


Remarque 12.8 Quand un mobile se deplace sur un axe et part d’un point A au temps t \ , arrive en B au temps t 2 et si 
/ est la fonction position de ce mobile sur l’axe, alors il existe un instant t e ] t\, t 2 [ tel que la vitesse instantanee en t : 


/' It) de ce mobile soit egale a sa vitesse moyenne ■ 


h - h 


12.3.4 Inegalite des accroissements finis 


Theoreme 12.11 Inegalite des accroissement finis (IAF) 

Soit une fonction / : [a, b] — <• M. On suppose que 


la fonction / est continue sur le segment [a,b], 
la fonction / est derivable sur l’intervalle ouvert | a, b\, 
H3^) il existe deux reels (m,M) e IR 2 tel que Vx e] a, b[, 


Alors on a 




Demonstration II suffit d’ appliquer le theoreme des accroissements finis a la fonction f sur le segment \a, b] . Il existe un reel 
ce]a,b[ tel que f{b) - f [a) = f'[c) [b- a). Puisque m ^ fix) M, on en deduit que m (b- a) ^ fib) - fla) S M [b- a). 


Theoreme 12.12 Derivee bornee implique lipschitzienne 

Soit une fonction / : I — > • IR definie sur un intervalle I. On suppose que 

la fonction / est continue sur Tintervalle I, 
la fonction / est derivable sur Tintervalle ouvert I, 

la fonction / est bornee sur Tintervalle ouvert 1 : 3K 3* 0, tel que Vx e I, \f' (x) \ s; K. 

Alors la fonction / est K-lipschitzienne sur Tintervalle I. 

Demonstration Soit lx, y ) e I 2 avec x < y. Puisque [x, y] c I, la fonction f est continue sur le segment [x, y] et derivable sur 
l’intervalle ouvert ]x,y[, d’apres le theoreme des accroissements finis, il existe ce]x,y[ tel que fly) - fix) = f'lc)ly-x). On en 
deduit que l/(y)-/(x)| = |/'(c)||y-x| K|y-x|. 



All 




12.3.5 Application : Variations d’une fonction 

Le resultat suivant, utilise depuis le lycee est une consequence du theoreme des accroissements finis. 


Proposition 12.13 Caracterisation des fonctions constantes, monotones 

Soit une fonction / : I ■ — ► DS. On suppose que 

/ est derivable sur I. 


Alors on a les resultats suivants : 

1. [VxeI, fix) 5= 0] <=> / est croissante sur I. 

2. [VxeI, /'(x) > 0] => / est strictement croissante sur I. 

3. [Vx e I, /'(x) ^ 0] <=> / est decroissante sur I. 

4. [VxeI, /'(x)<0] ==> / est strictement decroissante sur I. 

5. [VxeI, /'(x) = 0] <^=> / est constante sur I. 


Demonstration Demontrons la premiere equivalence. Les trois suivantes se demontrent de meme. 

s Supposons que : Vx e]a,b[, fix) > 0 et montrons que f est croissante sur [a,b], Soient X\,X2 e [ a,b ] tels que x\ < x 2. 
f est continue sur [xi,X2l et derivable sur ]xi,X2[. D’apres le theoreme des accroissements finis, il existe c e ]xi,X2[ tel que 
/ (X2) -/(xi) = f (c) (X2 - xi) & 0 et done f[x 2) ^ fix 1) ce qui prouve que f est croissante. 

E Reciproquement, supposons que f est croissante sur [ a,b ]. Alors, pour tout xo e ]a,b[ le taux d’accroissement de f en xo, 
A X(j ,f est une fonction positive sur ]a,b[\ {xo}. Puisque la fonction f est derivable au point xq, A *o,/M — /'(* 0). Par 

passage a la limite dans l’inegalite, on en tire que f (xo) & 0 . 

La demiere equivalence est consequence du fait qu'une fonction est constante si et seulement si elle est a la fois croissante et 
decroissante. 

I Remarque 12.9 La reciproque de (2) est fausse : la fonction x >-* x 3 est strictement croissante sur IK, derivable et 
pourtant sa derivee s’annule en 0 . 


12.3.6 Condition suffisante de derivabilite en un point 


Theoreme 12.14 W'? Theoreme du prolongement derivable 

Soit une fonction / : I — ► IR et un reel a el. On suppose que 

C"hT') la fonction/ est continue sur l’intervalle I, 


H2 ) la fonction / est derivable sur I \ {a}. 


( H3 ) fix') ► Z £ IR. 

^ y x-*a 

Alors la fonction / est derivable au point a et f ( a) = l. 


Demonstration Soit x el \{a}. La formule des accroissements finis appliquee au segment [a,x] nous assure de V existence de 
f (x) - / [a] , f (x) - / id) 

c x e]a,x[ tel que = f ic x )• Comme c x > a, on en deduit que » l et done que f est derivable en 

x- a x^a x- a x^a 

a et que f’ia) = /. 


Proposition 12.15 

Soient / : I — «■ IR et a e I. On suppose que 

(jhP) la fonction / est continue sur I, 
(^H2^) la fonction / est derivable sur I \ {a}. 


H 3 ^) fix) ► +oo. 


fix) - fia) 

Alors lim = +oo. En d’autres termes, la courbe representative de / possede une tangente verticale au point 

X— a x-a 


Demonstration Laissee au lecteur en s ’inspirant par exemple de la preuve de la proposition precedente. 
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Remarque 12.10 La reciproque du theoreme de prolongement derivable est fausse comme le montre le contre-exemple 
suivant 



Cette fonction est derivable en 0 et /'(()) = 0 car 

I /(•*)- / (0) 
x 


K 

( 7 1 

x sin — si x f 0 

1 X 

[ 0 si x - 0 

|x||sin-| ^ \x\ *■ 0 

x o 


La fonction / est derivable en tout point x f 0 avec fix) - 2xsin(l/x) - cos(l/x) et f n’admet pas de limite lorsque 
x — «■ 0. En effet, la suite (/(l/(nit))) ;;>1 admet deux sous-suites, une convergeant vers 1 et 1’autre vers -1. 


12.4 Derivees successives 

12.4.1 Derivee seconde 

Soit une fonction / definie et derivable sur un intervalle I de K. 


Definition 12.5 Fonction deux fois derivable 

On dit que la fonction / est deux fois derivable sur I lorsque la fonction f est derivable en tout point de I. Sa derivee 
est appelee fonction derivee seconde de / et est notee 


f" ou D 2 / ou 


dt 2 


| Remarque 12.11 Si / est deux fois derivable sur I alors f et / sont continues sur I. 

I Remarque 12.12 Lorsque fit) est l’abscisse a Finstant t d’un point en mouvement rectiligne alors f" (t), si elle existe, 
represente F acceleration de ce point a Finstant t. 


12.4.2 Derivee d’ordre n 

Soit n e N. 


/ ; 

Definition 12.6 Derivees successives 

Etant donne une fonction / : I — *■ K, on pose / [(,i - f et on definit par recurrence, la derivee n eme de / sur I, notee 
comme la derivee de si elle existe. On la note 

d n f 

f (n] ou D'7 ou =-L 


Remarque 12.13 

- L’existence de f ln> sur I entraine Fexistence et la continuite, sur I, de toutes les derivees d’ordre strictement inferieur. 
-Si / est n fois derivable sur I alors / = / (0) , /' = / (1) , ..., sont continues sur I. 


Proposition 12.16 

Etant donne deux fonctions / et g definies sur I et n fois derivables sur I ainsi que deux reels a et (i. Alors la fonction 
a/ + Pg est elle aussi n fois derivable sur I et : 


VxeI, 


(a/ + pg) (w) (x) - a/ (n) (x) + pg (n) (x) | 


Demonstration Par recurrence. 
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.Bio 10 


Gottfried Leibniz, Ne le ler juillet 1646 a Leipzig , mort le 14 novembre 1716 a Hanovre 


Gottfried Leibniz est un philosophe, scientifique, mathematicien, diplo- 
mate, bibliothecaire et juriste allemand. II se montre precoce intel- 
lectuellement et possede de fortes capacites d’apprentissage. II dit avoir 
appris seul le latin et a 15 ans il commit la litterature grecque et latine. 
II obtient son baccalaureat a 17 ans et rentre la meme annee a V Univer- 
sity de Leipzig oil il etudie la philosophie, le droit et les mathematiques. 
Cette universite lui refuse en 1666 de lui decerner le titre de docteur, 
sans doute a cause de son tresjeune age et il obtient celui-ci un an plus 
tard a VUniversite de Nuremberg. Plutot que de chercher un poste uni- 
versitaire, il rentre au service du baron von Boyneburg a Francfort qui 
l’initie a la politique. 

Leibniz est, avec Newton, 1 ’inventeur du calcul infinitesimal et fut le de- 
couvreur des formules de derivation d’un produit, d’un quotient et d’ une 
puissance. Newton etait parvenu de son cote, quelques annees aupara- 
vant, aux memes resultats que Leibniz mais sans publier son travail. Une 
longue polemique s ’ensuivit afin de determiner qui avait la paternite de 
cette theorie. 



Proposition 12.17 Formule de Leibniz 

Si / et g sont deux fonctions n fois derivables sur I alors il en est du meme du produit fg et on a la formule de Leibniz 
qui permet d’ exprimer la derivee ra-ieme du produit 



Demonstration Par recurrence. Voir la preuve de la formule du bindme de Newton 8.34. 


Proposition 12.18 

Soient : I — ► IR et g" : J — ► IK telles que /(I) c J. Soit «eN*. Si 


(m) la fonction / est n fois derivable sur Fintervalle I, 


(^H 2 ^) la fonction g est n fois derivable sur Fintervalle J. 


Alors la fonction composee go f est n fois derivable sur Fintervalle I. 



Demonstration Par recurrence sur n. Pour n = 1, la propriety a deja ete montree. Soit n e N* . Supposons qu'une composee de 
fonctions n fois derivable est n fois derivable sur I. Montrons que si f et g sont (n + 1) fois derivable sur I et J respectivement alors 
go f est n + 1 fois derivable sur I. On sait que f et g sont 1 fois derivable sur respectivement I et 1 et que (/ ° g)' = f' x g' ° / • 
D'apres l’hypothese de recurrence, comme f' et g' sont n fois derivables sur I et 1 respectivement, g' of est n fois derivable sur 
I et d’apres le theoreme de Leibniz, f'xg'°f est aussi n fois derivable sur I. Done (g° f)' est n fois derivable sur I et go f est 
(n+ 1) fois derivable sur I. La propriety estainsi prouvee par recurrence. 

I Remarque 12.14 Une expression de la derivee « cmc de la composee de deux fonctions est donnee par la formule de 
Faa di Bruno. Elle est tres difficile a manipuler et ne releve pas du programme. 

12.4.3 Fonctions de classe c g n 

Soit neN. 


Definition 12.7 Fonctions de classe c € n 

On dit qu’une fonction / : I — ► IR est de classe c € n sur l’intervalle I si et seulement si 

1 f est n fois derivable sur I, 

2 la fonction / (n) est continue sur I. 

On note 

• Sg’ 0 (I) l’ensemble des fonctions de classe 5?° sur I, e’est a dire l’ensemble des fonctions continues sur I. 

• Pour n 5= 1, (I) Fensemble des fonctions de classe c € n sur I. 

» Sg + °° (I) Fensemble des fonctions indefiniment derivables sur I. 
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Proposition 12.19 

Soit (/, g) £ c € n (I ) 2 et soit (a, |3) e IR 2 . Alors 

- a/ + |3g e (I) 

- fge^ n { I) 


Remarque 12.15 

- La premiere egalite et le fait que la fonction nulle est de classe c € n permet d’affirmer que c € n (I) est un sous-espace 
vectoriel de & (I, IR) (Voir la definition 23.3 page 848). 

- On a 

. . . c <€ n (I) c <tg n ~ l (I) c . . . <tg 2 (I) c (I) c (I) c & (I, IR) 


Proposition 12.20 

Soient : I — >■ IR et : J — >• US telles que /(I) c J. Soit n e l\l. Si 

("hT) / e (I), 


(mj ge<€ n Q), 
alors go/E^' 1 !!). 



Exemple 12.4 Soient n e Z et f n : 


„ . On a pour tout n e Z, f n £ t ^' 00 (IR*) ( On a meme f n £ t £ > °° (IR) si 


Proposition 12.21 

Soit / e c € n (I) ne s’annulant pas sur I, alors 1// est element de c € n (I). 


Theoreme 12.22 Theoreme de la bijection de classe Sg"' 

Soit f £ c € n (I) telle que 

(m) f ne s’annule pas sur I. 

alors / est une bijection sur son image J = /(I) et / -1 est de classe r /i" sur J. 



Definition 12.8 00 Fonction convexe 

Soit / : I >->• IR une fonction definie sur un intervalle I c IR. On dit que / est convexe lorsque 
V(x,y) e I 2 , VA e [0, 1], /(Ax+ (1 - A)y) ^ A/(x) + (1 - A )f(y) 

I Remarque 12.16 Cela signifie geometiiquement que le graphe de / est situe en dessous de toutes les cordes joignant 
deux points de ce graphe. 

Remarque 12.17 On dit qu’une fonction / definie sur un intervalle I est concave lorsque 

V(x,y) e I 2 , VA e [0, 1], /( Ax+ (1 - A)y) 5= A/(x) + (1 - A )/(y) 

La fonction / est concave si et seulement si la fonction -/ est convexe. Dans la suite, on n’etudiera que les proprietes 
des fonctions convexes. 

| Remarque 12.18 Les fonctions qui sont a la fois convexes et concaves sont les fonctions affines. 

Definition 12.9 Fonction strictement convexe 

On dit qu’une fonction / : I ■ — ► IR est strictement convexe lorsque V(x,y) e I 2 , x 4- y, 

VA e] 0, 1[, /(Ax+ (1 - A)y) < A/(x) + (1 - A)/(y) 
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fiy)- fix) 

y-x 


Figure 12.6 - Fonctions convexes 


Proposition 12.23 Inegalite de convexite generalisee 
Soit une fonction / convexe sur Fintervalle I. Alors 

\/n 3= 2,V(xi,..., x n ) £ n ) £ [0,1]" tels que ^ A, = 1 

i= 1 

/( AlXi + ■ ■ • + A n Xn) « Ai/(Xi) + • ■ • + A nf{x n ). 


Demonstration Par recurrence sur n. Pour n = 2, c’est la definition d’une fonction convexe. Montrons ^(n) => 3P(n+ 1). Soient 
x\ ,...,x n ,x n+ 1 e I et Ai,... A n +i e [0, 1] tels que I"^ 1 A; = 1. On peut supposer que tous les A; sont strictement positifs, sinon on 

LlAiXi 


se ramene a la propriete 3P(n). Posons y = 


et pour i e [[1, n]], p,; 


I'Ll A, I " =1 A_ 

/ (An+ix w+ i + (1 — A n+ i)y) ^ A n+ if [x n+ i) + (1 — K n+ i)f (y) 


I"_ 1 |ij = 1. Puisque f est convexe, 


etd’apres SPfn), 


fiy) = /(PlXi + ■ ■ ■ + « gi/(xi) + ■ ■ ■ + Pnf(Xn) 


En utilisant que 1 - \ n+ i = I"_ | A/, on obtient 


(1 - A„+i)/(y) « Ai/(xi) + ■ ■ ■ + A nfix n ) 


d’ou P inegalite souhaitee. 

Le resultat suivant est a la base de toutes les demonstrations et est souvent utilise dans les exercices theoriques sur les 
fonctions convexes. II est facile a retenir, il suffit de faire le schema suivant : 


Lemme 12.24 Lemme des trois pentes 

Soit / : I ■ — ► 1R une fonction convexe : 


V(x, y, z) El 3 , x< y< z, 


f{y)-f(x) < f{z) - f{x) < fjz)-f[y ) 
y-x z- x z-y 


Demonstration Puisque x < y < z, y peut s ’ecrire comme barycentre de x et z : il existe A e [0, 1] tel que y = Ax + (1 - X)z. Apres 
calculs, on trouve que 

z-y 
A = - 

z-x 


Puisque f est convexe. 


/(y)« A/(x) + (l-A)/(z) 


On en tire que 


fiy) — /(x) « (l - A)(/(z) — fix)) 
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FIGURE 12.7 - Lemme des trois pentes 


, y-x 

et comme 1 - A = . que 

fly) -fix) < fiz)-f(x) 

y-x z-x 

De meme, 

/(y)-/(z)«A(/(x)-/(z)) 

d’ou 
et done 

j^(flz) - fix)) *£ flz) - fly) 

d’ou l’on tire 

flz) - fix) < flz)- fly) 

z-x z-y 

Le theoreme suivant fournit un moyen tres pratique de montrer qu’une fonction est convexe : il suffit de montrer que sa 
derivee seconde est positive sur I. 


Theoreme 12.25 Caracterisation des fonctions convexes derivables 

1 . Si / : I >-*■ IR est derivable, 

(/ convexe ) <=> [ f croissante ) 

2. Si / : I >->■ R est deux fois derivable. 


(/ convexe ) If" 3= 0 sur I) 


Demonstration 

1. Si f est convexe et derivable, soient x < y deux points de I. Montrons que f'lx) S f (y) . Soit ze]x,y[, d’apres le lemme des 
trois pentes, 

flz)- fix) < fly)- f M 
z-x y-x 

En passant a la limite dans 1 ’inegalite lorsque z—>x + ,on trouve que f' ( x ) ^ LAfl — LLA Q n a egalement 


et en passant a la limite dans V inegalite lorsque z — ► y' 


fly) -fix) < fly)-flz) 

y-x " y-z 

fly) -fix) , 


y-x 


S fly). Finalement, 




2. Supposons reciproquement f derivable et f croissante. Soient x < y deux points de I et A e [0, 1] . Posons z = Ax + (1 - A)y. 
D’apres le theoreme des accroissements Gnis entre x et z, il existe ci £]x,z[ tel que 


flz)- fix) 
z-x 


= /'(Cl) 
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De meme, le theoreme des accroissements finis entre z et y garantit V existence de C 2 e]z, y[ tel que 


fiy)-fiz) 

y-z 


■ f'(c 2 ) 


Puisque f est croissante, fici) ^ f'(C 2 ) d'ou l'on tire 

f (z) — fix) < fiy)-fiz) 
z-x y-z 

En remplagant z par sa valeur, on aboutit alors a l’inegalite de convexite 

/(Ax + (1 - A)y) « A f(x) + (1 - A) / (y) 

3. Si f est deux fois derivable, on sait que la fonction f est croissante si et settlement si la fonction f" est positive. 


Theoreme 12.26 W Le graphe d’une fonction convexe est situe au dessus de toutes ses tangentes 

Soit une fonction / : I >-► IR convexe et derivable. 

Vx 0 eI, VxeI, /(x) 3=/(x 0 ) + /'(x o)(x-x 0 ) 


Demonstration 

1. Si xo < x, prenons ze]x o,x[ et utilisons le lemme des trois pentes : 

f (z) — f (xq) ^ fix)- fix o) 
Z - Xo X - Xo 

En passant a la limite dans l’inegalite lorsque z — ► xo - on en tire que 

fix 0 )^ fix) - f(xo) 
x-xq 

d'ou fix) ^ (x-x 0 )/'(x 0 ) +/(x 0 ). 

2. Si x< xq, on prend z£]x,xq[ et a vec le lemme des trois pentes, 

fixo)-fjx) < flxo)-f(z) 
xo - x xo - z 

En passant a la limite dans l’inegalite lorsque z — xo, on trouve 

fix 0 )-fix) , 
« / (xo) 

Xo - X 

etl’on retrouve que fix) > fix q) - (xq - x)fix q). 



FIGURE 12.8 - Le graphe d’une fonction convexe est situe au dessus de ses tangentes 

Multimedia : tangente qui varie, lemme des 3 pentes 

On obtient des inegalites interessantes, dites « inegalites de convexite » de la fa 5 on suivante : 

1 . On se donne une fonction / ; 

2. On verifie qu’elle est convexe sur I en verifiant que /" 5= 0 ; 

3. On ecrit l’inegalite de convexite (eventuellement generalisee). 


Proposition 12.27 Exemples d’inegalites de convexite 

1. Si a 5= 1 et x,y > 0, (x + y) a ^ 2 a-1 (x“ + y a ). 

2. Pour n reels xi,...,x n , (xi H 1 - x n ) 2 ^ n{xf H 1 - xf,). 
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Demonstration 

1. Considerons la fonction f : j . Elle est deux fois derivable sur I =]0,+oo[ et 

Vx > 0, f" (x) = a(a- l)x a_2 S 0. C’est done une fonction convexe. En prenant A = 1/2, on en deduit que Vx,y > 0, 
x + y x a + y a 

( — - — ) =£ d’ou la premiere inegalite. 

2. La fonction x —► x 2 est convexe sur R et il suffit d’utiliser V inegalite de convexite generalisee avec Ai = •• • = X n = II n : 

j xi + ■ ■ ■ + x, 1 1 2 < X 1 "* + x n 

v n > n 

d'ou la deuxieme inegalite. 


Proposition 12.28 Concavite du logarithme 


1 . Comparaison entre moyenne geometrique et arithmetique. Pour tous reels x\ , . . . , x n > 0 : 

/ , lln X\ + • •• + X n 

{xi...x„) un sz 

n 

2. Inegalite de Young : pour deux reels a, b > 0 et deux reels p, q > 0 verifiant — I — = 1, 

p q 


a p b q 

ab*i 1 

P <1 


Demonstration En notant / : x— > lnx, fix) = - II x 2 S 0 done la fonction logarithme est concave sur] 0, +oo[. 
1. En utilisant V inegalite de convexite generalisee avec Ai = •*• = A n = 1 In, 


f x\ -t t-x n \ lnxi l hlnx,; 


= ln((xi ...x„) 1/n j 


En prenant l’exponentielle (qui est une fonction croissante), on en deduit 1’ inegalite souhaitee. 
2. Pour A e [0, 1] etx,y>0, 

ln(Ax+ (1 - A)y) & Alnx+ (1 - A)lny = ln(x^y 1- ^) 

d'ou en prenant l'exponentielle, 

x A y 1_A sAx+(l-A)y 

II suffit alors de prendre x= a p , y = ef A = lip pour trouver V inegalite de Young. 


En resume 

Les differents theoremes de ce chapitre doivent etre parfaitement connus. II est du plus mauvais effet d’oublier de verifier 
une des hypotheses du theoreme de Rolle ou de celui des accroissement finis dans une demonstration. A ce stade de 
l’annee, les calculs de derivee doivent etre menes sans hesitation et les formules de derivation doivent etre connues a 
la perfection. On completera la lecture du chapitre par celle du paragraphe C.2 page 1197 de P annexe C qui traite des 
methodes de calcul des derivees. Enfin, il est interessant de maitriser la demonstration du theoreme du point fixe 3.6 page 
1224. Nombreux sont les exercices qui n’en sont qu’un cas particulier. 
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12.6 Exercices 


12.6.1 Derivabilite 

Exercice 12.1 O 

En utilisant la definition, determiner quand les foncdons suivantes sont derivables et determiner leur derivee : 


1. f : X 1 -*- x. 

2. f : x >-► x 2 . 

3. f : x >— \fx. 


5. f : x—*- \x\. 

6. f : x^ x n ou neN. 


Solution : 

1. Soit a e R et soit x e IR \ {a}. 


f [x)~ f (a) x - a 

A(x) = J J = 1 -1 

x-a x-a 


done f est derivable en tout a e R et f (a) — 1 
2. Soit a e R et soit x e D? \ {a}. 


fix) - f [a] x 2 - a 2 

A (x) = = = x + a * 2 a 

x-a x-a x^a 


done f est derivable en tout aeU et f ( a ) = 2 a 
3. Soit «eI + et soit xeR + \ {a}. 


A(x) = 


f[x)-f[a) \fx-\fa 1 


f — — si a > 0 

2 s/a 

+oo si a — 0 


done f est derivable en tout a e R* et dans ce cas 
4. Soit aeU* et soit xeR’ \ {a}. 


a yj~x + yj~a x ~* a j 

f' (a) - — — . Par contre f n ’est pas derivable en 0. 
2 \fa 


A(x) = 


1 1 

f{x)-f[a) 


x - a ax a* 


done f est derivable en tout ael' et 
5. Soit a e R et soit x e IR \ {a}. 


f 7 


A (x) = 


f{x)-f{a) \x\-\a\ 


x-a x-a 

Si a< 0, comme on va calculer la limite de A (x) quand x tend vers a, on peut supposer x< 0 et il s ’ensuit que 
A (x) = -1 done f est derivable en tout a e IR* . De plus f {a) - - 1 . On montre de meme que si a e alors f 
est derivable en a et 


f (a) ~ 1 . Par contre en 0, A (x) 7* - 1 et A (x) * 1. f est alors derivable a gauche 


et a droite en 0 mais n ’est pas derivable en 0. 

6. Soit a e IR et soit xeR\ \ a\. E 11 utilisant les formules de factorisation 

4W = /w ~ /to> = fEfl = 

x-a x-a f-'n * 


72-1 

^ a n ~ l - na n ~ l 
k = 0 


done f est derivable en tout a e IR et f (a) = na h 


Exercice 12.2 O 

Soit f : IR — >• R une fonction derivable sur IR 

1 . Si f est paire que dire de f ? 

2. Si f est T -periodique (T > 0) que dire de f ? 
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Solution : 

1. On a : Vi e R, /(x) — /(-x). En derivant les deux membres de cette egalite, on obtient : Vx e R, fix) - 
—f'{—x) et done f est impaire. De meme si f est impaire, alors f est paire. 

2. Puisque VieR, /(x+T) -fix) - 0, en derivant a nouveau les membres de cette egalite, on obtient que f'{x+ T) - 
fix) - 0 et done que f est aussi T -periodique. 


Exercice 12.3 O 

Pour chacune des fonedons suivantes, determiner : 

1. son domaine de definition. 

2. son domaine de derivabilite. 

3. sa derivee. 

1. f : X 1 -*- n/x 2 

arctanx 

2 - f'-x~ — 2 — T" 

x z + 1 

3. /:x« In (In x) 


4. / : x 1 -* e cosx 

5. f:x<-~ In |x| 

6. f:x~5 x 


Solution : 

1. f est dednie sur R + et derivable sur R* comme composee de fonedons derivables. De plus, pour tout x e R* 


. 3 _ 2 

/ (x) = -X 5 

D 


2. / est dednie et derivable sur R comme quotient de fonedons derivables dont le denominateur ne s ’annule pas sur 
RL De plus, si xeI, 


f(x) = 


1 - 2x arctanx 


(i+x 2 r 


3. / est dednie et derivable sur ] 1, +oo[ comme composee de fonedons derivables. Si x e ] 1, +oo[, 


/' M = 


1 

xlnx 


4. / est dednie et derivable sur R comme composee de fonedons derivables. Si xel, f (x) = - sin xe c 

5. / est dednie et derivable sur R* comme composee de fonedons derivables. De plus, si x e R*, /'(x) = 

' 1 

— si x < 0 


si x > 0 

6. Comme 5 X = e xln5 , f est dednie et derivable sur R. Si xeR, /' (x) = In 5.5* 


Exercice 12.4 

Pour chacune des fonedons suivantes, determiner : 

1. son domaine de dednidon. 

2. son domaine de derivabilite. 

3. sa derivee. 

1. f : X 1 -* cos 7 x 

2. x 1 — * x x 


3. /(x) = y / (x 4 + l) 3 


4. / : X 1 -- xln|x+ 1| 

5. /: x 1 — • x 4 e^ 

6. f : xargth(sinx) 


Solution 


1. f est dednie et derivable sur R comme composee de fonedons derivables. Si xeR, f (x) = -7sinxcos 6 x 

2. / est dednie et derivable sur R* car x x — e xlnx . De plus, pour tout xeI* ; f (x) = (1 + lnx) x 


3. f est dednie et derivable sur R comme composee de fonedons derivables. Pour tout xeR: /' (x) = 6x 3 vx 4 Tl 

4. / est dednie et derivable sur R \ {-1} comme composee de fonedons derivables. Si x e If 


f (x) = ln|x+ 1| + 


|x+ 1| 
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5. f est definie et derivable sur R* comme composee de foncdons derivables. Si ieH’, 


f'(x) = x 2 e x (4x-l) 


6. f est definie et derivable sur I = R \ j k— | fceZj comme composee de fonctions derivables. Si x e I, 


f (x) = argth (sinx) + ■ 


Exercice 12.5 W 

Pour chacune des fonctions suivantes, determiner : 

1. son domaine de definition. 

2. son domaine de derivabilite. 

3. sa derivee. 

1. f : x>-» In (In (ln(lnx))) 

2. f : x >-► argch (2 + cos x) 

3. f : x>— (chx) 2x 


4. 

5. 

6 . 


f : X 1 -*- In (arccosx) 
/ : x<-* Vl + thx 


Solution : 

1. f est definie et derivable sur \e 1 ’ , +oo| comme composee de fonctions derivables. Si x e ]e e ,+oo[ : 



Exercice 12.6 

Pour chacune des fonctions suivantes, determiner : 

1. son domaine de definition. 

2. son domaine de derivabilite. 

3. sa derivee. 


i- 

2. f : x 1 — • 

J A:+ln x 


_ _ arccosx 

3. f : x— 

arcsinx 


4. /:x— (l + x) x 


^argshx 

ln(chx) 


6. x>-> 


sinx 

(cos x+2) 4 


Solution : 

1. f est definie sur R + 

et derivable, par operations sur les fonctions derivables sur R* . De plus, pour tout x > 0 : 


f'(x) 1 ~ X 


1 (x+ l) 2 \/~X 
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2. f est definie et derivable sur R * . Si xe R* alors 


/'(*) = 


( x - 1) ln“ x - 3xln x + x 


x ( x + lrr x 


2 ^2 


3. f est definie et derivable sur ] -1,-1 [\ {0} comme quotient de fonctions derivables sur cet intervalle. De plus, si 
arcsinx + arccos x 


xe]-1,1[\{0} : f (x) = — 


vl- 


x‘ arcsin x 


2 \J 1 - x 2 ; 


4. f{x) 


rln(l+A:) 


et done f est definie et derivable sur ]-l,+oo[. Si x e ]-l,+oo[, 


f (x) = \ln{ 1 + x) + j (1 + x) x 


f M = - 


5. f est definie et derivable sur R* et si x > 0 : 

6. f est definie et derivable sur R. De plus, pour tout x e R, 


- ch xln (ch x) + 2 argsh x sh xV 1 + : 


2\! 1 + x 2 (In (chx)) 2 chx^/argshx 


/'(*) = 


4 + 2cosx-3cos z x 


(cosx + 2) :] 


Exercice 12.7 

Pour chacune des fonction suivantes : 

1. Determiner son domaine de definition D f. 

2. Prouver que f est continue sur D f. 

3. Determiner sur quel domaine f est derivable. 

4. Prolonger f par continuite la ou e’est possible. 

5. Verifier si ce prolongement est derivable. 


1. f : x>-> xsin(i) 3. / : x^ (x 2 - l) arcsin(x 2 ) 

2. f : x>-> x 2 sin(i) 4. f : x>-> |x| argthx 


Solution : 

1. f est definie et continue sur R* comme produit et composee de fonctions continues. En appliquant le theoreme 

des gendarmes, on montre que /(x) * 0. On prolonge alors f par continuite en 0 en posant : /( 0) = 0. Par 

x— -0 

operations sur les fonctions derivables, f est derivable sur R*. Reste a etudier la derivabilite en 0. Pour tout 
xeR*, A(x) = — — — — - - = sin — qui diverge quand x tend vers 0 . f n ’est done pas derivable en 0. 

2. On montre comme precedemment que f est definie, continue et derivable sur R*. On montre aussi qu ’on peut la 
encore prolonger f par continuite en 0 en posant f (0) = 0. Pour ce qui concerne la derivabilite en 0 on a, pour 

f lx)- f (0) .1 


tout x e R*, A(x) = ■ 


x- 0 


: xsm > 0 done f est derivable en 0 et f (0) = 0. 

x x— o 


3. f est definie et continue sur [-1, 1], Par operations sur les fonctions derivables, f est derivable sur ] — 1, 1 [. En 

/(x)-f(l) (x 2 - l)arcsin(x 2 ) „ 

J J - 1 y 2- = (x+l)arcsin(x 2 ) — 


x = 1, A(x) = 


x- 1 

/' (1) = 7i. On fait de meme en -1. 


x- 1 


7T. / est done derivable en x - 1 et 


4. f est definie et continue sur] - 1, 1[. f n’ est pas prolongeable par continuite en +1. / est derivabie sur]- l,0[u [0, 1] 

f l x) - f (0) _ ]x] argthx ^ 

x-0 x >o x— o 


comme produit de fonctions derivables sur ces intervalles. En x — 0, A (x) = 
0 done f est derivable aussi en 0 et f (0) = 0. 


Exercice 12.8 O 

Pour chacune des fonction suivantes : 

1. Determiner son domaine de definition Dj . 

2. Prouver que f est continue surDf. 

3. Determiner sur quel domaine f est derivable. 

4. Prolonger f par continuite la ou e’est possible. 

5. Verifier si ce prolongement est derivable. 
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1 ■ 

2. f:x~x x . 


3. f : x — • cos [y/x) 

4. f : x—>- \/|x- 1| sinx. 


Solution : 

4 x 4 o 

1. f est definie et continue sur R. De plus : -4—r ~ — = x > 0. On prolonge alors f par continuite en 0 

e 1 x—> >0 X x — *0 

en posant f (0) = 0. / est derivable sur 1* par operations sur les fonctions derivables. Si x - 0, alors A (x) = 
/(x)-/( 0) x 3 


x- 0 

2. f (x) = x x 


e x — 1 x— o x— o 

„xlnx 


0 done f est derivable en 0 et f (0) = 0. 


done f est definie et continue sur 1* . Mais xlnx > 0 done par operations sur les limites 

JC— 0+ 


fix) * e u = 1. On prolonge done f par continuite en 0 en posant /( 0) = 1. f est derivable sur R* comme 

jc— o + 

/ (x) - / (0) e xlnx _ i xlnx 

composee de fonctions derivables. En x = 0, on a : A (x) = = ~ = lnx ► -oo, 

x-0 x x— o+ x x— o + 

1’ equivalent etant valide car xlnx * 0. f n’est done pas derivable en 0 et le graphe de f admet en 0 une 

x— 0+ 

tangente verticale. 

3. f est definie et continue sur R + . / est derivable sur R* par operations sur les fonctions derivables. En x = 0, on a : 
/ (x) - / (0) cos( x /x)-l T 1 


A (x) = 


x-0 


-x 

~ 2 ~ 

x— 0+ X 


2 x— o + 


0 et f est derivable en 0 avec de plus f (0) = —1/2. 


4. / est definie et continue sur R. Elle est derivable sur R \ {1} et en x — 1 : A (x) = 


/(x)-/( 0) sinxVU - 1| 


\/|x — 1 1 

sin 1 done A (x) ► +oo et A (x) 

X — 1 x— 1- x— 1+ 


x-0 

-oo. / n’est done pas derivable en 0. 


x- 1 


Exercice 12.9 O 

Soit f la fonction definie sur R par : 


fix) = < 


1 - e x si x < 0 
0 si x = 0 

e*-l 

si x > 0 


e x + 1 


1. Prouver que f est continue en 0. 

2. Etudierla derivabilite de f et calculer f (x) en tout point x ou f est derivable. 


Solution : 

1. II est clair que 1 - e 


e —l 

► 0. Done f est continue a gauche en 0. De plus, 

x— o- e x + 1 x— o+ 

continue a droite en 0. En resume, f est continue en 0. 


0 et done f est aussi 


2. f est derivable sur R* par operations sur les fonctions derivables. Si x < 0 alors f (x) = -e x et si x > 0 alors 

f M = . f . . 2 ' Pe P lus : 

ie x + 1 r 

1 — — x 6% — 1 X 1 

si x < 0 : A (x) = ~ — = - 1 * - 1 et si x > 0 : A (x) = * - 

x x— o + x x— o + xie x + 1) x— o- 2x x— cr 2 

done f est derivable a gauche et a droite en 0 mais n ’est pas derivable en 0. 


Exercice 12.10 

Soit f la fonction definie sur R par : 


fix) = 


e^+l six^O 
2 + xlnx si x > 0 


1. Prouver que f est continue en 0. 

2. Etudierla derivabilite de f et calculer f (x) en tout point x ou f est derivable. 


Solution : 

1. II est clair que f est continue a gauche en 0. De plus, 2 + xlnx * 2- f (0) done f est aussi continue a droite 

x— o+ 

en 0. En resume, f est continue en 0. 
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2. / est derivable sur R* par operations sur les fonctions derivables. Si x < 0 alors f (x) - -e x et si x > 0, /' (x) - 
lnx+ 1. On verihe facilement que f est derivable a gauche en 0. Par contre, comme f (x) = lnx + 1 * -oo, / 

JC— 0+ 

n ’est pas derivable a droite en 0. 


Exercice 12.11 W 

Soient deux reels a et xq > 0. On d e/in it 


f- 


]0,+oo[ 

x 


J d\fx Si X < Xq 
1 X 2 + 1 si X 3= Xq 


Trouverles valeurs de a et xq pour lesquelles f est derivable sur ]0,+oo[. 


Solution : Par operations sur les fonctions derivables, la fonction f est derivable sur ] 0 , xq [ et sur ]xq, +oo[. Comme 
Vx > xq, fix) = 2x — > 2xo, la fonction f est derivable a droite au point xo d’apres le theoreme du prolongement 

derivable et f d ix o) = 2xo- 

a a a 

Comme Vx < xq, / (x) = — — ► — ■ — . il vient que f est derivable a gauche en xq et /' (x o) = — ■ — . 

2y/x x ~ x o 2y/xo s 2-y/xo 

La fonction f est derivable en xq si et seulement si /g(xo) = /^(x o) , c’est-a-dire si et seulement si 


a-AxQsfx^ 


Exercice 12.12 VO 

Soit une fonction f : R >-► IR. On dit que cette fonction possede une derivee symetrique en 0 lorsque 

f{h ) - f(-h) 

lim existe et est finie. 

o 2 h 

1 . Si la fonction f est derivable en 0, montrer qu ’elle admet une derivee symetrique en 0 et la calculer. 

2. Si la fonction f admet une derivee symetrique en 0, est-elle derivable en 0? 


Solution : 

1. Calculous le developpement limite a l’ordre 1 de / en 0 ; 

f{x) - /( 0) + xf'i 0) + xe(x) 


avec e(x) * 0. Soit h > 0. Bn ecrivant cette egalite pour x-het pour x--h, en soustrayant et en divisant par 

x^O 

2 h, on trouve que 


fih)-fi-h) _ | z{h) + z{-h) 


2 h 


/'( 0 ) 


Done la fonction f admet une derivee symetrique en 0 qui vaut /'( 0). 

2. La reciproque est fausse comme on le voit si fix) - \x\ : Mh f 0. — — — - = 0 done f admet une derivee 

2 h 

symetrique en 0 mais n ’est pas derivable en 0 car f' g (0) = - 1 et f' d (0) = 1 . 


Exercice 12.13 W 

Soit une fonction f : [0, +oo[ — * R derivable sur 1’ intervalle [0, +oo[ telle que /( 0) = 0, / 3= 0 et 

Vx?0,/'(x)^fl/(x) (a>0) 


Montrer que la fonction f est nulle. 


Solution : Introduisons la fonction a uxiliaire 

J [0,+oo[ — * R 

g: j x i— e~ ax fix) 

La fonction g est derivable sur L intervalle [0,+oo[ comme produit de fonctions derivables et Vx>0, g'ix) - e~ ax [f'ix)~ 
aflx)) s; 0. Done la fonction g est decroissante sur 1’ intervalle [0, +oo[ et on a V.O 0, g(x) g(0). Mais alors, si 
x e [0,+oo[, fix) = e ax g(x) e ax gi 0) = e ax fi 0) = 0. Comme la fonction f est positive, e’est la fonction nulle. 
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Exercice 12.14 00 

Soit xq eU et f :U — * R une application continue en xq / 0 et telle que la fonction x >-► x/(x) soit derivable en xq. 
Montrer que f est derivable en xq . 


Solution : Soit ieR \ {xq}. On ecrit que : 


x/(x)-Xq/(Xq) 
X- Xq 


x[/(x)-/(Xq)]+/(Xo)[x-Xq] 
X- Xq 


fix)- fjx q) 
X- Xq 


+ fix o) 


d’oul’on tire : 

fix)- fix o) _ 1 / xfjx) - Xq/(Xq) 

X - Xo X 1 X - Xo 

On passe ensuite a la limite dans cette relation lorsque x — ► xq, et on trouve, en utilisant que x >-► x/(x) est derivable en 
xq et que f est continue en xq, que f est derivable en xq avec 



fix 0 ) = — iixf)'ix 0 )- fix 0 )) 

Xq 


Exercice 12.15 VO 

Soit f : R — * R une fonction derivable et telle que x f (x) * 1 . Montrer que fix) * +oo. 

x — *+oo x—> *+oo 

Solution : Soit 0 < e < 1. Comme xf'ix) > 1, il existe A e R* tel que si x^ A alors 

X — *-+oo 

1 - e . 1 + e 

^f'ix)^ . 


Mais alors, pourX ^ A ; 


ce qui amene 


[ x lz± dxt [ x f(x)dxt [ x LtI dx 

J A X Ja J ax 


(1 - e) (lnX - In A) / (X) - / (A) ^ (1 + e) (lnX - In A) . 


On en deduit grace au theoreme des gendarmes que fix) * +oo. 


Exercice 12.16 W 

Soit 


R 


/: 


x 


Etudierla derivabilite de f en xq eR. 


{ x 2 si x £ <Q> 

0 si x g Q 


Solution : 

1. Si xo = 0, formons le taux d’accroissement A de f en 0. Pour x ^ 0, on it :A(x) = (fix) - 0 ) lx et done |A(x)| A 

x 2 /x ^ x. On en deduit que A(x) * 0 et que f est derivable en 0. De plus f (0) = 0. 

x— 0 

2. Si xo A 0, montrons que f n’ est pas derivable en xo en montrant que f n’ est pas continue en xq. Comme 0 ef R \ Q 
sont denses dans R, il existe une suite de rationnels ir n ) et une suite d’irrationnels (q n ) qui convergent toutes deux 

vers xq. Alors, pour tout neN, f ir n ) = r 2 » x^ et / (q n ) = 0 * 0. Done f n ’est pas continue en xo et a 

fortiori f n ’est pas derivable en xq. 


Exercice 12.17 00 

Soit f : R >-► R une fonction derivable telle que fi 0) = 0. Determiner la limite suivante : 


lim 

x — *-0 


f jx) f j—x) 


Solution : Ecrivons le developpement limite a l’ordre 1 de f en 0 : 

Vx e R, fix) — xf'i 0) + xe(x) avec e(x) * 0 

jc— o 
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Alors, pour tout x e I : 


/(x)/(-x) 


= (/'( 0) + e(x))(-/'(0) - e(-x)) ► -(/'( 0)) 2 

x— 0 


Exercice 12.18 

Soit f : R — * R derivable en 0 telle que /( 0) = 0. Trouverla limite de la suite de terme general 


= ul\f \b 


Indication : Udliser le developpement limite a l’ordre 1 de f en 0 ; f(x) = xf'{ 0) + xe(x). L’idee est que pour x petit, 


n\2 K 


« fix) ressemble a xf'i 0) ». La suite se comporte comme f'iO) ZJJ =0 ( k J yl ~ 


Solution : Ecrivons le developpement limite al’ordre 1 de f en 0 : 


fix) - xf'i 0) + xe(x) avec e(x) » 0 

x — *0 


Alors pour tout n e I 


” / n\ 2 


n\ 2 


m« = /'(o)L , br + E J™H^r / ' (0) + y ' iavec Vn = £ 


" /ttl2 


card’apres la formule du binome 1 "J2* = (1 + 2)" = 3' 


Montrons que v n 


► 0. Soit Lt > 0. II existe a > 0 tel que V x e [-a, a], le(x)| ^ li. Comme la suite ► 0, il 

n—>+oo 3 r fi— *+oo 

k 


2 2 2 
existe N e M tei que V/oN, — Sa. Soit aiors n 5= N. Puisque Vfc £ [0, «], 0 ^ ^ ^ a, il vient que 


\/ke [0, «], 


Mat's aiors 




n\ 2 k 


n\2 k 




Par consequent, u n 


•/'( 0) 


Exercice 12.19 

On considere la suite is„) definie pour tout n>l par 


Sn=L~ k 

k=n K 


1. Montrez que la suite is n ) est convergente. 

2. On considere une fonction f : [0, 1 1 ■ — - IH? derivable au point 0 et telle que f i 0) = 0. On definit pour tout n S 1 la 
suite (S n ) par 


S 


n — 



Montrer que la suite (s„) converge. 
3. Etudiez les suites de terme general 


Un 



1 

k+ n 


493 


Solution : 

1. Soit n £ N*. Comme s n+ 1 - s n = - A = - . < o done ( s n ) est decroissante. Elle est positive 

done minoree par 0. D’apres le theoreme de la limite monotone, (s n ) est done convergente. 

2. Posons X — f (0). Le developpement limite de f en 0 a l’odre 1 est donne, pour tout x £ [0, 1], par : f [x ) = 

Ax + xe (x) oil e est une fonction definie sur un voisinage a droite de 0 telle que lim 0 + e = 0. On a done pour tout 
k £ N* : /(1/fc) = Xlk+Efc/k ou e (1/ k). Remarquons que * 0. II vient alors : 

k—*+ oo 

2n, 2n Ft 

s "=£/(i)= As ” + £f 

Soit e > 0. II existe un rang N tel que si 72 3= N alors \e n \ e Pour n 5 N, on a done : 

(A-E) S n S S„ =S (A + e) S n - 

Si A ^ 0 ,on en deduit que S„ ~ A s n et done que S n converge vers XI ou l = lim s n . SiX-0 alors il vient que 

n —*+ oo 

S« = o (5 n ) et comme (s n ) converge il en est de meme de (S n ). 

il — *+oo 

3. Par application du resultat precedent, il est clair que (u n ) est convergente. Par ailleurs, pour tout n £ N*, v n = 

XjJ! =0 sin(-jj-l— ) - et done de la meme faqon, ( v n ) est convergente. 


12.6.2 Derivees d’ordre n, formule de Leibniz 

Exercice 12.20 V 

Soit f la fonction definie sur M par : 


fix) = 



si x / 0 
si x = 0 


1. Verifier que f est derivable sur 05 et calculer f . 

2. La fonction f est-elle de classe Vi [ sur K ? 

3. La fonction f est-elle deux fois derivable sur R ? 


Solution : 

1 . La fonction f est derivable sur R* comme produit et composee de fonctions derivables. De plus, si x ^ 0, /' (x) = 
2x (In (x 2 3 ) + l] . En x = 0, le taux d’accroissement de f est donne par : 


A (x) = 


x 2 ln(x 2 ) 

x 


= xlnx 2 * 0 

Jt— 0 


done f est aussi derivable en 0 et f (0) = 0. 

2. La fonction f est clairement continue sur R* . De plus f (x) * 0 car xlnx 2 * 0 done f est aussi continue 

x — *0 x — *0 

en 0. En conclusion, f est de classe Vi i sur R. 

3. Pour tout x £ tt* , f' (x) - 2x (In (x 2 ) + l] done f est derivable sur R* par operations sur les fonctions derivables. 
Le taux d’accroissement de f en 0 est donne par, pour tout x e R* : 


2x(ln(x 2 ) + l) , . 

A(x) = — v v = 2(ln(x 2 ) + ll >-oo 

X \ \ j x ^ 0 


et done f n’ est pas deux fois derivable en 0. 


Exercice 12.21 r 2 

Soit f la fonction definie sur M par : 


fM = 


{. x x ) x 

1 


si x > 0 
si xs 0 


1. Verifier que f est derivable sur R et calculer f. 

2. La fonction f est-elle de classe sur R ? 

3. La fonction f est-elle deux fois derivable sur R ? 
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Solution : 

1. Pour tout x e R*, f (x) - e x ' lnx . La fonction f est derivable sur R* par operations sur les fonctions derivables. f 
est par ailleurs clairement derivable sur R* . Etudions la derivabilite de f en 0. Si x e R* ; A (x) = — — — = 

e x 2 lnx _ 1 

~ xln x ► 0 car x In x ► 0. Done f est derivable a droite en 0 et f , (0) = 0. II est clair que 

x x~0+ x-0+ *-0+ d 

f est derivable a gauche en 0 et que f' g (0) = 0. f est done derivable en 0 et f (0) = 0. En resume, f est derivable 
sur R. 

2. La fonction f est continue sur R* par operations sur les fonctions continues. De plus, si x e R* ; /' (x) = 

(2xln x + x) e x inx * 0 par operations sur les limites. 11 est par ailleurs clair que si x e R* , /' (x) * 0. /' 

JC— 0+ x—* 0 ~ 

est done continue sur R et f e C £ 1 (IR). 

3. f est derivable sur R* par operations sur les fonctions derivables. En 0 + : 


/'(x)-f'(O) (2xlnx+ x) e* 2lax r 2 , nr 

A(x) = - ' = (21nx+ 1) e x lnx ■ 


x- 0 


par operations sur les limites et car x 2 In x > 0 . f n ’est done pas deux fois derivable en 0. 

x— o+ 


Exercice 12.22 

So it 



Est-ce que f est de classe c € 1 , sur [0, 1] ? 


si x ^ 0 
si x = 0 


Solution : La fonction f est de classe r fi 2 sur ] 0, 1] par operation sur les fonctions de classe c € 2 . Etudions la derivabilite 
en 0. Soit x e ]0, 1] . Le taux d’accroissement de f en 0 est 

i -L\ 

I e x 1 


A / (x) = 


_ l 

car X ~ 1/: - Xe~ x * 0. Done f est derivable en 0 et f (0) = 0. Par ailleurs, toujours pour xe]0,l] : 

X X— *+oo 

et il vient facilement que f (x) * 0, f est aussi continue en 0. Calculons f". On a : 

x—>0 + 

e -Vx le~ 1,x ] e~ llx le~ llx \ 

f" (x) = r— (1 - x) sin + — — (-2x + 1) cos * 0 

x z V x ; x 4 { x I o+ 

done f est derivable a droite en 0 d ’a pres le theoreme du prolongement derivable et f" est continue en 0. En conclusion 
f est de classe c € 2 sur [0, 1] . 


Exercice 12.23 r f> 
Calculerla derivee n-ieme de : 


Lh:x ~—x 

3. 

2 h:x ~TTx 

4. : x 1 — * x 2 e x 


5. fs : x 3 In x 

6. fs : x>-> sinxcosx. 

7. fj : x« e^sinx. 
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Solution : 

1. Montrons par recurrence que pour tout n e N* etpour tout x 1 : 
rang 1. Soit n e N* . Supposons que pour tout x f 1 on aitfj"^ (x) = 


fr « : 


n\ 


(1 ~xY 


nl 


La formule est vraie au 


M = 


(l-x)' 2+1 

n\ V -{n+\)n\ (n+1)! 


alors pour tout x f 1 


, (1 -x) n+1 ) (l-x)” +2 (l-x) n+2 

et la formule est encore vraie au rang n+ 1 . On conclut en appliquant le theoreme de recurrence. 
2. On montre de meme que f!. n> (x) = (-1)” — 


pour tout x f -1 et tout neN*. 


3. On a, pour tout x e R \ {+1} ; 


1 


11 1 1 . 

■ H done : 


1-x 2 


1-x 2 21-x 21 + x 


+ (-l)' : 


2 V. (1 — x)” +1 


n\ 4 

n\ 

1 

(l + x)" +1 J 

2 

l(l-x)” +1 


(- 1 )' 


4. On calcule facilement les deux premieres derivees de f . Si n 3= 3 , on applique la formule de Leibniz en remarquant 
que les derivees d’ordre S 3 de x >-<• x 2 sont nulles, pour tout x e K : 


f} n) (x) = x z e x + 2 nxe x + 2 


n(n-l) x 


[x 2 + 2 nx +n{n-\)) e x 


5. On calcule facilement les trois premieres derivees de f . On montre aussi facilement par recurrence que la derivee 


«eme de In est x - 


(-1) (n- 1)! 


. On remarque que les derivees d’ordre S 4 de x « x 3 sont toutes nulles. On 


procede alors comme precedemment. La formule de Leibniz nous permet d’ecrire pour tout n 3= 4 et tout x e l 
que : 


/ 5 w w 


(-l)' i_1 (n- 1)! f-l)"(n-2)! f-l)"- 1 (re-3)! 

— 7 h J 7 1" D 7 

x n 3 j ^yi — 3 — 3 

= {-l) n x 2 '" (n-4)\{-{n-l){n-2){n-3)+3n{n-2){n-3)-3n(n-2){n-3) + n{n-l)(n-2)) 

.3-/2 


= (-1) n{n+\){n-2)[n-A)\x' 

6. Soit x e RL D’apres les formules de trigonometric, /(, (x) = sin(2x)/2 done pour tout n e 


/i' !) (x) = 2 n 1 sin (2x + rnt/2) 


7. Soit x e K. On a fi (x) - e x sin x = Im {e l[+ ‘ >x ). On sait deriver la fonction exponentielle complexe, voir la 
proposition 4.41 page 176. Comme = (1 + i) n e (1+i )* = \f2 n e~ on en deduit que / 7 (n) (x) = 


r—n 

V2 


Exercice 12.24 __ W 

Determiner la derivee n eme de la fonction 

fix) — x 2 (1 — x) n 

Indication 12.4 : Ecrire (1 - x) n - (-l)”(x- 1)” pour calculer les derivees successives : cela evite les problemes de 
signe ! 


Solution : Utilisons la formule de Leibniz : 




{n-k) 


Et puisque les derivees de x 2 sont nulles pour k 3= 3, il ne reste que 3 termes dans cette somme : 
/ w (x) = X 2 [(l - x)”] (n) + 2rcx[(l - x) n ] ( ” _1) + n{n- 1)[(1 - x) n ] [n ~ 2) 
Ensuite, en remarquant que (1 - x)” = (-l) n (x- 1)”, on calcule les derivees de [x-l) n : 


[(x-l)"]^ = 


n\ 

( n-p)\ 
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et alors 


f [n \x) = n\x 2 [-\) n + 2nx[-\) n n\{x- 1) + n{n- 1)(-1)" — (x- 1)^ 


n\ 


et apres factorisation et simplification, on trouve que 


/ M (x) = (-1)” — \{n + l)(« + 2)x 2 -2 n(n+ l)x + n{n- 1)] 


On remarque que f etant un polynome de degre in + 2), sa derivee n-ieme est bien un polynome de degre 2. 

Exercice 12.25 W 

On considere la fonction f :]0, +oo[ — * IR definie par fix) = x n ~ l In x ou n e l\l*. Calculez / (n) 

Solution : La fonction f est de classe sur l’intervalle ]0, +oo| comme produit de fonctions c 6'°°. Notons g la 

fonction definie par g(x) = x n ~ 1 et h la fonction definie par h(x) = ln(x) . D ’apres la formule de Leibniz, pour x>0, 

f n \x)=H n )g (k \x)h {n - k \x) 


Mais on montre facilement que pour k^, n - 1, 


et que g M = 0, puis que \/k 3= 1, 


g (fc) w = , 

[n- k- 1)! 


h {k \x) = (-l) fc ~ l (/t ~~ 


Done 


£o\ k ( n - k -V'- 


v-n-k 


1)! 


I f- 1 ' 


[(1- !)"-(- l) n ] 


in- 13! 


Exercice 12.26 W 

On considere la fonction definie sur ] - 1, +oo[ par 

f n (x) - x n_1 ln(x + 1) 

Determiner fn’\x) en effectuant un raisonnement par recurrence. 


Solution : Montrons par recurrence que pour tout n e N* et x e ]-l,+oo[, fl n \x) - [ l|. On 

x i (l + x) n i 

verifie facilement la propriete au rang 1 . Soit n e IM*. Supposons la propriete vraie a u rang n — 1 : (x) = 

{n- 2)!r 1 l 

[ ^ _ 1J ■ Remarquons que : f n (x) = xf n - \ (x). La fonction f n est un produit de fonctions c 6‘°° sur 

] — 1, +oo[ et elle est done c 6‘°°. On peut alors appliquer la formule de Leibniz et en utilisant l’hypothese de recurrence, 
on obtient : 


fh n) M = ^fn - 1 (*) + nf n % 1J (x) 
[n- 2)\ I nx+1 


- 1 + n 


in- 2)! | 


K 2 \ ( 1 + X) n ) X Ul + X) n 1 

(n-2)! ( nx+n n - 1 n 

(l + x) n + {l + x) n + + (l + x)"- 1 ~ 


-1 


in - 1)! 

1 

X 

(l + x) n "J 


497 


On termine en appliquant le principe de recurrence. 


Exercice 12.27 W 

Soit la fonction f definie sur 1 par fix) - x n (l- x) r 


Calculer sa derivee n eme et en deduire la valeur de la somme : 


Sn= E 

k=0 


Solution : Posons g : x« x" et h: x« (1 - x) n Rappelons que pour tout k e [0, n\, g® (x) = jx" k . On en deduit 
que pour tout k e [0, n\, g ( " _fc) (x) - ^ x k et que (x) = (-l) fc (1 - x) n ~ k . En utilisant la formule de Leibniz, on 
trouve alors que : 


k = 0 


rin-k) {x] h (k) {x) = £ ( _ 1} fc n \f_ 


n\ 


k k\ ( n - k)\ 


x fc (l -x)' 


= (-D* 

k = 0 


X*(l -X)' 


Remarquons que f ln> est un polynome de degre n. Le coefficient de son terme dominant est : 

” ! E[?] (-U* (-!)"“* =(-l)"n! £ f"| ={-l) n n\S n 

k= 0V fc / /t=0 V ^7 

Comme la fonction f est une fonction polynomiale de degre (2 n) et de coefficient dominant (- 1) ", en la derivant n fois, 
le coefficient de x n dans / (,i) (x) vaut aussi 

„ „ (2 n)\ 

{-\) n [2ri)[2n - l)...(w+ 1) = (-1)" — — 

n\ 


On en deduit que S n - 



12.6.3 Applications de la derivation 

Exercice 12.28 V 

Soit f : [0, +oo|^ R une fonction de classe C 1 telle que f{ 0) = -1 et lim f(x) = +oo. Montrer que si f s’annule au 

x — *-+oo 

moins deux fois alors il en est de meme de f. 


Solution : Si f ne s ’annule pas alors f est strictement croissante et done injective. Elle ne peut s ’annuler alors au plus 
qu’une fois. Si f ne s’annule qu’une fois, en un reel note a, alors on en deduit que le tableau de variation de f est un 
des deux suivants : 


X 

0 a +oo 

fix) 

+ 0 + 

f 

> +oo 

>/(a) 

-1 ^ 


X 

0 a +oo 

fix ) 

0 + 

/ 

-1 > +oo 

^/(a) ^ 


Dans les deux cas, on remarque que f ne peut s ’annuler qu ’une fois. Par consequent f s’annule au moins deux fois. 


Soitf 


Exercice 12.29 

[0,f] — > R 

x > — * y/ sin x + x 

1. Demontrer que f realise une bijection vers un intervalle qu’on precisera. 

2. Prouver que /“ 1 est continue et derivable sur cet intervalle. 


Solution 
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1. La fonction f est bien definie et strictement croissante sur I = [0, f ]. Elle realise done une bijection de I sur 
J = / (I). Mais par operation sur les fonctions continues, f est continue sur I done J est un segment de R. Comme 
/( 0) = 0, /(f) = l+f et que f est croissante, il vient que J = [0, 1 + f ] . En conclusion, f realise une bijection de 
[0, f ] sur [0, 1 + f ]■ 

2. Comme f est continue et strictement croissante sur I, f~ l est continue et strictement croissante sur J. De plus f 

est derivable sur ]0, f ] et f'{x) = c . os = + 1 > 0. Done est derivable sur ]0, ?]. Etudions la derivabilite de f en 
2 2vsmx J 2 J 

0. Considerons h e ]0, 1 + f ] et posons x = / _1 {h) e ]0, f ] . Remarquons que x — f~ l ( h ) — — * 0. On a : 

/ -1 C^) — / -1 (0) _ x _ x _ 1 

h fix) \/ sin x + x j_ / sinx . o 

V^V * 

sinx 

car ► 1. Done f est aussi derivable en 0 et f (0) = 0. En conclusion f est derivable sur J. 

x x-o 


Exercice 12.30 W 

Soit 


/: 



IR 

i 

sinx 


1. Verifier que f realise une bijection de [f ,tt[ sur [l,+oo[. 

2. Sans calculer f ~ 1 , determiner son ensemble de derivabilite et calculer sa derivee. 


Solution : 

1 . La fonction sin : [ f , tt [ — «■ ] 0, 1] est strictement decroissante et la fonction x >->■ H x est strictement decroissante sur 

] 0, 1] . Done par utilisation dela regie des signes pour la composition des fonctions, f est strictement croissante sur 
[|,n[. On en deduitque f realise une bijection de I = ]0, 1] sur J - f (1). Par operation sur les fonctions continues, 
f est continue sur I et done d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, J est un intervalle de R. Comme 
/(x) +oo et que f (tt/2) = 1, on en deduit que J - [l,+oo[. 

X * 71 

2. f est derivable sur I comme quotient de fonctions derivables sur I. De plus si x el, f (x) = - cos x/ sin 2 x. On 
remarque que f ne s’annule qu’en n/2. Done f~ l est derivable sur ]1, +oo[. De plus, pour tout y e ] 1, +oo[ : 


r 1 ' (y) = 




sin 2 rHy) 

cos/ -1 (y) ' 


Mais comme f 1 (y) * tt/2 + , on en deduit que f 1 ' (y) » -oo et done f 1 est, d’apres le theoreme du 

y-l+ y— “1 + 

prolongement derivable, non derivable en 1. En conclusion / -1 est derivable sur ] 1, +oo[. 


Exercice 12.31 VO 

1 

Soit la fonction f : R* >->■ R definie par fix) = |x + V x 2 + lj x . 

1. Montrez que la fonction f se prolonge par continuite sur R en une fonction g. 

2. Etudiez la pa rite de la fonction g. 

3. Etudiez les variations de la fonction g sur L intervalle ]0, +oo[ et determinez la limite lim t _ +00 /(x). 

4. On admet que g' (x) * 0. Qu ’en deduit-on sur la derivabilite de g en 0 ? Tracer la courbe representative de la 

x— 0 

fonction g. 

Solution : 

1. Remarquons d’abord que pour tout xeR, V x 2 + 1 > n/x 2 = |x| et que par consequent, x+ Vx 2 + 1 > x+ |x| > 0. 
Done la fonction f est definie sur R* . Pour x 0, ecrivons f sous forme exponentielle : 

. X \n\x+V x 2 +l 

fix) = e x v 

Mais alors, lorsque x — ► 0, 

ln(x+ V x 2 + 1) = ln(l + (x+ V 1 + x 2 - 1)) ~ (x+ V 1 + x 2 - 1) ~ x 
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Exercice 12.32 W 

On considere un reel M > 0 et une fonction g : 08 >-► R derivable telle que Vx e R, |g'(x)| M. Soit un reel e > 0. On 
definit la fonction f : R >-»■ R par Vie R, f{x) = x + eg(x). 

1. Trouver une condition suffisante sur e pour que Vx e R, fix) > 0. 

2. Montrez que si cette condition est remplie, la fonction f est une bisection de R vers R. 


Solution : 

1. Soit ieR. On calcule fix) = 1 + eg'ix) 3= 1 -eM. Par consequent, si M < 1/e, on est assure que Vxei,/'(x)>0. 

2. Dans ce cas, la fonction f est strictement croissante sur R, et d’apres le theoreme de la bijecdon, elle realise une 

bijection de R vers J = f(U). Montrons que J = R. Comme Vx e R, fix) Si- eM, en notant k- 1 - eM > 0, on a 
[f—kx]' > 0 et done la fonction x >->■ flx)-kx est croissante sur R. En pardculier, pour x S 0, on a fix) S /(()) + /cx. 
Or fi 0) + kx > +oo et d’apres le theoreme de majoradon, on en deduit que fix) * +oo. 

x— *+oo x —> >+oo 

De meme, puisque Vx e R, fix) 1 + eM, en notant k' - 1 + eM > 0, on trouve que Vx 0, fix) f(0) + k'x. 
Mais puisque fi 0) + k'x — * -oo, il vient que fix) » -oo. Done] =] -oo,+oo[. 
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12.6.4 Recherche d’extremums 


Exercice 12.33 V 

Determiner les extremum eventuels des foncdons f dehnies paries expressions suivantes : 

1. f:x~ 1/x ouxe [1,2]. 2. f : x^ x 5 ou x eU. 3. f : x>-» \x— 1| ou x e R. 


Solution : 

1. La fonction f est continue et decroissante sur [1,2]. Elle atteint done son minimum en x = 2 et son maximum en 
x—1. Remarquons que f ne s’annule pas sur [1,2]. 

2. Une etude rapide des variations de f nous montre qu ’elle est strictement croissante sur R et que lim-oo / = -oo, 
lim +00 / = +oo. Cette fonction n ’admet done pas d ’extremum sur R. Remarquons que f (0) = 0 mais 0 n ’est pas 
un extremum de f. 

3. On verihe facilement que f admet un minimum en x - 1. Remarquons que f n’est pas derivable en x - 1. Par 
contre f n’ admet pas de maximum. 


Exercice 12.34 W 

Soit une fonction f : [0, 1] — * R derivable sur [0, 1], On suppose que /( 0) -0 et que /(1)/'(1) < 0. Montrerqu ’il existe 
ce]0,1[ tel que fic) = 0. 

Indication 12.4 : Faire un dessin, et s ’inspirer de la demonstration du theoreme de Rolle. 


Solution : f est continue sur le segment [0,1]. Elle est done bornee et atteint ses bornes. Supposons par exemple que 
/( 1) > 0 et f ( 1 ) < 0. Soit M = fic) le maximum de f sur [0, 1]. Montrons que c est un point interieur de [0, 1]. On a 

c f 0 car /( 1) > 0. Si on suppose que c- 1, alors Vx e [0, 1], fix) ^ /( 1) mais alors - 3= 0 et en passant a la 

x-1 

limite dans les inegalites lorsque x — > ■ 1, on aurait /'( 1) 3= 0, ce qui est faux. Par consequent, c e]0, 1[. Alors puisque f 
est derivable au point c qui est un extremum local interieur, il vient que fic ) = 0. 


Exercice 12.35 VO 

Soit une fonction f : [0, 1] — * R continue, non constante, derivable a gauche et a droite en tout point. On suppose que 
/( 0) = /( 1) = 0. Montrer qu’il existe c e]0, 1[ tel que f d ic) fg(c) =£ 0. 

Solution : La fonction f est continue sur le segment [0, 1] done elle est bornee et atteint ses bornes sur ce segment. 
Les deux bornes de f ne peuvent etre atteintes en les extremites de [a, b] car comme f (0) = / (1), / serait constante ce 
qui est contraire aux hypotheses. Une des deux bornes est done atteinte en un point c interieur au segment [0, 1]. En ce 
point, les derivees sont de signe contraire. En effet, supposons par exemple que c est un maximum alors, pour x dans 

f (-^0 — f (c) 

un voisinage suffisamment petit a gauche de c, on a ^ 0 done par passage a la limite dans une inegalite, 

x- c 

f (-^) — f (c) 

fg (x) R 0. De meme, pour x dans un voisinage suffisamment petit a droite de c, on a R 0 et done /' (x) R 0. 

On en deduit le resultat. Si c est un minimum, on procede de maniere analogue. 


Exercice 12.36 VVV 

Soit une fonction f : R — > R derivable. On suppose que fix) * +oo. Montrer qu ’il existe c e R tel que f'{c ) = 0. 

X — *+00 


Solution: Soit xoElR. Comme /(x) * +oo, il existe A > 0 tel que Vx e R, |x| > A => f(x) > /(xo). En particu Her, 

x—*±oo 

xo e [- A, A] . Sur le segment [-A, A] , la fonction f est continue et admet done un minimum : il existe c e [- A, A] tel que 
pour tout x e [-A, A], fix) 3= fic). Mais si x eR \ [-A, A], on a fix) 3= fix o) 3= fic). Par consequent, la fonction f admet 
un minimum global sur R au point c. On sait alors que fic) - 0. 


12.6.5 Theoreme de Rolle 

Exercice 12.37 V 

Etudier la possibility d’appliquer le theoreme de Rolle aux intervalles et foncdons suivants : 

I [-1,1] — R ( [0,tt] — R 

* ■ 1 x > — * \/x? 2. g:< j xsin (i) si x ^ 0 

[ X [0six = 0 
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Solution : 


1 . 


La fonction f est continue sur [-1, 1] et /(- 1) = /( 1). Elle est derivable sur ] — 1, 1 [ \ {0} par operation sur les 
fonctions derivables. Parcontre, f n’ est pas derivable en 0. En effet, si xe [-1, 1] \ {0} alorsle taux d’accroissement 
de f en 0 est 


A(j) = 


Vx? 


X 


qui diverge quand x — ► 0. On ne peut done appliquer le theoreme de Rolle a f. 

2. La fonction g est continue sur ]0,ti] par operations sur les fonctions continues. On verihe facilement grace au 
theoreme des gendarmes que g est aussi continue en 0. Elle est derivable sur ]0, tt [ et g(0) = g(l/n) = 0. On peut 
done appliquer le theoreme de Rolle a g : il existe c e ] 0, tt [ tel que g' (c) = 0. 


Exercice 12.38 V 

Soit f : R —i • R derivable et telle que f ne s’annule pas. Prouver que f ne peut etre periodique. 


Solution : Raisonnons par l’absurde. Supposons que f est periodique et notons T > 0 saperiode. Soit aeUetb- a+ T. 
La fonction f est continue et derivable sur [a, b] . De plus f (h) - f (a + T) = f [a). On peut alors appliquer le theoreme 
de Rolle a f sur le segment [a, b\. On en deduit que f s’annule en un point de [a, b] ce qui est en contradiction avec 
l’enonce. 


Exercice 12.39 V 

Soient [a, b, c) e K 3 . Montrer que 1 ’equation 4 ax 3 + 3 bx 2 + 2 cx- a + b+ c possede au moins une solution dans [0, 1] . 


Solution : Soit F(x) = ax 4 + bx 3 + cx 2 - (a + b + c)x. Elle est derivable sur [0, 1], F(0) = 0 = F(l). D’apres le theoreme 
de Rolle, il existe c e [0, 1] tel que F'(c) = 0. Mais alors c est solution de V equation. 


Exercice 12.40 V 

Soit 


/: 


R 

x 


U 

n| =l (x-k) 


1. Sans calculer f , montrer que f s’ annule entre 1 et 2, entre 2 et 3, e litre 3 et 4 etentre4 et 5. 

2. En deduire que les seules racines de f sont celles trouvees precedemment. 

3. Tracer le graphe de f. 


Solution : 

1. La fonction f est derivable (et done continue) sur [1,2] car poly nomiale. De plus /( 1) = f (2) — 0. D’apres le 
theoreme de Rolle, f s’annule entre 1 et 2. On fait de meme sur les trois autres segments. 

2. Comme f est de degre 5, /' est de degre 4. Done f admet au plus 4 racines reelles. Les 4 racines trouvees dans la 
question precedente sont done les seules racines de /'. On note a,- la racine de f appartenant au segment ] i, i + 1 [. 

3. On en deduit facilement le tableau de variation suivant : 


X 

-oo 1 ai 2 a2 3 a3 4 04 5 +00 

fix) 

+ + 0 - 

+ 

— 0- 

1 

+ 0 - 

+ 

l 

+ 

fix) 

( 

-OO ^ 




> +00 


On trace alors le graphe de f sans difficulte. 


Exercice 12.41 VO 

1 . Soient a, b deux reels distincts et soient f et g deux fonctions continues sur [a, b\ et derivables sur ]a,b[. Montrer 
qu ’il existe c£]a,b[ tel que 

f (c) (g (fa) - g ( a )) = g' (c) (/ [b] - f (a)) 

2. En deduire la regie de PHospital : soient a > 0, xq e R, V = ]xq - a, xq + a[ et f, g : V — >■ R tels que : 
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les fonctions f et g sont continues surV. 

les fonctions f et g sont derivables sur V \ 
{x 0 }. 


H3J /(x 0 ) - g(x 0 ) = 0. 

H4) la fonction g ne s’annule pas surV\ {xq}. 


l im ^U/ e | 

x ^ x o g'(x) 


Alors lim — - = l 

x ^ x o g(x) 

3. En deduire les limites suivantes 


(a) lim 

x— -0 


1 - cosx 


X * 


(b) lim- 

x — *-0 


(c) 

(d) 


ln(l + x) - x 
lim . 

x — -0 X 2 

lim (1 - cosx) cotan x. 

x— 0 


4. line generalisation de la proposition 11.36 page 431 : 

(a) Deduire de la regie de 1’ Hospital que si f est une application de classe 'll' 1 dans un voisinage de 0 tel que 
f" (0) l 0 alors 

f (x) - (/ (0) + xf (0)) "t-p-x 2 

(b) Generaliser ce resultat a une application de f classe 'll' 1 dans un voisinage de 0 telle que f (n> (0) l 0. 


Solution : 

1 . Introduisons la fonction 


J [a, b] — * R 

1 t — /(x)(g(fa)-g(a))-g(x)(/(fa)-/(a)] 


On montre que 0 est continue sur [a,b] et derivable sur] a, b[ en udlisant les theoremes d’ operations. On verifie 
par un calcul simple que 0 ( a) - 0 (fa) - f [a) g (fa) - / (fa) g in). On peut alors appliquer le theoreme de Rolle : il 
existe ce ]a,b[ tel que 0' (c) = f (c) [gib) - g{a)) - g' (c) (/(fa) - /(a)) = 0 d’ou le resultat. 

2. Pour tout x e V \ {xol, f et g sont continues sur [x, xo] et derivables sur [x, xq [. D’apres le resultat de la premiere 
question applique au segment [x, xq], il existe c x e ]x, xq[ tel que 


fix ) _ / (x) - / (x 0 ) _ /' jc x ) 
g (X) g (X) - g (X 0 ) g' ic x ) ■ 

Notons que ce dernier quotient est defini, d’apres l’hypothese 5 si on prend x suffisamment proche de xq. Mais 


c x *■ xo et J ,f x ’. * l done lim ^ = /. 

x~x 0 g kxl x~x 0 


fix ) 


x ~‘ ' x 0 g(x) 

3. On verifie que les fonctions f et g suivantes verifient les hypotheses de la regie de P Hospital sur un voisinage 
adequatV de 0 puis on applique cette regie. 


(a) On pose f : x >-*■ 1 - cosx et g : x • 


Ces deux fonctions sont definies sur V = R. Pour x e V, on a : 


. , fix) smx 1 , 

/ (x) = smx, g [x) — 2x et pourxl 0, = ~ - done 

g'(x) 2x jc— o 2 


lim 

x— -0 


l-cosx 1 


(b) On pose / :x«x— sinx et g : x >-► x 3 . Ces deux fonctions sont definies sur V - R. Pour x e V, on a : 

x 2 : 

l-cosx 1 . . x-sinx 1 


7 fix) 

f (x) — 1 — cos x, g (x) = 3x et pour x / 0, : 

g'ix) 


3x 2 


„ = - done 
*o 3x 2 6 


lim ■ 

x— *-0 


(c) On pose f : x ln(l + x) - x et g : x —*■ x 2 . Ces deux fonctions sont definies surV = ] — 1, +oo[. Pour xeV, 


/ X , fix) 

on a : f (x) = , g (x) = 2x et ■ 

1 + x’ 6 g'ix) 


i 1 done 

2(1 + x)xjc— o 2 


lim 

x — *0 


In (1 + x) - x 


(d) On pose f : x <-* 1 - cosx et g : x >-*■ tanx. Ces deux fonctions sont definies sur V = R. Pour x e V, on a : 

C (x) sin x 

f (x) = sin x, g' (x) = 1 + tan 2 x et — = * 0 done 


g'ix) l + tan 2 x x— o 
4. Une generalisation de la proposition 11.36 page 431 : 


lim (1 - cosx) cotan x = 0 

x— -0 
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(a) On suppose que f est definie sur un voisinage V de xq — 0. Introduisons les fonctions : 


fi- 


f{x)-(fm + xf to)) 


et f 2 ■■ 


Comme f est de classe 'f 2 surV, ces deux fonctions verihent les quatre premieres hypotheses de la regie de 
1’ Hospital. De plus, si ieV \ {jcoJ alors 

//(x) 1 /' (x) - /' (0) /"( 0) 

f (x) 2 x o 2 

car on reconnait le taux d’acroissement de f en 0. On en deduit, d’apres la regie de V Hospital, que 
ft (x) / (x) - (/ (0) + xf (0)) /"( 0) 


/ 2 (x) 


/"( 0 ) 


et comme f" (0) f 0 alors f (x) - (/ (0) + xf (0)) — x" . 

(b) On generalise ce resultat en considerant les fonctions : 

V — » K 


ft- 


f (x) - [ / (0) + xf (0) +—f" (0) + ... + — - 


f n ~D (0) 


et f 2 ■ 


et en effectuant un travail identique. On montre alors que : 


/(x)- /(0) + x/'(0) + — /"(O) + ... + - — 

2 («-!)! 


'( 0 ) 


f") (0) 
, x *0 x n 


Exercice 12.42 VVV 

Soit I un intervalle et f : I ■ — ► 1R une fonction deux fois derivable sur I. Soit (a, b, c ) e I 3 trois points de I avec a< b< c. 
Montrer qu ’il existe del tel que 

f{a) | fib) | /(c) _ f"{d ) 

{a-b){a-c] {b- c]{b- a) ( c-a){c-b ) 2 

Solution : Considerons la fonction qj : I ■ — ► [R definie par 

[a - b){b- x)(x- a) 

ip(x) = (x-b)f{a) + (a- x) f{b) + (b- a ) /(x) K 

ou K est une constante choisie de telle sorte que tp(c) = 0. Comme tp est deux fois derivable sur I, tp est continue sur 
[a, b], derivable sur]a,b[ et ip [a] - (p ( b) - 0. Par consequent, d’apres le theoreme de Rolle, il existe d\ e ]a,b[ tel que 
ip'(di) = 0. De meme, comme t p[b) - tp(c) = 0, il existe d 2 £ I h, c[ tel que ip'( d 2 ) - 0. Mais pour tout xel, on calcule 

, , [a-b){a+b) 

tp (x) = f[a) - f(b) + {b- a) f{x] + {a- b ] Kx K 

et comme tp 1 est continue sur [d\,d 2 ], derivable sur ]di,d 2 [ et <p'(d \ ) = tp'( d 2 ] = 0, d’apres le theoreme de Rolle, il existe 
de]d\,d 2 [ tel que tp "[d] — 0. Mais Vx e I, 

tp"(x) = ( b - a)f"[x) + {a- £>)K 

et par consequent, K - f" {d] . Comme tp(c) = 0, en reportant cette valeur pour K, on trouve que 

ia- b]ib— c]ic— a] „ 

ic - b]fia] + ia- c]fib] + ib- a)fic ) = ^ / id] 

et en divisant cette egalite par ia - b)ib- c)(c~ a), on trouve le resultat. 


Exercice 12.43 W 

Soit f de classe "to 2 sur [a, b]. On suppose que fia] - fia] - fib) - fib) = 0. 
Montrer qu’il existe c e ]a,b[ tel que f'ic) = fie). 
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Solution : Considerons la foncdon g donnee pour tout x e [a,b] par g(x) = e x [ f'(x) - fix)]. Par operation sur les 

fonctions derivables, g est derivable sur [a, b] et pour tout x e [a, b] on a g'(x) = e x [f" ix)- fix)]. On verifie que g ( a) = 
g ( h) - 0 Par application du theoreme de Rolle, il existe c e [a, b] tel que g' (c) = 0. Comme la foncdon exponendelle ne 
s’annule jamais, il s’ensuit que /" (c) - f(c) - 0. 


Exercice 12.44 

Soit une foncdon f de classe f' sur le segment [a,b\. On suppose qu’il existe trois points a< a\ < a 2 < «;>, < b tels 
que f(a\) = fia 2 ) - fia 3 ) = 0. Soit un reel x e [a, b] . Montrez qu ’il existe un reel ce]a,b[ tel que 

(x- fli)(x- a 2 )ix- a 2 ) m 
fix) = — — —f 3 \c). 


Solution : Dednissons la foncdon auxiliaire cp suivante : 

I [a,b] — * K 

„ ... [t- ai)(t- a 2 ){t- aft 

( r > — * J[t) K 

ou K est une constante choisie telle que cp(x) = 0. La foncdon cp est de classe c & 3 surle segment [a, b] comme somme de 
la foncdon f et d’une foncdon polynomiale. Comme ip(ai) = q>ia 2 ) = * p ( J = cp(x) = 0, en appliquant le theoreme de 
Rolle trois fois, on montre qu’il existe trois reels b\,b 2 ,b 2 e] a, b\ tels que tp'(foi) = ip'(/? 2 ) = <()' ( /? 3 ) = 0. En appliquant 
ensuite le theoreme de Rolle a la foncdon cp' deux fois, on montre l’existence de deux reels c\,c 2 £\a,b[ tels que 
ip"(ci) = cp"(c 2 ) - 0 et en reappliquant le theoreme de Rolle entre les points C\ et c 2 , on montre l’existence d’un reel 
ce]a,b[ tel que cp t3) (c) = 0. Mais on calcule pour t e [a, b] , 

<p t3 )(f) = /( 3) (f) -K 

et done K = / (3) (c). Comme la constante K a ete choisie pour que ip(x) = 0, en ecrivant cette condition et en remplagant 
K par/ (3) (c), on obdent l’egalite de l’enonce. 


Exercice 12.45 r L>W 

Soit f e < ^ 3 {[a, b]). Montrer qu’il existe c e] a, b[ tel que : 

fib) - fia) = [/'(«) + fib)] - [b ^ f 3) ic). 


Solution : Considerons la foncdon auxiliaire 

t—a\, , 1 it -a) 3 

ipU) = fit) - fia) - — [fia) + fit)\ + K 

dednie pour tout t e [a, b] ou K est une constante choisie en sorte que <p (/?) = 0. La foncdon cp s ’an nule aussi en a, est 
derivable sur [a, b] par operation sur les fonctions derivables. On applique alors le theoreme de Rolle. Il existe t J e | a, b\ 
tel que cp' (c'j = 0. Par ailleurs, pour tout t e [a, b] , on a : 

, 1 , , , . t - a .. it - a) 2 

<P(fl = - {fit)-fia))-—T—f it)+ — - — K. 

On remarque sur cp' s’annule aussi en a et qu’elle est derivable sur [ a, c' ] . On applique alors une nouvelle fois le 
theoreme de Rolle. Il existe c e ] a, c' [ tel que cp" (c) = 0. Mais pour tout t e [a, b], 

f it) = -y— (K- / (3) it)) . 

Comme cp" (c) = 0, il vient que K = f'" s> (c) etl’egalite est prouvee. 


entre a et b. 

Exercice 12.46 

Soit f e c 6‘ 5 i[a, b\). Montrer qu’il existe c e] a, b\ tel que 

fib) = fia) + ^[fia) + fib)) - [ -^f(f"ib) - fia)) + ^^/ ( 5 , (c) 
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Solution : On utilise la fonction auxiliaire 

ip(x) = f(x) - f{a ) - ^y^(/'(x) + f\a )) + ^ ^ (/" (X) - /"(a)) - K 

oii K est une constante choisie en sorte que tp (b) = 0 et 1’ application successive du theoreme de Rolle permet de conclure 
comme dans 1 ’exercice precedent. 


12.6.6 Theoreme des accroissements finis 

Exercice 12.47 V 

Montrer que pour tout n e N* , on a : 

l 

In [n + 1) - In {n) 

n + 1 


1 

n 


Tl Tl/ ~ I - X J j jj^ 

’ ^ ^ . La fonction f est derivable sur [n, n + 1] 

done d’apres l’inegalite des accroissements finis : 

m((n+ 1) - n) In [n+ 1) - Inn M((ti + 1) - n ) 

oil m - infr„ n+ \ i /' et oil M = sup,„ „ +1] f. Comme pour tout t e R* , /' (t) = lit, f est decroissante, et m — , 

’ 71+1 

M = — . On en deduit alors les inegalites. 
n 

Exercice 12.48 V 

1. Montrer que pour tout x e [0, |], 0 ^ sinx ^ x. 

2. En deduire que pour tout x e [0, |], -x 2 cosx- 1 0. 


Solution : Si x- 0 les inegalites sont trivialement vraies. Supposons que x e ] 0, | ] . 

1. On applique l’inegalite des accroissements finis a sin sur le segment [0,x] et on obtient le resultat. 

2. On applique a nouveau l’inegalite des accroissements finis surle segment [0, x] mais cette fois ci a la fonction cos- 
inus. On obtient : x.inf t£ [o,j:] (- sin f) cosx- 1 ^ x.sup fe[0 (-sin t ) ou encore , d’apres la question precedente : 
— X 2 cosx - 1 SS 0. 


Exercice 12.49 

Soient a, b des reels positifs tels que a< b. 


1. Montrer que 


b- a 
1 + b 2 


< arctan b - arctan a < 


b- a 
1 + a 2 


2. En deduire ? + ^ < arctan I < ? + s 

4 z5 6 4 b 


Solution : 

1. Le resultat de la premiere question decoule directement de l’inegalite des accroissements Unis appliquee f : 
J [a,b] — * R 

( x > — > arctan x 

2. On applique l’ine galite precedente a a - 1 et b - - et le resultat s’ensuit directement. 


Exercice 12.50 V 

On prend 100 comme valeur approchee de \/T000T. A l’aide du theoreme des accroissements finis, majorer l’erreur 
commise. 
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Solution : Soient 0 < a < b. D’apres le theoreme des accroissements finis applique a la foncdon racine carree sur le 
segment [a,b], il existe ce]a,b[ tel que 


\fb - \fa — {b- a) — — 
2 Vc 


En prenant a = 10000 = 10 4 etb- 10001 = 10 4 + 1, on trouve que 


|\/10001- VlOOOO|« 


1 

2x 100 


done V erreur est inferieure a 5.10 3 . 


Exercice 12.51 O 

Soit une foncdon f :]0, 1[ — * K. On suppose qu’il existe k > 0 et a > 1 tels que V(x,y) e]0, 1[ 2 , 

\f(x)-f(y)\^k\x-y\ a . 


Montrer que la foncdon f est constante. 


Solution : Soient x e ] 0, 1 [. Pour y e ]0,1[ tel que y x. On a | 1 ^ fc|y-x| a et comme a- 1 > 0, 

y — x 

0(y) = |y-x|“ _1 * 0. D’apres le theoreme de majoradon, on en deduit que le taux d’accroissement possede une 

limite nil lie lorsque y — ► x. On a done montre que la foncdon f est derivable et de derivee non nulle en tout point 
x e ]0, 1[. La foncdon f est done constante sur l’intervalle ]0, 1[. 


Exercice 12.52 00 

Soit une foncdon f : [a, b] >-► 
c e] a, b[ tel que 


R continue, ne s’annulant pas sur [a,b\ et derivable sur ]a,b[. Montrez qu’il existe 
fib) 


Solution : Introduisons la foncdon 0 : 


[a, b] 


. Comme f ne s ’annulepas sur [a, b] , 0 est bien dehnie 


c > — * ln|/(x)| 

et continue sur [a,b]. Par operations sur les fonedons derivables, 0 est derivable sur ]a,b[. On applique le theoreme 
des accroissements finis : il existe c e]a,b[ tel que Q(b) -Q(a] = Q'(c) (b- a) ce qui amene ln|/(a)| - ln|/(f?)| = 

{a- b) f (c) //(c). On obdent la formule proposee en passant a Pexponendelle : — e^ a ~ b ^ (on peut sup- 

primer les valeurs absolues car f {a) et f (b) sont de meme signe. 


Exercice 12.53 00 

Soit une foncdon f : R >-*■ R derivable. Montrer que si f{x) * +oo alors f{x) * +oo. La reciproque est-elle 

x — *+oo x — *+oo 

vraie ? 


Solution : Puisque f{x) * +oo, il existe A > 0 tel que Vx 3= A, f{x) & 1 . Soit alors x 3= A. D’apres le theoreme des 

X — *• +oo 

accroissements finis, il existe c e]A,x[ tel que /(x) - /(A) = /'(c) (x- A). Par consequent, /(x) S /(A) + x- A et d’apres 
le theoreme des gendarmes, f (x) * +oo. 

JC— +oo 

La reciproque est bien entendu fausse, comme on le voit sur la foncdon definie par f(x) = x. 


Exercice 12.54 000 

Soit un reel aett et une foncdon f : [a, +oo[« IR derivable sur [a, +oo[ telle que f(t) * 0. 

t — *+oo 

fit) 

1. Montrez que ► 0. 

t t—+ OO 

2. En deduire ensuite que si f(t ) » (el, — — * l. 

t—*+o o t t—*+oo 


Solution : 

1. Soit e > 0. Comme f{t) * 0, il existe Ai > 0 tel que Vx 3= Ai, |/'(x)| ^ e. Soit alors x 3= Ai. En udlisant le 

t—+oo 

theoreme des accroissements finis entre A\ et x, on peut affirmer qu’il existe c x e]Ai,x[ tel que /(x) = /( Ai) + 
/'(Cjc)(x-Ai). Alors 


fix) 

x 


/( Ai) 


+ / , (c*)|l- — 
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Comme 


/( Ai) 


Comme 1 - 


X x^ +oo 

Ai 


0, il existe Az > 0 tel que Vx 3= A 2 , 

1, il existe A 3 > 0 tel que Vx 3 A 3 , 


/( Ai) 


l-± 


^ e. 

1 . 


X +00 

Posons A = m£ix(Ai, A 2 ,A 3 ). 

Si x 3 A, on obtient 1 ’ encadrement suivant : 

I f (x) I I Ai) I . , ,1 AJ 

hs — — + \f(.c x ) 1 -— Ue + ex u 2 e 

I X \ I X I I X I 

Il suffitalors de reprendre la demonstration avec au depart I = — pour avoir |/(x) / x| s= e si x A A. Onprouve amsi 
que / (x) /x * 0 . 

x — *+oo 

2. Dednissons une foncdon g par g(x) = /(x)-Zx. Elle est derivable sur [a, +oo[ et Vx A 0, g'(x) = f'{x) — l * 0. 

X — * +OO 


Done d’apres la premiere partie, ^—1. > 

X x^+oo 

M 

x x^+oo 


f( x ) 

0. On trouve alors que l 


0 ce qui prouve que 


Exercice 12.55 VW 

Soit une foncdon f de classe : € 2 surle segment [a, b\ avec a< b. Montrez qu ’il existe un reel c e] a, b[ tel que 

f[a) + fib) _ J a+b j | jb-af 


Solution : Definissons la foncdon auxiliaire suivante 

[a, b] — * R 

t 


(p: 


f{t) + f{a) f ( a+t ' | _ tt-ay _ K 


oil K est une constante choisie telle que tp(b') - 0 (e’est possible car a< b). Puisque la foncdon tp est continue sur [a,b], 
derivable sur ]a,b[, et que cp [a] - <p(b) - 0, d’apres le theoreme de Rolle, il existe c\ e]a,b[ tel que ip'(C| ) - 0. On a 
done 

/'(ci) _ 1 ,t a+ci \ _ ci- a 
2 2 2 V 2 1 ~ 4 

a + c\ 

Appliquons ensuite le theoreme des a ccroissements dnis entre les points — - — et c i . Comme la foncdon f est continue 
sur [( a+ c\) 1 2, Ci ] et derivable sur]{a+ C\)I2,C\ [, il existe un reel c £]{a+ c\)/2, c\ [ tel que 


On trouve done que 


. . ( Cl ~r Cl \ ( + Cl \ 

Cl Cl .. -V K(Cl Cl) 

- J V.CJ — 


4 J 4 

et done que K = f"[c). Puisque la constante K a ete choisie pour que c p{b) = 0, on trouve done que 
0 = = 


12.6.7 Application aux equations differentielles lineaires du premier ordre avec problemes de 
raccord des solutions 

Exercice 12.56 W 

On considere P equation differendelle : 

(E): (1 - x 2 )y' + xy + (x 2 - 1) = 0 

1. Determiner toutes les solutions de (E) sur]-l,l[. 
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2. Existe-t-il une solution sur I -} -1,1] ? (On a dmettra que n/2 - arcsinx ~ ^2(1 - x) ). 

X— 1 _ 


Solution : La quantite (x 2 - 1) ne s’annule pas sur Ii — ] — 1, 1 [. Resol vons 1’ equation d’abord sur Ii. La solution generate 
de 1 ’equation homogene est 

yo (x) = C\/ 1 - x 2 ou C £ R. 

En udlisant la methode de variation de la constante, on cherche une solution particuliere de la forme y(x) = C(x) v 1 - x 2 . 

II suffit que C'(x) = — et done par exemple C(x) = arcsin(x). La solution generate s’ ecrit done 
Vl-x 2 

y(x) = (arcsin x + C) V 1 - x 2 . 


Soit maintenant y une solution sur I. Pour que l’equation soit verifiee en 1, il faut que y(l) = 0. Comme Vx < 1, 
y(x) = (arcsin x + C) V 1 - x 2 , cette fonction se prolonge par continuity en 1 avec y(l) = 0. Etudions la derivabilite en 1 
de la fonction ainsi prolongee. Puisque y verihe P equation differentielle, on en tire que Vx < 1, 


y'(x) — 1 x 


arcsin x + C 

Vl - x 2 


Pour que y' ait une limite hnie en 1, il faut que C = - arcsin 1 = — .En effet, si C ^ — , alors y'(x) * oo etd’apres 

2 2 jc— l 

la proposition 12.15 page 478, y ne seraitpas derivable en 1 ? 

Si C - — , alors 
2 


y (x) = i - x 


arcsin x - ti/2 
Vl-X 2 


2 car ■ 


arcsin x - ji/ 2 


\/2(l-x) 




• -1 


Vl — X 2 \/ 1 — X 2 Vx+1 x-’ 1 

et done d’apres le theoreme 12.14, y est derivable en 1 avec y'(l) = 2. Reciproquement, on verihe que la fonction 


x |arcsinx- — j \/l - x 2 

est solution de (E) sur] - 1, 1], C’estla seule solution de cette equation sur] - 1, 1], 


12.6.8 Etudes de suites reelles 

Exercice 12.57 V 

On considere la suite (u n ) definie par : 


( u 0 £[ 0,4/3] 

|VneM, u„ + i = i(4-u 2 ) 

1. Montrerque u n e [0,4/3]. 

2. Si (u n ) etait convergente, quel serait sa limite l ? 

3. Montrer que pour tout n e N*, | u n+ \ - l\ ^ 1 1 u n - l\ et conclure. 


Solution : 
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Introduisons la fonction f : 


R 

x 


1 2 \ ■ ° n 
gl 4 -* ) 


montre facilement que f est strictement decroissante sur 
[0,4/3] , que f(0) = 4/3 et que f (4/3) = 20/27 > 0. L’inter- 
valle [0,4/3] est done stable par f. Remarquons aussi que 
f admet 1 comme unique point fixe sur cet intervalle. . 


1. Montrons la propriete par recurrence. Par defini- 
tion uq e [0,4/3]. Soit beN. Supposons que u n e 
[0,4/3]. Alors comme [0,4/3] est stable par f, il 


s’ensuit que u n + 1 = f [u n ) e [0,4/3]. La propriete est 
alors prouvee par recurrence. 

2. Si (u n ) etait convergente, comme f est continue sur 
IR, on aurait f (lim u n ) - lim/ (u n ) ce qui amenerait 
l - f (Z). La limite de (u n ) serait done un point fixe 
de f dans V intervalle [0,4/3]. On en deduit que l 
serait egal a 1. 

3. Soit n e N. La fonction f est continue sur [u n , 1] et 
derivable sur ]u n , 1[. Done d’apres le theoreme des 
accroissements finis : 

|u„+i-l| sup [ f' (x) | \ u n — 1 1 

]u„, i[ 

« sup |/'(x)| \u n - 1| 

] 0,4/3 [ 

8 

s: — I u n — 1 [ 

9 

car pour tout x e R, f'{x) - -2l3x. Par une recur- 
rence facile, on en deduit que : 

|m„+i-1|«[-J |u 0 -1| 


et done d’apres le theoreme des gendarmes, il 
vient que \u n + \ - 1 » 0. En conclusion 


Exercice 12.58 W 

On considere 1 ’application f et la suite (u n ) definies par : 

J m 0 e ]0, 1[ 

[VneN, u n+ i = f{u n ) 

1 . Montrer que 1 ’intervalle ] 0, 1 [ est stable par f. 

2. En deduire que MneN, u n e ]0, 1 [ (et done que (u n ) est bien definie). 

3. Montrer que f admet un unique point fixe a dans P intervalle ] 0, 1 [. 

(2e\ n 

4. Prouver que : \/n eN, |w n+ i-a|^l — I . 

5. Conclure. 

6. Donner une valeur approchee de a a 10~3 pres. 



Solution : 
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1. La fonction f est derivable sur R+ comme quo- 
tient de telles foncdons. De plus, pour tout x e R+, 
e x (1 + x ) 

f (x) — done f est stnetement croissante 

(2 + x) 2 

sur 05+ . Comme /( 0) -112 et que /( 1) = e/3 < 1 on 
en deduit que f (] 0, 1 [) c ] 0, 1 [ . 


2. Par definition, uq e ] 0, 1[. Soit «eN. Supposons que 
u, 2 e ]0, 1[ . Comme ] 0, 1 [ est stable par f, il vient 
que u n + 1 = f {u n ) e ] 0, 1 [. On prouve ainsi la pro- 
priety par recurrence. On a de plus clairement poui- 
tout neN, u n ^ -2 done ( u n ) est bien definie. 


3. Introduisons la fonction 


( [0,1] — * R 

[ x > — * e x -x(x+2) 


Par operations sur les foncdons continues, 0 est 
continue sur [0,1]. De plus, /(0) = 1 > 0 et /(l) = 
e - 3 < 0 done d’apres le theoreme des valeurs in- 
termediates, 0 admet un zero sur [0, 1[. On montre 


facilement que pour tout x e [0,1], 0' (x) = e x -2-2x 
et 0" (x) - e x -2. Done sur [0, 1] , 0" est strictement 
negative et 0' est strictement decroissante. Comme 
0' (0) = -1, sur [0, 1], 0' est strictement negative et 0 
est strictement decroissante. On peut alors affirmer 
que le zero de f sur ] 0, 1 [ est unique. On le note a. 

4. Soit neN* . La fonction f est continue sur [u n - i,a] 
et derivable sur ] u n -\,ot[. D’apres P inegalite des ac- 
croissements finis : 

\u n - a | « sup \f (x)| | u n -\ - a| 

JCE]0,1[ 

2e 

« —\u n -i-a\. 

car f est strictement croissante sur [0,1]. Par une 
recurrence facile, on en deduit que 

(2e) n 

i"" -“]* hr ' uo_a: '' 


Mais comme uq,o e ]0, 1[, on a : |uo - a| sS 1 et on 
obdent l’inegalite proposee. 


5. On deduit facilement de cette derniere inegalite et 
du theoreme des gendarmes que u n ~ 


6. On utilise P inegalite precedente. On cherche pour 
quels valeurs de n, (2e/9)” ^ 10 -3 . On passe au 
3 In 10 

loganthme et on trouve n 5= = 13,7. 

21n3 - ln2 - 1 

Done il suffit de calculer ii\n pour connaitre a a la 
precision requise. On trouve a - 0.789 a 10 -3 pres. 
Ceci est valable quelque soit la valeur prise au depart 
pour Uq ! 


Exercice 12.59 

1 . Pour tout x 5= 0, determiner un encadrement de sh (x + 1) - sh x. 

2. En deduire que : V n eN, chO + ch 1 + . . . + chrc sS sh(n+ 1). 

3. On considere la suite (u n ) de terme general : 

u n — sh(n+ 1) - (chO + chi + . . . + chrc) . 

Montrer que (u n ) est croissante. 

4. On considere aussi la fonction f : x >-► sh (x + 2) - sh (x + 1) - ch (x + 1) . 

(a) Prouver que f (x) et f (x) sont positives pour tout x S 0. 

(b) Montrer que : V x3=0, /(x)3= /(O). 

5. En deduire que (u n ) diverge vers +oo quand n tend vers +oo. 


Solution : 

1. Soit x S 0. La fonction sh est continue sur [x,x+ 1] et derivable sur ]x,x+ 1[. D’apres l’inegalite des a ccroisse- 
ments finis : inf| liX+ 1 1 ch sh(x+ 1) - shx ^ sup| t x+! | ch. Mais comme ch est croissante sur R + , il vient : 
chx sS sh(x+ 1) - shx ^ ch(x+ 1). 

2. On a alors, pour neN : 

n n 

sh(rc+ 1) = (sh(fc+ 1) - shfc) ^ Y chfc = chO + chi + ... + chn. 
k = o fc= o 

3. Soit n e N. On calcule u n + i - u n = sh ( n + 2)- sh ( n + 1 ) - eti ( n + 1). Cette quantite est positive d’apres la premiere 
question appliquee ax - n+ 1. Done (u n ) est croissante. 
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4. La fonction f est definie sur R. 

(a) D’apres la premiere question, on a : chx sh (x + 1) - shx done ch(x+ 1) s= sh(x + 2) - sh (x+ 1) et f 
est positive. De plus, f est derivable sur R par operations sur les fonctions derivables et pour x e R + : 
/' (x) = ch (x + 2) - ch (x + 1) - sh (x + 1) . On montre facilement en appliquantl ’inegalite des accroissements 
finis a ch sur le segment [x+ l,x + 2] que cette derniere quantite est positive. Done /' 3= 0 sur R + . 

(b) Comme f est positive sur R+, / est croissante sur R + et Vx 3= 0, / (x) 3= / (0). 


5. Soit n £ N. On a u n+ \ - u n = f{n) > / ( 0) + uq. Done u n 
gendarmes u n * + 


zz/( 0). Comme /( 0) > 0, d’apres le theoreme des 


Exercice 12.60 


V 


1 . Etudier la fonction f + °° ^ ^ 

l x M IT 

2. Demontrer que pour tout entier n 5 2, on a 

1 


- In (In (zz + 1)) - In (In n) s; . 

(zj+ l)ln(?z+ 1) zzlnzz 


3. En deduire que la suite (u n ) de terme general 


1 1 1 
n 21n2 31n3 zzlnzz 


definie pour tout entier zz S 2 diverge vers +oo quand zz tend vers +oo. 


Solution : 

1. La fonction f est derivable sur ] 1, +oo[ par operations sur les fonctions derivables. De plus, pour tout x £ ]l,+oo[, 
on a f (x) = — . La fonction f est strictement negative sur ] 1, +oo[ et f est strictement decroissante sur 


x z In x 

son domaine de definition. On montre par ailleurs facilement que f (x) 


+oo et que f (x) 


• 0 . 


2. Soit zz S 2. Introduisons la fonction 0 : 


Soit x £ [zz, n + 1] . Comme zz 3= 2, on a :x 3= 2 


[zz,zz+l] — * R 

x > — * In (In x) 

et done lnx > 0. La fonction 0 est done bien definie. Elle est de plus derivable sur son domaine de definition 

par operations sur les fonctions derivables et 0' (x) = . D’apres la question precedente, f est strictement 

xlnx 

decroissante, d’apres 1’ inegalite des accroissements finis appliquee a 0 sur le segment [zz, zz+ 1], il vient que 


sS ln(ln(zz+ 1)) -ln(lnzz) . 

( 72 +l)ln( 72 +l) nlnn 


3. Soit zz 3= 2. D’apres la question precedente, on a : 1/(2 In 2) 3= In (In 3) - ln(ln2), 1/(3 ln3) S In (In 4) - ln(ln3), 
...,1/ (zzlnzz) 3= ln(ln(zz+ 1)) - ln(lnzz). On somme alors ces zz - 1 inegalites et on trouve par telescopage que : 

1 1 1 
" 21n2 31n3 zzlnzz 

3= (ln(ln3) - ln(ln2)) + (In (In 4) -ln(ln3)) + .. . + (ln(ln(zz+ 1)) - ln(lnzz)) 

= ln(ln(zz+ 1)) - ln(ln2) . 


On conclut en appliquant le theoreme des gendarmes : 


u n ► +oo 

72—+ OO 


12.6.9 Convexite 

Exercice 12.61 

Soit f : I — <• R une fonction a valeurs strictement positives. On suppose que Va £ R, f, x : x >-► e :ix f(x) est convexe sur 

R. 

Demontrer que g : x >-» ln(/(x)) est convexe sur R. 


Solution : 
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1. Si on suppose f deux fois derivable sur U, onaf[x) = ( af{x)+f'{x))e ax etf”{x) = (a 2 / (x)+2a/' (x) + f" (x))e a 
Par hypothese, on a f” (x) > 0 ceci pour tout a. On en deduit que le discriminant du trindme en a est negatif. Done 
[fix]) - /"(x)/(x) < 0 et ceci pour tout x reel. 

f ff (x)f(x) 

Or g est deux fois derivable et g"(x) - — - — - — . On en deduit que g est convexe. 

J w 

2. Si on ne suppose plus f deux fois derivable sur R, la demonstration est plus acrobatique : 


Pour x f y et t e [0, 1], on pose a = 


ln(/(x))-ln(/(x)) 

x-y 


. Par hypothese, f a est convexe sur R done 


exp(a(rx + (1 - t)y))f(tx + (1 - t)y) te ax f{x) + (1 - t)e ay f{y), 


soit 


f(tx+ (1 - t)y) texp{a[x- y)(l - t)) f(x) + (1- f)exp(-a(x- y)f)/(y) 


^ t exp((ln/(x) - ln/(y))(l - t))f{x) + (1 - t) exp((ln/(x) - ln/(y)) f)/(y) 


imr 1 
l ml 

fixY f{y) 


/'(x) + (i-r) 

1 -t 



En prenant les logarithmes, on obtient la convexite de g sur R. 


Exercice 12.62 r f> 

On considere une fonction f deux fois derivable sur I =]0, +oo[ et une fonction g : I — * R dehnie par : 


Vf El, g(f) = f/(l/f). 

Montrer que f est convexe si et seulement si g est convexe. 


Solution : 


1. 


| => | La fonction g est deux fois derivable sur I par operations sur les fonctions deux fois derivables sur I. Pour 
tout tel : 


jg'« 

jg"m 


■fa/t)- 

i 


fait) 


= ^/"(i/r)3=o 

t 3 


On en deduit que g est convexe. 

2. | <= | Soit x e I. Posons t - II x. On a /(x) = xg(l/x) et on montre facilement que f"{x) = l/x 3 g"(x) SO ce qui 
montre que f est convexe. 


I Remarque 12.19 On peut egalement montrer ce resultat avec comme hypothese que f est uniquement continue 
(utiliser qu ’une fonction continue est convexe si elle verifie le lemme des trois pentes) 


Exercice 12.63 O' 

En utilisant la fonction dehnie par fix) = ln(lnx), montrer que 


,'a+b\ / 

Ma,b> 1, In ( — - — ]svlnalnfr. 


Solution : La fonction f est deux fois derivable sur l’intervalle I -} 1 , +oo( et pour tout x > 1, on calcule /"(x) 

1 1 1 + In x 

< 0 .La fonction f est done concave et pour a, b > 1 et A e [0, 1] : 


x 2 In x x 2 (In x) 2 x 2 In 2 x 


lnlnf — ) S Alnlna+ (1 - A)lnlna. 


Done en prenant X - 1/2, il vient que : 

, , ia+b\ lnlna + lnlna . , , , 

lnln| — - — J S = ln((lnnln b) 1 2 ) 

En prenant 1 ’ exponentielle qui est croissante, on en deduit 1 ’inegalite de 1 ’enonce. 
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Exercice 12.64 W 

Montrer que 

^ r 1 

Vxe]0,1[, x x {l-xV~ x 5= 


Solution : Comme la fonction In est concave sur ]0, 1 [, 

Via, b) e]0, 1[ 2 , VA e [0, 1], ln(Aa + (1 - A) b) 3= Aina + (1 - A) Info. 
Soit x e]0, 1[. En posant a - x e]0, 1[, b — 1 - x e]0, 1[ etX-x e]0, 1[ , on trouve que 

xlnx + (1 - x)ln(l - x) ln(x 2 + (1 - x) 2 ) 


En etudiant la fonction ip : 
consequent. 


0 ? 

x 2 + (1 - x) 2 


on montre quelle admet un minimum en — qui vaut Par 


1 

xlnx+ (1 - x)ln(l - x) 3= ln(-). 

On applique alors V exponentielle a notre inegalite et comme cette fonction est croissante, on obtient le resultat de 
l’enonce. 


Exercice 12.65 W 

Soit f : R >-► M une fonction convexe majoree. Montrer que f est constante. 


Solution : Prouvons le resultat par l’absurde. Si f n’estpas constante, alors il existe deux reels x < y tels que fix) / 
fly). Etudions deux cas : 


si f{x) < fly ) : Soit z> y, d’apres le lemme des trois pentes, on a : 

fly) - f(x) flz) - fix) 


, , , A fly)- fix) _ n 

a ou en notant A = > 0, 

y-x 


y-x 


flz) 5= lz - x) A + fix) * +oo 


ce qui est impossible car f est majoree sur [x, +oo[. 


si fix) > fly) : Supposons cette fois-ci que z < x. D’apres le lemme des trois pentes, on a : 

flz) - fix) fly) - fix) 


y-x 


fly) - fix) 

et en notant A = < 0, d vient : 


y-x 


flz) 5= fix) + lz - x) A * +oo 


ce qui est impossible car f est majoree sur ] - oo, x], 

II ne peut alors exister x < y tels que f (x) ^ / (y). On en deduit que f est constante. 


Exercice 12.66 VO 

Montrer qu' une fonction convexe sur un intervalle I est continue sur l’interieur de l’intervalle I. 


Solution : Soit xel, un point interieur. II existe done deux points (zi , zz) £ I tels que z\ < x < zi . Soit ye [x, zf] ■ En 
utilisant le lemme des trois pentes, on trouve que 

f lx) — f jz\) ^ fly)- fix) < f jz 2 ) — f (x) 
x- z\ y-x Z2~ x 


Notons pour i - 1,2, A ; = 


fix) — f jZj) 

x- Zi 


. L’ inegalite precedente devient : 


Ai (y - x) ^ fly) - fix) A 2 (y - x) 
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et d’apres le theoreme des gendarmes, fiy) * fix). Par les memes arguments, en prenant ye [z\,x], on montre 

y—x + 

egalement que fiy) fix), et done que fiy) * fix). On a alors montre que f est continue au point x. 


Exercice 12.67 000 

Soit une fonedon f : [0, +oo[ — * [0, +oo[ derivable et concave sur [0, +oo[. Montrez que 

V(x, y) e [0, +oo[ 2 , /(x + y) *£ /(x) + /Cy). 


Solution : Comme la fonedon f est concave et derivable, on sait que la fonedon f est decroissante sur I = [0,+oo[. 
Soit ye I. Considerons la fonedon dednie sur I par gix) - fix + y) - fix). Elle est derivable sur I et pour tout x el, 
comme x+ y 3= x, on a : g'ix) — /'( x+ y) - fix) ^ 0. Done Vx e I, g(x) g(0) = fly) - /( 0). On a alors montre que 
V (x, y) el 2 , f(x + y) f(x) + fiy) - /( 0) et comme par hypothese, f est a valeurs positives, /( 0) SO et done 

V(x,y)el 2 , fix+y)^fix) + fiy). 


12.6.10 Equations fonctionnelles 

Exercice 12.68 OOO 

Determiner les fonedons f : 1 — <• IR de classe sur 1R telles que pour toute suite arithmedque ( x n ), la suite if(x n )) 

est une suite arithmedque. 


Solution : Soit f une fonedon veridant la propriete. Considerons ia, b) eU 2 . II existe alors (a, (')) e K 2 tels que 

VneN, fia+ bn) = a + fin. 

Si on pose n - 0 puis n = 1, on trouve que 

\/n e N, fia + bn) - fia) + [f{a+ b) - fia)] n 
En particular si n-2, on trouve que 

fia + 2b) - 2 f{a+ b) - fia). 

et cette relation doit etre vraie pour tout la, b) eR 2 . Avec a - 0, on trouve en particular que 

VfceR, fi2b) = 2/(f?)-/(0). 


Posons g : | ^ ^ ^ ^ . Cette fonedon doit verifier 

VxeR, g(2x) = 2g(x). 

La fonedon g est derivable sur R car f Vest et en derivant cette derniere relation, on trouve que 

VxeR, g'(2x) = g'ix). 

Comme g ' est continue en 0, on montre facilement que g' est constante. Par consequent, g est lineaire, et f est affine. 
On veride reciproquement que toute fonedon afdne convient. 


Exercice 12.69 VO 

1. Trouver toutes les fonedons de classe Hf sur R veridant 

VxeR, /(2x) = 2 fix) 

2. Si 1 ’on ne suppose pas f derivable, construire une fonedon differente de celles trouvees veridant la propriete. 


Solution 
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1. En derivant, on trouveque 


VxeR, 2f'(2x) — 2 fix) 


Done Mx e R,/'(2x) = fix). Soit xfO .11 s’ensuit pa r une recurrence facile que \/n e l\l*, /'(^r) = fix). Mais 
f est continue en 0 done ff-M -) * /'(()). La fonction f est done constante et f est affine de la forme 

z n—*+oo 

fix) - ax +b avec a,beU. Mais / (2 x 0) = 2 x / (0) et necessairement f { 0) = 0 ce qui amene h = 0. La fonction 
f est done lineaire. Reciproquement, toute fonction lineaire convient. 

2. La fonction donnee par 

f 0 si x e R \ 0 

m=\ . n 

[x si x e Q 


verifie la propriete et n ’est pas lineaire. 


Exercice 12.70 <Z>VV 

Soit f : R >-► R une fonction de classe 'rf 1 . On suppose que : 

VxeR, /o/(x) = — + 3 (★). 

f(x) 

1. Montrer que : VxeR, /(§ + 3) = + 3. 

2. Montrer que la fonction f est constante. 

3. Trouverles fonctions f verifiant la relation (1). 


Solution : 

1. Soit xeU.En appliquant f a (*), on trouve que f if of (x)) = /(| + 3) et comme fo if o f) = (/°/)°/, en utilisant 

f (x) 

1’ expression de fo f donnee par O), on obtient que — (- 3 = / (| + 3) . 

2. Soit x e R. En derivant l’egalite precedente, on obtient que 


f'M 

2 



On definit alors une suite (u n ) par 

{ llQ = X 

VneN,[i„ + i ~~ 2 + 3 
Cette suite est arithmetico-geometrique done 

1 

VneN, u n - 6h (x-6) >6 

2 n n—>+oo 


Comme f est continue au point 6, on obtient que f'iu n ) * /'( 6) et que finalement fix) - fi 6). Par con- 

71— -+00 

sequent, f est constante. 

3. Comme f est constante, il existe (a, b) e R 2 tels que 


Vx e R,/(x) - ax+b 


Cherchons les reels a, b tels que f verifie (*)• Apres calculs, on trouve a - 
6 + 3\/2. 


\f2 _ 

— , b — 6-3\/2 ou alors a - 
2 
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Chapitre 


13 


Integration sur un segment des fonctions a 
valeurs reelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Les mathematiciens se sont interesses tres tot aux problemes de calcul d’aires et de volumes. Ainsi Eudoxe de Cnide, math- 
ematicien grec du 4 e siecle avant note ere, parvient a calculer le volume d’une pyramide. Cent ans plus tard, Archimede 
generalise son procede et invente la methode d’exhaustion. II s’agit d’approcher l’aire ou le volume a determiner par des 
aires ou des volumes elementaires, par defaut et par exces. La notion de limite est alors encore bien loin d’etre decouverte 
et le calcul est generalement termine par un raisonnement par l’absurde. La « revelation » est venue de Newton et de 
Leibniz lorsqu’ils inventerent le calcul infinitesimal : l’operation d’integration est une operation inverse de celle de la 
derivation et, pour calculer une aire, il suffit de calculer une primitive. C’est « le theoreme fondamental de Fanalyse » 
13.29 page 531. II faudra attendre neanmoins le 19 e siecle pour que la notion d’integrale soit bien formalisee grace aux 
travaux de Cauchy et surtout a ceux de Riemann. Celui-ci s’interesse a fonction / donnee sur un segment [a, b] et essaie 
d’approcher l’aire si sous le graphe de / par les aires Z _ et Z + de deux families de rectangles qui approchent par defaut 
et par exces si comme dans les dessins ci-dessous. 




Figure 13.1 - Somme inferieure : Z Figure 13.2 - Somme superieure : Z + 

Une fonction est integrable au sens de Riemann si et seulement la difference des aires 2 + et Z _ tend vers 0 quand le pas 
de la subdivision, c’est-a-dire la largeur des rectangles consideres, tend vers 0. La methode d’exhaustion est sous-jacente 
a ce procede. 

Nous travaillerons dans ce chapitre sur une classe de fonctions beaucoup plus simples que celles etudiee dans l’integrale 
de Riemann : les fonctions continues par morceaux. Ce sera amplement suffisant pour pourvoir traiter une large variete de 
problemes. Vous generaliserez ces resultats en spe lors de l’etude des integrales impropres a des fonctions pas forcement 
continues par morceaux. 

En particulier, pour un segment [a,b] et une fonction / : [a, b\ — ► K + positive, nous nous attacherons dans ce chapitre a 
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repondre aux deux questions suivantes. 



Figure 13.3 - Aire sous une courbe 


1 Quelle condition imposee a / pour que l’aire delimitee par sa courbe dans un repere orthonorme soit bien definie ? 

2 Comment calculer cette aire ? 

13.1 Fonctions en escaliers 

13.1.1 Subdivision d’un segment 



Xq X\ X 2 X n —\ X n 

Figure 13.4 - Subdivision d’un segment 


Definition 13.1 Subdivision d’un segment 

On appelle subdivision du segment [a, b] toute famille t = U'Q i^r-ss/v de reels tels que 

a - xq< x\< ■■■ < x n -\ < x n = b 

Le pas de la subdivision t est donne par max, e [o, n -ii |x,+i — Jt; | . Une subdivision de [a, b] est reguliere si tous les 
X { + 1 - x i sont egaux. 


Definition 13.2 Subdivision plus fine qu’une autre 

Considerons t et x' deux subdivisions d’un segment [a,b]. On dit que t' est plus fine que x si et seulement si tout 
element de la famille x est element de la famille x'. 

Plus precisement, une subdivision est une famille. Une famille est une application. II vaut mieux dire que 1’ image de t est incluse dans 1’ image de t' 


Proposition 13.1 

Soient x et x' deux subdivisions d’un segment [a, b\ . II existe une subdivision de [a, h\ plus fine que x et x'. 


Demonstration II suffit de considerer la famille i” = ( x k)\<k<N d ont l es elements sont ceux de x et ceux de x' ordonnes dans 
l’ordre croissant et ou N est le cardinal de la famille ainsi construite. r" est plus line que x et V . 


13.1.2 Fonctions en escaliers 


Definition 13.3 Fonction en escalier 
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f( x l) 

Co 

C n -1 

f(x o) 


- -T 

] [ 


] [ 


] [ 


a = x o x.i x .2 


b —\ , 


] [ 


f( x n) 


] [ 


Figure 13.5 - Fonction en escalier 


- Une fonction tp : [a, fo] — ► 0? est une fonction en escalier sur le segment [a, b] s’il existe une subdivision t : a - xq < 
■■■ < x n = b du segment [a, b] telle que tp est constante sur chaque intervalle ] x^, Xfc + i [ 

VA; e [0, n- 1J , Sc^ e [R, Vxejxt.x^il, tp(x) = Cjt 

- La subdivision x est dite subordonnee a la fonction tp. 

- On notera £ {[a, b\ , R) Fensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs reelles. 


Remarque 13.1 

- Si x est une subdivision subordonnee a tp alors toute subdivision plus fine est encore subordonnee a tp. 

- Une fonction constante est une fonction en escalier. 


Proposition 13.2 

Toute fonction tp e $ [[a, b] , IR) est bornee sur [a, b] . 


Demonstration Soient tp une fonction en escalier et x = xo < ■ ■ ■ < x n = b une subdivision qui lui est subordonnee. On a done : 

Vfce {0,n- 1] , 3ci. e R, Vx e |xj.,xj. + i [ , tp (x) = Ch.. En posant m = max \cu\ puis M = max(m, |/fxq)|,... ,\f[x n )\), on a 

Oik^n-1 

Vie [a,b], |tp(x)| sM. 


Proposition 13.3 

- L’ ensemble des fonctions en escalier S([a,b], IR) sur le segment [a, b] est un sous-espace vectoriel de Tespace des 

fonctions b] ,IR),+,.). 

- L’ ensemble $ ([a, b ] , IR) est aussi un sous-anneau de Fanneau des fonctions {[a, b] ,R) ,+, x). 

Demonstration La fonction constante egale a 0 sur [a,b] est element de § ([ a,b] ,IR) . On montre facilement (en utilisant une 
subdivision plus fine que les deux subdivisions subordonnees aux deux fonctions) que £((a,b\, R) est stable par combinaison 
lineaire. C' est done un sous-espace vectoriel de ^ ([ a,b } ,R). On montre de meme qu’un produit de fonctions en escalier est encore 
une fonction en escalier, ce qui prouve que £ ([a, b] ,R) est un sous-anneau de 3F ({a, b\ ,R). 


13.1.3 Integrate d’une fonction en escaliers 

Definition 13.4 Integrale d’une fonction en escaliers 

Supposons que a < b. Soit une fonction en escalier tp e £ ([a, b] , IR) et x : a — Xo < ■ ■ ■ < x„ = b une subdivision subor- 
donnee a tp. Soient co,...,c n _i £ IR tels que : Vfc e [0,?i- 1J Vx e Jx^x^+il tp(x) = c^. On definit V integrale de la 
fonction en escalier tp entre a et b comme etant le nombre reel 

o n-1 

/ E c k(Xk+l~X k ). 

iWJ 
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Ce nombre ne depend pas du choix de la subdivision x subordonnee a tp. 


Demonstration Prouvons que cette definition ne depend pas de la subdivision choisie. Soient x^ et 12 deux subdivisions subor- 
donnees a tp. Notons I x l'integrale calculee avec la formule donnee dans la proposition pour une subdivision x de [a,b], 

• Supposons que xi est plus fine que X2. Si xi et X2 ne different qu'en un point, X2 = a = xq < x\ < ... < x, < Xj + \ < ... < x n = b 
etii = a = Xo<x\<...<Xi <a<x i+ i < ... < x n = b. On a : W\\ Xi ,x M [ = c i par conse'quent tp| |XijC(| = cp <P|]ot,jc J+ i [ = c i et 

I T 1 = C 0 (Xl -X 0 ) + Cl {X2-X1 ) + ... + c ,-_ 1 [x t -Xi-i) + 

Ci (a -Xj) + Ci [Xj+I - a) +c i+1 [x i+2 - x i+1 ) + 

= Ci(Xi+l-Xi) 

■ • ■ + c n- 1 i x n ~ x n— l) = Ij2 

Le cas oil xj et X2 ne different que d’un nombre Sni de points se traite de meme. 

• Etudions maintenant le cas general. Considerons la subdivision x = xi u X2 qui est plus fine que xi et X2. En appliquant le point 
precedent, on a I T = I Tl et I T = I T2 et par consequent I Tl = I-r 2 . 

13.1.4 Proprietes de l’integrale d’une fonction en escaliers 


Proposition 13.4 L’integrale est une forme lineaire sur # ([a, fo],IR) 

Soient cpi, tp 2 E & ([a, b\ , IR) deux fonctions en escalier sur le segment [a, b] . Pour tout a, fi e R, on a 

/ aipi+pip 2 = a| tpi + pl tp 2 
J[a,b ] J[a,b] J[a,b] 

Autrement dit, si 

f £{[a,b],U) U 

'( —• 1 f la ,b]W 

alors on a 

0 (atpi + Pip 2 ) = a0 (cpi) + |30 (cp 2 ) 

On dit aussi que 0 est une forme lineaire sur § ([ a , b] ,R). 


Demonstration Soient xi une subdivision subordonnee a tpi ef X2 une subdivision subordonnee a cp2 . Soit x une subdivision plus 
fine que xi et x 2. Elle est done subordonnee a la fois a tpi et a tp2- Supposons que x : a = xq < x\ < ... < x n = b et que 

Vt e [ 0 , n - 1 ] , tpi| ]x i ,x l+1 [ = c i et tp 2 | ]x t ,x i+l l = d i- 

On a alors 



Proposition 13.5 L’integrale d’une fonction en escalier positive est positive 

Soit tp e § (\a, b\ ,K) une fonction en escalier sur le segment \a, h\. Si tp est positive sur [a,b] alors / [(! tp 3= 0. 

Demonstration Soit x : a = Xq < X\ < ... < x n = b une subdivision subordonnee a tp : Vt e [ 0 , n— 1 ] , tpi^. j = c; e R. 
Comme tp est positive, pour tout i e [ 0 , n - 1 ] . on a c, & 0 . Par consequent, f a pj tp = c i [ x i+\ 0 . 


COROLLAIRE 13.6 


Soit (tpi,tp 2 ) e ( § {[a, b] ,U)) 2 . On a 

tpi « IP2 => / tpi « / IP2 


J[a,b] J[a,b] 


Demonstration II suffit d’appliquer le resultat precedent a la fonction en escalier tp = tp2~tpi et d'utiliser la linearite de l'integrale. 
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Proposition 13.7 Relation de Chasles 

Soit cp une fonction en escalier sur le segment [a, b] et ce]a,b[. Alors 

f <P= [ <P+ f V 

J[a,b] J[a,c] J[c,b] 


Demonstration Soit t : a = xq < x\ < . . . < x n = b une subdivision subordonnee a (p. On peut supposer, quitte a considerer la 
subdivision t' = tu (c) qui estplus fine que t que c est un point de t. On suppose de plus que c est le m-ieme element de t. Si pour 
tout i g [0, n— 1], tpi|]*; X j i [ = c i alors 

n— 1 

E c i[ x i+l~ x i) 

i = 0 
m - 1 

E c i[ x i+l~ x i) + 

f <P + f V 

J[a,c] J[c,b ] 

13.2 Fonctions continues par morceaux 

13.2.1 Definition et proprietes 


n-1 




Figure 13.6 - Fonction continue par morceaux 


f " > 

Definition 13.5 Fonction continue par morceaux sur un segment 

- Soit [a, b] un segment. On dit qu’une fonction cp : \a, b\ K est une fonction continue par morceaux sur [a, b] lorsqu’il 

existe une subdivision t : a — xq < ■ ■ ■ < x n . — b du segment [a, b] telle que 

1. Pour tout k e [0, n- 1], la restriction de tp a ]xi c ,xi c+ i [ est continue. 

2. Pour tout ke [0, n - 1 1[ , cp restreinte a }xp,X) c+ \ [ admet une limite finie strictement a droite en x/ c et strictement 
a gauche en xr + \ ■ Autrement dit, la restriction de cp a ]x^,xr+\ [ est prolongeable par continuite sur \x/ c , xr + \ ]■ 

- Une telle subdivision est dite adaptee ou subordonnee a cp. 


Remarque 13.2 

- Toute fonction en escalier sur [a, b] est continue par morceaux sur [a, b]. 

- Comme pour les fonctions en escaliers, si t est une subdivision de [a, b\ subordonnee a cp continue par morceaux sur 
[a, b] et si t' est une autre subdivision de cp de [a, b] plus fine que t alors t' est aussi subordonnee a cp. 
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Proposition 13.8 

Si cp est une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b] alors cp est bornee sur [a, b\. 

Demonstration Soit cp une fonction continue par morceaux sur [a, b] et soit t : a = xq < ... < x n = b une subdivision subordonnee 
a cp. Pour tout i e [0, n - 1], la fonction f\] Xi ,x i+1 [ est continue et se prolonge en une fonction fa continue sur le segment [x,-,x,- + i ] . 
En appliquant le theoreme 11.48, fa est bornee sur le segment [x,-,x; + i ] . Posons M = maxj e [o n _ij] (xj)|} u {|/(i>)|}. Alors 

Vxe [a,b], ]/(x) |SM. 

Proposition 13.9 

Soit I un intervalle. 

- L’ ensemble des fonctions reelles continues par morceaux sur [a, b\ est un sous-espace vectoriel de (,fP (\a, b] ,R) , 

- L’ ensemble des fonctions reelles continues par morceaux sur [a,b] est un sous-anneau de (AP ({a, b] ,R) , + , x). 

Demonstration Montrons le premier point, le second se prouve de meme. II est tout d'abord clair que l'ensemble des fonctions 
reelles continues par morceaux sur [a, b] est non vide. Soient a, p deux scalaires reels et soient cpi et cp 2 deux fonctions continues 
par morceaux sur [a, b] . Soient ti une subdivision de [a, b] subordonnee a cpi et soit T 2 une subdivision de [a, b] subordonnee a cp 2 . 
Soit t : a = Xq < ... < x n = b une subdivision plus fine que cpi et cp 2 . T est done subordonnee a la fois a cpi et a cp 2 . De plus, pour 
tout i e [0, n- 1], (acpi + pcp 2 )|] X , x j = acpi|] X . X;+| | +f>(p2\] Xi x i+l [ 9 U1 est continue sur ]x;,x,- + j [ comme combinaison lineaire 
d’ applications continues sur]xi,Xj + \ [. De plus, par operations surles limites, (acpi +Pcp 2 )|| x . x . [ admet une limite stride a droite 
de Xj et une limite stride a gauche de x; + i . acpi + |3cp2 est done bien une fonction continue par morceaux sur [a,b], 

13.2.2 Approximation des fonctions continues par morceaux par les fonctions en escalier 


Theoreme 13.10 V Approximation d’une fonction continue par une fonction en escalier 

Soit / une fonction continue sur le segment [a, b] et e > 0. Alors, il existe une fonction en escalier cp telle que 

ll/-tplloo= sup |/(x) - ip(x)| e. 
xe [a,b] 


Demonstration Puisque la fonction f est continue sur le segment [a,b], elle est uniformement continue sur ce segment (theoreme 
de Heine, 11.51). II existe done r) > 0 tel que V(x,y) e [a,b] 2 , \x-y\ Si] ==> \f(x) - f(y)\ e, e. Considerons alors un entier 
n suffisamment grand pour que [b- a)ln ^ r\ et definissons la subdivision de pas constant h = (b - a) In ^ r|, x; = a + ih pour 
i e [[0, n — 1]]. Definissons ensuite la fonction en escalier cp en posant V i e [[0, n - 1]], Vxe [x; , x ,- + 1 [, cp(x) = /(x;) et cp(b) =/(!?). 
Soit x e [a, b[, il existe i e [[0, n - 1]] tel que x/ ^ x < x; + i et comme |x-x,-| € ip | fix) - cp(x)| = |/(x) - /(x;) | < e. Si x = b, on a 
egalement \f(b) - cp(l>)| = 0 S e. En passant a la borne superieure, on a bien \\f -cplloo S e. 

Multimedia : animation, n augmente et les aires des rectangles sous le graphe de / 
se rapprochent de l'integrale 



FIGURE 13.7 - Une approximation grossiere 
avec e assez grand 



FIGURE 13.8 -Une approximation plus fine avec 
e plus petit 


Lemme 13.11 Une fonction continue par morceaux est la somme d’une fonction continue et d’une fonction en 
escalier 

Soit / une fonction continue par morceaux sur le segment [a,b], Il existe une fonction g continue sur [a,b] et une 
fonction \p en escalier sur [a, b] telles que / = g + ip. 
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Demonstration Considerons une subdivision a = xq < ■ ■ ■ < x n = b subordonnee a ia fonction en escalierf. Comme f est continue 
par morceaux, s a restriction a ]xq,xi [ possede une limite hnie a droite en xg et une limite finie a gauche en X\, fix) > l et 


fix) * L. Posons Vx E]Xg,X\ [, gix) = fix), gixg) = l et gix l) = L et \p(X()) = fixg) - l, Vx E]Xg,X\ [, \|/(jc) = 0 et \p(X]J = 


fix i) -L. On a bien g continue sur [xg,xi], \|/ en escalier sur lxg,xi] et Vx e [xg,xi\, fix) = gix) + \p(x). On recommence ce 
procede sur [x \ , X 2 I ... pour definir les fonctions g et i|/ sur [ a,b ]. 



Figure 13.9 - Toute fonction continue par morceaux est somme d’une fonction continue et d’une fonction en escaliers. 


Corollaire 13.12 Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux par une fonction en escalier 

Soit / une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et e > 0. II existe une fonction ip en escalier sur [a, b] 
telle que II / - (p [loo £■ 


Demonstration D ’apres le lemme precedent, il existe une fonction g continue sur [a, b] et une fonction \|/ en escalier sur [a, b] 
telles que f = g + rp. D’apres le theoreme precedent, il existe une fonction en escalier x sur [a,b] telle que |[gf — xlloo ^ £. Posons 
alors (p = \p + x- C’est une fonction en escalier et on a bien \\f - cplloo - llg ~ Xlloo ^ e. 


Corollaire 13.13 Encadrement d’une fonction continue par morceaux par deux fonctions en escalier 

Soit / une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et e > 0. Il existe deux fonctions en escalier, cp, \p e 
$ ([a, b] , IF5) verifiant 

ip^/^tp| et |\p-cp^e | 


Demonstration D' apres le corollaire 13.12, il existe une fonction en escalier x sur [a, b\ verifiant Vx e [a,b], -el 2S /(x)-x(x) S 
e/2. Dehnissons les fonctions en escalier cp = x~E/2 et\p = x + E/2. Elies verifient bien (p^/^\pet\p-cp = e. 


13.2.3 Integrate d’une fonction continue par morceaux 


Proposition 13.14 Integrale de Riemann d’une fonction continue par morceaux 


Soit une fonction / continue par morceaux sur un segment [a, b]. On considere les ensembles 


S<f 

s>f 


On a les proprietes suivantes, 

• 2? < f admet une borne superieure. 

• ./> f admet une borne inferieure. 

• sup J r </ = inf J ! > f. 



:n escalier sur la, b 1 



(p est en escalier sur [a, b\ et / ^ 
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On definit alors Fintegrale de Riemann de la fonction continue par morceaux / sur [a, b] par 


f /=sup/<f = infJ r > f 
J[a,b] 


Demonstration On definit les ensembles S < p et^p par 


£< f = {ip est en escalier sur [a, b] et cp ^ /} 


<°>f = {<p est en escalier sur [a, b] et / sS ip} 

On a prouve que si f est une fonction continue par morceaux sur [a, b] alors elle est minoree par un reel m et majoree par un 
reel M sur [a, b] . Par consequent, les fonctions en escalier sur [a, b } definies par x >->■ m et x >-> • M sont elements respectivement 


de Sf r et de <fL 


et<Sff sont done non vides. 


Montrons que J ! < p est majoree. Soit cp e ^p . On a cp =£ / *£ M. Par consequent, /[„/,] t p ^ f[ a y M = M [b - a) . Cette majoration 
etant valable pour toute fonction en escalier tpe.£’ < p, on en deduit que J? < p est majoree. 

D'apres l’axiome de la borne superieure, on en deduit que J s < p possede une borne superieure (3. 

De meme, on prouve que J‘ > p est non vide minoree et possede une borne inferieure a. 

On a a ^ (3. Montrons que a = (3. Soit e > 0. Appliquant le theoreme precedent, il existe des fonctions en escalier (p ef \p definies 
sur [a, b] telles que 

ip^/sSrp et \|/-cp^e 

On a done : (p e S < p et \p e S > p ce qui donne 


ce qui s’ecrit aussi : 


/ <p s; a ^ p ^ I \p 
•J[a,b] J[a,b] 

fi-atS 14/ — I cp = / \|/-cp^E(i)-a) 

Jla.b] J\a,b ] Jla.b] 


J[a,b] Jla.b ] J[a,b] 

Cette inegalite etant valable pour tout e > 0, on en deduit que : a = (3. 

I Remarque 13.3 Cette definition generalise la definition de Fintegrale d’une fonction en escalier. Si / est une fonction 
en escalier, son integrale de Riemann est egale a Fintegrale de la fonction en escalier precedemment definie. 

PLAN 13.1: Pour montrer qu’une fonction / est integrable sur un segment 

II suffit de montrer que f est continue par morceaux sur ce segment. 


.Bio 1 1 Bernhard Riemann, ne le 17 septembre 1826 a Breselenz(Allemagne), mort le 20 juillet 1866 a Selasca, Italie 
Mathematicien Allemand. Bernhard Riemann est le deuxieme enfant 

d’une famille de six. II regoit de son pere, pauvre pasteur lutherien, une t 1l l 

education stricte et rigoureuse. Bien que tres tot il montre des talents \ 

intellectuels exceptionnels, il souffre d’une grande timidite, de depres- aa ^ j 

sion nerveuse et hypocondrie. Ses problemes d’expression le poursuiv- 
ront toute sa vie et Fempecheront d’etre reconnu a sa juste valeur de 
son vivant. A 19 ans, il s’etablit a Hanovre pour etudier la theologie et 
la philosophie, mais ses gout s’orientent vite vers les mathematiques. 

Il rencontre Gauss a l’universite de Gottingen qui sera son directeur de 
these. Celle-ci porte sur les fonctions complexes et il y introduit les sur- 
faces qui portent maintenant son nom et qui sont d’une grande impor- 
tance dans la recherche mathematique actuelle. Quelques annees plus 
tard, il jette les bases de la geometrie differentielle. C’est aussi lui qui a 
finalise le travail de Cauchy sur les fonctions integrables et qui a, le pre- 
mier, produit une theorie rigoureuse de F integration. Il est le decouvreur 

de la fonction ( qui est au carrefour de nombreuses theories mathema- - - 

tiques modernes. La position des zeros de cette fonction est l’objet d’une 
celebre conjecture qui n’a toujours pas ete prouvee et qui permettrait de 

mieux comprendre la repartition des nombres premiers. Bernhard Riemann est mort a 40 ans de la tuberculose. 
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Proposition 13.15 L’integrale est une forme lineaire sur l’espace vectoriel des fonctions continues par 
morceaux 

Soient / et g deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a,b] et a,(> e K. Alors 


f (af + fig) - a f f + p[ g 
J[a,b] J[a,b] J[a,b] 


Demonstration Comme f et g sont des fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b\ , il en est de meme de af + |3g et 
cette fonction est done integrable sur le segment [a, b] . Posons I = /[ fl ft] a/ + Pg. Ii = f[ a b]f et I 2 = f[ a ft] g. On veut done prouver 
que I = ali + PI2- ce qui revient a montrerque pour toute> 0. on a -e s; I - (all +PI 2 ) =£ e. Soit e > 0. D’apres le theoreme 13.13, il 
existe des fonctions en escalier (pi,(p 2 . \pi,\p2 definies sur [a,b] telles que 

et (p 2 «g«V2. V2-(P2«e 


On a done 


acpi +P(p 2 « a/ + Pg « a\|/i +P\]/ 2 et a\pi + pip 2 - (acpi + pcp 2 ) S e 



J[a,b] 

done 

r 

J[a,b] 

done 

r 

J[a,b ] 

done 

-efa 


l[a,b] 


l[a,b] 


l[a,b] 


1 [a,b] 


l[a,b] 


l[a,b] 


ce qui prouve le theoreme. 


Proposition 13.16 L’integrale d’une fonction continue par morceaux positive est positive 

Soit cp une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. On a 


Vxe [a,b], (p(r)>0 



tp 3= 0 


Demonstration La fonction nulle sur [a, b] est en escalier et verifie Os/. Elle est done element de £ < p et par definition de 
Pintegrale d'une fonction continue par morceaux, on a /[ fl ft] / & /[a ft] 0 = 0. 


Corollaire 13.17 

Soient tpi et tp 2 deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b] 

\ 

. On a 


q>i ^ q>2 => / cpi ^ / cp 2 
J[a,b] J[a,b] 






Demonstration En appliquant le theoreme precedent a la fonction positive g- f, on obtient /[ n ft] g ~ f > 0 et on conclut en 
utilisantla linearite de Pintegrale d’une fonction continue par morceaux. 


Proposition 13.18 Relation de Chasles 

Soit tp une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b], Soit c £ ] a, b[. Alors : 


f tp= f tp+ f tp 

J[a,b] J[a,c] J[c,b\ 
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Demonstration Soit (pe Ona(p|[ niC ] ^/j[ BlC ] ef tP| [c.fo] ^ f\[c,b\ ■ P yr consequent, 


J[a,b] 



ip par application de la relation de Chasles pour les fonctions en escalier 
/ par application du theoreme 13.17 


Notons y cette demiere quantite. y est done un majorant de J ! < f = |/[a b) *P I 4* G <»</}• Par consequent, y & _/j a ^ /. On pent 
faire le meme raisonnement avec une fonction cp e et on aura alors y« f[ a b]f ■ Done y = pj / et la relation de Chasles est 
demontree. 


13.2.5 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle 

I designe ici un intervalle de R. 


Definition 13.6 Fonction continue par morceaux sur un intervalle 

On dit qu’une fonction definie sur un intervalle I est continue par morceaux sur I si et seulement si elle est continue par 
morceaux sur tout segment de I. 


i Notation 13.1 Soit / une fonction continue par morceaux sur I. Soit [a, b) el 2 . On note 

- Sia^b,fZf(x)dx = f [ah] f 
-Si b* a, f (x) dx = - f [aM f 

- Si a — b, f (x) dx = 0 

Remarque 13.4 Dans cette notation (comme dans les calculs de sommes), la variable x est muette, on a defini l’integrale 

■ b 

fit ) dr = .... 


d’une 


r b 

fonction. / fix) 

Ja 


dx 


Proposition 13.19 Relation de Chasles 

Soit une fonction / continue par morceaux sur l’intervalle I et trois reels a,b,ce I. Alors 


rb rC rl 

/ /(x)dx = / fix) dx+ / 

Ja Ja Jc 


f (x) dx 


Demonstration 

• Si a < c < b, par application du theoreme 13.18, 

f flx)dx= f f=[ f+f f=[ fix) dx+ f f (x) dx 
Ja J[a,b ] J[a,b] J[c,b ] Ja Jc 

• Si a < b< c, par application du point precedent, 

rC rb rC rC rb 

/ / (x) dx+ / (x) dx = f (x) dx- f[x) dx = f (x) dx 

Ja Jc Ja Jb Ja 

• Les autres cas se demontrent de meme. 


13.2.6 Nullite de l’integrale d’une fonction continue 


Theoreme 13.20 OOO Si l’integrale d’une fonction continue positive est nulle alors cette fonction est nulle 

Soient [a, b] un segment et une fonction / : [a, b] — * R verifiant 


hi j la fonction / est continue sur le segment [a,b], 
H 2 J elle est positive : Vx e [a, b] , flx)> 0. 

H3^ son integrate est nulle : / n b / (x) dx = 0. 

Alors la fonction est nulle : 


J 
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Demonstration Parl’absurde, supposons que lafonction f n’est pas nulle. Alorsil existe c e [a, b] tel que /(c) ^ 0. Pour simplifier 
la redaction, supposons que c e]a,b[ et fic) > 0 (les autres cas se traitentde lameme fagon). Posons e = /(c)/2. Puisque la fonction 
f est continue au point c, on peut trouver un voisinage ]c-r|,c + r|[ de c avec r) > 0 inclus dans [a,b] tel que Vx e ]c-r|,c + r|[, 
-e ^ /(x) -/(c) ^ e c’est a dire Vx e ]c - r|, c + r|[ f(x) > z. On a done par la relation de Chasles, 


rb rC—t 1 rC+ r| rb 

f(x) dx = I / (x) dx + I / (x) dx + I / (x) dx 
Ja Ja Jc-r\ Jc+r\ 

rc+ n 

& I fix ) dx car / & 0 

dc-ii 

rc+ n 

> / Edx = 2r|E>0 

Jc - n 


ce qui est en contradiction avec la troisieme hypothese. f est done nulle sur [a, b] . 


Remarque 13.5 

- La reciproque de cette propriete est clairement vraie : [Vx e [a, b] , fix)- 0] ==> f^fix) dx = 0. 

- Ce theoreme est bien entendu faux si Ton ne suppose pas f S 0 sur [a, b] ou si la fonction / est uniquement continue 
par morceaux : une fonction nulle partout sauf en un point est d’integrale nulle. 


13.2.7 Majorations fondamentales 



Figure 13.10 - Encadrement d’une integrale 


Theoreme 13.21 

Soient / une fonction reelle continue par morceaux sur le segment \a, b\. En appliquant la proposition 13.8, il existe 
des reels metM tels que \/xe[a,b\, m ^ / (x) ^ M. On a alors 


rb 

m[b- a) ^ / /(jt)di^M(b-a) 


Demonstration En appliquant la proposition 13.17, on obtient 

rb 


no no no 

/ m dxs / /(x)dxs I Mdx 
J Cl J Cl J Cl 


ce qui donne le resultat. 
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Theoreme 13.22 

Soit / une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] alors / est bornee sur [a, b] et 


rb nb 

/ /(x) dx / |/(x)| dx ib- a)sup |/| 

Ja Ja [a,b] 


Demonstration Remarquons tout d’abord que comme f est continue par morceaux, utilisant les theoremes d’operation sur les 
limites et les fonctions continues, il en est de meme de |/| et done |/| est integrable sur [a, b\. De plus, on a - 1/| < / « |/|. Par 
consequent, d'apres le theoreme 13.17, 

ce qui donne le resultat. 


Theoreme 13.23 Inegalite de la moyenne 

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b] alors on a V inegalite de la moyenne 



Demonstration Comme f est continue par morceaux sur le segment [a,b], appliquant la proposition 13.8, f est bomee sur 
[a, b] et il existe done un reel M > 0 tel que sup[ fl ^ S M. On a done ; Vre [«,/)], |/(x) g(x)| =£ M |g(x)| et done, appliquant le 

theoreme 13.17 et le theoreme precedent, 


L, /g hU fgl ‘L, 



Theoreme 13.24 TTT Inegalite de Cauchy-Schwarz 

Soient / et g des fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b]. On a 1’ inegalite de Cauchy-Schwarz : 




Demonstration Introduisons la fonction polynomiale P de la variable a definie par 

P= f (/ + ag) 2 =« 2 f g 2 +2a f fg+f f 2 

J[a,b] J[a,b] J[a,b] J[a,b] 

Remarquons que comme Va e IR, (/ + ag) 2 S 0. P est positive ou nulle. 

• Si /[„£,] g 2 = 0 alors P est une fonction affine. Vu qu 'elle est positive ou nulle, il est necessaire que le coefficient de son terme de 
degre 1 est nul, e’est a dire f a ^ fg = 0. L’ inegalite de Cauchy-Schwarz est alors demontre dans ce cas particulier. 

• Sinon, P est un trindme du second degre. Comme P & 0, ses deux racines sont ou confondues ou complexes. Par consequent son 
discriminant reduit A est negatif ou nul 

A=(f fg) 2 -[ f[ g 2 

\Jla,b] I J[a.,b] J[a,b] 

On en deduit alors 1' inegalite souhaitee. Dans le cas oil f et g sont continues (et plus seulement continues par morceaux), 
remarquons qu'il y a egalite dans cette inegalite lorsque g = 0 ou alors lorsque le trindme P possede une racine double. C’est a 

dire qu'il existe a e R tel que / (/ + ag) 2 = 0. D'apres le theoreme 13.20 page 526, on doit avoir f + ag = 0, c’est a dire que 

J[a,b] 

les deux fonctions f et g sont proportionnelles. Reciproquement, si les deux fonctions sont proportionnelles, on verifie qu'il y a 
egalite dans la majoration de Cauchy-Schwarz. 


Theoreme 13.25 Inegalite de Minkowski 


Soient deux fonctions continues f et g sur le segment [a, b\. En notant 


= \J f 2 {x ) dx, on a F inegalite suivante 


Wf+sh 
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Demonstration Developpons et utilisons Cauchy-Schwarz 


f (f+g) 2 =[ f+ if fg+[ 

J\a,b] J\a,b] J\a,b] 


J[a,b ] J[a,b] J[a,b] 

: f . f 2 + 2 \l[ SJT* 

J[a,b ] V J[a,b\ V J[a,b] 


= (H/ll2 + llgll2) 2 

On en deduit l’inegalite souhaitee. Remarquons qu’il y a egalite dans cette majoration si et seulement si I fg = I fg\ = 

J[a,b] I J[a,b] I 

\ I f 2 \ l g 2 ■ D’une part, il y a egalite dans Cauchy-Schwarz done les deux fonctions f et g sont proportionnelles et d ’autre 

y J[a,b] Y J[a,b] 

part, puisque f fg > 0, le coefficient de proportionnalite doit etre positif ou nul. On verifie facilement la reciproque. 

13.2.8 Valeur moyenne d’une fonction 


Definition 13.7 Valeur moyenne d’une fonction 

Soient [a, b] un segment et / une fonction continue par morceaux sur [a, b] a valeurs reelles. On appelle valeur moyenne 
de / sur le segment [a, b] la quantite 


13.2.9 Invariance de l’integrale par translation 


Proposition 13.26 Invariance de l’integrale par translation 

Soient / une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] a valeurs reelles et T e R. Soit fj : 
( [a + T,b + T] — *■ IK A1 . t .. , t 


fix- T) 


Alors /t est continue par morceaux sur le segment [a + T, b + T] et 


rb + T rb 

/ /x (x) dx - /(x) dx 

J a+T J ci 


Demonstration 

• Supposons que f est une fonction en escalier sur [a,b], Soit t : a = xo < xj < ... < x n =■ b une subdivision subordonnee a /. II 
existe done c\,...,c n e IR tels que f\\ x -,x +l [ = c i- Posons : a + T = xo +T < x\ +T < ... < x n +T = b + T. tj est une subdivision 
subordonnee a f\. De plus : /t|]jcj+Tx- + i+T[ = c i- P ar consequent : 

n n n r 

/ , /t= Z c k[ x k+l+ rT -[ x k +T ))= Z c k[ x k+l~ x k)= / / 

J{a+T,b+T] J[a,b] 

Le theoreme est alors demontre pour les fonctions en escalier. 

• Supposons que f est une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] . Par definition de V integrate, on a : 

/ fj (x) dx = sup t I (p | (p est en escalier sur [a + T, b + T] et ip ^ fj I 

Ja + T [J{a+T,b+T] ) 

= sup 1 I (p_x I cp est en escalier sur [a + T, b + T] et cp =£ fj I 
[J[a,b] l 

= sup < cp | cp est en escalier sur [a, b] et cp 1 
\J[a,b] ) 

rb 

= fix) dx 

Ja 

13.3 Primitive et integrate d’une fonction continue 

Dans toute cette section, I designe un intervalle de IK non trivial. 
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Definition 13.8 Primitive 


Soit : I —i ■ IK. On dit qu’une fonction F : I — > • 
la fonction F est derivable sur I, 


sa derivee est egale a / : Vx e I, 


IK est une primitive de / sur Fintervalle I si et seulement si 
F' (x) = / (x) 


Proposition 13.27 Deux primitives d’une meme fonction different d’une constante 

Soit une fonction / : I — > • IK definie sur un intervalle I. Si F et G sont deux primitives de / sur I alors il existe c e IK tel 
que : G = F + c. 


Demonstration Comme F et G sont des primitives de f sur I, on a (G - F)' = / - / = 0. Par consequent G - F est une fonction 
constante sur I, c’est une consequence du theoreme des accroissements finis ( 12.13 page 478). II existe done c e R tel que G = F + c. 

Remarque 13.6 Le fait que I est un intervalle est fondamental. Si par exemple I = [0, 1] u [2,3] la fonction G definie 
par G(x) = 0 sur [1,2], G(x) = 1 sur [2,3] est une primitive de la fonction / sur I. La fonction F nulle est egalement une 
primitive de / sur I et ces deux fonctions ne different pas d’une constante. 

Considerons une fonction / continue par morceaux sur un intervalle I et un point a el. Alors, pour tout reel x e I, le 
segment [a, x] est inclus dans Fintervalle I ce qui nous permet de dehnir la fonction suivante : 

( I — ► IK 
F: | x — £ f(t)dt 



FIGURE 13.1 1 - Theoreme fondamental de F analyse 


Lemme 13.28 La fonction F est continue sur I 

Si la fonction / est continue par morceaux sur Fintervalle I, alors la fonction F est continue sur I. 


Demonstration Considerons un segment [a,b] inclus dans V intervalle I. Comme la fonction f est continue par morceaux sur le 
segment [a, b], elle est bomee sur ce segment. Notons M [ a ,b] ~ SU P I /(x)|. Soient (x, y) e [a, b] 2 , a vec x< y. En utilisant Chasles 

x £[ a , b \ 


et la maj oration classique 13.21 page 527, 


|F(y) -F(x)| = f f(t)dt-[ f[t) df = f fit) At < f |/(t)| At M {ah] ]y- x| 
I Ja Ja \Jx I Jx 


Nous avons montre que la restriction de F au segment [a, b] etait lipschitzienne , done continue. La fonction F est done continue en 
tout point de tout segment inclus dans I ce qui montre qu 'elle est continue sur 1 ’intervalle I. 

Le theoreme suivant permet de relier calcul differentiel et calcul integral. Les anglo-saxons lui ont donne le nom de 
« Fundamental Theorem of Calculus »que nous traduisons par : 
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Theoreme 13.29 WW Theoreme fondamental de l’analyse 


hi ] Soit I un intervalle de 


mj Soit / une fonction continue sur I. 
Soit a el alors la fonction 


F: 


.fafWdt 


est de classe sur I et est It^eul^rimitiv^l^^ju^annui^iw^^^^^^^^Uz^^^ 


Demonstration Soit xo e I. Pour simplifier la preuve, supposons que xq n ’est pas l'extremite droite de 1' intervalle I. Nous a lions 
montrer que la fonction F est derivable au point xq. Soit h > 0 tel que xq + he I. Puisque la fonction f est continue au point xq, 
lorsque h est petit, pour t e [xq,xq + h], fit) est proche de /(xo). Effectuons cette approximation : 

rXo + h nx o rXQ+h r Xq + h r xq + h 

F lxo + h)= fit) df = I fit) df+ I fit) dt = F(x 0 ) + / (/(xo) + [fit) -fix 0 )]) dt = F(x 0 ) + h/(x 0 ) + / [/(f) - /(x 0 )] df 

Ja Ja Jx o Jx o Jx o 

Nous avons fait apparaitre un reste de notre approximation 

rxo+h 

R ih)= [f(t)-fix 0 )]dt 

Jx 0 

Soito 0. Puisque la fonction f est continue au point xq, il existe r| > 0 tel que Vf e [xo,xo + 1 |], |/(f) -/(xo)| ^ e. Soit h e]0,r|]. 

I rXo+h | rXo+h 

|R(/z)| = / [/(f)-/(xo)] df Us I |/(f)-/(x 0 )| dtsteh 

\Jx 0 I Jx 0 

Par consequent, \Rih)\/h S e. Nous avons montre que Rih)lh * 0. done que R )h) = o ih). La fonction F admet un developpement 

/i— 0 

limite a l'ordre 1 au point xq et d’apres le theoreme 12.1 page 471, elle est derivable a droite au point xq avec V'Axq) = fix o). On 
montre de la meme fagon (en prenant h < 0) que F est derivable a gauche en xq avec Fg(xo) = fix o). Puisque F ' = f est continue 
par hypothese, la fonction F est de classe Sg' 1 sur 1 ’intervalle I. 

Le theoreme fondamental garantit l’existence de primitives d’une fonction continue sur un intervalle. 


Corollaire 13.30 Une fonction continue sur un intervalle possede une primitive 



U Soit I un intervalle de R. 



'j Soit / une fonction continue sur I 


alors | 

/ possede une primitive F sur 1 1 . 






Jusqu’a present, nous avons construit de fa 5 on theorique l’integrale d’une fonction continue par morceaux, mais nous 
sommes pour l’instant incapables de calculer la moindre integrale ! Le theoreme fondamental permet d’effectuer ce calcul 
si Lon connait une primitive de notre fonction sur le segment [a, b]. 


Corollaire 13.31 Calcul d’integrale 

Soit / : I — *■ R une application continue sur le segment | a, b\ c I. Soit G une primitive de / sur [a, b] alors F integrale de 

/ sur [a, b] est donnee par 

f f(t)dt-G(b)-G(a) 

Ja 

> 


Demonstration Comme la fonction f est continue sur P intervalle I. elle admet comme primitive sur I la fonction F du theoreme 
fondamental. Soit G une primitive quelconque de f sur I. II existe c e R fel que G = F + c. Par consequent 

rb 

I f)t)dt = Fib)-¥ia)= [G(h) + c] - [G(a) + c] =G(Z?)-G(a) 

Ja 
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Theoreme 13.32 OOO Theoreme fondamental (deuxieme forme) 


Soit / une fonction de classe 5^ 1 sur un intervalle I de IR. Soit a el. On a 



Demonstration Comme f est de classe sur I, f est continue et est done bien integrable sur tout segment [a, b] de I. De plus 
f est une primitive de f sur I. Appliquant le resultat precedent, on a bien f* fit) dt = f{b) - f {a). 

Remarque 13.7 Pensez a utiliser cette formule lorsque vous avez une hypothese sur f et vous voulez obtenir une 
propriete sur la fonction /. 


Exemple 13.2 On note E = {/ e ([a, b\) \ f(a) - 0}. Nous allons montrer qu’il existe une constante C>0 telle que 
V/ e E, II/H 2 C ||/'|]2 (e’est l’inegalite de Poincare). 

Nous voulons majorer une quantite faisant intervenir / (II/II 2 ) en fonction d’une quantite faisant intervenir f (ll/'lb). II 
n’y a pas a hesiter sur l’outil a utiliser : e’est le theoreme fondamental. 

Soit / e E. Puisque / est de classe '£ 1 sur l’intervalle [a,b], d’apres le theoreme fondamental deuxieme forme, pour 
x e [a, b\, 

/(x) = /(«) + f f{t) dr = f fit) dt 
Ja Ja 

Alors en utilisant Cauchy-Schwarz, 

fix) = ( f lx/'(r)df] « f l 2 dtf f 2 it) dt ^ ix - a) f f 2 it) 

[Ja 1 Ja Ja Ja 

Avec la maj oration classique 13.21 page 527, 


dt 


dt 


f h fit) dt C f 2 it) dt f\x-a) dx = ih f C f 2 it) 

Ja Ja Ja J Ja 

II suffit de prendre C - (b- a) if 2. 

a Notation 13.3 
- On note [F ix)] b a = F lb) - F(a). 

-Si / est une fonction continue, la notation / f lx) dx est utilisee pour representer une primitive quelconque de la fonction 
/. Avec les notations precedentes : 

J fix) dx = J f It) dt + C te 


Theoreme 13.33 OOO Derivee d’une fonction definie par une integrate 

(m) Soit une fonction / continue sur un intervalle I, 

(ff) Soient u,v : J ■ — ► I deux fonctions derivables sur l’ intervalle J. 

Alors la fonction 



f J — » IR 

c 

j; J nv (X) 


1 X i — > 1 fit) dt 


v Ju{x) 

est derivable sur F intervalle J et 


VxeJ, 

G'(x) = v’lx)f[vlx)] - u’lx)f[ulx)] | 


Demonstration Soit un reel a e I et F la fonction du theoreme fondamental. II suffit de remarquer que pour xej, avec la relation 
de Chasles, 

rvlx ) r-u[x) 

G(x) = I - =F(u(x))-F(u(x)) 

Ja Ja 
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Puisque G = Foy-Fo u et que la fonction F est derivable sur I (theoreme fondamental), que u et v sont derivables sur J a valeurs 
dans I, d’apres le theoreme 12.5 page 473. la fonction G est derivable sur] etVxe], G'(x) = F' (i/(x)) x v'(x) -F' (u(x)) x 1/ (x) d’ou 
la formule du theoreme puisque F' = /. 

Exemple 13.4 Etudions les variations de la fonction 

]l,+oo[ — 

x > — * 

La fonction g est definie et derivable sur Fintervalle I =] 1, +oo[. Notons J =] 1, +oo[ et definissons les fonctions 



Les fonctions u, v sont derivables de J vers I et la fonction / est continue sur Fintervalle I. D’apres le theoreme precedent, 
g est derivable sur Fintervalle J et pour x e J, 




, 9 x 2 - 2x - 1 

g (x) = 2 xf(x 2 ) - f(x) = ~ 2 , 

(x z - l)(jr + 1) 

Le trinome x 2 -2x-l s’annule sur I en xo = 1 + \[2. et on en deduit que g est croissante sur ]1, jcq] puis decroissante sur 
[xq, +oo[. 


13.4 Calcul de primitives et d’integrales 

13.4.1 Integration par parties 


Proposition 13.34 Methode d’integration par parties 

\ 

Soit I un intervalle de R. On suppose que : 


(^hT^) u et v des fonctions de classe sur I. 


alors 




rb nb 

/ u'(f) v(t) dr= [u(f) v(t)] b a - I u(t) v' (t)dt 

Ja Ja 


V 


j 


Demonstration Par operations sur les fonctions de classe sur I, la fonction uv est de classe S#’ 1 sur I. D’apres le theoreme 
fondamental deuxieme forme, 


fh nb fb rb 

(uv) (b) - [uv] (a) = I (uv)'(t)dt= I [u'v)(t) + [uv')(t)dt= / (u'v)(t)dt+ [uv’)(t)dt 

J Cl J Cl J Cl J Cl 

Remarque 13.8 Application au calcul de primitive. Dans un calcul de primitive, la formule d’integration par parties 
s’ecrit 


I 


u' ( t) v (f) d t = u(f)v(t)- 


/ 


u(t) v' ( r) dr 


| Remarque 13.9 On consultera la partie C.6.8 page 1236 pour apprendre a utiliser cette technique. 

13.4.2 Changement de variables 

Proposition 13.35 Changement de variable 

Soient I un intervalle de IR et / : I -* IR une application continue sur I. Soient (a, (3) e R 2 tel que a < p et ip : [a, |3] — ► I de 
classe ‘C 1 surle segment [a, |3] alors 



/ /(cp (z/)) 
J a 


ip' ( u ) du 
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Demonstration Comme f est continue sur 1, elle possede une primitive F sur I et pour tout xq,xi el . on a J jP /(f) df = 
F(xi) - F(xo). En particular, comme cp (a) ,cp (p) el, on a fit) df = F (cp (p)) - F(cp(a)). Par ailleurs, Focp est de classe S*? 1 
sur [a,p] comme composee d’ applications de classes lo 1 sur [a, p], En appliquant le theoreme fondamental deuxieme forme, on 
obtient 


f'fHPJ r P fP fP 

I /(f) df = F (cp (P)) - F(cp(a)) = I (Fozp)' (zz) dzz = I cp' [u) F' (cp (zz)) du = I cp' (m) / (cp (zz)) du 
J cp(a) Ja Ja Ja 

Plan 13.2 : 


Changement de variable dans un calcul d’integrale 


Pour calculer f a /(f) df, 

1. On verifie que tp : [a,|3] — *■ I est de classe < ^ >1 surle segment [a,p] et que ip (a) = a, cp(|3) = b. 
[x = cp(f) 

[zfx = cp'(f)df 

3. Onecrit f^f[u)du- /((p (f)) cp' (f) df 


2. On pose 


^Ne pas oublierde transformer les bornes} 


Exemple 13.5 
- Calculons I = 


7 1 - f 2 df en utilisant le changement de variable f = sin u : 

^fvntdt = Pvt 

Jo Jo 

-n 


. - sin 2 wcos udu 


cos udu car cos est positif sur 


r- 


+ cos 2 u 


u sin2tc 2 

du- — I 

2 4 „ 


JT 

2 


7T 

4 


N’aurions-nous pas pu obtenir ce resultat sans calcul ? (Representer la courbe d’equation y - Vl - x 2 . . .) 


Calculons J = f 0 


ln\/3 


1 + e z 


■ dx en utilisant le changement de variable u — e x (on a done x = In u). 


J = 



1 + e z 


■dx 



u 

1 + u 2 



u 


1 

1 + u 2 


du 


[arctan u] ^ - 


jt 

3 


JT 

4 


JT 

12 


Remarque 13.10 Pour calculer une integrale du type fix") — , effectuer le changement de variables y-x n . 


13.4.3 Changement de variable affine 

L’ utilisation d’un changement de variable affine permet souvent sans calcul d’integrale, de prouver des proprietes graphique- 
ment evidentes. 


Proposition 13.36 Integrale d’une fonci 
Soit / une fonction continue par morceaux s 

tion periodique 

ur IR, T-periodique. Soit {a,b) 

na+ T nb+ T 

/ fix) dx- fix) dx 

la Jb 

\ 

e IR 2 tel que a < b. Alors : 

1 

V 

J fix)dx = J 

• b+T 

f ix) dx 

i+T 

J 
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Demonstration 

• Avec le changement de variables 


.onobtient f%+j /(fldf = f (w-T) dM=~ f [t] dt car f estT periodique. 


chi — fl t 

• Avec la relation de Chasles, f£ +T fit) dt = /J* /(f) df + fj^ +T fit) df + f^j fit) dt. En appliquant l’egalite precedente, on 
obtient f% / (f) df + f it) df = 0 d'ou le resultat. 

Dans le cas ou la fonction f est continue sur R, on peut retrouver ce resultat a l'aide du theoreme fondamental. Considerons la 
fonction 


rX+ I 

> — » / fit) df 

Jx 

Elle est derivable sur R et pour x e D8, g'ix) = /(x + T) - fix) = 0. La fonction est done constante et on retrouve le resultat. 


/Proposition 13.37 Integrate d’une fonction paire ou impaire 


Soit a > 0 et / une fonction continue par morceaux sur le segment [- a , a] . 
-Si / est paire. 


En particular 


-Si / est impaire. 


f fix) dx= I 
J-a J 

a 

f (jc) dx 


na 

/ / (x) dx = 2 

J-a 

na 

f (x) dx 

0 


[ fix) dx = - 
J-a 

na 

1 f (x ) dx 
0 


En particular 





dx = 0 




J 


Demonstration Par application de la relation de Chasles, on a ff a f ix) dx = f® a f ix) dx + [q f (x) dx Par le changement de 

variable < , on obtient f\fix.) dx = - f? fi-u) du = ff f i~u) du 

| du = -dx 

• Supposons que f est paire. On a alors Jq fi~u)du = ff f (w) du et done ff a f (x) dx = 2/ 0 a / (x) dx. 

• Supposons que f est impaire. On a alors f{f f i~u) du = -fnfiu) du et done ff a fix) dx = 0. 


Remarque 13.11 
le segment [a, b] 


Le changement de variable tp : 
en une integrale sur le segment [0, 1] : 
- b 


[ 0 , 1 ] - 


[a, b] 

a+{b- a) t 


permet de transformer une integrale sur 


f f[u) du- [b- a) f f [a+ (b- a) t) dt 
Ja JO 


13.4.4 Etude d’une fonction definie par une integrale 

Nous allons resoudre l’exercice suivant, tres typique des concours : 

Exereice 13.1 W 

2 e ~t 

Soit f la fonction donnee par x >-► f x x -j- d t . 

1 . Montrer que f est definie sur R* . 

2. Prouverque: 

VxeR*, e _2x ln2 ^ fix) =£ e~ x ln2 
Etablir une inegalite analogue sur 08* . 

3. En deduire que l’on peut prolonger f par continuity en 0 et etudierle comportement de f a l’infini. On appelle 
encore f la fonction ainsi prolongee. 

4. Montrer que f est derivable sur U* et calculer sa derivee. 

5. Etudier la derivabilite de f en 0 et determiner la position de son graphe par rapport a la tangente en ce point. 
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6. Etudierles variations de f et tracer son graphe. 


1 ution : 

1. Notons h 


e f . Soit xeR'. h est continue sur le segment [x,2x] et par consequent admet une 


integrale sur ce segment. On en deduit que f est bien definie sur R* . 

2. Soit x e R+. La fonction t — e~ l est decroissante sur R* . Par consequent : Vf £ [x,2x] , e~ 2x Se _t « e~ x et done : 

2x 0 -x 


ce qui s’ecrit : 


ou encore : 


d’ou il vient : 


rZX n<ZX g~l r£X g~X 

/ dfsS / dfsS / dt 

Jx t Jx t Jx t 

r2x y r2x g -t n2x 1 

~ 2x -dtsz — dt e / -d 
Jx t Jx t Jx t 


e 2x [In f] 2x 


r2x e t 

Jx t 


dt^e x [In t] 2 


On montre de meme que si xeRI, alors 


e 2x ln2 sS 

p2x q t 

/ df=se -x ln2 

/x t 


e x ln2 sS I 

J 

*2x p—t 

dt sS e _2x ln2 

t t 


3. On a : lime I n 2 = lime ' 1 n 2 = ln2. Utilisant les deux inegalites precedentes et appliquant le theoreme des 

x — *0 x— >0 


gendarmes, on en deduit que : 


lim f (x) = In 2 I f est done prolongeable par continuite en 0. On a de plus : 

x— 0 


- lim e 2X ln2 = lim e x ln2 = 0, done, touiours d’apres le theoreme des gendarmes, 

x— +oo x— *0 


lim fix) - 0 

x— +oo 


- lim e x ln2 = +oo, done, d’apres le theoreme des gendarmes, 


lim / (x) = +oo 


4. La fonction h est continue sur R* et admet done une primitive H de classe c (f sur R* . On peut alors ecrire,pour 
tout xeR* ; / (x) = H (2x) - H (x) et on en deduit que f est de classe 1 sur R* comme difference et composee de 
fonctions de classes sur R+. De plus, si xe R* , on a : /' (x) = 2H' (2x) - H' (x) = 2 h (2x) - h (x) done : 


f'(x) = 


—2.x —x 

e — e 

On prouve de meme que f est derivable sur R* et que si x e R* alors f (x) = . De plus : 


- si xe RT, on a : x 2x 


-2x -x 


- si xe R* , on a : 2x S x => -x -2x => e 2x ss e 


e~2x ^ e ~ x 

,2x ^ r>-2x 


: -e“^0 


: - e" x 3= 0 


: 0 => /' (x) 0. 

; 0 => /' (x) 0. 


5. Montrons maintenant que f est derivable en 0 ; Soit t e R* . On a, parproduit et quotient d"equivalents : 


fit) = 


. e - 1 


par consequent f {t) *-l. Comme f est continue sur R, que f est derivable sur U* et que f (f) — -1, onpeut 

appliquer le theoreme du prolongement derivable 12.14, et affirmer que f est derivable en 0. De plus :f (0) = -1. 
{Jne equation de la tangente au graphe de f en 0 est done : y - -x+ In 2. De plus : 


et une etude rapide montre que t > 


r 

fix) - (-x + ln2) = I 
Jx 

e -t + t- 1 


e f + t- 1 


■dt 


est positive si t R 0 et negative si t < 0. Par consequent, si x > 0, 


/(x) - (-x + ln2) 5= 0 et la tangente au graphe de f est en dessous du graphe de f si x> 0. Si x < 0, on obtient le 
meme resultat. 
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6. On en deduit les variations de f sur R ainsi que son graphe : 



X 

— oo 0 +oo 

fix) 

- -1 - 

fix) 

0 \ 

ln2 

0 


13.5 Formules de Taylor 

13.5.1 Formule de Taylor avec reste integral 

Soit / une fonction de classe '£> 1 sur un intervalle I et un reel a el. Partons du theoreme fondamental deuxieme forme 
pour ecrire pour rel, 

fix)-fia) + [ fit) At 
Ja 

Si la fonction / est de classe sur I, on peut effectuer une integration par parties 
f u{x)-f'{t ) u'{x) = /'"(f) 

i u,v sont de classe 


[ v'ix) = 1 v{x ) = t 

f{x)-f[a)+\tf'{t)\ —f tf"{t)dt = f{a) + xf'(x)-af'{a)-[ 

^ * a Ja Ja 

On se rend compte qu’il est plus interessant de considerer la primitive de 1 qui s’annule en x de telle fa5on a ne faire 
intervenir que les valeurs de / en a : 

f u{x)=f'{t) u'{x) = f"it) 

< u, v sont de classe 'rf 1 


[ v'{x) - 1 v{x) = -{x-t) 

f{x)-f(a)+\-{x-t)f'{t)\ +[ (x- t)f"(t) df = f[a) + [x- a)f'[a) + f (x-t)f"(t)dt 

1 ia Ja Ja 

Si la fonction / est de classe ‘lS n+ \ on peut effectuer n integrations par parties successives pour trouver la formule 
suivante. 


Theoreme 13.38 Formule de Taylor avec reste integral 

Soit / une fonction de classe c £ n+1 sur un intervalle I de R. Si [a,x) e I 2 . Alors : 


/« = E 


" f k) (a) 


k\ 


[x- a) + 


f 


( x ~V n An+ 1 ) 


n\ 


f n+L> (t)dt 


Le polynome 


T nM = E 


f k) ia) 


ix — a) k — f ia) + 


ix— a) 
1 ! 


f ia) + ... + 


ix-a) n (n) 


ia) 


est appele polynome de Taylor de f de degre n. 

- La fonction definie sur I par 

R „(*)= f X f n+1) it)dt 
Ja n\ 

est appelee reste integral. 
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Demonstration C’est une simple recurrence. Pour n = 0, la formule est le theoreme fondamental deuxieme forme et pour passer 
den a n + 1, 11 suffit d’effectuer une integration par partie de R, 2 _i(x) en primitivant (x— t)' 1 In', en -{x- t)” +1 l{n + 1)!. 


Remarque 13.12 Lorsque nous demandons a nos etudiants I ’ idee de la demonstration de la formule de Taylor integrate, 
toute la classe s’exclame : « par recurrence » ! Une recurrence n’est pas une idee de demonstration, simplement une 
technique de redaction. Ici, les idees sont : 

1 . Le theoreme fondamental deuxieme forme. 

2. Integrer par parties en primitivant 1 pour que les primitives successives s’annulent en x. 

Les examinateurs de concours se plaignent chaque annee des candidats qui sont incapables de retrouver cette formule 
sans se tromper. En cas de doute, faites le calcul de T introduction en integrant par parties le theoreme fondamental, 

fix) = fia) + [x- a)f [a) + f ( x - a) fit ) df 
Ja 

et a partir de la vous retrouvez sans probleme la forme generate. 


Exemple 13.6 

- Formule de Taylor avec reste integral pour la fonction cosinus a l’ordre 2 en 0 


VxE[ 


cosx = 1 - 


= 1 -L + r 

2 Jo 


ix- ty 

2! 


sin(f) df 


- Formule de Taylor avec reste integral pour la fonction exponentielle a l’ordre n, n e l\l, en 0 : 


Vx e R, 


y2 yJ2 nx (y— f\ n 

exp x = 1 + x H (- . . . H 1 - / — exp it) At 

F 2! n\ Jo ni F 


Remarque 13.13 Effectuant le changement de variable t = a+ (x- a) u, on peut exprimer le reste integral de la facon 
suivante 

R„W = /t» + 1 ) (f)df 

Ja n! 

= f ix-a) n+1 - — f l+v > [a+ (x- a) u) Au 

Jo n\ 

— ix-a) n+1 f — / tH+1) ia+ ix- a) u) Au 

Jo n\ 


13.5.2 Inegalite de Taylor-Lagrange 


Theoreme 13.39 VW Inegalite de Taylor-Lagrange 

Soit / une fonction de classe c € n+l sur un intervalle I de R et soit a e I. Si xe I, on peut, d’apres le theoreme precedent 
13.38, ecrire fix) sous la forme 


fix) 


f f {k) ja) 

lr\ 

k = 0 ,c - 

T n (X) + R„ (X) 


(x- a) + 


(x-t) n (n+1) 


n\ 


P n+L) (t)dt 


On a alors 


I n+l 

|/(x)-T„(x)| = |R„ (x) | =S — — M„+i 


ou M n+ i est un majorant de |/ (n+1) | sur [a, x] (qui existe car /("+!) est continue sur le segment [a,x]) 
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Demonstration Par application de la formule de Taylor avec reste integral 13.38, on a, pour tout a,xe I, si x, 


IRnWI = 


I r x t x-t) n (n+1) 
I Ja 


sup 

te[a,x] 


'(A 


!/; 


it) dr | 
\x-t\ r 


M„+i 


M n+1 


n\ 

1 I Ja n\ 

ix — t) n 
n\ 

(. x-t ) n 4 


d t 


r 


(n+1)! 


M n+1 


\x — a\ 


n+1 


(n + 1)! 

La demonstration est similaire lorsque iSa (ne pas oublier d'inverser les bornes). 


Bio 12 Brook Taylor, ne le 18 aout 1685 a Edmonton en Angleterre et mort le 29 decembre 1731 a Londres 


Mathematicien Anglais. Brook Taylor est issu d’une famille aisee. II regoit sa pre- 
miere education de precepteurs puis integre l’universite de Cambridge dont il ressort 
diplome en 1709 apres des etudes en mathematiques. C’est a John Machin, dont il fut 
l’eleve, qu’il doit son entree en 1712 a la Royal Society. Son premier travail concer- 
nait F etude de la deuxieme loi de Kepler sur le mouvement des planetes. Il devient 
secretaire de la Royal Society en 1714 et participe au comite charge de departager 
Newton et Leibnitz a propos de la paternite de Tinvention du calcul infinitesimal. On 
mesurera l’impartialite de ce comite a Tadmiration que Taylor portait a Newton ... 

Il publia deux livres de mathematiques la meme annee 1715 " Methodus incremen- 
torum directa and reversed "et " Linear Perspective" . On trouve dans le premier la 
formule qui porte son nom mais sans mention du reste et sans que ne soit aborde les 
problemes de convergence. Bien que Taylor ait decouvert cette formule de maniere 
independante, d’autres mathematiciens Tavaient mise en evidence auparavant comme 
Gregory, Newton, Leibniz et Johann Bernouilli. L’importance de cette formule ne fut 

pergue que bien plus tard, en 1772 par Lagrange qui la promulgua comme principe de base du calcul differentiel. 
Dans ce meme livre, Taylor decouvre la formule d’integration par parties et invente le calcul aux differences finies. 
La vie de Taylor ne fut pas heureuse. Son premier manage, desapprouve par son pere, se termine par la mort de son 
epouse lors de sa grossesse et de Fenfant qu’elle portait. Son second mariage se termine de maniere identique si ce 
n’est que le bebe survivra. Taylor, tres ebranle, ne survecut que deux ans a sa seconde femme. 

Ces differents problemes, ajoutes a Taridite de ces textes mathematiques, ont fait que le genie de Taylor n’a pas ete 
pergu a sa juste valeurpar ses contemporains. 



13.5.3 Formule de Taylor- Young 

Theoreme 13.40 TTT Formule de Taylor- Young 

Soient / une fonction de classe c € n sur un intervalle I de R et a e I. Il existe une fonction e definie sur I telle que 

VxeI, fix) — T ;2 (x) + [x- a) n e[x) 

avec e (x) » 0. Autrement dit, 

x-*a 


Vjcel, 


m = t 


k=0 


f [k) ia) 
k\ 


(. x-ci) k + o f(x-a)") 

x—*a 


Demonstration Supposons dans un premier temps que la fonction f est de classe sur I. Considerons un segment inclus 

dans T intervalle I contenant le point a, a £ [a,|3]. La fonction fi n+v> etant continue sur ce segment, elle est bornee. Notons 
M = sup | fi ,l+ V D’apres la formule de Taylor-Lagrange, on majore alors 

xe [cx,(5] 


|R«(x)| « |x- a\ n 


M\x-a\ 
(« + !)! 


e(x) 


et on a bien e(x) 


0. 


x—a 


539 




Dans le cas oil la fonction f est uniquement de classe ” , la demonstration est plus technique. Utilisons la formule de Taylor a vec 
reste integral a 1’ordre n - 1 : 



Lorsque x esf proche de a, pour t e [a,x], /(f) est proche de f[a). Mettons en evidence cette approximation : 



II ne reste qu’a verifier que 0(x) = o((x - a) n ) au voisinage du point a. Soit e > 0. Puisque est continue au point a, il existe 


r| > 0 tel que pour tel, \ t—a\ Sr| ==> |/(f) - f(a)\ Se. Soit x el tel que \x—a\ S r|. Puisque Vf e [a,x], \ t — a\ € r), on majore 
l’integrale (prenons x > a pour simplifier) 


On approxime ainsi, dans un voisinage de 0 la fonction sin par un polynome de degre 5. Plus l’ordre utilise est eleve, 
meilleure est 1’ approximation obtenue. On s’en convaincra en etudiant les graphes ci dessous. 


Multimedia : Trace de sin, des polynomes de Taylor T n en fonction de n et voir que 

1 ' approximation est locale en 0. 

13.5.4 Utilisation des trois formules de Taylor 

II est important dans les exercices de savoir choisir son outil. Quand utiliser une formule de Taylor- Young ? Une inegalite 

de Taylor-Lagrange ? 

- La formule de Taylor- Young fournit une approximation locale d’une fonction / au voisinage d’un point a par un 
polynome T n , le polynome de Taylor. 

- L’ inegalite de Taylor-Lagrange fournit une majoration globale du reste R„ de cette approximation sur un segment [ a , x], 
meme lorsque x est eloigne de a. 

- La formule de Taylor-integrale est la plus precise et donne explicitement le reste R„ sous forme d’une integrale. Les 
deux autres formules en sont une consequence. En premiere annee, on ne Tutilise pas beaucoup, mais elle est importante 
en deuxieme annee. 

sh(x) - sin(x) 

Exemple 13.8 Determiner lim^o 5 ■ Les equivalents usuels ne suffisent pas ici puisque sinx ~ x et 

X J x — *0 

shx ~ x et on ne peut pas sommer ces equivalents. Nous avons besoin du comportement local des fonctions sh et sin 

JC— 0 



Nous avons done montre que |0(x)/(x- a) n \ ^ e et done que 0(x)/(x- a) n _ ■ 0. 

Exemple 13.7 Cette formule, appliquee a l’ordre 5 en 0 pour la fonction sin permet d’ecrire 


Vxel, sinx=x 1 1 o (x ! 

6 120 x-(L 


.5- 
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au voisinage du point 0. Utilisons la formule de Taylor- Young a l’ordre 3. Les derivees successives de ces fonctions en 
zero sont simples a calculer et on obtient 

sh(x) = x + x 3 /3! + o(x 3 ) sin(x) = x - x 3 /3! + o(x 3 ) 

Ces formule sont des egalites et on peut les sommer pour trouver que 

sh(x) -sin(x) = x 3 /3 + o(x 3 ) 

d’ou [sh(x) - sin(x)]/x 3 = 1/3 + o(l) * 1/3. 

x— o 


Exemple 13.9 Soit une fonction / de classe Y'°° sur M telle que 

V(x, h) eR 2 , fix+h)fix-h) - ifix)) 2 
Montrons qu’alors Vxe IR, /"(x)/(x) = (/'(x)) 2 . 

Ecrivons la formule de Taylor- Young pour la fonction / entre x et x+ 0. 

0 2 

/(x + 0) = f(x) + 0/'(x) + — f"{x) + 0 2 e(0) (e(0) 0) 

Si h f 0, en prenant 0 = h et 0 = - h. on trouve que 

r /j2 i r yf l 

fix) 2 - fix+h)fix-h)= \fix) + hf'ix) + — f"ix) + /t 2 e(/z) /(x) - hf'ix) + — f"ix) + /i 2 e(-/z) 

En developpant et en ordonnant par rapport aux puissances de h. on trouve que 

0 = h 2 [-(/') 2 (x) + /(x)/"(x)] + h 2 yih) 

avec ip(/z) > 0. En divisant par if et en faisant tendre h vers 0, on obtient le resultat. L’idee etait d’utiliser la relation 

h-0 

de Tenonce en faisant tendre h vers 0, d’ou l’utilisation de la formule de Taylor- Young. 


Exemple 13.10 Etudier la limite en 0 de la fonction definie par 


F(x) = 


l f /x l-cosr 

CJx t‘ 


dt 


II nous faut une approximation de la fonction definie par fit) - cos t au voisinage de zero. Utilisons une formule de 
Taylor a l’ordre 2. 

f 2 

cos t — 1 - — + R 2 (f) 

On en tire que (1 - cos t)l t 2 - 1 12- lOft)/ 1. Puisque R/it) - cos t— 1 + t 2 12, la fonction R 2 est continue sur [x,2x] et on 
peut integrer : 

F(x) = 


j .r df _irM df 

2 XJx XJx t 


= 1/2 0(x) 

II nous faut traiter le reste 0(x) de notre approximation. Avec l’inegalite de Taylor-Lagrange, on sait que 


|R 2 (f)|=S- sup | f (i \u)\--. 

3! ue[0,t] 0 


(puisque |/ (3) (UI = |cosf| ^ 1). Alors, 


|0(x)l« 


i[ 2x !**w < ±[ 2x tdt= * 

cj x t 2 6 XJx 


4 x— *o 


Par consequent, F(x) * 1/2. 

x— *0 
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Exemple 13.11 Trouvons deux reels ( a , b) e B5 2 tels que 

u n = f (1 + x 2 ) 1/n dx = a+ — +@{\) 

Jo n rr 

Ecrivons pour x e [0, 1], (1 + x 2 ) 1 = en ln(1+x \ Lorsque n devient grand, le terme dans l’exponentielle tend vers 0 

a x fixe. On pourrait utiliser une formule de Taylor- Young pour l’exponentielle, mais le reste s’ecrirait a l’aide d’une 
fonction e qui dependrait a la fois de x et de n sur laquelle nous n’avons pas d’information suffisante pour l’integrer. 
Utilisons plutot l’inegalite de Taylor-Lagrange pour l’exponentielle a l’ordre 1 entre 0 et X : 

x 2 

e* = 1+X+RiCX) avec |Ri(X)|s: — sup e l ^—e x 
2 f£[ 0 ,x] 2 


On en tire que 


On calcule b par parties 


= f dx + — f ln(l + x 2 )dx + f Ri ( — ln(l + x z ) I dx 
Jo n Jo Jo v n 


r i i r i x 2 r 1 

b- J ln(l + x 2 )dx - [xln(l + x 2 )] 0 - 2 J -dx-\n2-2 + J y 


dx 


ln2-2 + - 
4 


et il nous reste a majorer grossierement le reste. 


ie„i ^ 4 r l ln2(1+x2) e ina+x 2 )/» dJC ^ 1 * C 

n l Jo 2 n l Jo 2 n l 


Exemple 13.12 Soit une fonction / de classe 'Y 00 sur 05. On suppose qu’il existe deux constantes C , k > 0 telles que 

1. Mn e N, / (,!) (0) = 0, 

2. Vxel.VneN, |/ (n) (x)| « Ck n n\. 

Montrons que / est la fonction nulle. 

- Nous pouvons ecrire une formule de Taylor a tout ordre n : /(x) = (x). Notre hypothese permet de majorer \f n+l \, 

utilisons done Tinegalite de Taylor-Lagrange : 

lxl” +1 

|/(x)| = |R„(x)| ^ f-!— - sup |/ ( ” +1) (f)| ^ C|xfc| ,i+1 
(n+ 1)! reio.jc] 

- Si x e] - 1 Ik, 1 lk[, en notant K = |xA:|, |K| < 1 et Mn e N, |/(x)| ^ CK" * 0. On en deduit que / est nulle sur 

n—*+oo 

l’intervalle ] - Ilk, 1 lk[. 

- Considerons la fonction translatee, definie sur 05 par g(x) = fix - 1 Ik). Puisque / ainsi que toutes ses derivees s’an- 

nulent en 1 Ik, pour tout n. 0) = 0 et comme = / (n) (x- 1 Ik), la fonction g verifie les memes hypotheses 

que f. Elle est nulle sur ] - l/k,l/k[ ce qui montre que / est nulle sur ] - 1 Ik, 2! k\. On recommence avec d’autres 
translates pour prouver que / est nulle sur 05 en entier. 


13.6 Methode des rectangles, Sommes de Riemann 


Theoreme 13.41 Methode des rectangles 


Soit une fonction / de classe 1 sur le segment [a,b\. On effectue une subdivision du segment [a,b] de pas constant 

b— a 

h = {b— a) I n. On pose pour un entier k e [0, n\, x^ = a + k = a + kh. Posons pour un entier n e N, 


— 


b- a 
n 


n - 1 


E f {x ^ 

k—0 


On obtient une majoration de l’erreur commise en approximant l’integrale I de la fonction / sur [a, b] par R„ 

(b- a) 2 


|I — R,i 


2 n 


-Mi 
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ou Mi = H/'lloo = sup |/'(f)| (la fonction /' 

xe[a,b] 

etant continue 

sur un segme 

nt, elle est bor 

nee). 

a x k x k+ 1 b 


Demonstration Commengons par estimer 1 ’erreur sur un petit segment [x k , x k+ i ] 


r x k+ 1 b—ci r x k+ 1 r x k+ 1 

E n,k = \ fWdt /(■**)=/ \f(t)-f(.x k )] dfU I \f(t)-f(x k )\dt 

IJxfr n I \Jx]c I Jxjc 

Puisque la fonction f est de classe on peut utiliserle theoreme fondamental deuxieme forme. Pour t e x it+l]> 

\f(t) - f(x k )\ = I f fit) dfj 

\Jxt ■' Xi- 


En integrant cette inegalite, on trouve que 


r x k+i ix k+ T-x k ) 2 ( b-a ) 2 

le»,fcl « M 1 / (t-x k )dt = M 1 k+ \ =Mi- 

Jxi 


2 n 2 


On en deduit une majoration de V erreur globale en sommant ces erreurs z n k 


|I-R„| = 


n - 1 n xjc + i n - 1 rxic + i n— i 

E I \fw-f(x k )] « E I i/(f)-/(x fc )i= E e fc 

j — c\" Xi- i — x i- i — n 


't, 1 [b-a) 2 


Dans le cas du segment [0, 1], on obtient le resultat suivant, interessant pour etudier certaines suites. 
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Demonstration 

- Si la fonction est de classe le theoreme precedent donne le resultat. 

- Supposons que la fonction f est uniquement continue. On remarque que R„ represente l'integrale de la fonction en escalier 
ip n dehnie par Vx e [kin, (k + 1 )ln[, (p ;i (x) = f{kln) et ip(l) = /( 1). Le terme T n represente l’integrale d'une autre fonction en 
escalier \g n definie part |/„(x) = (fc+ 1 )ln lorsque xe [kln,(k + 1 )ln[ et\|/ ;i (l) = /( 1). 

- Montrons que \\f - tp n ||oo ► 0. Soit e > 0. Puisque la fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est uniformement 

H — *+00 

continue (theoreme de Heine). II existe done r| > 0 teJ qu eV(x,y) e [0, l] 2 , \x-y\ ^ r| ==> |/(x)-/(y)| =£ e. Posons N = E(l/r|) + l. 

Alors pour n S N, si x e [0, 1[, il existe k e [[0, n - 1]] tel que kl n S x < {k + 1)/ n et alors |/(x) - cp n (x)| = |/(x) - f{kln)\ ^ e 

puisque \x- kl n\ ^ II n ^n. De meme, on montre que 11/ -UOilloo *■ 0. 

n— *+oo 

- Alors, |I-R, 2 | = I \f(t) - tp n (f)| dr S I |/(f) - q> n (f)\ df ll/-<P;illoo * 0. La meme majoration montre que |I- 

| JO I Jo n—*+oo 


Remarque 13.14 Plus generalement, si / est une fonction continue sur le segment [a, b], et si 


Un — 


(, b - a) 
n 


E /Gfc) 


k= 0 


b— a 

ou les points ^ sont dans l’intervalle [a+ kh,a+ ( k + 1 )h], avec h = , on a 

n 

U„ * f fix) dx 

H-+OQ J a 

On se sert en pratique uniquement des sommes de Riemann du theoreme precedent pour une fonction / continue sur le 
segment [0, 1] pour etudier la limite de certaines suites. 


.Plan 13.3 


Pour etudier la limite d’une suite (u n ) faisant intervenir une somme et le groupement kin 


^ 72-1 

Essay er d ’ecrire u n sous la forme u n = — V f(kln) et utiliser les sommes de Riemann. 

n kfo 


\J n 2 + p 2 

Exemple 13.13 Considerons la suite de terme general u n - p — On- 1 . On peut faire apparaitre le groupe- 

rs 

ment pin dans u n en factorisant par n 2 dans la racine : 


ou la fonction / 


[0, 1] — IR 
x 1 — * Vl + x 2 


= - E v 1 + (p ln ^ 2 = - E 

n p =o v n 

est continue sur le segment [0,1]. D’apres le theoreme precedent. 


■i=[V . i 

Jo 


+ x 2 dx. Le plus rapide pour calculer cette integrate consiste a integrer par parties. 


i=\xVT7^}l-f Q 

d’ou Ton tire I = V2/2 + ln(\/2 + l)/2 


i f 1 x 2 + 1-1 


Vx 2 + 1 


dx = 


-V2-1+ |argsh(x)j Q 


2n-l y 

Exemple 13.14 Considerons la suite de terme general u n - ^ . Avec le changement d’indice k- p- n, 

p=n 2p + 1 

77-1 Y \ 77-1 Y 

Un ~ ]^ 0 2(k+n) + \ ~ 2 n 1 + ikln) + l/(2w) 

On n’obtient pas exactement une somme de Riemann, mais cela y ressemble fort ! Lorsque n est grand, on se dit que le 
terme 1/(27?) devient negligeable. Encadrons u n par deux sommes de Riemann : 

1 " 1 'L; 1 1 l n-i 1 

tX n — E i / ~ E 1 n 1 ^ 2 U n ^ 2_, . , , — 

n p^iJ + p/n j7f 0 l + (k+l)ln n£f 0 l + kln 

r ^ dx 

Les deux suites (a n ) et ((>„) sont des sommes de Riemann qui convergent vers la meme limite, I = / = ln(2). 

Jo x+1 

D’apres le theoreme des gendarmes, on en deduit que u n > ln(2)/2. 
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En resume 


Ce chapitre doit etre bien maitrise et il sera important de faire un maximum d’exercices pour assimiler les differentes 
techniques nouvellement introduites. Plus particulierement : 

1 vous devez etre a l’aise avec le calcul de primitives. Vous pourrez consulter les sections 

- C.6.3 page 1229 pour apprendre a calculer les primitives des fractions rationnelles 

- C.6.4 page 1230 pour apprendre a utiliser les regies de Bioche (qui permettent de calculer des primitives 
de la forme /F(cosx,sinx) dx) 

- C.6.5 page 1233 pour les primitives de la forme J F(shx, chx) dx 

- C.6.6 page 1233 pour les primitives de fonctions contenant des racines 

f „ dx 

- C. 6.7 page 1235 pour les primitives de la forme / /(x ) — 

- et enfin C.6.8 page 1236 pour bien comprendre le cadre d’utilisation de 1’ integration par parties. 

2 Les majorations fondamentales du paragraphe 13.2.7 page 527 seront d’un usage constant aussi il faudra s’en- 
trainer a les utiliser. Les exercices des sections 13.7.9 page 566, 13. 7. 10 page 569 et 13. 7. 12 page 580 constitueront 
un excellent terrain d’entrainement. 

3 II faudra avoir bien compris le pourquoi des formules et inegalite de Taylor et savoir utiliser, pour un probleme 
« global », la formule de Taylor avec reste integrate et pour un probleme « local », la formule de Taylor- Young. 
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13.7 Exercices 


13.7.1 Calcul de primitives 

Exercice 13.2 V 

Determiner les primitives suivantes : 



4. f cosxsinxdx 

5. / — dx 

xlnx 

6. / xVl + x 2 dx 


Solution : 


On utilise a chaque fois, la oil elle est valide, la formule : f u' u" - 


— u fl+1 + C 
a+ 1 
ln| w| + C 


si « e R \ {— 1} 
si a — -1 


1. J -^dx = ±ln(l + x 3 ) + C te sur]-l,+oo[ 

2. f7T-^ dx = ? + C te sur [R \ {-1/2} 

J ( 2x+1 ) 4(2x+ l) 2 

2 3 

3. / \/l - xdx = -- (1 -x) 2 + C te sur]-oo, 1], 


4. / cosxsinxdx = | sin 2 x + C fe sur IR. 

5. (— ^dx = ln|lnx| + C te sur R!\{1}. 

xlnx 

1 3 

6. /xv7+x2dx= -(l + x 2 )2 +C te surR. 


Exercice 13.3 O 

Determiner les primitives suivantes : 


1. f tanxdx 

x 2 

2. f - jdx 

3 - f — 4* 

X 


4. f xe* 2 dx 


5- I 


sin2x 
1 + cos 2 x 


■dx 


6. f thxdx 


Solution : 

1. /tanxdx= -ln|cosx| +C te sur[R\ | 
2 - / 


dx - f - — ^-dx - / n dx = x - 


1 + x 2 1 + X' 

arctanx+ C te sur R. 

3 . f— dx=-(\nxf + C te sur 


1 + x 2 


4. fxe r dt= ±e x +C te sur IR. 

_ r sin2x _2sinxcosx . 9 . 

5. J — dx = J — j — — dx = — In [1 + cos xj 


1 + cos 2 x 
C te surd 


1 + COS 2 X 


shx 


6. f thxdx = f dx = lnchx+ C te sur D 

chx 


Exercice 13.4 O 

Determiner les primitives suivantes : 


1 ■ I 
2- I 


x(lnx) 4 

1 


-dx 


- dx 


3. 


f ~^ dx 

J thx 


4. / cosxsin 3 xdx 


5 - / T77 dx 


5. / --2-7 dx 

J (i-jcr 


Solution : 


r 1 (lnx) 3 t 

1. f jdx= — +C te surIRT \{1}. 

J x(lnx) 4 3 + 

2. / — dx = tanx + C te sur R\ fZ. 

COS Z X z 

3. f — dx = f ^^dx = ln|shx| + C te surlR*. 
J thx J shx 


r o sin x . 

4. / cosxsin xdx= i-C sur I 

J 4 


5- / 

6 - / 





dx = 


ln(l + x 2 ) 
2 


(l-x) 2 


dx 


1 

1 - x 


+ C 


+ C te sur IR. 
fe sur IR\ {1}. 


546 


Exercice 13.5 

Determiner les primitives suivantes : 



4. f tan 2 xdx 


5 - /■ 


-dx 


6. f (2x- l) 2 (x+ 1) dx 


Solution : 


r Sill A f 

1. / dx = - arctancosx+ C sur 

1 + cos^ x 

„ 1 , , 1 + e 1 , . e x , 

2. / dx = / dx - / dx - x + 


3- / 


1 + e x 1 + e x 

ln(l + e x ) + C te sur R. 

dx= Vl+x 2 +C t 


1 + e x 


V l+x 2 


4. / tan 2 xdx= tanx-x+C fe surK\ fZ. 

5. f - JL -rdt = ±arctanx 2 + C fe sur R. 

J l+x 4 2 

3 

6. / (2x- l) 2 (x + 1) dx = x 4 - -x 2 + x + C t<? sur R. 


13.7.2 Calcul d ’integrates 

Exercice 13.6 V 

Calculer les integrates suivantes : 

1. / 0 2ti cos 2 xdx 

1 


2- Jo 1 

3- /, Cl 


\/l - x 2 


dx 


\/x 2 - 1 


: dx 


Solution : 

1. / 0 2lT cos 2 xdx = / c 

1 


1 1 


4- ft 


: dx = arcsin x = 


2- /o ' 

Jo 

3- fo hl ^= =dx= [argchx]' hl =|T| 

l * 


l + x 4 


dx = 


r arctanx 2 

1 

71 

l 2 

0 

8 


4- Jo 1 

5- If 

a r 1 - 

6- in 


l + x 4 


■ dx 


x(lnx)‘ 


■dx 


x- 1 


■ dx 


: r i„-\x sinaxl " 11 _rzn 

■ dx -[2~— J 0 -LzlI 5. / 


e x(lnjcr 


[ 1 

e2 _ 

1 

l lnx 


2 


r 2 v 2 I i r 

6. fiff e — — dx = f} dx + ff dx = — 

n+ e X _ 1 jo x _i jo x _i [ 2 


x + In | x - 1 1 


2e+ -e 2 + ln2 
2 


13.7.3 Linearisation 

Exercice 13.7 V 

Determiner les primitives suivantes : 

1. f sin 2 xdx 

2. f cos 4 xdx 

3. f sh 5 xdx 


4. / cos 2 xsin2xdx 

5. / ch 2 xsh 2 xdx 

6. f shxchxdx. 


Solution : On utilise le procede de linearisation des expressions trigonometriques B.3.2 page 1165 et on obtient, pour 
tout xeR: 

, l-cos2x ~ x-sinxcosx . 

1. sin x = et / sin xdx = t C 

2 J 2 

„ , cos4x cos(2x) 3 . , 1 1 3 t 

2. cos x= 1 h - et / cos xdx = sm4x sin2x+ -x + C 

8 2 8 J 32 4 8 
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1 5 5 15 5 

3. sh 5 x = — sh5x sh3x + -shx et f sh 5 xdx = — ch5x ch3x+ -chx + C fe On peut aussi remarquer que 

16 16 8 2 80 48 8 * * 

sh 5 x = shx{ch 2 - l) 2 et que f sh 5 xdx - j*(ch 2 - l) 3 + C. 

4. cos 2 xsin2x = - sin4x+ - sin2x et f cos 2 xsin2xdx = cos4x- - cos2x+ C te . On peut aussi remarquer que 

4 2 2 16 4 * * 

cos 2 x sin 2x = 2 sin x cos 3 x et done f cos 2 xsin2xdx= — cos 4 x+C. 

2 2 

p , ch4x-l , , sh4x 1 t 

5. ch xsh x = et / ch xsh xdx = x + C 

8 2 32 8 

ch 2 x 

6. Inutile de lineariser... [ shxchxdx = I- C te . 

2 2 


13.7.4 Integration par parties 

Exercice 13.8 O 

Determiner les integrales suivantes : 

1. fflnxdx 

2. /q 1 arctan xdx 

7T 

3. Jq e x cos xdx 


4. fg (x + 2) e x dx 

7T 

5. Q x sin 3 xdx 

6. Jq (x- 1) cos xdx 


Solution : On verifie que les fonedons considerees sont bien de classe < rf? 1 sur les intervalles consideres et on effectue 
des integrations par parties, on trouve : 

1. lnx = lnx x 1, on trouve ff lnxdx = [xlnxj - ff dx = [T], 

2. arctan x = 1 x arctan x. On a alors : fj arctan x d x = [x arctan x] J - fj dx Mais fj dx = [ | In 1 1 + x 2 1 ] * = 

| In 2. Done fj arctan xdx = 



3. On effectue deux integrations par parties successives et on retrouve V integrate de depart : Notant I = 

it r -1 5 tt l 17 1 17 71 11 

f^ e^cosxdx, on a : I = | e*cosx| 2 + f^ e^sinxdx = | e*cosx| 2 + | e*sinx| n - / 0 7 e^cosxdx = —1 + - 1. 

Done I = 


e?-l 


4. 

5. 

6 . 


fg (x + 2) e x dx = | (x + 2) e x J - fg e x dx = | 2e- 1 | 

_ . p 3sinx-sin3x . . , , 3 1 .4 . , , [3 

Comme sin x = , on a : / sin xdx = — cosxh cos3x et L xsin xdx = — xcosxn- 

4 4 12 20 L 4 

7 

9_ 

fg (x- 1) cos xdx = |(x- 1) sinx]^ _ Jo sin xdx = [cosxj = | -2 | 


— xcos3x 
12 


7 A I 3 1 . J 

- L — cosxh cos 3x ax-- 

o 20 l 4 12 I 


r 3 1 1 

— smxH sin3x 

I 4 36 J 


Exercice 13.9 O 

Determiner les primitives suivantes a pres avoir determine sur quel intervalle elles sont definies : 


1. f lnxdx 

2. f arcsinxdx 

3. f xarctanxdx 


4. / (x+ 1) shxdx 

5. / argsh(3x) dx 

6. /ln(l + x 2 ) dx 


Solution : On verifie que les fonedons considerees sont bien de classe St? 1 sur les intervalles I consideres et on effectue 
des integrations par parties, on trouve : 

1. SurI = IR* : f lnxdx- xlnx-f ldx= xlnx-x+C te 

2. Surl=[-l,l] : f arcsin rd r — rarcsin x- f d x - rarcsin x. + \/l - r 2 + C te 

Vl^x? 
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1 ( Jt \ X 1 ( 1 + X ^ 1 

3. Sur I = R : f xarctanxdx = - x 2 arctanx- f T dx . Mais [ ^dx = f ^ = 

J 2\ J l + x 2 J 1 + x 2 J 1 + x 2 1 + x 2 


dx = x - 


arctan(x) + C te done : J xarctanxdx = — (x 2 arctanx - x + arctan(x)) + C te - — ((x 2 + l) arctanx- x) + C.‘ 

4. Sur 1 = D3 : / (x+ l)shxdx = (x+ l)ch x- f chxdx = (x+ l)chx-shx + C fe 


3x \/l ~ / 9x 2 

5. Sur I = R ; / argsh (3x) dx = xargsh (3x) - f — dx = xargsh f3x1 hC f 

Vl + 9x 2 3 


6. Sur I 


2x 2 


= 05: /ln(l + x 2 ) dx = xln(l + x 2 ) - / - — — dx = xln(l + x 2 ) 


- 2x- 2arctanx+ C f 


Exercice 13.10 9 

Determiner les primitives suivantes apres avoir determine sur quel intervalle elles sont definies : 


1. f xch 2 xdx 

2. f xln(x+ 1) dx 

3. f argthxdx. 


4. / chxcosxdx 


5 - /■ 


■dx 


cos^x 
5. / xln 2 xdx 


Solution : On verifte que les fonctions considerees sont bien de classe 'tfO sur les intervalles I consideres et on effectue 
des integrations par parties, on trouve : 

9 ch2x+l , x sh2x t , x 2 xsh2x 

i. Sur I = D5 : Comme ch x = , J ch xdx = — b 1 - C et J xch xdx = I- — - 


'( 


sh2x'\ , 
1 dx = 


h . 

2 4 I 


2 4 

x 2 xsh2x x 2 ch2x x 2 xsh2x ch2x f 

— + + C te = — + + C f 

2 4 4 8 4 4 8 


2. Sur I = ] — 1, +oo[ : / xln(x + 1) dx = - I x 2 ln(x+ 1) - / -dxl = I x2 ^ n ^ x+ 1) — — + x- ln(x+ 1) I + C 


3. Sur I = ] — 1, 1[ : /argthxdx = xargthx- / 


-dx = xargthx + -ln(l - x 2 ) + C 1 


4. Sur I = 0? : on effectue deux integrations par parties successives : f chxcosxdx = cosxshx + / shxsinxdx = 
cosxshx+ sinxchx- / cosxchxdx. On en deduit que : J cosxchxdx = - (cosxshx+ sinxchx) + C te 


5 . Surl = ]-§,§[:/- 


-dx = xtanx- / tanxdx = xtanx + ln|cosx| + C f 


6. Sur I = R* : on effectue deux integrations par parties successives :f xln 2 xdx = -x 2 ln 2 x-/ xlnxdx = -x 2 ln 2 x- 

1 1 It x 2 \ 

-x 2 lnx+ - f xdx = - x 2 ln 2 x-x 2 lnxH +C fe 

2 2 J 2 l 2 


Exercice 13.11 r 2 

Calculer I = Jq 12 t 2 sin 2 (f) dr. 


Solution : Pour tout t e R, sin 2 t = 1 C( / t2/i . Done I = ^ - I /J 172 f 2 cos(2f)df. Pour calculer /j/ 2 f 2 cos(2f)df, on 

effectue deux integrations par parties successives, les fonctions considerees etant bien de classe sur [0, tt/2] ; 



f 2 cos(2 t)dt 


[ f 2 sin(2f) ]n /2 

i 2 Jo 

f t COS (2 r) ]U/2 

[ 2 Jo 

7t 1 r 

-- + - sin (2 f) 
4 4 L 

7T 

_ 4 


if 

2 Jo 


fsin (2 f) df 

71/2 

cos(2f) df 


done 


I — 1 — 

48 8 
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Exercice 13.12 V 

Soit une fonction f de classe c € 2 sur le segment [a, b\ . Montrer que 


f fix) dx = ^ - [fta) + f{b)] + i f ix-a)(x-b)f"(x) dx 

Ja J J Ja 


Solution : On effectue deux integrations par parties successives a partir de la seconde integrale : 

r b r ,6 r b 

/ (x- a)[x- b)f"{x)dx - (x- a)[x- b)f'[x)\ — I ( 2 x- [a+ b)) f (x) dx 

Ja } J « J a 


-[( 2 x-(a + fo))/(x)] a + 2 j /(x) 
r b 

■ ( b-a ) [f (a) + / (&)) +2 fix) 

Ja 


dx 

dx 


et on trouve la formule proposee. 


Exercice 13.13 V 

On definit la suite de terme general 


i „= r 

JO 


dx 


Jo (1 + X 2 )« 

Soit «eN. Trouver une relation de recurrence simple entre l n et \ n+ 


i puis calculer Ii etl 2 . 



Exercice 13.14 W 

1. Soit n e N* . Trouver une relation entre f - , 1 dx et f — . 1 „ +1 dx. 

J J (x 2 + l) 

2. En deduire : f — — rdxet f — - — rdx. 

J ( x 2 +lf J [x 2 +l ) 3 

Solution : 

1. On effectue une integration par parties : 


J w 


dx = 


(x 2 + l)' 

X 

(x 2 +l)' 


/ 


-dx 


(* 2 +i ) 

jc 2 + 1-1 


(**+ 1 ) 


(x 2 +l)” +2n d (*=“+!) 


/ 

f — - — - dx-2n I Jp 

J (jc 2 +1) J (jt 2 +l)" 


-dx 


et on en deduit que 


/ 


(* 2 +i) 


-dx = — 
2 n 


{2n-l) / dxH -) 

J (* 2 +i) n (x 2 +i y 1 ) 


2. II s’ensuit que que I 2 = l/2(arctanx+ x/(x 2 + l) 2 ) + C te carli = arctanx + C . On en tire finalement que I 3 

l/4(3arctanx + 3x/(x 2 + l ) 2 + x/ (x 2 + l) 3 . 


Exercice 13.15 VO 

Calculer pour un entier n e N, T integrale 


f 


I n - X V 1 - X dx 
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Solution : Soit n 3= 1, en integrant par parties (deriver x n ), on trouve que 


i„=[-V(i-^ 2 r + C-X"- 1 

L 3 Jo Jo 3 


(1 - x) 312 dx = 


2 n 


/>' 


0*7 

(\-x) 3 l 2 dx=—{\n-i-ln) 


d’ou la relation de recurrence . 


2 n [ 2 n )( 2 n - 2)...2 

In — “ rln-l — ••• — — -Io 


2/7 + 3 


(2/7 + 3) (2/7+ 1)...5 


et puisque Iq = on obtient finalement 


I n = 


-n\{n+ 1)! 


(2/7 + 3)! 


Exercice 13.16 W 

Pour un en tier n e l\l, on pose 


,-r 

Jo 


1 . Justifier que pour tout entier n > 0, 1 ’integrale \ n existe. 

2. Calculer pour n> 2, I„ - I„_ 2 , Io et Ii . 

3. En deduire la valeur de l n pour tout entier n. 

Solution : 

sin/7x 

1. L’ integrale Iq estclairementbien definie. Soit n e N . La fonction f:x>-* est definie et continue sur ]0, tt/2] 

sinx 

par operations sur les foncdons continues. De plus, par equivalents usuels sin nxl sin x ~ n. Done f (x) * n. 

x—>0 x—0 + 

On prolonge alors f par continuite en 0 en posant f (0) = n. La fonction ainsi prolongee est continue sur [0, tt/2] 
et V integrale l n existe. 

p+ q p- q 

2. Soit ns: 2. On utilise la formule valable pour tout p, q e K : sin p - sin q-2 cos — - — sin — - — . Elle livre : 


[ nl2 r sin ((/7-l)x)i 71/2 2sin((n- 1 )ji/2) 

In~ In-2 = J 2C0S((«-I)x)dx= |2- 


n- 1 


n— 1 


done 


I n — In-2 + 


2sin((?z- 1) tt/2) 


n— 1 


Par ailleurs Iq = 0 et Ii = tt/2. 


3. On utilise les resultats de la question precedente. Si n = 2p ou p e N* alors 

(-D p+1 | 


, i i i 

I„ = 2 1 - — < + + ...+ ■ 

3 5 7 2p—\ ) 


P (~l) fc+1 

2L 

k = 1 


2k- 1 


Si n-2p+l avec p e N* alors 1„ - tt/2 . 


13.7.5 Fractions rationnelles 

cette section sera completee a l’occasion du chapitre sur les fractions rationnelles. 

Exercice 13.17 

Calculer : 


i- A 


2 x(x-l) 


dx 


2- /I^ 


dx 


4- 

5- Jo 1 


(x 2 + l)(x-2) 


dx 


0 (x 2 +2x+5)(x+2) 


dx 


3- /o 1 


c 2 +4x-5 


dx 


5- Io 


0 (x 2 +x+l){x+l) 


dx 


7- Jo 1 


(j£ 2 +Jt+l) 


r dx 


«■ /o' 1 
9- /o 1 


(x 2 -3x+2) 


-dx 


(x 2 +\) (x+2) 


-dx 


Solution : 


L ld^ = lT + ^ donc f 2 T(h) dx = f-ln|x| + ln|x-l|] =ln(|) 
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2. / 2 ^jjdx = | / 2 3 dx + ff ^j-dx = ^[31n|x-l| + ln|x+l|] 2 = \ (31n2 + In 4 -In 3) 
3 ■ fo d * = So (gg) dx = Jo 1 ~ ITs dx = [x — 41n|x + 5|l' = !-4ln6 + 41n5. 


4- /c 


— dx= l/ 0 ^dx-|/ 0 ^dx= |ln|x-2|M/ 0 ^dx = §ln(i)-§/ 0 ^dx- 


0 (x 2 + l)(x— 2) 5JU x-2 — 5JU x z + l' 

1 , ,1 
S Jo* 3?7I dx = I ln (!) + [- TO ln \ x2 + 1 1 - 5 arctan x ] l = I ln l|) - TO ln ^f) - 5 arctan(i) 

1 A Bx+C 


5. On ecrit la decomposition a priori — „ . „ 

(x + 2) (x 2 + 2x + 5) x-2 x 2 + 2x + 5 

Bn multipliant les deux membres par x + 2 eten faisant x = -2 on trouve A = 


1 


1 


4-4+5 5 

En multipliant les deux membres par x 2 + 2x + 5 et en faisant x- -1+2 i on trouve B(— 1 + 2i) + C = 

1-2 i 1 

. D ou B = — et C = 0. 

5 5 


— 1 + 2 i +2 


f 1 dx 1 ] 

f 1 dx 1 

r 1 dx 

Jo (x + 2) (x 2 + 2x + 5) 5 7 

o x+2 57 

o x 2 + 2x + 5 


= [21n(x + 2) - ln(x 2 + 2x + 5)] J 

= — (21n3-21n2-ln8 + ln5) 



6. On ecrit la decomposition a priori 


A 

x + 1 


Bx+C 


(x + 1) (x 2 + X + 1) X + 1 x 2 + x+l 
En multipliant les deux membres par x + 1 et en faisant x = - 1 on trouve A - 


-1 


En multipliant les deux membres par x 2 + x+ 1 et en faisant x - j on trouve B/ + C 
D’ou B = 1 et C = 1. 


1-1 + 1 
7 

7 + 1 


= -l. 


7(r + i) 


(./ + DO' 2 + 1) 


1 + 7- 


l 


xdx 


o (x + 1) (x 2 + X + 1) 


On pose u = du = — — , 


2 dx 

7T 


r 2 dx l r 2 2x+ i i r 2 

Jo x + 1 2 Jo x 2 + x + 1 2 Jo 

" ^ 

2 Jo 


dx 


= - ln(x + 1) + - ln(x 2 + x + 1) + 

2 L 


x 2 + x + 1 
dx 


0 (X+i) 2 +| 


= -ln3+ — ln7 + 
2 


lO-f 

2 3 Jo 


dx 


(2i±l) 2 + l 


1 4 f 2 

dx 

\/3 

rjk du 


2 3 Jo 

(^±1)2+1 

6 , 

/ J_ w 2 + 1 

V3 




II 

arctan | — I 

- arctan [ — 

lV3 }) 


Main tenant 


tan arctan 



- arctan 



_5 l 

x/3 o/3 


1 + Ts x 


i 

a /3 


4 

^3 


1 + - 


\/3 

2 
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Done arctan |-4^| - arctan [-J=] = arctan ( ] + kit. D ’apres la propriete des a ccroissements finis, arctan ( -|= ) - 


i VsJ 


aictan m ^7=3- 7=3’ 


done 


arctan -7= - arctan I -W I - arctan 


1 V3 


V3) 


V 2 

[v/3 

1 “ 


V3l 


4 \/3 „ . , 

^ — — h <n d ou k-0 et 

y/3 2 


I 


xdx 1 \/3 ( \/3 

, - = - In 3 H — I n 7 H arctan — 

0 (x+l)(x 2 + x+l) 2 6 \2 


dx 


f 1 dx _ r 1 

Jo (x 2 + X+l) 2_ Jo ( (x+ 1)2 + 2) 

_ 16 r 1 dx 

~~ 9 ~J 0 


^ 2 + 1 ) 
16 \/3 dw 

l" X ~2 J 1 (u 2 + 


En posant u = tan ip, dep = 

f 


du 

u 2 + 1 ’ 
dx 


_ 8\/3 
(x 2 + x+l) 2 9 


f 

J ari 


[*) 


\/3 


cos“ cpdip 


4 V / 3 r 1 1 

— r + 2 sm2t f l 


iVal 


4v / 3 / (3) ( 1 

= arctan — - arctan — 


9 l 


1 3/5 


1^3 


2\/3f I I 3 

sm 2 arctan — 


9 l 


1^3 

1 


- sin 2 arctan — 

\V3 


x-2 x-1 (x-2)(x-l) 


En elevant au cane, 

1 


1 1 
■ + ■ 


1 1 
■ + ■ 


2 2 
■ + ■ 


(x 2 - 3x + 2) 2 (x-2) 2 (x-1) 2 (x- 2)(x- 1) (x-2) 2 (x-1) 2 x-2 x-1 


D’oit 


r 


dx 


(x 2 - 3x + 2) 2 


x-2 x-1 


- ln(2 - x) + ln(l - x) 


11 1 

— — 1 h In 2 — — 1 + In 2 

3 2 2 

2 

= — + 21n2. 

3 


9. Le lectern verifiera que 

(x- 1) dx 


/ 


3 3 , , 2 , 17 1 x + 3 

r, Q = log(x + 2)+ — lnlx +1 arctg(x) » + C 

(x 2 + l) 2 (x + 2) 25 8 50 1 J 50 8 10 x 2 + 1 


et que 


l 


1 (x-l)dx 3 9 17jt 1 

= — ln3+ — ln2 + — . 

(x 2 + l) 2 (x + 2) 25 50 200 10 
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Exercice 13.18 

Calculerla primitive (preciser l’intervalle ) 

F= ( dx 

J (x+l) 2 (x 2 + l) 

Solution : C’est une fraction rationnelle. Apres decomposition en elements simples, on trouve 

I 3 j 

F = x ln[x+ 1| — ln(x 2 + 1) + C 

[x + 1) 2 4 

ou C est une constante qui depend de l’intervalle (] - oo, -1[ ou ] - 1, +oo[) considere. 


13.7.6 Changement de variable 

Exercice 13.19 

Determiner les primitives suivantes en utilisant le changement de variable precise : 


1 . d x en posant u- In x 

2. fg dx en posant u = \/x+ 1. 

JT 

3. Jq sinxcos 2 xdx en posant u — cosx. 


4. / 0 4 tan 4 xdx en posant u — tanx. 
5- j?VT - x 2 dx en posant x = cos u. 
6. f\ dx en posant u = \fx. 


Solution 


1. On pose u- lnx. u est bien < ^ 1 et J f ^ dx = fg udu - [ = 

Point n ’est besoin de changement de variable puisque 
C lnX In 

J dx=-ln x+C. 

J x 2 


2. On pose 


u = V x + 1 
dx 

du- 


2yx+ 1 


et x - u 2 - 1. On a : fg ^== dx = f 




di< = 


16 9 r 

V2 

35 35 


3. On pose 

4. On pose 


u = cos x 


du- - sin xdx 


on obtient : sinxcos 2 xdx = fgU 2 du- 


, on obtient : f„ 4 tan 4 xdx = f r ! -du - 

J0 40 1 + M 2 


du - [ 1 + tan 2 x) dx - [ 1 + u 2 ) dx 

fg (- * + — — -] du - fg [u 2 - l) du + fg 1 — - — — du - \ - — u 

J0 U + u 2 1 + u 2 ) J0K 1 J0 1 +u 2 l 3 


- u + arctan u - 


2 IT 

3 4 


5. On pose 


X = cos u 
dx - - sin udu 


obtient : fg Vl - x 2 dx - -/£ \/l - cos 2 ;<sin udu = fg sin 2 udu - 


l-cos2 u 
Jo d u = 


U = \fx 


6. On pose -j ^ dx , on obtient : ff ^=dx - ff^ 2inu 2 du - ff e 4lnudu- 4^ulnu - = 4-2\/e 

2 s/x 


- r^e . 


1 sTe 


Exercice 13.20 O 

Determiner les primitives suivantes en utilisant un changement de variable adequat : 


1 ■ I 
2- f 


x+ xln" 
sinx 


-dx 


1 + cos 2 x 
3. f V x 2 + 1 dx 


- dx 


5- /pTi dx 

6 - f vh dx 
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Solution : 

1. On pose 

2. On pose 

3. On pose 


u- lnx i 

dx , on obtient : f 

du - — x+ xln x 


d x = f 


1 + u 2 


■d u- arctanw + C^ = arctanlnx + C f 


J u - 


^ sin x 1 l l 

, on obtient : f - — dx- f ^du - - arctan zt + C = - arctancosx + C te \ 

[du = -sinxdx l + cos^x 1 + u 2 

, on obtient : f Vx 2 + ldx — f V sh 2 x+ lch udu — f ch 2 udu - f — (1 + ch2 u) du = 
du - shxdx 2 


— I- -sh2M + C fe = 
2 4 


- argshx+ —xV 1 + x 2 + C r 
2 4 


4. Un grand classique. Cette fois les differentes methodes sont instructives : 

I u- e x 1 

1 -( , on obtient : f — — dx- f 

[du- e x dx- udx chx e x + e 


On pose ■ 


2 2e x 2 

d x — f dx = / du = 2arctan m+ 


e ZJC + 1 


1 + u l 


2a ret an (e x ) + C 


C fe = 


Changement en u = shx. 


f~=f 

J chx J 

-/ 


chxdx 

ch 2 x 

du 


l + u 2 
= arctan u + C 
= arctan (argsh x) + C. 


Changement en t-th[ 


= fi 

J chx J I 


l+r 
1 -t 2 

= 2 arctan f + C 
= 2arctan |-|| + C 

Les trois fonctions sont dehnies sur R et ne different done que d’une constante ! 


5. On pose 


u — e 

du = e x dx 


l + u 


obtient : f -^-rdx = f du - f du - f du - u + In 1 1 + u\ + C te = 

J e +1 J l + u J l + u J l + u 


e x + ln[l + e x )+C t 


6. On pose 


u-Vx+1 

dx 

du- 


dx , on obtient : 


2x^c+l 2 u 


r xdx f 

J Vx+T J 


= I (u 2 - 1) du 


— u+ C 

3 

= - Vx+ l(x - 2) + C. 
3 


Exercice 13.21 

Caiculer les integrales suivantes en utilisant un changement de variable adequat : 


1 ■ /o 

2- /o' 

3- 


-dx 


1 + e^ 
x 2 \/l-x 2 dx 


1 - x 2 


■ dx 


4- /o 7 


1 


cos^xx/tanx 
5. yf — 3_dx 


5- /o 


x+s/x 

1 

1 + X + X 2 


dx 


dx 
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Solution : 

1. On pose 


du - e x dx = udx 


, on 


obdent : [} dx = ff du = ff du = flnw- 

0 l + e x 1 u(\ + u) 1 u u + 1 I 


ln(l + zz) = ln 2 -ln(e+ 1 ) + 1 . 


2. On pose 

3. On pose 


u - cosx 
du - - sin xdx 

u - arcsinx 


! obdent : fg x 2 V\ - x 2 dx — cos 2 zzsin 2 udu - f. 


.J 1- cos4zz 
- ' z dzz 


Hi 


du = 


dx , on 


vT 


obdent : Q \ — dx = fff ,/ \/ 1 — sin 2 zz d u — L 6 \J udu = 

0 V 1 -x 2 J ° V 1 - sin 2 u 0 


3 r- 
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4. On pose 


u = y/ tan(x) 


du — 


1 


2 cos 2 xytanx 


, on obdent : /„ 4 -= dx — fg2du- HTI. 

dx cos 2 x\/tanx 


{ ll — \J~X 2 r 1 2 

dx , on obdent : f, — dx = f du- 21 n(l+zz) = 

du - — — J1 x+Jx n 1 + u l Ji 

2Vx 

6. On a : /} 7 dx = [} ; dx = f} 

J0 1 + x+x 2 J0 I 1\ 2 3 0 3 ( 2 I 

x+ - + - 
l 2) 4 

hw. r 1 l rV 3 1 ^„_2V3 


2 In 


_ 1 x+ - | 

\/3 l 2 j, 


1 

u - I x+ — 

dx On pose ^ V 2 2 

1 I d u — - — dx 

[ v3 


r ] \/3 

tt\/3 

arctan u ^3 = 


J 3 



ob- 


Exercice 13.22 r 2 

Soit a, b e R* et zi e N. Calculer a l’aide de changements de variables, les integrales 


C a dx f a dx r b „ 

Il= I , , 12= I -5 2’ Is = I dx 

Jo J a 2 - x 2 do fl 2 + x 2 L 


Solution : Pour les deux premieres integrales, on effectue le changement de variable 


u- xl a 
du = dxl a 


. On obdent alors : 


f a dx 

f 1 adu 

r 1 du 


71 

1 

C 5S 

s> 

0 

0 
<s, 

1 

a 

^0 

0 

1 

j 

c 

c 


2 

f a dx 

f 1 adu 1 

f 1 dzz arctan 1 


7T 

Jo a 2 + x 2 

0 a 2 + a 2 u 2 a 

1 + u 2 a 

4 a 


Pour la troisieme, on pose 


u - x- a 

dzz = dx 


I 3 = 


(x - a) 



(i b-a) n+1 
n+\ 


Exercice 13.23 W 

En udlisant un bon changement de variables, calculer pour 0 < a < h, I ’integrale 

rb 

1- (x- a) 3 {b- x) 4 dx 

Ja 
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i y — b- x 

Solution : Effectuons le changement de variables < . On trouve que : 

dy- - dx 


1 = f ( b-a-y) 3 y 4 dy 

Jo 


On fait ensuite le changement de variables \ b— a , et on trouve que 

d y-{b- a ) dz 


f 


I-(b-a) z(l-z) dz. 


En developpant, on obtient alors 


I = [b- a) 

280 


Exercice 13.24 VO 

Soit un reel a > 0. Calculer en udlisant un bon changement de variables, l’integrale 

f a xlnx 
I = / dx 

Jit a (1 + X 2 ) 2 

Indication 13.14 : Comment laisserles bornes invariantes ? 


t- j 

Solution: On effectue le changement de variables { dx 

dt - 


pita fin I pa 

1 = - / ~^d t = - I 

Ja fl + 1 2 1 Jt I 


rln t 


(1 + f 2 ) Jlla[l + t 2 ) 


-df = -I 


et de ce fait 1 = 0 


Exercice 13.25 W 

Calculer en utilisant un bon changement de variables l’integrale 


I=f- 

J o 1 


xsinx 


dx 


[ + cos^ x 

Indication 13.14 : Comment laisserles foncdons sinx, cos 2 x et les bornes invariantes ? 


t — 71 — x 

Solution: On effectue le changement de variables . On trouve que 


(—ji + t) sin t 


I =-/ " ' ~ ~ df 

Jo 1 + cos^ t 

7T sin t . „ ... , . . . I u = cos t 


et done que 21 = f n " — dt. On effectue ensuite le changement de variables ■{ et on trouve 

J0 l + cos 2 f 6 | dw = - sin t df 

hnalement que 


It [ 1-1 

7T 2 

— arctan u - 

— 

2 l Ji 

4 


13.7.7 Calcul de primitives et d’integrales - Techniques melangees 

Exercice 13.26 

f 5 

Calculer I = ~ dt. 

Jo (f 4 + 1) 2 
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Solution : En posant t 2 - x, 


f 1 t 5 dt 1 f 1 

Jo (f 4 + l) 2 " 2 Jo ' 


En integrant par parties. 


u{x ) = X 

v\x) = 


(x 2 + 1) 2 


xr dx 

(f 4 + l) 2 2 Jo (. x 2 + l) 2 

l/(x) = 1, 

v(x) = -- 


1 


2(x 2 + 1) 


f 


t 5 dt 

(r 4 + 1) 2 


l 


4 L x 2 + 


x ii If 1 dx 

1 J o + 4 Jo x 2 + 1 


7T 1 
16 ~~ 8' 


Exercice 13.27 

Cafcufcf/,, 1 |f , + t ' +1) ; Jt. 


Solution : En posant t 2 = x, 


f 


tdt 


(t 4 + t 2 + l ) 2 


dx 


Jo (x 2 + 1) 2 


2 arctan (^r) 


If 1 

2 Jo 


2x + 1 


dx 


(x 2 + 1) 2 


3^3 


3 (x 2 + x + 1 ) 


2 /JT JI\ IT 
3 \/ 3^3 H' 9^3' 


Exercice 13.28 

Calculer 1 ’integrate 


1 = 


f Vxa 

Jo 


- x)dx 


Solution : On peut ecrire x(l - x) = -(x 2 - x) = — ((x — -) 2 - -) Done 




et en posant y—x——,dy= dx. 


i= U-i]/i~ (2y:>2dy 


dz 

Parle changement de variables z - 2 y, dy = — , 


1 = 


if 1 

4 j-i 


'1 - z 2 dz = 


7T 

r 7 2 f 

7T 

/ cos = 


•4 

8 


On peut retrouver ce resultat en etudiant la courbe y = \/x(l - x) : y 2 = x(l - x) done x 2 + y 2 - x = 0 , (x - -) 2 + y 2 = - . 
C’est le demi-cercle centre en (|, 0 ) de rayon L’ integrate cherchee est done la demi-aire d'un disque de rayon — qui 

IT 

vaut — 

8 


Exercice 13.29 

Calculer Uj^TW dx - 


Solution : 

1 X 3 + X + 1 


l 


(x 2 + 2) 2 


dx= f 1 
Jo 


x 6 + 2x — x+1 


0 (x 2 + 2) 2 (x 2 + 2) 2 


f 1 x dx If 1 2xdx f 1 

Jo x 2 + 2~2.J 0 (x 2 + 2) 2 + Jo 


dx r 1 o 1 1 1 

— 7 ^ = - ln(x + 2) + 7 

(x 2 + 2) 2 [2 2(x 2 + 2) J o 


’f 


, . , , l l3 1 

Le terme tout integre vaut - ln| - — , et, en integrant par parties. 


S' 


dx r 

x 2 + 2 t x z + 2 J 0 


1 r 1 (x 2 + 2) dx r 1 dx 1 r 1 dx r 1 

+ 2 4 — — + 2 — + 4 

0 Jo x 2 + 2 Jo x 2 +2 3 Jo x 2 + 2 Jo 


dx 

x 2 + 2 


dx 

(x 2 + 2) 2 
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Or 


On trouve que 


r 1 dx f^ 212 V2du sfl (y/2 

/ -= = / — = = — arctan — 

Jo x 2 + 2 Jo 2 u 2 + 2 2 ^2 


T 1, 3 y/l IV 2 

I = - In - H arctan — 

“ “ “ l 2 


2 2 2 


Exercice 13.30 


Calculer f 


(x+l) 2 (x 2 + l) 


dx. 


Solution: x-l/2(x+l) 1 -3/2 ln(x+ 1) - 1/4 ln(x 2 + 1) + C 


Exercice 13.31 

x 4 

Calculer [ arctanxdx. 

J x 2 + l 


Solution : Pour faire disparaitre l’arctangente, on integre par parties. Pourcela, il nous faut une primitive de 


x z + 1 


x 2 + 1 3 


Done 


„ „ dx=| x + arctan x I arctan x - | I x+ arctanx] — — 

(x+l) 2 (x 2 + l) l 3 I J l 3 ) x 2 + l 


-/(f 

1 f (x 3 + x) dx If 4x dx f arctan x dx 

= I x + arctan x I arctan x — / r I — r / = 

3 J 3 J x 2 + 1 3 J x 2 + 1 J x 2 + l 

1 ? ( x 3 \ x 2 2 o 

= -(arctanx) + x arctanx 1 - -ln(x + 1) + C 

2 l 3 J 6 3 


Exercice 13.32 

cosx- sinx 

Calculer J — ^ — dx sur R (justiner l’intervalle). 


Solution : Separer en deux primitives pour appliquer la regie de Bioche a chacune. En posant u - cos x et v - sin x, 

/ cosx-sinx f cosx C sinx f dv f du 

1 + cos 2 x J 2- sin 2 x J 1 + cos 2 x J 2- v 2 J 1 + u 2 

En posant v = \[2w di' = V2d w, on a 


r dv V2 r d W = V2JI + w 

l+c = — 

J 2-v 2 2 J 1-w 2 4 n \l-w + 4 


v/2, ( V2 + 


In I —= +C 

V2- sinx J 


D’ou 


\[2 ( y/2 + sinx^ 

— In —= + arctan cosx + C 

4 I v^- sinxj 


Exercice 13.33 

shx 

Calcul de / r — dx. 

3 + sh 2 x 


Solution : En posant ch x = \[2 u. 


shx f shx f V2du 

dx = | dx = / 


f^h^ dx= f 

J 3 + sh 2 x J 


2 + ch x 


2 + 2 u 2 


d’ou 


\p2 I ch x \ 

— arctan — — + C 

2 \V2 
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Exercice 13.34 

Calculer f ^ ' yj dx sur I = [0, 1 [. 



Exercice 13.35 

dx 

Calculer f —=== == surI=]l,+oo[. 

V X 2 + 1 - V x 2 - 1 


Solution : Multiplier par les quantites conjuguees et se ramener au calcul de deux primitives simples. 

f dx f Vx 2 + 1 + Vx 2 - 1 1 f , 2 . 1 f .2 , 

J J 2 2J 2J 

en posant x - sh m puis jc = ch v. Maintenant 

r 9 /'ch2u+l 1 U 1 Ml r-r 1 f /-r \ 

/ ch udu- / dM=-sh2MH 1 - C = - shMch mh 1 - C = -iv x 2 + 1 + - In x + v x 2 + 1 + C 

J J 2 422 22 2 V J 

et 

C 9 r ch2u-l 1 u 1 u 1 /— 1 / r-r \ 

/ sh v dy = / du=-sh2u i-C = -chushu hC = -xvr-l — In x+vx 2 -l +C 

J J 2 422 22 2 V > 

Finalement, 

f —==: = - f x\/x 2 + 1 + In f x + \/x 2 + 1 1 + x\/x 2 - 1 - In f x + \/x 2 - 1 1 1 + C 

J s/x^Tl-s/x 2 ^! 4 1 l J \ I) 


Exercice 13.36 
Calculer f — dx. 


Solution : Poser t = Vx"+ ~2, et ensuite un changement de variables en ch. 
t 2 — x + 2, 2tdt- dx, x+ 1 = t 2 - 1. 


/ 1 


2 + v x + 1 


+ vx + 2 


: dx = 2 


f 2 + V 

J T 


■t df = 2 


/f 


2 + sh u 


+ chu 


-chushu dM = 2 


/f 


2 + sh u 


+ chu 


(1 + ch m) sh m du-2 


ft 


2 + sh u 


- sh m du 


r , , , r shudu r sh udu , , f (ch 

-4 shudM+2 | sh MdM-4 | 2/ = 4chM+ch ttsh m- M- 41n(l + ch m)-2 / 

J J J 1 + chu J 1 + chu J 1 


+ chM 
(ch 2 m- 1) dM 


1 + ch M 

= 4chM + ch MshM- M-41n(l + chM) - 2sh u + 2u + C 
— 4V x + 2 + \/ (x + 2) (x + 1) — 4ln(l + V^x + 2) — 2 V^x + 1 + ln(\/ x + 2 + \/x + 1) + C, 
puisque u — ln(n/ + V w 2 - 1) avec tu = /I+2 et done V w 2 - 1 = \J x+ 1. 


+ chM 


Exercice 13.37 

Calculer 


f 


arctan(v / x) dx 
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Solution : Par le changement de variables t-x^,et par parties. 

r 1 r 1 i f 1 t 3 dt \ t 2 i 

I arctan (v/x) dx = / 3 1 2 a retail t dt - [ t‘ arctan f I n - / 7 = I t' arctan t t- - 

J 0 Jo Jo 1 + r [ 2 2 


2 1 7T 1 1, 

ln(l + f 2 ) = 1- -ln2. 

n 4 2 2 


Exercice 13.38 

Calculer 


r x 2 + x + 2 

/ 7 rdx 

J (x 2 + 2x + 3) 3 


Solution : En ecrivant x 2 + 2x + 3 - ( x + 1 ) 2 + 2 

dx 


Done 


et done 


f - r dx = - f 

J x 2 + 2x + 3 2 J 

f X+1 jdx = - f 

J (x 2 + 2x + 3) 2 2 J (x 2 + 2x + 3) 2 


x+l\ 2 \/2 J 1 + y 2 v/2 

7 T +1 


2x + 2 


dx = 


/x+n 


l V2 J 

i y J 

1 



2 x 2 + 2x + 3 


lx+11 
I = — — arctan — — + 
l v/2 J 


1 

Vt' 


x+11 1 

y/2 J 2 x 2 + 2x + 3 


+ C 


Exercice 13.39 

Calculer 



2x 2 + 3 
(x 2 + 1) 2 


dx 


Solution : Ecrivons 


2x 2 + 3 _ 2 1 

(x 2 + l) 2 x 2 + 1 (x 2 + l) 2 


En integrant f 


dx 

(x 2 + 1) 2 


par parties, on trouve finalement 


5 1 x 

I = — arctan x h r 

2 2 x 2 + 1 


+ C 


Exercice 13.40 

Calculer 



dx 

5 + 4sinx 


Solution : Par le changement de variables t - tan 


1 = 


2 10 
5 r 2 + 8 1 + 5 9 


h i 


dt 


( l r +!) 2+1 


finalement. 


2 

5 

X 

4) 

+ C 

I = - arctan 

- tan 


— 

3 


2 

3) 



Exercice 13.41 

Calculer 



dx 


1 1 


x? -x? 
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1 

Solution : Parle changement de variables y = x4 , on trouve 


1 = 4 


/ 


1/ 

= 2y 2 + 4y + 41n|y-l|+C 

y - 1 


Done 

II I 

1 = 2x2 +4x4 +41n|x4 - 1| + C 


Exercice 13.42 

Calculer 


/ 


(5-4x-x 2 )2 


-dx 



Exercice 13.43 

Calculer 



dx 

xV 6 + x - x 2 



Exercice 13.44 

Calculer 



V x 2 + 2 


dx 
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Solution : 

T ~ f X xrix 

J Vx2 + 2 

par le changement de variables y-x 2 . 





finalement. 

1= i(x 2 + 2)i - 2\/x 2 + 2 + C 

Exercice 13.45 

Calculer 

^ r 3 dx 

J2 X+ \/x~ 1 


Solution : Par le changement de variables y - \/x-l, 

3+\/2 2 3-2V2 

I = In — arctan — — 

3 x/3 x/3 


Exercice 13.46 

Calculer 

nb 

1= / x\/(x- a){b- x)dx 

Ja 


Solution : On ecrit (x - a) + (x - h) - 2x~ (a+ h) . 

rb nb rb 

Or I ((x - a) + (x - b)) \/(x - a) [b - x) dx — / (x- a) 3l2 {b- x) 1/2 dx- / (x- a) ll2 (b- x) 3/2 dx — 0 . 

Ja Ja Ja 

nb nb 7T lb—a\ 2 

D’ou 2 J x\/ (x- a){b- x) dx = [a+ b) J x\/ (x- a)(b- x) dx = — I — - — I grace al’aire du demi-disque. Le resultat 


en decoule. 

I = — ( a+b){b - a) 2 
16 

Exercice 13.47 

Calculer 

f tanx 

| 5— flX 

J 1 + sin x 

_ , . ^ . f sinxdx 

Solution : On ecnt / 5 — 

J cosx(l + sin x) 

naturel. 

f sinxcosxdx 9 

= / - t — et la le changement de variable u = sin x par ait 

J (1 - sin 2 x)(l + sin 2 x) 


1 f du 

2 J (1- u)(l+ u) 


Exercice 13.48 

Calculer 

I = f (x-2)\/x 2 + 2xdx 
Jo 


Solution : Par les changements de variables y = x + 1 et y- chz. 



1= ^ln(2 + v / 3)-2v / 3 
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Exercice 13.49 

Calculer une primitive de 

F - J (x+ l) 2 \/-x 2 - 2x+ ldx 

(preciser P intervalle ) 


Solution : La fonction a primitiver est continue sur le 1 ’intervalle I = [- 1 - V2, \[2 - 1] . On cherche une primitive sur 
cet intervalle. C’est une primitive d’ une fraction rationnelle en x et la racine d’un trindme. On commence par rcduire le 
trinome sous forme canonique : 


-x - 2x+ 1 = — ((x+ ir - 2) = 2(1 - 


x+ 1 

7f 


x+ 1 

et apres le changement de variables y = — — , on se ramene au calcul d'une primitive sur J = [-1, 1] ; 

V2 


G = 4 Jy 2 ]/l-y 2 dy 

En posant alors y - sin t, (pour eliminer la racine), on se ramene au calcul d'une primitive sur V intervalle ]' = 
[-jt/2,7t/2] ; 

H- 4 J sin 2 t cos 2 tdt- J sin 2 (2t)dt 

qui se calcule en linearisant. Remplacer ensuite en fonction de x. Terminer le calcul ! 

Une autre methode consiste a ecrire (a et b sont les racines du trindme a vec a< b) : 

\/-x 2 -2x+l — y/{x- a){b- x) — {x - a] 

et a se ramener au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle en x et en la racine d’une homographie. Poser alors 
t la racine de T homographie. 



Exercice 13.50 

Calculer 1 ’integrale 

' 2 1 1-1 dt 

V t + 1 t 



Solution : 


C’est une fraction rationnelle en t et en la racine n-ieme d’une homographie. Posons done u = 



t = 


u 2 + 1 
-u 2 + 1 


dt = 


4 u 

(1 - u 2 ) 


du 


Done 

f ~h 4 u 2 

I = 5 du 

Jo (1 - u 2 )(l + u 2 ) 

et en decomposant en elements simples cette fraction rationnelle, 


4 u 2 1 1 2 

(1 - Z< 2 )(1 + u 2 ) 1 + u u- 1 u 2 + l 


on trouve finalement : 


I = In 


V3+l\ 

y/3-l) 
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13.7.8 Proprietes de l’integrale 

Exercice 13.51 

On considere une fonction f : [ a, h\ R. On suppose que f est continue sur [a,b], Montrer que les deux propositions 

suivantes sont equivalentes : 
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1 \fa /( f ) df | = /« |/(«| df 

2 / sS 0 OU / 5= 0. 


Solution : Le sens indirect est trivial. Pour le sens direct, supposons que fit) dt 3 0. Alors /( t) d f = /* | /( f) | d f 
et done (|/(f)| - fit)) dr = 0. La fonction |/| - f est continue et positive. On sait que l’integrale d’une fonction 
positive est nulle si et seulement si cette fonction est nulle. Done |/| - / est nulle et f est positive. Le cas fit) dt ^ 0 
se traite de la meme faqon. 

Exercice 13.52 O 

Considerons une application continue f : [0, 1] — * M. Montrer que f admet line et une seule primitive F verifiant 
Jo F(f)dr = 0. 


Solution ; 

| Unicite ;~| Supposons qu’il existe deux telles primitivesF et G. Alors F = G+ C te . Comme / 0 * 1 * * * * F(f)df= f) G( t)dt - 0, 
on a neces sairement C te = 0. 

| Existence : \ Soit I [ ( x) - ff fit) dt. La fonction F : x« H(x) - f) H(f)df repond au probleme 


Exercice 13.53 O 

On considere une fonction f : [0, 1] — > ■ R continue sur [0, 1] et telle que f) fit) dt - J. Montrer que f admet un point 
fixe. 

Indication 13.14 : Introduire la fonction ip : 


Solution : On a f) ip(f) df = | - j = 0. Si ip ne change pas de signe sur [0, 1] alors d’apres le corns ip = 0, Sinon, si ip 
change de signe sur [0, 1], comme ip est continue sur [0, 1], d’apres le theoreme des valeurs intermediaries, elle s’annule 
sur [0, 1] et done f admet un point fixe. 

On pent aussi proposer la solution suivante. Comme fg f it) dt — 1/2 il vient que f) <p(t) df = 0. D’apres le theoreme 
de la moyenne, il existe c e [0, 1] tel que gic) - 0 et par construction, c est un point fixe de f. 


f [0,1] — > U 
1 t > — * /(f) — r 


Exercice 13.54 O 

Soit f : [a, b] — 1 • M une fonction continue sur [a, b). Montrer que : 

l r h 

3ce\a,b[, — I f[t)dt- fic) 

b-a Ja 

Indication 13.14 : Poser a = -f— /j 7 /(f)df et introduire la fonction ip : t >-»■ fit) - a. 

Solution : Posons a - -rf- f% fit) At et considerons ip : t ^ fit) - a. La fonction ip est definie et continue sur [a, b] et 
/^cpdf = f^ fit) dt- aib- a) — 0. Done ip s’annule en un point c e [0, 1] et on a /(c) = f fit) dt. 

Exercice 13.55 V 

Soient a,beU tels que a< b. Trouverles fonctions f continues sur [a, b] telles que 

f fix)dx-ib-a) sup |/(x)| 

Ja xe [a,b] 


Solution : Soit f une fonction verifiant l’egalite ci dessus. Alors : 

f [ sup / - / (x) ] dx = 0. 

Ja \[a,b] ) 

Mais sup [a t b]f~f est une fonction continue et positive sur [a,b]. Comme son integrale sur [a,b] est nulle alors 
su P[a,&] f ~ f est nulle et done f est constante. On verifie reciproquement que les fonctions constantes satisfont l’e- 
galite de l’enonce. 

Exercice 13.56 W 

Soient f , g : [a, b] — ► IR deux fonctions continues. On suppose que g 3= 0. Montrer qu ’il existe ce \a, b] tel que 


fit)git)dt = fic) git)dt 


f 
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Solution : Si g est idendquement nulle sur [a,b], la propriete est trivialement vendee. Supposons que ce ne soitpas le 
cas. Coimne g> 0, on peut afdrmer que g( t) d t / 0. De plus : 


inf / = 

[ a,b i 


inf [a,b]//g gU)df g /q fjt)g(t)dt < 

fa 8(t)dt fagWdt 


SU P {a,b]ffa8W dt 

fagWdt 


= sup /. 

[ a,b ] 


On en deduit que 


fa f Digit) At 
fa gWdt 


e [iufln.b] /> su P[a,i>] /] . Comme f est continue, d'apres le theoreme des valeurs inter- 


fa fit) git) At 

mediaires applique sur le segment [a,b], il existe c e [a, b] tel que f (c) = et 1 ’egalite est prouvee. 

' ' tfgMt 


Exercice 13.57 

Soit f une foncdon continue sur [a, b] . On suppose que Vfc e (0, n\, t k fit) d t - 0. Montrer que f s ’annule au moins 

n+ 1 fois sur [a, b]. 


Solution : Si f est la foncdon idendquement nulle sur [a, b] alors le resultat est evident. On suppose dans toute la suite 
que f n ’est pas idendquement nulle sur [a, b], 

Remarquons que l’hypothese de l’enonce est equivalente au fait que pour tout polynomes P de degre ^ n alors 
/>(f)/(f)df = 0. 

On va montrer par recurrence la propriete P n suivante : 

r r rb l l 

P„ : VA; e [0, n], / t k f[t)dt-0\ ==> f change au moins n + 1 fois de signe sur [a, b] . 

II J a \ \ 

Le resultat decoule de cette propriete par application du theoreme des valeurs intermediaires. 

Montrons Po- Si f ne change pas de signe sur [ a,b ] alors f est positive ou negative sur [a,b] et comme f n’est pas 
idendquement nulle sur [a,b], on ne peut avoir /(f) df = 0. Done f change de signe au moins une fois sur [a,b] et 
Po est vraie. 

Soit n eN* . Supposons que P„_| est vraie et prouvons que P„ est vraie. On suppose done que pour toute foncdon 
polynomiale P de degre ^ n , P (f) /(f) df = 0. D’apres l'hypothese de recurrence, on sait que f change au moins n 
fois de signe sur [a,b\. Notons txi,...,a n e [a,b] les points de [a,b] en lesquels f change de signe (ce sont des zeros 
disdnets de f). Notons aussi do = a et a n+ i = b. Par l’absurde, supposons que f ne change pas n+ 1 fois de signe sur 
[a,b]. Considerons une foncdon polynomiale P du signe de f sur chaque intervalle [a,- , a ; :+i ] pour i e [0, n\\ . Une telle 
foncdon existe, il sufdt par exemple de considerer P ( f) = (f-«i)...(f - «») si f est positive sur [ao.ai] ou son oppose 
si f est negative surce segment. La foncdon P / est alors positive sur [a, b\. Mais par hypothese, son integrale est nulle 
done on devrait avoir Pf -0 ce qui n ’est pas possible car ni f ni P ne sont nuls. Done f change au moins n+ 1 fois de 
signe sur [a, h\ et la propriete est prouvee par recurrence. 


13.7.9 Majorations d’integrales 

Exercice 13.58 

Soit 0 < a < b. Montrer que 


Peut-il y avoir egalite ? 



b— a 
\[ab 


Solution : On applique 1 ’inegalite de Cauchy-Schwarz aux fonedons 1 et g: x<~* U x sur le segment [a, b] 

" b rb 


dx n 1 1 b-a 

r ) 1/2 = x/b-Tfl-i/ — = —j= 

V a b 


/‘f «/*«”,/* 

On a egalite si et seulement si f et g sont propordonnelles surle segment [a, b] ce qui n’est evidemment pas le cas. 

Exercice 13.59 V 

Soit deux fonedons continues et positives f, g : [0,1] ^ K. On suppose que V x e [0,1], f(x)g(x) 5= 1. Montrerque 


[ f /U)tk l [ f 

Uo J Ldo 


git) df s 1 


Etudierle cas d’ egalite. 
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Solution : D ’apres 1 ’inegalite de Cauchy-Schwarz appliquees aux fonctions f~f et y 'g sur [0,1], on a: 


l ^f Q \JfgWdt^^j f(V d!: f o git)dt 

ce qui prouve 1’ inegalite. Si cette inegalite est une egalite, alors il y a egalite dans Cauchy-Schwarz, et il est 
necessaire qu’il existe A e IR+ tel que g = A/ (ou alors f = A g). De plus, pour avoir 1 = f f f g(t) (It, il faut que 
Jo [\//g(f) - l] df = 0. Comme la foncdon integree est continue et positive, et que son integrale est nulle, d’apres le 
cours la foncdon est nulle. Par consequent, les deux fonctions f et g doivent etre constantes et inverses 1 ’une de 1 ’autre. 
On veride la reciproque facilement. 


Exercice 13.60 g? 

Soit une foncdon f continue surle segment [0, 1]. Pour un ender ketM, on note 

I k= f x k \f{x)\ dx 
JO 

Montrer que pour ( p , q) e l\l 2 , on a 1 2 +I? ^ hphq- 
Solution : Soit ip, q) e IM 2 . On utilise 1’ inegalite de Cauchy-Schwarz : 

l P +q = [fo xP+q \f M \ dX ) = (f X P \J\f{x)\x q y/\f{x)\dx^ £ x 2 p \f(x)\dxj^ x 2 cl \f{x)\dx = \ 2 p l2q 


Exercice 13.61 g? 

Soit 1’ ensemble E- {/ e ^([a,f?]) | Vxe [a,b],fix) >0}. Determiner 


a = inf 

re- 



solution : Soit f e E. D ’apres 1 ’inegalite de Cauchy-Schwarz, on a : 



{b- a) 2 


done (h- a) 2 ^ a. Mais la foncdon fo constante egale a 1 sur [a, b] est element de E et veride : 



[b- a) 2 


done 


a = [b- a) 2 


Exercice 13.62 g?g? 

Soient a,beU tels que a< b. Determiner les fonctions f : \a, h\ • 


ro no r 

I / 2 (x)dx = / / 3 (x)dx = / 
J d J ci J a 


continues veridant 

b 


f (x) dx 


Solution : Soit une telle foncdon f. Udlisons 1’ inegalite de Cauchy-Schwarz : 

| J f{x) dx| = | J fix) fix) dx| (J fix) dxj (J fix) dxj 

En notant I = f fix) dx = f fix) dx = f fix) dx, on trouve done le cas d’ egalite de Cauchy-Schwarz : I = \/J'/T. 
On salt alors qu ’il existe une constante A e R telle que f = A/. Done Vxe [a, b] , fix) - 0 ou bien fix) = A. Supposons 
qu’il existe xq e [a,b] tel que fix o) = 0 et qu’il existe x\ e [a,b\ tel que fix i) - X. Si X f 0 d’apres le theoreme des 
valeurs intermediaries, il devrait exister c e [xo, xi] tel que fic) - A/2 ce qui est impossible. Par consequent, la foncdon 
f est constante sur [a,b]. On voit que cette constante vaut 0 ou 1. La reciproque est immediate. 
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Exercice 13.63 W 

Soient deux fonctions strictement positives f, g £ < jg' <l ([0, 1]). Montrer que 


d(>2 

Jo { git) f{t) ) 


Solution : On utilise 1 ’inegalite de Cauchy-Schwarz : 


= fW g_ 

i° Vigils 


( x ) dx 


(x) dx 


f f_ 

lio fg 

If f_ 

2 lio fg 

i/"(M 

2Jo Is / 


, 1/2 


(x) dx + 
dx 


r 


I f 1 g^_ 

lio fg 


(x) dx 


fg 


(x) dx 


Le resultat s’en suit. Pour avoir egalite, il faut qu’il y ait egalite dans Cauchy-Schwarz, done que fig et gif soient 
proportionnelles, done que f et g soient proportionnelles, et ensuite que A = 1, e’est-a-dire que f - g. 
i /(f) 

Remarque : Pour u > 0, u+ ^3= 2, d’ou le resultat en prenant u = . Le cas d’ egalite est simple. 


Exercice 13.64 W 

Soit une fonction convexe ip continue sur R. 

1. Si f est une fonction en escalier sur [0, 1], montrer que 

^IL dx ) ^ L tf> °-^ x) 

2. Si f est une fonction continue sur [0, 1] , montrer que 


ip f fix) dxj epo f{x) 


dx 


dx 


Solution : 

1. Considerons une subdivision o : Xo = 0 < ... < x n - I subordonnee a f. Pour tout i £ [0, n - 1] , il existe Ci £ R 
tel que f] Xi ,x i+ il = Q et /J fix) dx = Xf/o c,- (x /+ 1 - X/). Remarquons que Xf/g 1 (Xj+i - x,-) = 1. Comme cp est 
convexe, on peut alors ecrire : 


rl \ In - 1 \ n-l pi 

fix) dxj = ip £ d (X/+1 - x,-) I « ]T (x,-+i - Xi) cp id) =J o ( P° 


> fix) dx. 


2. Comme f est continue sur [0, 1] , il existe une suite (/„ ) de fonctions en escaliers sur [0, 1] qui converge uniforme- 
ment vers f sur [0, 1] . Done : 


cp(| o /(x)rfx) = cp(J Q ; lim fn (x) dxj — ip | lim j‘ fn (x) i 


dx = lim cp 


f fn 

Jo 


(x) dx 


car cp est continue sur R. Mais d’apres la premiere question, pour tout n £ N, cp f/g 1 /„ (x) dxj ^ /g 1 cp ° f n (x) dx 
done par passage a la limite 


r 

Jo 


lim cp / f n (x) dx ^ lim 


f g>°fn 

3 Jo 


(x) dx. 


Comme (/„) converge uniformement vers f sur [0, 1] et que cp est, d’apres le theoreme de Heine, uniformement 
continue sur [0, 1] , (cp o f n j converge uniformement vers cp o f sur [0, 1] et : 


lim 

n—*+oo 


f cpo/„(x)dx= f lim epo / n (x) dx = f epo fix) 
Jo Jo +oo Jo 


dx 


ce qui prouve la propriete. 
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Exercice 13.65 

Pour f : [a,b] — » IR, on note f = — f(t) dt sa valeur moyenne. Montrer qu’il existe une constante C ne depen- 
dant que de a etb telle que pour toute fonction f E (la, b\), 

J |/(x)-/| dxs;C J {fix)) 2 dx 


Solution : D’apres le theoreme de la moyenne, il existe c e [a,b] tel que f - f{c). Pour tout x e [a,b], on a f{x) - 
f{c) + f* f'{t) dt. Done, d’apres l’inegalite de Cauchy-Schwarz : 

\f~f\ =j f(t)dt^lx-c) J [flt)fdt. 


On integre par rapport a x entre a etb cette inegalite : 


J |/M-/| dx « J (x-c)|J If (f)) 2 dfj dx 


« J (x-c)|J (/'(f)) 2 dfj dx + J (x-c) 

J (f it)) 2 dfj dx 

« J (c-a)|J (fit)) 2 dfj dx + J (b-c) 

J (f it)) 2 dfj dx 

« f lc- a) (f (fit)) 2 df] dx+ f lb-c) 
Jci \Ja J Jc 

J (f it)) 2 dfj dx 

« (lc- a) 2 + {b-c) 2 )^J lf(t)) 2 dtj 


Enfin la fonction (convexe) c-* lc - a) 2 + (b— c) 2 prend son maximum aux bornes a etb et V inegalite estprouvee avec 
C - lb- a) 2 . 


13.7.10 Limite de fonctions definies par une integrate 


Exercice 13.66 d? 

Soit une fonction f : [0, 1] ■ — ► IR continue. Trouverla limite de la suite de terme general 

/tel 


f 

JO 


1 + nx 


dx 


Solution : En notant M = sup xe [ 0)1 ] |/(x)|, 


dx f 1 dx [lrdl + ttx)] 1 ln(?i+l) 

^ M- 


f 1 dx f 1 dx I 

|I„|«M sS M / «M 

Jo |l + nx| Jo 1 + nx I 


n Jo n n^+oo 


car In n — o ( n ) 

72— +oo 


Exercice 13.67 V 

A l’aide de majorations simples, trouverles limites des suites suivantes : 


x 11 

1 . I^j — /n dx , 

■10 l + e nx 

1 e ~ UX 

— * 1/7 — /n d X , 

J0 1 + x 

3. I n — fo x n sin(nx)dx ; 


4. I,; = fg e~ nx (l + x n )dx ; 

5. I „ = — fn" arctan xdx ; 

6. 1,2 = Jq x”ln(l + x 2 )dx. 


Solution : Soit neN. 

1. Pour tout x e [0,1], Os 

jfprr S x n done par passage a V integrate : 0 S I„ S et d’apres le theoreme des 

gendarmes 

In -0 

72— +00 


2. Pour tout x e [0,1], 0 

e_ ^ e ~nx L j onc passage a l’integrale : 0 S I„ S - e -1 et d’apres le theoreme des 

gendarmes 

I n -0 

72— +00 
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3. Pour tout x e [0,1], 0 ^ x n sin(ftx) ^ x n done par passage a l’integrale :0? I„? — j-j- et d’apres le theoreme des 
gendarmes 


I n -0 

ft— *+o o 


-2 

4. Pour tout x e [0, 1], 0 ^ e nx (l + x n ) 2e nx done en passant a l’integrale, 0 ^ I„ ^ — (e ” + 1) et par le theoreme 
des gendarmes 


I n -0 

n—>+o o 


5. Comme arctan est croissante, pour tout x e [n,2n], arctan n ^ arctanx sS arctan(2«J et il vient que : n arctan n < 
f% n arctanxdx ^ /i arctan ( 2 «). On en deduit que arctan n sS \ n sS arctan (2/t) et d’apres le theoreme des gen- 


darmes : 


6. Comme x ■ — ► 1 n ( 1 + x 1 2 ) est croissante sur [0, 1] , on a : 

J cl r 1 | n 2 

x"ln(l + x 2 )dx«ln 2 I x"dx = — — 
o Jo n + 1 


done par le theoreme des gendarmes, \l n — ► 0 . 


Exercice 13.68 W 

Determiner les limites suivantes 


/ 2x 

cos (t 4 l df 

-2x 




r 2x cos ( 7 ) 

2. 

lim 



X— +oo t 

lx t 2 



j3x g-f 

3. 

lim 

/ — df 


x — *+ 00 1 

lx t 



nx 2 1 

4. 

lim 

/ — df 


x — *+oo t 

lx Inf 


5. lint 


6. lint 

x—> >+oo 


r£X e t 

I — di 

Jx t 
r 2x cos t 

jx t 


df 


Indication 13.14 : Pour la derniere, penser a une integra- 
tion par parties. 


Solution : 

1. Soit x e R. Pour tout t e [-2x,2x], -1 =S cos(f 4 ) ^ 1 done /^.-df /^ 2 X cos(f 4 ) df f^ x df ce qui amene : 

/ 2x 

cos (f 4 ) df = 0 

-2x 

1 COS (7) 1 1 1 p COS (7) 1 1 

2. Soit t eR* Pour tout f e [x,2x], — - sS ^ — done f r : — df sS et par application 

+ f 2 f 2 f 2 2 x x Jx f 2 x 2 x 


du theoreme des gendarmes, lim 

x— »+oo 


3. Soit x e R* . Pour tout t e [x,3x] 


theoreme des gendarmes : lim 

x — *+oo 


r zx cos (j 

Jx 

0 -3x 

$ 

t 

r3x e ~t 

Jx t 


dt = 0 

-t „-x 


^ ^ done e 3 *ln3 ^ f x dt ^ e x ln3 et par application du 

r»3x n - 1 


df = 0 


1 \ — X 2 1 

4. Soit x e IR* . Pour tout t e [ x, x z ] , - — - ^ - — - done - — — ^ f* dt et par application du theoreme des 


gendarmes : lim 

x— *+oo 


r± 

Jx Inf 


In x 2 In f 


lnx 2 


In f 


df = +00 


5. Soit x e R* . Pour tout t e [x,2x], 


eS e t 


theoreme des gendarmes : lim 


J2X e J 

■’Jx f 


f f 
df = ln 2 . 


— done ln2eZx f x x — d f =S ln 2 e* et par application du 


6. Soit x e R* .En effectuant une integration par parties, on obdent : /', 
sin 2 x sinx 


cos f 


-df = 


que : 


2 x 


sin f 1 2 x 2 sinf, 

+ f r — d f . 11 est clair 

t t f \x Jx t 2 

„ 1 sinf 1 , 1 1 „ ?r sinf, 

0. Par ailleurs, pour tout te [x,2x], — — =£ — done =£ ' — — d f 

x *-+°° k t 2 t 2 t 2 2x x x f 2 

, cos f 

0. On a amsi montre que : lim 


1 1 , , r 2x sinf , 

— — etd apres le theoreme des gendarmes, J x — 7 - d f < 


f 

D Jx 


-df = 0 
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Exercice 13.69 W 

Soitla suite de fonctions (g n ) definies sur [0, 1] par g n (x) = 0 si x e[ — , 1] et g n (x) = n si xe [0, — ]. Soit f une fonction 

n n 

continue sur [0, 1], Trouverla limite de la suite de terme general 

I n = f f(t)g„(t)dt 

Jo 

Solution : Soit e > 0. Comme f est continue en 0, il existe r| > 0 tel que Vx e [0, r|] , \f (x) - / (0) | ^ e. II existe aussi 
N e N tel que si N alors l/n^r\. Soit n 3= N. On a : 


Mais 


Done 


rl n\l n r* 1 ell Yl 

I n= f(t)gn(t)dt= I f(t)g n (t)dt + f(t)g n (t)dt = nf it) 

Jo Jo Jlln Jo 

J fl In rl/n el In 

n[f{0) -e) dt ^ I nf(t)dt^ rc(/(0) + e) dt = /(O) 
o Jo Jo 


dt. 


In ►/«>) 

n—*+o o 


Exercice 13.70 W 

On definit une fonction I en posant, pour tout x e R*, I(x) = — /J * 1 sinCx 2 sin t)dt. Trouver la limite de I(x) lorsque 
x — > 0. 


Solution : Soit x un reel appartenant a un voisinage epointe de 0 inclus dans ] - Vti/2, v / tt/2[. Sur ce voisinage, sin est 
strictement croissante. Pour tout t e [0, tt] , on peut ecrire : -x 2 ^ x 2 sin x 2 ce qui amene : sin (-x 2 ) sS sin (x 2 sin t] 
sin (x 2 ) et done en passant a l’integrale et en divisant par x en obtient : 

sinf-x 2 ) sinfx 2 

tt -*sl(x)« jt — 

X X 


Mais comme 


x, d’apres le theoreme des gendarmes, il vient : 


I (x) ►O 

x — 0 


Exercice 13.71 000 

Soit une fonction f : [0, 1 ] — ► R continue. Trouverla limite des suites de terme general : 

1. H„ = / 0 ' x"/(x)dx 

2. l n - n fg x' 1 f{x) dx 


Solution : 

1. La fonction f est continue sur [0,1] et est done majoree sur [0,1] par M = sup XE[0 ^ |/(x)|. On a alors 

|/o x"/(x)dx| ^ M/q 1 x" dx = * 0 et done d’apres le theoreme des gendarmes, H„ * 0. 

2. Remarquons que I„ = n fg x n [fix] - /(l)] dx+n fg x n f{ 1) dx. Par ailleurs : 

(a) nfgX n fO)dx=fi\)-^^ z ^ f{\). 

(b) Comme f est continue sur le segment [0, 1], / est bornee. Notons M = sup^g |/(x)|. Soit e > 0. Comme 
f est continue au point 1, il existe c e]0, 1[ tel que Vx e [c, 1], |/(x) - /(1)| e. Alors 


nf x"(/(x)-/(l))dx| 
Jo 1 


if x"|/(x)-/(l)| dx 
Jo 

ij x"2Md x+nj x”edx 


2M c n + (1 - c")e 

n + 1 n+1 

2Mc” + e 


Comme \c\ <1, la suite geometrique (c n ) converge vers 0. Par consequent, il existe NeN tel que M n S N, 
| n fg x"(f(x) - /(!)) dx| s; 2e. Done, la premiere suite tend vers 0. 


En conclusion. 


In 


- /Cl) 
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Exercice 13.72 

Soit une fonction f : [0,1] >-► M continue et un reel a e [0,1]. Trouver la limite de la suite de terme general 

I n = f f(ax n ) dx 
Jo 


Solution : Soit e > 0. Comme f est continue en 0, il existe r| > 0 tel que si |x| r| alors \ fix) -/(0)| Se. Pour tout 
c e [0, 1[, on a : 


|ln-/(0)|=£^ \f{ax n )~ f(Q)\ dx + £ \f[ax n ) -/(0)| 


dx 


II est clair que lim c ^o + fc \ f iox n ) - f (0) | dx = 0. On peut alors fixer c e ] 0, 1 [ en sorte que | / (ax”) - / (0) | dx = 


Comme c n 


0, il existe N eN tel que pour tout n 3= N, on a 0 ^ ac n r). Comme 0«x^c,ona ax' 1 e [0, r|] . II 


vie nt alors : | /(ax”) - / (0) | =£e et/ 0 c |/(ax") -/(0)| dx=S cesSe. carce]0, 1[. 
Au final, pour n & N, on a : \l n - f (0) | ^ 2e et done l n » / (0) 


Exercice 13.73 

Soit une fonction f continue sur IR. Determiner la limite lorsque x — ► 0 de la fonction dehnie pour tout xeR par 

I(x) — f X fit) dt. 

Jo X z + t z 

Indication 13.14 : Faire un changement de variables qui fera apparaitre la variable x a l’interieurde f. 


Solution : Parle changement de variables t - xu, on trouve que 


I(x) = 


f 


f(xu ) 
1 + u 2 


du 


Montrons que I(x) > /(0 )ti/4. Soit e > 0. Comme f est continue au point 0, il existe un reel a > 0 tel que Vx e [0,a], 

x — *0 

| f{x) - /( 0)| ^ e. Soit alors x e [0,a], 


I(x) - 


/( 0 ) / 

Jo 


1 + u 2 


S Jo 


1 + u 2 


En effet, si ue [0, 1], onaOs ux ^ x a et done 
au resultat. 


|/(ax)-/(0)| 
1 + u 2 


s; e. 


ce qui permet de majorer Pintegrale et d’aboutir 


13.7.11 Theoreme fondamental, etude de fonctions definies par une integrate 

Exercice 13.74 V 

Soit /' : K — ► R une fonction continue. Montrer que les fonctions g : IR — ► IR suivantes sont de classe 'if 1 sur un intervalle 
a determiner et calculer leur derivee en fonction de f : 

1. g{x) = ff x f(t)dt 3. g{x)=fof[t+x)dt 

2. g{x)- fg shr/(chf)df 4. g(x)-/j — - — dt 


Solution : 

Comme f est continue sur IR, elle admet une primitive F sur IR d’apres le theoreme fondamental de V analyse. 

1. Pour tout xel, g(x) = F(x 2 ) - F(2x). La fonction g est done de classe ‘if 1 sur IR par operations sur les fonctions 
Sf 1 sur IR et g'(x) = 2 x/(x 2 ) - 2/(2x). 

2. La fonction t <-+ F(chf) est une primitive de t ^ shf/(chf) done, pour tout x e IR, g(x) = F(ch(x 2 )) - F (1). 
La fonction g est done de classe 'if 1 sur R par operations sur les fonctions 'if 1 sur IR. De plus pour tout x e IR, 
g'(x) = 2xsh(x 2 )/(ch(x 2 )). 

3. Pour tout x e IR, t >-► F ( t + x) est une primitive de f >-<■/(? + x) done la fonction g donnee, pour tout xeR, par 
g(x) = F (2x) -F(x) est de classe Sf 1 sur IR par operations sur les fonctions de^ 1 . De plus g' (x) = 2/ (2 x) -/(x). 
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4. La fonction t i-> F (In t) est une primitive de t ► 


/(In t) 


done la fonction g donnee, pour tout lei par g ( x ) 
/ (In x) 


F (In x)-F (0) est de classe V? 1 sur R par operations sur les fonctions < r?? 1 . De plus g' (x) = 


Exercice 13.75 V 

Soit une fonction f continue et positive surle segment [a,b], En utilisantla fonction F(x) = fit) dt, montrer que si 
f{t ) dt — 0, alors Vx e [a, b], fix) - 0. 


Solution : Comme f est continue surle segment [a, b], d’apres le theoreme fondamental, f admet une primitive F sur 
[a, b] s’annulant en a et donnee par : F(x) = f* fit) df. Comme f est positive, la fonction F est croissante. Mais d’apres 
l’hypothese F [h] = f^ fit) dt = 0 = F ia), done F est necessairement constante. On en deduit que f est identiquement 
nulle sur [a, b\. 


Exercice 13.76 VO 

Soit une fonction f continue sur [0, 1], derivable sur ]0, 1 [ a valeurs dans R telle que /( 1) = /J fit ) dt. Montrer qu’il 
existe un reel c e]0, 1[ tel que /'(c) = 0. 


Solution : Considerons la fonction 

( [0,1] — R 

{ x ~ fo[fW-fil)}dt 

Comme f est continue sur [0,1], F est bien definie d’apres le theoreme fondamental. Pour tout x e [0,1], F(x) = 
Jq fit) d?- x/(l) et done F(0) = 0 = F(l). Done d’apres le theoreme de Rolle, il existe a e]0, 1[ tel que F'(a) = 0, 
mais puisque Vx e]0, 1[, F'(x) = fix) - /( 1), on en deduit que /(a) = /( 1). Alors en appliquant le theoreme de Rolle a f 
surle segment [a, 1], il existe c E]a, 1[ tel que f'ic) - 0. 


Exercice 13.77 V 

Montrer que la fonction definie par 


est constante. 



df r 2x2 

— + L 


dt 

t 2 + 1 


Solution : D’apres le theoreme fondamental, cp est definie et derivable sur les intervalles Ii =] - oo, — 1 [, I 2 =] - 1, 0[ et 
]0, +oo[. On calcule sa derivee sur chacun de ces intervalles : 

1 1 1 1 4x 

IP(X)_ (^_) 2 + l(x+l) 2_ (£i) 2 + i^ + 4^TT 
1 1 4x 

2x 2 + 2x+1 2x 2 -2x+ 1 4x 4 + 1 

-4x 4x 

— — 1 — 0 

4x 4 + 1 4x 4 + 1 

On obtient done la formule ^ 

arctan( — ) - arctan( — ) + arctan(2x 2 ) = e- 

x+1 x 2 

avec e e {-1, 1}. 


Exercice 13.78 V 

Determiner la parite de 1’ application 


g '- x - 


dt 



u = - 1 

Solution : Soit xeR. On effectue le changement de variable 

dn = - dt 

i—3x . 

’3x 2 

1 

II 

\> 

II 

H 

e“ dz<= -g(x). 

J—X J 

Done g est impaire. 



573 


Exercice 13.79 00 


On considere cp : R 


R definie par cp(f) = 


^ si t f 0 
1 si t = 0 


Soit f : R 


definie par Vx e R, fix) - f£ x cp (f) d f. 


1. Determiner V ensemble de definition de f. 

2. Montrer que f est impaire. 

3. Determiner la derivee de F et en deduire ses variations. 

4. Determiner la limite de f en +oo. 

5. Tracer la tangente a 1 ’origine, puis la courbe representative de f. 


Solution : 

shx 

1. cp est continue sur R . De plus, ► 1 done cp est aussi continue en 0. Par application du theoreme fonda- 

x o 

mental de T analyse, on en deduit que cp admet une primitive F sur R. Pour tout x e R, / (x) ~ F (2x) - F (x). / est 
done definie et de classe Ti 1 sur R. 

,,_ x shf u——t rX 

2. f est impaire : soit x eU, f [-x] - J Q — — df = J 0 du — -fix) par imparite de sh. 


3. / est strictement croissante. Pour tout x e R, f (x) = 2F' (2 jc)-F' (x) = 2cp(2x)-<p(x) = 

Comme sh est croissante sur R, / est strictement croissante sur R. 

shf shx 


4. Soit x > 0 et soit t e [x,2x] .On a: 
+oo. On en deduit que f ix) 


sh2x-shx 


sh t 


si x e R 
si x = 0 


car cp est croissante sur RT . Done : f (x) = ff d 1 5= sh x - 

t x t *-+°° 

+oo. Par symetrie, on a aussi : f (x) * -oo. 

A . — 'TUU X — *• — OO 

5. On montre de plus facilement que f admet la bissectrice principale comme tangente en 0. 



Exercice 13.80 OO 

Soit g : R — ► R une fonction continue. On pose, pour tout x e R, 

/M = f sin(x- t) g(t)dt 


1 . Montrer que f est derivable sur R et que 


f'W 


L 


cos(x- t)git)dt 


2. En deduire que f est solution de l’equation differentielle y" + y- g(x). 

3. Resoudre cette equation differentielle. 
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Solution : 

1. Soit x,t el. On a : sin(x- t) git) = sinxcos tg{t) — cos x sin tg(t). Les fonctions t cos tgit) et f sin tgit) 
sont continues sur R par operation sur les fonctions continues. Par application du theoreme fondamental, elles 
admettent, respectivement, des primitives Gi et G2 sur R. On peut supposer de plus que ces deux primitives 
s’annulent en 0. On a alors d’apres les formules d’ addition : 

r 

fix) - / sin {x— t) g[t) dt — sin xGi (x) — cos XG 2 (x) 

Jo 

Gi et G2 etant de classe c € l , il en est de meme de f et pour tout x e R : 


fix) 


cosxGi (x) + sinxcosxg (x) + sinxG 2 (x) 
cosxGi (x) + sinxG 2 (x) 

/ cos(x- t)git)dt 
Jo 


cos x sin xg (x) 


2. En effectuant des calculs analogues au precedent, on obtient : 

f" (x) = - sin xGi (x) + cos 2 g ( t) + cos XG 2 (x) + sin 2 xg (x) 

= g (x) - sin xGi (x) + cos XG 2 (x) 

= g(X)-/ (X) 


/ est done solution de V equation differentielle donnee. 

3. Les solutions de y" + y = 0 sont les fonctions : x >-► a cos x + 13 sin x oil a, (3 sont reels. Les solutions de y" + y — g 
sont done les fonctions : 

x ^ / (x) + a cos x + p sin x 

avec a, (3 e R 


Exercice 13.81 W 

On considere la fonction f donnee par fix) - ff e~ r dt 

1 . Determiner 1 ’ensemble de definition de f. 

2. Montrer que f est impaire. 

3. Determiner la derivee de F et en deduire ses variations. 

4. Determiner les limites de f aux bornes de son domaine. 


Solution : 

1. La fonction <p : t ^ e~' 2 est continue sur U. D’apres le theoreme fondamental de 1’ analyse, on peut affirmer qu’elle 
admet une primitive F sur R. ip etant de classe c & + °° , il en est de meme de F et pour tout x e R, / (x) = F (4x)-F (x).. 

2. Soit x e R. /(-x) = e -r d t “ * - ff e~ r dt — - fix), f est done impaire. 

3. D ’apres la premiere question, pour tout xeR , /' (x) = 4/ (4x) - fix) — 4e~ 16x2 - e~ x2 . On verifie facilement que 


f (x) = 0 si et seulement si x- 


qu ’elle est positive entre ces deux valeurs et negative ailleurs. On en 


deduit que f est decroissante sur 



croissante sur 



et decroissante a nouveau 



4. ip etant decroissante, pour tout x > 0, et tout t e [x, 4x] , on a e r e et f (x) [f e ^ dt - 3xe x2 * 0 

x x — +00 

done, d’apres le theoreme des gendarmes, f (x) * 0. Par symetrie, on a aussi : f (x) * 0 

x — *+00 X—-00 
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Exercice 13.82 W 

Pour tout x e R, on pose = f (x) = 


1 


a + 1 4 


:dt. 


1. Montrer que f est bien definie. 

2. En effectuant un changement dt 

3. En deduire un equivalent simple de f en +oo. 


2. En effectuant un changement de variable, montrer que, pour tout ieR' ; / (x) = / 1 — ] . 


Solution : 

1. La fonction ip : t > 


est continue sur 0? par operations sur les fonctions continues. Par application du 


theoreme fondamental, on en deduit qu ’elle admet une primitive F sur R et pour tout ieR, f (x) - F (2x) - F (x). 


f est done bien definie sur R. On remarque de plus que tp etant de classe ‘ 
2. Soit x e R*. On a : 


f li 


sur R, il en est de meme de F. 


2x 



(13.1) 

(13.2) 

(13.3) 

(13.4) 


3. Chercher un equivalent de f (x) en +oo revient a chercher un equivalent de f | — J en 0. D’apres la question 

precedente, f[j) = /(f)- D’apres la premiere question, on peut affirmer que x >-► /(f) est de classe c &°° sur R et 
admet done un developpement limite a l’ordre 1 en 0. Au voisinage de 0, on a done : 

/(-)=/(0) + -/'(0)+ o (x). 

V2' 2 x — *0 

Mais, d’apres la premiere question, f (x) = 2<p (2x) - cp (x) done f (0) = 1. II est clair d’ autre part que f (0) = 0. 
On a done .' f (#) = # + o (x) ce qui amene / (f) ~ — et il vient 

J V2; 2 x~0 J '■ 2; jc-0 2 


fix) 


-+oo 2x 


Exercice 13.83 W 

Soit f : R — >■ R une fonction de classe 'tf 1 etg:R* — >R definie par : 

Vx^O, g(x)=—[ f{t) dt. 

2-x; J-x 
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1 . Montrer que g peut-etre prolongee par continuite en 0. On appellera encore g la fonction ainsi definie sur R. 

2. Montrer que g est derivable sur R* et calculer g' (x) pour tout ieI*. 

3. Montrer que g est derivable en 0 et calculer g' (0). 


Solution : 

1. Comme f est continue sur R, elle admet, d’apres le theoreme fondamental de 1’ analyse une primitive F sur R. 
Comme f est 'rf 1 sur R, F est c € 2 3 sur R. De plus, pour tout x e R*, 


gW = 


F (x) - F (-x) 1 (F(x)-F (0) F (-x) - F (0) 

2x 


•F'(0) = /(0) 


car F est derivable en 0 de derivee f (0) . Done on peut prolonger g par continuite en 0 en posant g (0) = / (0) . 

2. En utilisant ce qui a ete fait dans la question precedente, on peut ecrire pour tout x e R* ; 


gM = 


F(x)-F(-x) 

2x 


avec F qui est de classe c € 2 sur R. Done g est de classe c & 2 sur R* par operation sur les fonctions de classe 'C 2 sur 
R* . En particular, g est derivable sur R* et si x e R* : 


g'W 


2x (F' (x) + F' (-x)) - 2 (F (x) - F (-x)) 
4x 2 


x(/(x) + /(-x))-( F(x)-F(-x)) 
2x 2 


f (x) + f (— x) — g (x) 
2x 


3. Calculons le taux d’ accroissement A de g en 0. Soit x e R* : 


A(x) = 


g(x)-g(0) _ 1 fF( x)-F(-x) 
2x 


-/CO) 


Comme F est de classe Hi 2 sur [-x,x], d’apres le theoreme des accroissements finis, il existe c x £ ]-x,x[ tel que 
F (x) - F (— x) = 2 xf (Ci). On obtient alors : 


A(x) = 


f(c x )-f{ 0) 
x 


On utilise alors le fait que c x *■ 0 et que f est derivable en 0. On trouve lim x _o A (x) = /'( 0) done 

0 

g'(0) = /'(0) .. 


Exercice 13.84 000 

On se propose d ’etudier la fonction definie par g(x) = f 2x d t. 

1 . Montrer que le domaine de definition de g est U* . 

2. Etudier la parite de la fonction g. 

3. Calculer la derivee de la fonction g et dresser son tableau de variations. 

4. Calculer la limite de la fonction g en 0 et en +oo. 


Solution : 

1. La fonction donnee par f{t) = ^ est definie et continue sur les intervalle R* et R* . D’apres le theoreme fonda- 
mental, f admet une primitive sur chacun de ces deux intervalles. On note F une fonction definie sur R* , primitive 
de f sur R* et R* . Pour tout x e R* , on peut alors ecrire g (x) = F (2x) - F (x) . La fonction g est done definie sur 


2. Parle changement de variables u=-t, on montre que pour tout xeR*, g(-x) = f_ 2x f [t] dt - - f 2x f(-t) dt - 
-g(x) car la fonction f estpaire. La fonction g est done impaire. On ne fer a done son etude que sur I =]0, +oo[. 

3. Remarquons tout d’abord que comme F est derivable sur R*, il en est de meme de g par operations sur les 
fonctions continues. Soit x £]0, +oo[. On a : 


, , , ch(2x) chx 2ch 2 x-2chx-l 

g'(x) = 2F (2x) - F' (x) = 2/ (2x) - / (x) = 2—^ - — ~ 

(2x) 2 x 2 x 2 

Pour trouverles valeurs x > 0 telles que g'(x) = 0, on resout une equation du second degre en chx et l’on trouve 
que chx = — . On resout ensuite une equation du second degre en e x etl’on trouve e x - l+v ^^ 2 — . Finale- 
ment xq = In ( j.La fonction g' est negative sur P intervalle ]0,xq[ et positive sur 1’ intervalle ]xq,+oo[. 
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Exercice 13.85 000 

Soient deux fonctions f et g continues et positives sur 1 ’intervalle [0, +oo[. On suppose que 


Vx 3= 0, 


fix) «C + 


f fit) g{t) 
Jo 


dt 


ou C est une constante strictement positive. 

1. Montrerque 

Vx3=0, /(x)ssCexp|J' g(f)df 

C’estle lemme de Gronwall, tres utile pour etudier des equations differendelles. 

2. Que peut-on dire si fix) ^ Jo fit) git) dt ? 

Indication 13.14 : Introduire la foncdon ip(x) = C + Jq fit) git) dt et calculer sa derivee. 


Solution : 

1. Introduisons la foncdon ip donnee pour tout x e [0,+oo[ par ip(x) = C + Jq fit) git) dt. D’apres le theoreme 
fondamental, la foncdon <p est derivable et en udlisant l’hypothese, pour tout x 3 0, il vient que 

l p'ix) = fix)gix) g(x)l p(x) 

Introduisons alors la foncdon \|/(x) = e~ ^ d, <p(x). On a 

i) fix) = s(t) dt (cp'(x) - g(x)cp(x)) ^ 0 

Done \|/ est decroissante sur [0, +oo[ et done puisque \|/(0) = C, 

Vx 3= 0,\|/(x) C => fix) ^ ip(x) C eti gW df 

2. Lorsque C = 0, on trouve que f est nulle sur [0, +oo[. 


Exercice 13.86 00 

Etudier la foncdon definie par 




t 
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Solution : La fonction f : x i— >• e l / 1 est defrnie et continue sur R* par operations sur les fonctions continues sur IR*. 
f diverge en 0. Si x e R_, alors 0 e [x,x 2 ] et done on ne peut integrer f sur ce segment. On en deduit que g est 
definie sur ]0, +oo[. Deplus, d’apres le theoreme fondamental, f admet une primitive F sur IR* . Done, pour tout x e IR*, 
g (x) = F (x 2 ) - F (x) . On en deduit que g est de classe Sf 1 sur IR+ et que pour tout x e IR* ; 


. c- c- 

g (x) = lx— = 


2e x - e x 


Pour tout x e ]0, 1 [ et tout t e [x, x 2 l, e'/ts e x lx 2 done g[x) % fx 2 - x) = e x (l - -) * -oo done d’apres le 

x x x — 

theoreme des gendarmes, g (x) * -oo. 

x— *0 + 

De meme, pour tout x5 1 et tout te [x,x 2 l, e f / 1 5= 1 / 1 et g(x) S lnfx 2 ) -ln(x) = ln(x) * +oo. Done g (x) * 

L 1 y ’ x^+oo x— +oo 

+oo. 

A fin d’etudier les variations de g, resolvons F equation : 2e x - e x — 0 sur IR* : 

2e x2 -e x = 0^ e x2+ln2 = e x x 2 - x + In 2 = 0 


mais le discriminant de ce trinome est negatif done F equation n ’admet pas de solution sur R* . On en deduit que g' est 
strictement positive sur R* et que g est strictement croissante. Remarquons que l’unique zero de g est en x- 1. 



Exercice 13.87 OO 

Soient deux fonctions continues f et g sur [0, 1]. On suppose que Vx e [0, 1], 

f (x) — f g(t) df et g(x) = 

Jo 

1 . Montrer que f et g sont ; 

2. Montrer que f - g — 0. 



Solution : 

1. Comme f et g sont continues sur [0, 1] , d’apres le theoreme fondamentale, elles admettent des primitives F et G 
sur [0, 1], On peut de plus supposer que ces primitives s’annulent en 0. Remarquons que F et G sont elements de 
^ 1 ([0, 1]). II vient alors pour tout x e [0, 1] : 

/ (x) = G(x) et g(x) = F(x). 

Mais alors f et g sont aussi elements de r Fi 1 ([0, 1]). Comme f — g et que g' = f, on montre par une recurrence 
facile que f,ge Sg’ 00 ([0, 1]). 

2. Comme f — g et que g' — f, f est solution de F equation differentielle : y" - y = 0. Done il existe «,(> e R tels 
que f : x >-»■ txe x + fie~ x . Mais comme f (0) = 0 et que f (0) = g (0) = 0, il vient que a = p = 0. Done f = 0. Comme 
f - g, il est clair que g- 0 aussi. 
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Exercice 13.88 W 

Soit la fonction definie par 



1 . Montrer que la fonction g est definie et derivable sur 05* . 

2. Etudierla parite de g. 

3. Montrer que pour tout x £ [0, n/2], 1 - x 2 ^ cosx =£ 1. 

4. Prolonger g par continuity en 0. 

5. Montrer que g ainsi prolongee est derivable en 0 ? 

6. Trou verlirrijc^+oo gW- 

Solution : 

r jj^>* ^ 

1. La fonction f : 1 cosf/f est continue sur U* par operations sur les fonctions continues. D’apres le 

theoreme fondamental, elle admet une primitive F sur 05* et pour tout x £ 05* , g (x) = F (2x) - F (x) . On en deduit 
que g est definie et derivable sur 05* . 

2. Pour tout x £ 05* , g(-x) = f~ 2x cos t/tdt = f£ x cos (-u) ludu = g(x) done g est paire. On etudiera done g sur 
05*. 

3. Soit x £]0, n/2]. La fonction t cos t est derivable sur (0, x| done d’apres l’inegalite des accroissements finis : 
xinf tE ]o,;t[ (-sin t ) sS cosx- 1 ^ xsup tE]0 ^ (-sin t) soit : -x 2 cosx- 1«0 

4. Soit x e [0, jt/2] . D’apres la question precedente, on a : -jr- ^ sS j done ln2-2x 2 + x 2 / 2 sS g(x) ^ ln2 et 

d’apres le theoreme des gendarmes g (x) > ln2. On prolonge g par continuity en 0 en posant g (0) = ln2. 

A -O' ' ' 

5. Pour tout x £ 05* 

, , , cos2x cosx cos2x-l cosx-1 

g " (x) = 2F (2x) - F' (x) = = 

XXX X 

mais cos2x-l ~ -2x 2 done cos2x ~ 1 ►Oetl-cosx ~ x 2 /2 done cos - ,: ~ 1 > 0. On en deduit que 

x—*0 + x x — 0 + jc— >0+ x a:— >0+ 

g' (x) > 0 et done que g est derivable en 0 de nombre derive g' (0) = 0. 

x— o+ 

6. Voir P exercice 13.68. 


13.7.12 Suites dont ie terme general est defini par une integrate 


Exercice 13.89 V 

x n 

On considere la suite de terme general I„ = / 0 ^ dx. 


1 . Calculcr In, 1 1 ef I 2 - 

2. Etudier la monotonie de (l n ) . 

3. En deduire que (I„) est convergente. 

4. Prouverque : 

V;jeN, Ossies:— . 

n + 1 


5. En deduire la limite de (I„). 

6. En deduire un equivalent de la suite 


J n = [ X n ln[l + X 2 ) 
Jo 


dx 


Solution : 

TT , — 71 

1. On trouve : Io = — , Ii = ln V2 et I 2 = 1 . 

4 4 

x »+l x n 

2. Pour tout x £ [0, 1] et n £ N, on a : x n+l sS x n ce qui amene : ^ et done I n+ i ^ l n . On en deduit que 

1 + x 2 1 + x 2 

(I n ) est decroissante. 

x n 

3. Comme la fonction x >->■ est positive sur [0, 1], on a : \ n n 0 pour tout n e M. La suite (I„) est done minoree 

1 + x 2 

par 0. On a montre qu ’elle est decroissante. On applique le theoreme de la limite monotone, on en deduit qu ’elle 
est convergente et que sa limite est positive. 
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x' 1 1 

4. Pour tout x e [0, 1 ] et n e N, on a : j ^ x n . Done : I n ^ / n x" dx = . On a de plus montre precedemment 

que l n > 0. 

5. D’apres le theoreme des gendarmes, on en deduit que I n — - — > 0. 

6. Soit n £ N. Une integration par parties livre : 



x n+l 2x 
n+ 1 1 + x 2 


ln2 

n+l 


2 

77+1 


I/i+2 — 


In 2 
n+l 



Comme l n+2 


0, il vient que 


ln2 

-+oo n+l 


Exercice 13.90 V 

On considere la suite de terme general l n — f 1 x n (1 - x) n dx. 

1. Etudierles variations de f : x '->• x (1 - x) sur [0, 1], 

2. En deduire cedes de (l„). 

3. En deduire que (I„) est convergente. 

4. Montrerque: 

( n n 

V?7El\l, 0«I„«[-J . 

5. En deduire la limite de (I„). 


Solution : 

1. L’ etude des variations de f permet de dresser le tableau suivant : 


t 

0 \ 1 

fit) 

+ 0 - 

fit) 

1 

4 

0 ^0 


2. On deduit de E etude precedente que : Vx e [0,1], x(l-x) £ [0,1]. II vient alors, pour tout n e N : 

x n +i q _ X )« +1 ^ x n (1 - x) n et l n+ \ ^ l n . On en deduit que (I„) est decroissante. 

3. La fonction f etant positive sur [0, 1] , il en est de meme de (l„). Appliquant le theoreme de la limite monotone, 
on en deduit que (I „) est convergente et que sa limite est positive. 

4. f est majoree par — sur [0,1] : Vx £ [0,1], fix) Il en decoule que pour tout n e N et tout x e [0,1], 

x n (1 - x)” =S — et I n « — . On a par ailleurs montre dans la question precedente que l n 3= 0. 

5. La suite | — J est geometrique de raison — done elle converge vers 0. D’apres le theoreme des gendarmes, (I„) 
converge vers 0. 


Exercice 13.91 VO 

Pour tout 77 £ l\l, on considere la suite de terme general 

I n-J (ln x) " dx 


1. Calculerlo etli. 

2. Trouver une relation de recurrence entre \ n+ \ et I „ . 

3. En deduire que 

V77£N, 

puis la limite de (1„). 

4. En deduire un equivalent de \ n . 


0<I„< 

n+l 
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Solution : 

1. Io = e— 1 et Ii = 1. 

2. On effectue une integration par parties : 

l n +i = [x(lnx)” +1 ] i - J {n+ 1) (lnx) n dx 

= e-{n+l)l n 


3. Soit neN. On a : x e [1, e],0« ( lnx) n Done 0 sS l n . On en deduit que : \ n = 
theoreme des gendarmes, on en deduit que l n — - — > 0. 

4. D’apres la relation de recurrence, pour tout n e l\l, on a : 


e 1 ) 7+1 


[n+ 1) (n+ 1) 


En appliquant le 


h, = ■ 


n+ 1 


1 ) 7+1 

n+ 1 


n+ 1 


(1 I«+i) ■ 


Mais comme l n+ \ 


0, il vient que . 


-+oo n+ 1 


Exercice 13.92 W 

On considere la suite de terme general l n - [{' x 2 (1 n x) n dx oil n e N* .. 

1 . Etudier la monotonie de ([,,). 

2. En deduire que (I„) est convergente. 

3. Trouver une relation de recurrence entre I n+ \ et I „ . 

4. En deduire la limite de (l n ) ainsi qu ’ un equivalent simple de I n . 


Solution : 

1. Pour tout n eN* et x e [\,e], lnx e [0,1] et ln' ,+1 x s; ln"x. On passe a l’integrale et cette inegalite amene 
l n+ \ « I„. (I„) est done decroissante. 

2. Comme, pour tout n eN*. x « x 2 ln" x est positive sur [1 ,e], la suite ([,,) est positive. Elle est done minoree par 
0 et on a montre qu’elle est decroissante. D’apres le theoreme de la limite monotone, elle est convergente et sa 
limite est positive ou nulle. 

3. On effectue une integration parpartie, on montre que pour tout nE N* : 


I 


x 2 ln” +1 xdx 


[X 3 , if C e x 3 ln"x, 

— ln" +1 x - (n+ 1) dx 

l 3 J i Ji 3 x 


: (e 3 -(n+ 1)I„) 


4. On sait que (l„) admet une limite f S 0. Supposons que ( ^ 0. Alors, en passant a la limite dans la relation de 
recurrence, on obtient une contradiction. Done £ - 0. Toujours d’apres la relation de recurrence, pour tout nEN*, 

on a : I„ = (e 3 - 3I„+i). Comme l n+ i » 0, il vient : 

77+1 n-+oo 


' 77— +00 71+1 


Exercice 13.93 W 

Pour tout n e N, on considere la suite de terme general : 


1. Montrerque 


2. En deduire que 


I n= f — ~dx 
Jo 1 +X 

* x n ln2 1 

V« G N , I dx = / ln(l + x ) dx 

Jo l+x n n n Jo 


ln2 /Ia 

I» = l + O - 

71 n *+oo \ n J 
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Solution : 

1. Soit «eN* . En effectuant une integration par parties, on obtient : 


Jo l+x" Jo 1 + X n 

-f M 1 


dx 


In 2 
n n « 


L + x dx 


2. On en deduit que . 


l n = I —dx 
J( 

'1 r 1 


= 1 -- 


f-u 

Jo l+x" 

f 1 dx- f 1 
Jo Jo t+x n 

ln2 l f 1 , , , , 

+ - / lnfl + x ) dx 

n n Jo 

Done : n [ I„ - 1 4 ] = /g 1 ln (1 + x n ) dx. Mats, d ’apres l’inegalite : Vx e ] - 1, +oo[ , ln (l + x) ^ x, on obtient : 

f lnfl + x' 1 ) dx f x”dx = — ►O 

Jo Jo n+ 1 n— + oo 


ce gut prouve que . 


In2 /l-i 

In — 1 + O - 

H n — +oo V n ; 


Exercice 13.94 9 

Soit n £ N. On pose 


J fi <■» 

— e 1_r dt 
o n\ 


1. Determiner lim„^ +00 l n ; 

2. Trouver une relation de recurrence entre l n+ \ et 1„ ; 

3. En deduire la limite de la suite de terme general 




Solution : 

& 

1. Pour tout te [0, 1], on a — e x ~ l — . Done : 
n\ n\ 


0 C|I B |C 


f 1 — dt=— . 

Jo n\ n\ 


Par le theoreme des gendarmes, I n * 0. 

n —*+ oo 

2. On effectue une integration par parties : 

* 1 f n r +n + 1 


r 1 t n ,_ t t r r +i ,_ t n r t n+L , 

l n - — e 1 f dt = e 1 f + / e 1 

Jo n\ i {n+ 1)! Jo J 0 (ra+1)! 


df - — + I».+i 

(/i+ 1)! 


done 


I«+l — In " 


1 


(n+1)! 


3. Par telescopage, on en deduit que 


n 1 

Ltt = Io-i b + i 


et done que S n * Io + 1. Comme lo-e-1, S n *■ 

n —> *+oo n—*+oo 
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Exercice 13.95 W 


Pour tout neN, on pose : 



sin” tdt. 


Une telle integrale est appelee integrate de Wallis. 

1. Montrerque 


VneN, 



cos" rdf. 


2. Calculer 1 q etli. 

3. Montrerque 

//+ 1 

V 77 £ N, ln+2 — I n 

77+2 


4. En deduire, pour tout peN, une expression de I2 p et hp+i a l’aide de factorielles. 

5. Montrer que (\ n ) est decroissante et positive. En deduire que (l n ) est convergente. 

6. En deduire que pour tout neN : 

I/J+l I n 

1 Sj 

1 / 7+2 1 / 1+2 


7. Montrer que I„ ~ I„+i. 

n —*+ 00 


Etablir que pour tout n e I 
En deduire que : I n ~ 


(n + 1) I/i+ 1 1/? — 


71 

2 ■ 


Solution : Soit neN. 
1. 


-/: 


sin” rdf 
sin" (x + -} dx 


cos” xdx 


2. On verifie facilement que Io - — et Ii = 1. 

3. En effectuant une integration par parties, on montre que : 


l n+ 2 = I sin f. sin" +1 fdf 

Jo 

71 71 

= | -cos f. sin” +1 f] J + (n+ 1) J cos 2 f. sin” fdf 

7T 

= (n+1) (l - sin 2 f) .sin” fdf 

Jo 


4. 


done : I„ +2 = (n + 1) I n - (n + 1) l n+2 d’ou : l n +2 = 7^ 1 77 

D’apres les deux questions precedentes et grace a un raisonnement par recurrence, on montre que, pour tout 
peN : 


j _(2 P)'.n 

l2p ~ 2 2 P 2 


et 


2 2p (p!) 2 


5. Pour tout t e [0, , sin” f 3 = sin” +1 f done l n 3 / I, 2 +i et (I n ) est decroissante. Par ailleurs : sin" f3 0 done I„ 3 = 

0. La suite (I„) est done decroissante et minoree. Par application du theoreme de la limite monotone, (\ n ) est 
convergente. 

1/7 + 1 1 72 

6. (I n ) etant decroissante, il vient que : I„ + 2 l n +i =£ I n ce qui s’ecrit aussi : 1 — — =s . 

1 / 1+2 1 / 7+2 
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7. D’apres les questions 3 et 5, on obtient : 


1 ^ 


I«+l _ I/i 


n + 2 


77 + 2 


77+1 n^+oo 

ou encore : I„ ~ l n+ \ 


hi+2 I ti+ 2 W+l 


1 done, par application du theoreme des gendarmes, 


7 — ► 1 et done : l n+2 ~ I„+i 

\_n+ 2 *+°° 72— +oo 


n — »+oo 

8. En utilisant les expressions trouvees dans la question 4, on montre que : (n + 1 ) I n+ | l„ : 

9. Par application des deux questions precedentes et par operations sur les equivalents : 


I — \ P 

ifl ~ \ lr, 


n/Iti-Ih+I — \ ' 

1 V 


2(77+ 1) 71- 


Exercice 13.96 

Soit / u/ie fonction de classe ” 7? 2 sur le segment [0, 1] verihant /( 1) = /'(l) = 0. Etudierla suite de terme general 


1 71 = rc 2 f x n f(x) 
Jo 


dx 


Solution : Soit tieN. Par deux integrations par parties, on trouve que 


In - 


J rl 71+2 f 7, 

0 7 


(x) dx 


Mais puisque 


( 77 + 1) (77 + 2) 

[ 0 , 1 ]), on obtient la majoration suivante : 


(77 + 1) (77 + 2) Jo 

1 , en posant M 2 = sup XE | 0 ;1] |/"(x)| (qui existe puisque f" est continue sur le segment 


if x n+2 /"(x)dx| « f x n+ 2 |/"(x)| dx ^ M 2 f x n+2 dx*S-^~ 
J 0 Jo Jo 77 + 3 

Alors d’apres le theoreme de majoration, /j , 1 x n+2 f" (x)dx > 0 et done 


Exercice 13.97 VVV 

Soit deux reels a,b eU tels que a < b et une fonction f : [a,b] >-»■ R continue et positive. Determiner la limite de la 
suite de terme general 

r rb 1 77 

I71 = / /"(*) dx 
L J a J 

Indication 13.14 : On etudiera d’abord le cas ou f est une fonction constante. 


Solution : Si f est une fonction constante de valeurs c e K alors I n - [c n {b- a))n = c{b- a) 
Montrons que si f n’est pas constante sur [a, b ] et si M = sup| a f alors 1„ 


71 — *+00 

* M. Remarquons que M existe bien 

71 — *+00 

car f est continue sur le segment \a, h\. Ce maximum est de plus atteint en un point xo e [a,b], Soit e > 0. On suppose 
que e < 1 .11 existe r| > 0 tel que pour tout x e ]xo - t],xo + r)[ n [a, b], M-e /(x) ^ M. Comme f est positive sur [a, b], 
il vient pour tout n e N : 


1/72 

dx| ^M-| / (/(x))"dx 

xa-\\,xa+r\[r\[a,b] 


0 ^ M — tin — M — (/; (/(x))" dxj 

sM-(M-e) (2r)) 1/ ” = M ( 1 - (2r)) i; ”) + e (2r|) 


Comme (2ri) ” * 1, on peut supposer qu’a partir d’un certain rang N, on a pour tout n 5= N : 1 - (2n) ” s; e/(2M) 

V J 72— +OO V J 

et (2r|) 1/n sS e/2. On obtient alors :0sM - u n ^ e/2 + e 2 /2 sS e/2 + e/2 = e car 0 < e < 1. En resume, on a montre que 
pour 77 3= N, |M - u n \ e done u n - 


•M 
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Exercice 13.98 W 

Trouver la limite de la suite de terme general 


1 r 

n\ Jo 


(arcsin x) n dx 


Solution : Soit neN. Pour tout ie[ 0,1],0« arcsin x ^ — done 0 sS I„ — (jt/2)' 1 . Maispour tout a > 1, par croissance 

2 n\ 

1 


comparees, a n — o (n!) done — (tt/2)' 1 

n —+ oo yi\ n — *■ +oo 


0. Par consequent, 


Exercice 13.99 W 

1. Soit un entier k 3= 1. Encadrer V integrate It = f£ +1 In t At . 

2. En deduire un equivalent de la suite de terme general u n - In n\. 


Solution : 

1. Soit 1c e N*. Comme la fonction logarithme est croissante sur R* , pour tout t e [k,k+ 1], on a : In k ^ In I 
ln(fc+ 1) etil vient que pour tout k S 1, lnfc ^ It ln(fc+ 1). 

2. Soit neN* . En sommant ces inegalites pour K /c? n, on trouve que 


In t dt 


J lnfdf^lnu!=s J 

etpuisque x ^ xlnx- x est une primitive de In sur [1, +oo[, on obtient l’encadrement suivant : 

nlnn- n+ 1 ^ lnrc! ^ [n+ l)ln(rc + 1) - [n+ 1) - 21n2 + 2 

et 1 ’on demontre ensuite facilement en divisant cette inegalite par n In n que (In n\) / (u ln n) est encadree par deux 
suites qui convergent vers 1. Par consequent, 


ln(?i!) ~ nlnn 

n —*+ oo 


Exercice 13.100 W 

On considere la suite de terme general 


f 1 t n 

l n = / - — -dt 
Jo 1 + 1 


1. Trouver lim„^ +00 I„ 

2. Trouver une relation de recurrence simple entre l n et I„_i pour n>l. 
On considere ensuite la suite dite de Mercator et de terme general 


l j (-l ) n+1 » (-l ) fc+1 

Sn = l-- + ~ — ■+— — =L^— 

n k= 1 K 


2 3 


3. Exprimer pour n 5= 1, S n en utilisant \ n . 

4. En deduire que la suite (S„) converge et preciser sa limite. 


Solution : 

t n 

1. Soit un entier n e N. Puisque pour tout t e [0, 1], on a la majoration t n , on peut encadrer P integrate I„ 


f 


0^I W ^ / t U dt = 


n+ 1 


Par le theoreme des gendarmes, on en deduit que l„ 


2. Ecrivons pour nJl, 


r 1 (t+i-Y)t n ~ l , r 1 , i 

In — I dr - / t dr-I„_i ln-l 

Jo 1 + 1 Jo n 


Alors 


In — In 
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3. En exprimant l n en fonction de Io, on trouve que 

1 


1 11 11 (-l) n_1 

I n— In-1 + In-2 - ' ' ‘ T ^ 1 1 (— 1) Io 

n n n—1 n n - 1 1 


En multipliant par (-1)" 1 , on trouve alors que (-1)” l n = S n - Iq. Finalement 


Sn — I 0 + ( — l)” _1 In 


4. Puisque |(-1)” 1 1 ,, I = I„ » 0, il vient que S n * In- Mais In = f,! — — = ln2 et done la suite ( S n ) 

1 1 n— t-oo n— +oo 1+f 

converge vers ln2. 


Exercice 13.101 

Etudierla suite (u n ) de terme general : 

f nn sin t 

u„ = / dl 

Jn t 

Indication 13.14 : On commencera par determiner le signe de u n+ \ - u n , puis u n+ 2 - u n et l’on s’interessera ensuite 
aux deux suites extraites Li'm et U 2 n+i- 


Solution : Soit neN. On calcule grace a u changement de variables u- t - rnt, 

-tn+ 1)ji s j n f 


u n + 1 


f 

U n = 

J m 


dt- (-1) 


, r n sinn 
Jo u+ rnt 


du 


Alors 


Puisque pour tout u e [0, tt] 


U n +2-U n = (-1) 


■r 

Jo 


■ d u 


(u+ mr)(z<+ (n+ 1)ti) 

[u 2 p) est croissante et (« 2 p+i) est decroissante. Comme de plus. 


[u+ rm)(u+ ( n+ 1 ) ti ) 

0, on en deduit que « 2 n +2 - ti 2 n > 0 et u, 2 n +3 - ^ 2 n+i ^ 0. Done 


|W2n+l - U2n\ ^ 


i; 


|sinzz| , 1 

■ du ^ 


U + 2.1171 


2 n n— +oo 


en en deduit que les deux suites extraites (U 2 n) et (U 2 n+\ ) sont adjacentes, et done qu’elles convergent vers la me me 
limite l. D'apres un theoreme du cours, la suite (u n ) converge alors egalement vers l. 


Exercice 13.102 

On note pour un entier n non-nul : 


72-172-1 1 


2=0 7=0 i + J + 1 


Ct In ' — 


-IX 


d y 


o '■Jo X + y + 1 > 


dx 


1 . Calculer 1 ’integrale l n pour n > 0. 

2. Determiner un equivalent de la suite (I„). 

Indication 13.14 : On pour ra utiliser un developpement limite a l’ordre 1 de ln en 0. 

3. EncadrerS n a l’aide de I„ pour n > 0. 

4. En deduire un equivalent de (S n ). 


Solution : 



1. Une premiere integration suivantla variable x conduit a I„ = / 0 " ln(x+ n + 1 ) dx- JJ' ln(x+ 1) dx. En integrant par 

parties, on trouve finalement 

\ n = (2 n + 1) ln(2n + 1) - 2 (n + 1) ln {n + 1) 


2. Pour tout x e ]-l,+oo[, on a 

: ln(l + x) = x+ o (x) done si (u n ) est une suite reelle convergeant vers 0 alors 

x— 0 
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In (1 + Un) - u n + o ( u n ). Ecrivons 

n—*+oo 


(2«+ 1) In (2 n + 1) - 2 [n + 1) ln(re + 1) 

(2 n + 1) (In (2 n) + In (1 + 1 I2n)) - 2 [n + 1) (In n + In (1 + 1/ ri)) 

( 2/2 + 1) [ In (2/z) H 1 - o f- — ]] -2{n+ 1) (ln/H +■ o ( — 


2 n n—+oo l 2n 


( 2/2 + 1) In 2 -Inn- 1 h o (1) 

2 n n^+oo 


2nln2 1 + 


ln2-lnrc- 1 - It- + o (1)'' 

n— >+oo 


2nln2 


2nln2 


n n— +oo \ n 


3. Comme x >-* II x est decroissante, et que 


n-ln-l fi+l r.j+1 y 


n-m-i fi + i p 

/ 

;=n Ji 


to poJi Jj x + y+1 


dx d y 


on en tire V encadrement 


n-ln-l j 

E E • • 3 

i=0 7=0 1 + J + ° 


d’ou I n ^ S n et en sortant les termes de la somme a gauche : 

n + 1 j 

1/2 ^ $72 ^ I« + ^ T 
7=2 J 


dt 


Mais toujours en comparant cette somme avec une integrale, ~ ^ fi — • Finalement. 


I n ^ ^ + ln(n + 1) 

4. On tire facilement des deux questions precedentes que 


S n ~ 2nln2 

n — *■ +oo 


Exercice 13.103 

Pour n eN, on pose 


1. Justifier F existence de I„ pour n ^ 1 . 

2. Determiner la limite de la suite (I „ ) 1 . 


r 1 t n - 

In = Jo - 


dr 


Solution : 

1. Soit t£ [0,1[. Puisque 1 - t n = 1 + t + •• • + r" -1 , 

r" - r 2,! 


1 - r 


r"(l + /+••• + t n J ) = £ t k 


Done a n fixe, la fonction a integrer est continue sur le segment [0, 1], done V integrale l n existe. 
2. D’apres ce calcul, on peut exprimer l n a P aide d'une somme : 

2n-l j 2 n y 

ln = E ^77 = ^ 7 

k=n 1 i=n + 1 1 

En encadrant pour i 5 2, 1 // par deux integrales : 

' i+1 dr 1 r dr 


r +1 dt l r dt 

Ji r j Ji-i t 


1. Une autre solution de cet exercice utilisant les sommes de Riemann est proposee dans F exercice 13.120 page 594 
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on obtient un encadrement de I n : 


et done 


r 2n+1 dt 

Jn+ 1 t 



In 


2n+l 

77+1 


sS I„ ln2. 


D’apres le theoreme des gendarmes, I I „ — 1 n 2 


13.7.13 Algebre lineaire et integration 

Exercice 13.104 W 

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Si f e E, on note T ( f ) = g l’application dehnie par 

VxeR, g(x) = f tf(t)dt 
Jo 

1. Montrer que T est un endomorphisme de E. 

2. Determiner KerT et ImT. 


Solution : 

1. La linearite de T provient de la linearite de 1’ integrate. Si f eE alors par operations sur les fonctions continues, 
la fonction t >-*• tf(t) est continue sur R et admet, d ’apres le theoreme fondamental, une unique primitive F sur R 
qui s ’annule en 0. Done, pour tout x e R, g (x) = F (x) . Comme F est continue sur R il en est de me me de g et on a 
bien g e E. L’ application T est bien a valeurs dans E. 

2. Soit f e KerT et F la primitive sur R de t >->■ tf (f) qui s’ annule en 0. Alors F = 0 et F' = 0. Done pour tout t e R, 
tf (f) = 0. On en deduit que f est identiquement nulle sur R* . Comme f est continue en 0, on a aussi f (0) = 0. 
Done f - 0 et KerT = {0}. L’ endomorphisme T est injectif. Montrons que ImT est V ensemble ■'¥ des fonctions 
definies sur R de la forme x >-► xF (x) - G(x) ou F e (R) et ou G : x " / Q x F ( t) dt. Soit f e E. Notons F la 
primitive de f sur R qui s’ annule en 0 et G celle de F sur R qui s’ annule en 0. Une integration par parties livre : 

T (f)=[ tf[t)dt=\t¥[t)\ —f F(f) dt - xF(x) - G(x) 

Jo 1 10 Jo 

done T (/) e & . Reciproquement, si H = x >-► xF (x) - G (x) e & alors H est de classe f K' 1 2 3 sur R et pour tout t e R, 
H'(r) = F(f)+ rF'(f)-G'(f) = rF'(r) carG'-F. Done H = T (F' (f)) etHelmT. 


Exercice 13.105 W 

Soient le R-espace vectoriel E = c ^’ 00 (R, R) et les applications : 


tp: 


E 

/ 


E 

f 


et i|/ : 


E — 

/ — 


1. Prouver que tp et \|/ sont des endomorphismes de E. 

2. Calculer tp o \p ettpotp. 

3. Determiner les noyaux et images de tp et ip. 


E 

fofWdt 


Solution : 

1. La linearite de tp provient de la linearite de la derivation et celle de ip de la linearite de 1’ integration. 

2. Soit f e E. Comme f est de classe 'tf 00 sur R, elle est continue sur R et, d’apres le theoreme fondamental, elle 
admet une primitive F sur R. On a : Vx e R, (tp(/)) (x) = F (x) -F(0). Par consequent : tpo\p(/) = F' = / et done 
tp o tp = i d [ . Dememe, f estde classe c € ca sur R et une primitive de f sur R est bien entendu donnee par f . Done, 
pour tout \p o tp (/) =\p(/') = /-/(0T 

3. Comme tp o tp = i d | est bijective, necessairement tp est surjective et ip est injective. Done Imip = E et Kertp = {0}. 
Par ailleurs, Kertp est donne par les fonctions constantes surU et Im\p = {/ e 'W 00 (R,R) | /(0) = 0}. En effet, si f 
est element de ce dernier ensemble alors \p (/') est la primitive de f qui s ’annule en 0. II en est de meme pour f 
et done f - tp (/'). Reciproquement, toute fonction de la forme x<-+ Jq fit) dt s’ annule en 0 et est c € co si f l’est. 
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13.7.14 Formules de Taylor 

Exercice 13.106 

1. Montrer que pour tout neN etpour tout x e U, on a : 


: -L 


\x\ n+l e 1 * 1 
(n+ 1)! 


2. En deduire lim Y — 

H-+OG k\ 


Solution : 

1. Soit ieI*. On applique la formule de Taylor avec reste integrale sur [0, x] a la fonction exp qui est sur ce 


segment : 


Mais 


n x k r- 

= y-+ 

to H Jo 


(x- t) n e‘ 


n\ 


d t. 


\roc-tywi r 

I Jo n\ \ Jo 


^ \x — t\ n e f 
n\ 




dfs£ / \x\ n e |x| df = 


\x\ n+1 e w 
[n+ 1)! 


et on en deduit 1 ’inegalite an noncee. 
\x\ n+1 e M 


2. Comme 


(n+1)! ri- 


ll par le theoreme des gendarmes e x - £J!_ 0 % » 0 et 


^ X- 

2—! 1.1 


Exercice 13.107 V 

En appliquant la formule de Taylor avec reste integrale a la fonction x >-* In (1 + x) entre 0 et 1, montrer que : 


1 1 1 (-1)"” 1 

1 1 h . . . H * 

2 3 4 n n— +oo 


In 2 


Solution : La fonction x >-► In (1 + x) est de classe Y°° sur [0,1]. On montre facilement que Mn e l\l*, Vie 


[0,1], ln (n) (1 + x) = 


(-1)" (n- 1)! 

(1 + JC)” 


. On applique alors la formule de Taylor avec reste integrale : 
L 1 (-l) fc_1 (fc-l)! r 1 (1- t) n (-!)"(«)! 


In2 = V — - — — — — + / — - — - — — -dt 

to k - [\ + x) k Jo n! (1 + t) n+l 

(_!)»-! ri (-!)«(!- f) n 


Mais 


II 


1 (-l)' ! (l-t)' : 


d+ tr(i + 1) 

et on conclut comme dans T exercice precedent. 


1 

1 

1 

— 

H 

- + ... 

2 

3 

4 

r 

1 

fiziy 

Jo 

1 + t 

li+fj 


rt + r 

n Jo 


(l+t) n (l+t) 


dt. 


(i + ty 


Exercice 13.108 

Soient f :U^U de classe Y 2 et a e KL Montrer que . 


f [a+h)-2f (a)+ f [a-h) „ 

lim = f la) 

h - o h 2 J 


En deduire lim ■ 


Solution : On utilise la formule de Taylor-Young a l’ordre 2. Pour tout h e l 


h z 

f [a+ h) - f [a) + f [a)h + f" (a) 1 - o ( h 2 ) 

2 h^o 


et on remplace : 


f{a+h)~ 2 f {a) + / [a - h ) 

Jt 2 


= /(«) + o (1) ►/'» 

h—> 0 fa— 0 


P 2cos(x)— 2 

On applique ce resultat a la fonction cosinus qui est bien de classe Y sur U en a-0. On obtient : lim = - 1 
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Exercice 13.109 Z 

Trouver 


lim 

x— 0 


x(e x + 1) - 2(e x - 1) 


Solution : Utilisons la formule de Taylor-Young pour Texponentielle en 0 a J’ordre 3 : 

2 ^3 

e x — 1 + xh 1 n x 3 e(x) avec e(x) * 0 

2 6 


Alors le numerateur s’ ecrit —x 3 + o(x ‘) — et par consequent, la fonction tend vers 


Exercice 13.110 Z 

Soit f une fonction de classe c &°° sur [0,1]. On pose pour xe]0,l[, 


gW = 


/(x)-/(0)-x(/(l)-/(0)) 

sin(jix) 


Montrer que 1 ’on peut prolonger g par continuite en 0 et 1. 


Solution : On ecrit la formule de Taylor-Young pour f en 0 a l’ordre 1 pour tout x e [0, 1] : f(x) = f (0) + xf (0) + 

o (x) et on remplace dans g (x) : 
x^o+ 


g(x) 


xf (0) + o (x) - x(/(l) - / (0)) f (0) + o (1) - (/ (1) -/(0)) 

0 + jc— 0+ 


sin (jix) 


-(/'(0)-/(l)+/(0)] 


et on prolonge f par continuite en 0 en posant f (0) = — (/' (0) - / (1) + / (0)) . La formule de Taylor- Young appliquee 
aux fonctions f et x « sin (nx) en 1 ii I ’ordre 1 donne pour tout x e [0, 1] : 

/ (x) — f (1) + (x— 1) f (1) + o (x — 1) et sin(TTx) = -tt(x- 1) + o (x-1) 

X— 1 X—> 1 

et on procede comme precedemment : 

(-/(l) + /'(D-/(0))(x-l)+ o (x-1) -f (1) + /' (1) -/ (0) + o (1) 


gW- 


-Tl(X-l)+ O (X-1) 
x—*l 


-7T+ O (1) 
x— 1 


— - (/(!)-/' (D + /(°))- 


On prolonge alors f par continuite en 1 en posant f (1) = — (/ (1) - f (1) + / (0)) . 


Exercice 13.111 ZZ 

1 . Ecrire 1 ’inegalite de Taylor-Lagrange pour 1 ’ exponentielle entre 0 et X e K* . 

2. En deduire T existence d’une constante C > 0 telle que : 

VneN', Vx e [0, 1] , (l + x 2 ) lln - 1 - -lnfl + x 2 )U 

| n \ n z 

3. Trouver alors deux reels a,beU tels que 

VJ r\i* f 1 ( 1 A b £n 

VneN, / ( 1 + xr ) dx = a + — I 

Jo n n 

ou z n *■ 0 

n — *■ +oo 

Solution : 

1 . On ecrit 1 ’inegalite de Taylor-Lagrange pour 1 ’exponentielle entre 0 et X e IR* : 

l^-d+X)! « ye x 

car sup^jox, \e x \ = e x . 
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2. Soient x e [0, 1] et ne l\l. Comme (l + x 2 ) llu = exp ( -i- ln(l + x 2 )), avecX = ^lnfl + x 2 ), on trouve que : 


| ( l + x 2 ) 1 '" — ^l + ^ln(l + * z )J|c 

car 1 + x 2 2 

3. Posons a - fjdx-letb- fg In (l + x 2 ) dx. On a alors . 


In 2 (l + x 2 
2 n 2 


\x+x 2 y. 


In 2 (2) 


£ n =\[ (l + x 2 ) 1 '" dx- a I = I f \(l + x 2 ) 11 " -1 ln(l + x 2 )l dxl ^ f -^-dx^— . 

I Jo « | | Jo L n \ \ Jo n z n z 

Done fg (l + x 2 ) 11 " dx — a-\ he„ et \nz n \ ^ — donce n - o f— ]. line reste plus qu’ a calculerb par parties 


b — 


f lnfl + x 2 ) dx = [xlnfl + x 2 ll -2 f :rdx = ln2-2+f 

Jo [ 1 l 1 ; Jo Jo 1 + x 2 Jo 1 + J 


:dx = ln2-2 + ■ 


13.7.15 Sommes de Riemann 


Exercice 13.112 O 

Etudierla suite de terme general 


u n = E 


k=\ V n 2 + 2k n 


Solution : Soit «eN*. On met en evidence le groupement kl n : 


=e 


1 




et on recommit une somme de Riemann done u n 


k= l Vn 2 + 2kn n k=l L 2 k 
V n 

fo . dx - fvTT 
20 Jl l 


«^+°° Vl + 2x 


2x 


\/3— 1 


Exercice 13.113 O 

Etudierla suite de terme general 


On 


2n i 

E 1 

P =« p 


Solution : Soit «eN’. On met en evidence le groupement kl n : 


On 


_ l_ n 1 1 n t 

p=«P p “oP+« W^lf + 1 


1 

+ — . 
n 


On reconnait une somme de Riemann 


T" , tt- * — — dx = ln2. On en deduit que 

n p - 1 £ + 1 n~+o o JU 1 + x 

n 


u n * In 2 

n—*+oo 


Exercice 13.114 O 

Etudierla suite de terme general 


On = E 


^ n 2 + k 2 


Solution : Soit «eN*. On met en evidence le groupement kl n : 




et on reconnait une somme de Riemann. Done u n 


f 1 L 

Jo , , , 


11—+00 , ' u 1 + X' 


- dx = 
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Exercice 13.115 

Etudierla suite de terme general 

1 " 1 
u n = -7=L-7= 



Exercice 13.116 

Determiner la limite de la suite de terme general 

n p -nlk 

u n = n £ — — 
fc=l A- 


Solution : Soit n e f 


Oil ecrit : 


= n Y. 


k 2 




« 2 e fc 


A; 2 


^ q e 

et on reconnait une somme de Riemann. L’integrale a calculer est f 0 — — dx. La foncdon / :i« — — est prolonge- 
able par continuite en 0 en posant / ( 0) = 0 done cette integrale est bien definie. Une primitive de f sur K* est x i— • e ~ 1 ,x 
done 1 ’integrale vaut -1/e. En conclusion u n * - lie 


Exercice 13.117 V 

Trouverla limite des suites de termes general 


n 

^ 8A: 3 + n 3 


Solution : Soit neN. En mettant en evidence le groupement k! n, on reconnait une somme de Riemann : 

Ik ] 2 


_ 1 ” v „ 
isfi] 


f 1 x 2 dx 

Jo 8x 3 + 1 ~ 1 


+ 1 


On calcule la limite 1= fr In 9 = -4 In 3. 


Exercice 13.118 

Soient deux reels a > 0, (’) > 0. Determiner la limite de la suite de terme general 

72-1 i 

Un j^oara + Pfc 


Solution : Soit n>l. Ecrivons 


l "- 1 l 

l n — 


On reconnait alors une somme de Riemann. Posons f : 
segment [0, 1] et done u n - 


n u + fik/n 

[ 0 , 1 ] — 


— l/(a + |3x) 
fo /M dx. Reste a calculer cette integrale : 


. Cette fonction est continue sur le 


J fix) dx= [ln(a + pjc)]J = ln(l + a/|3) 
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Exercice 13.119 W 

Etudierla suite de terme general 


n 


Un = E 
k= 1 


1 

n + k 



Solution : On reconnait une somme de Riemann 


■ = y E /(-) oh f - 

n k = 1 ' n 


[ 0 , 1 ] 


1 


1 + X V 1 + X 

avec la fonction f qui est continue sur le segment [0, 1]. Par consequent, la suite (u n ) converge vers 


So 1 + x \j 1 + x 


dx 


C’est une integrate d’une fraction rationnelle en x et en une racine n-ieme d'une homographie qui se calcule grace au 

2tdt 


changement de variables t = 

11V2 


. On trouve alors : x = — — 1 H — dx = 

\ + x 1 -? 1 -? d-f ) 


'=/ 


(l-r)f- 


2tdt 


^ 2t 2 dt 
(1 - f 2 ) 2 _ Jo (1 ~t 2 ) 2 


-L 


1 r x,sf2 dt r 1 ’^ 2 dr 

= —2 x — — + I + = 

v/2 Jo 1 ~t Jo 1 + t 


-\/2 + ln 


n/2+1 

v/ 2-1 


Exercice 13.120 W 

Pour n£ N, on pose 


1. Justifier V existence de l n pour n>l. 

2. Determiner la limite de la suite (l„). 



t n - t 2n 


dt 


Solution : 

1. Soit te [0, 1 [. Puisque 1- t” - (l+ ?+•■■ + f” _1 )(l- f), 

*-72 +2 72 


r 1 - r 


— — = r"(l+ t + -+ t"- 1 )= E r 

- f x~l- 


Donc a n fixe, la fonction a integrer se prolonge par continuity sur le segment [0, 1] , done 1 ’integrate \ n existe. 
2. D’apres ce calcul, on peut exprimer l n al’aide d’une somme : 

2/2-1 j 2n y 

In= E ^77 = ^ 7 


On reconnait une somme de Riemann . 


ouf: 


[ 0 , 1 ] 


n i 1/2-1 i n 

in = E4r = -EirTT = -E/^^ 


1 est line fonction continue sur le segment [0,1]. done 
x+ 1 


• J f{x) dx = | ln2 | 


Exercice 13.121 W 

Etudierla suite de terme general 


■=^n( « 2+fc2 ) 1/n 

n k= 1 
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Solution : Comme les termes de u n sont strictement posidfs, nous pouvons transformer le produit en somme en 

udlisant le logarithme. Posons pour n e N, v n = In u n . On calcule a lors 

| 2 n y 

v n — —4 In n H — Y In \n 2 {\ + k 2 In 2 )} ~ — y ln(l + k 2 In 2 ) 

n £i n ti 

On reconnait alors une somme de Riemann, associee a la subdivision du segment [0, 1] en 2 n intervalles en ecrivant 


v n -2x y In 1 + 4 

(2 n) * 1 


Comme la foncdon f : 


[ 0 , 1 ] - 


, ,, , est continue sur le segment [0,1], v n ■ 

ln(l + 4x 2 ) 6 n — * +oo 


21 = 2 fg f{t) dt. En 


■ x • . . , 1 .2, o . 1 r _ o ,2 1 r2 du 1 

integrant par parties cette mtegrale, on trouve I = — J 0 ln(l + u ) d u = - [ziln(l + u ) J 0 — J 0 — = -ln5 - 2 + 

c u 

^2arctan2 


2arctan2 et done fina lemon t, u n - e Vn 


*+oo g* 


Exercice 13.122 W 

Trouver un equivalent de la suite de terme general 


n 

u n — y. 


k= 1 


V n{k 2 + n 2 ) 
n 


Solution : Soit neN. Ecrivons u n en faisant apparaitre le groupement kin : 

1 n 

u n — \fn— y v ( kl n) 2 + 1 = \friv n 

«fc=i 

oil v n est une somme de Riemann qui converge vers I = / (| ' V x 2 + 1 dx. Pour calculer I, le plus rapide est d’integrer par 
parties : 

r ; U f 1 x 2 + 1-1 

I = |xV x 2 + 1 J o - J 


Jo Vx 2 + 1 


dx 


^2 j 

d’ou l’on tire 21 = V2+ [argshx] 0 et comme argshx = ln(x + V x 2 + 1), on tire I = + — In ( 1 + \/2). Par consequent. 


— + - ln(l + s/2) y/n 

V 2 2 


Exercice 13.123 

Determiner la limite de la suite de terme general 


(2 n)\yin 
n\n n > 


Solution : Considerer v n = In u n - — [ln(2«!) - ln(«!) - n\n n ] . On , 


l Zn 

v n = — [ y \nk-n\nn] 
n k-n+1 

1 "“I p+i 

= -£lnl + — 

« P =o n 

Par consequent, v n est une somme de Riemann qui converge vers I = fg ln(l + x) dx (la foncdon est continue sur [0, 1] ). 

I 1 4 

Grace a une integration par parties, on calcule 1 1 — 2 In 2—1 . La liimte de u n est done 
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Chapitre 


14 


Developpements limites 


Pour bien aborder ce chapitre 

On a mis en evidence dans le chapitre precedent les formules de Taylor. Celle de Taylor- Young, en particulier, permet 
d’approximer dans un voisinage d’un point donne, a la precision voulue, une fonction par un polynome. Cette approxima- 
tion, comme nous l’avons explique, sera d’un grand interet pour connaitre localement le comportement d’une fonction. 
Le probleme est cependant de determiner le polynome de Taylor. En effet, a V exception de quelques fonctions simples, 
la formule de Taylor- Young, pour etre appliquee, demande de connaitre les differentes derivees de la fonction etudiee et 
celles-ci, en general, sont difficiles a calculer. 

Pour repondre a ce probleme, nous allons introduire dans ce chapitre differentes techniques qui permettront, a partir des 
polynomes de Taylor des fonctions usuelles, de calculer le polynome de Taylor pour une large classe de fonctions. 

14.1 Developpements limites 

Dans tout ce chapitre, I designe un intervalle de R non trivial (non vide et non reduit a un point). 

14.1.1 Definitions 


Definition 14.1 Developpement limite 

Soient une fonction / : I — > • R et un point adherent xq e I. Soit n e N. On dit que / admet un developpement limite a 

Vordre n au voisinage de xq s’il existe un polynome P de degre n, une fonction e : I — *■ R verifiant e (x) > 0 tels 

que 

VxeI, f[x) - P (x) + (x- xo)”e (x) 

- Le polynome P est appele partie reguliere ou partie principale du developpement limite de / en xq. 

- La fonction x >-*■ (x - xq) " £ (x) est appelee reste du developpement limite de / en xq . 


Remarque 14.1 

- Avec les notations precedentes, 

(x-x 0 )”e(x) = o [{x-x 0 ) n ) 

- Par le changement de variable 

{ h - x- x o si xo e R 

h = 1/x si xo = ±oo 

on peut toujours se ramener a un developpement limite en xq — 0. 

| 4)n se limitera desormais a T etude des developpements limites en 0^ 

14.1.2 DL fondamental 


Theoreme 14.1 DL de — - — 

1 - X 

La fonction 


f D5\ {1} — * R 

x ^ J- 



i 
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Demonstration Soit x e R \ {1} . On a, par application de la formule donnant la sonmie des n premiers termes d'une suite 
geometrique 



Demonstration II suffit de remplacer ; dans la formule precedente, x par -x pour obtenir la premiere formule ou de remplacer x 
par x 2 pour obtenir la seconde. 


14.1.3 Proprietes 

Proposition 14.3 UniciteduDL 

Soit une fonction / admettant un DL d’ordre n en 0. Alors la partie reguliere du DL d’ordre n en 0 de / est unique. 
Autrement dit, s’il existe des polynomes de degre n Pi et P 2 tels que 

fix) =Pi(x) + o(x") = P 2 (x) + o[x n ) 

alors Pi = P 2 . 

Demonstration Notons Pi = flo + a\x + ... + a n x n et P 2 = bo + b\x + ... + b n x n . II existe done une fonction e : I — » R telle que, 

pour tout x e I, Pi (x) - P 2 (x) = x”e (x) et e (x) > 0. On peut ainsi ecrire 

x — >0 

(flo - bo) + (fli - b\)x + ... + ( a n - b n )x' 1 = x"e(x) 

En passant a la limite lorsque x — ► 0 dans cette egalite, on obtient ao~bo = 0 et done ao = bo- On a done 

(fll -b 1 ) + ... + (a n -b n )x n ~ 1 = x' i_1 e(x) 

En appliquant ce procede n — 1 fois, on prouve que a\ = b\ , .... a n = b n et done que Pi = P 2 . 

Proposition 14.4 Troncature d’un DL 

Soit une fonction / admettant un DL a l’ordre n en 0. Soit un entier naturel p s= n. Alors / admet un DL a l’ordre p en 
0 et celui ci est obtenu en ne gardant que les termes de degre inferieur a p dans la partie principale. 

Demonstration Comme f admet un developpement limite a l’ordre n en 0, il existe P = flo + «t* + ■ + a n x n e U n [X] ef e : I — ^ > R 

telle que e (x) ► 0 et f (x) = P (x) + x”e (x) . Par consequent 

x — 0 

fix) = no + a \x + ... + cipxP + a,p + \xP +l + ... + a n x n + x"e (x) 

= flo + flix + ... + flpX p + x p (flp + ix + ... + a n x”- p + x” -p e (x)) 

= flo + flix+ ... + cipxf + X P El (x) 

ou Ei (x) = fln+i x + . . . + a n x n ~f + x n ~fz (x) verifie bien. par operation sur les limites £1 (x) ► 0. 

H x — 0 

Proposition 14.5 Utilisation de la parite 

Soit une fonction / admettant un DL d’ordre n en 0. Si / est paire (impaire) sur un voisinage symetrique de 0, alors la 
partie principale de son DL a l’ordre n en 0 ne contient que des puissances paires (impaires). 

Demonstration Effectuons la demonstration dans le cas ou f est paire. Le cas impair se demontre de la meme fagon. Comme 
la fonction f est paire. on a Vx e R, / (x) = / ( — x) . Si f (x) = cio + ci\x + ... + a n x n + o (x n ) alors f ( — x) = flo ~ a l x + ■ ■ • + 

a n {- l) n x n + o [x n ). Par unicite du developpement limite de f en 0 a l’ordre n, on a done, pour tout ke [l,n] impair flj. = -flj. 
ce qui n’ est possible que si (if, = 0. 
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14.1.4 DL et regularity 


Theoreme 14.6 V DL et derivabilite 


Soit une fonction / : I ■ — ► D5 definie sur ] 0, a] . 

On suppose que 

(^hP) La fonction / admet un DL a l’ordre 1 en 0 fix) — ao + a\x + o(x) 

Alors la fonction / se prolonge en une fonction 

I 

f [0,a] — * IR 

/: 

! f fix) six^O 

1 

! [ ao si x = 0 

derivable en 0 avec /' (0) = a\ . 



Demonstration Puisque pour x^O,/(x) = «o + a\x+xz(x ) * ao = /( 0), la fonction f est continue en 0. Le faux d’accroisse- 

x— 0 

ment de f en 0 s’ecrit pour x^O. 


f(x)-f( 0) aix + xe(x) 


= ci\ + e(x) ► ai 

x— >0 


ce qui montre que f est derivable en 0 avec /' (0) = a\ . 


Theoreme 14.7 T Une fonction 7?" admet un DL d’ordre n 

Soit / : I ■ — - IPS une fonction definie sur un intervalle avec 0 e I. On suppose que 

(^hT) fe c £ n (l) 

Alors la fonction / admet un developpement limite en 0 a l’ordre n donne par 

f"rm fW)t m 

fix) = /( 0) + /'( 0)x+ x 2 + • • • + J —— -x” + o(x n ) 

2! n\ 


Demonstration C'est la formule de Taylor-Young (13.40 page 539) 


Remarque 14.2 Cette formule permet de justifier l’existence d’un developpement limite. Elle a done un interet 
theorique. Pour calculer effectivement les coefficients de ce DL a l’aide de cette formule, il faut pouvoir calculer les 
derivees successives de la fonction en 0 ce qui n’est possible que pour des fonctions simples. 

Remarque 14.3 La reciproque du theoreme precedent est fausse comme le montre Fexemple fondamental suivant. Soit 
n S 2. Considerons la fonction 

[ R — ► U 

fJ f x n+1 sin(l/x") six^O 

} X |o si x = 0 

Cette fonction admet un developpement limite a l’ordre n en 0 puisque 

fix) — 0 + Ox H 1 - Ox” + x"e(x) 

ou e(x) = x” sin(l/x”) pour x ^ 0, avec |e(x)| ^ |x|" * 0. La fonction / est bien continue en 0 puisque fix) * 0 = 

x — *0 x— >0 

/( 0). Elle est egalement derivable en 0 puisque |/(x)/x| |x|” * 0. Elle est derivable en x^0 avec 

x— 0 

fix) — in + l)x” sin(l/x") - «cos(l/x") 

et f n’ admet pas de limite lorsque x — ► 0 ce qui montre que / n’est pas de classe f C l sur K. 
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Bio 1 3 | William Young, ne a Londres le 20 octobre 1863, mort a Lausanne le 7 juillet 1942 | 

Mathematicien Anglais. William Young, issu de parents epiciers, montre des le pri- 
maire un fort potentiel pour les mathematiques a tel point que le directeur de son 
ecole, Edwin A. Abott, auteur d’une celebre livre de mathematiques, " Flatland" , 

F encourage a poursuivre ses etudes dans cette direction. Young entre a Funiver- 
site de Cambridge en 1881. II est assez probable qu’il ne se serait pas interesse a 
la recherche s’il n’avait pas rencontre sa futur femme, Grace Chisholm, elle meme 
tout juste docteur en mathematiques suite a une these avec Felix Klein. Young s’est 
interesse a la theorie des fonctions reelles et a decouvert, de maniere independante 
de Lebesgue et avec un autre formalisme, la theorie d’integration dite de Lebesgue, 
qui generalise celle de Riemann. II s’est interesse aux series de Fourier et aux series 
orthogonales. Sa contribution majeure est sans doute celle apportee au calcul dif- 
ferentiel pour les fonctions a plusieurs variables qui inspira de nombreux livres 
d’enseignement consacres a ce sujet. Young fit de nombreux voyages et visita de 

nombreuses universites en Europe, Ameriques, Asie et Afrique. En 1940, alors que la seconde guerre mondial a 
eclate, il se retrouve coince a Lausanne et ne peut rejoindre sa femme et ses cing enfants. II passa ainsi les deux 
dernieres annees de sa vie dans la detresse de cette separation. 


14.2 Developpement limite des fonctions usuelles 

14.2.1 Utilisation de la formule de Taylor- Young 


roposition 14.8 DL classiques a partir de Taylor- Young \ 

On obtient les DL classiques suivants en 0 en calculant les derivees successives en 0 et en appliquant la formule de 
Taylor- Young. 

- Fonctions exponentielle et hyperboliques : 

2 3 n 

e x = l + x+ — + — + ••• + — + o (x") 

2! 3! n\ x-o v 1 

v 2 v 4 r 2 n 

chx = 1 +^ + ^- + ...+ ^+ o (jc2»+ll 

2! 4! (2 n)\ x-o v 1 

v 3 v 5 y.2n+ 1 

i a, a, a , 2n+2\ 

shx = x+ h + •••+ + O X I 

3! 5! (2n+l)! x-o v 1 


- Fonctions trigonometriques : 


r 2 r 4 r 2 n 

cosx = 1- — + - + (-l) B — + o (x 2n+1 ) 

2! 4! (2/j)! x-o v ’ 

X' 3 x ^ X^ n+ ^ 

sinx = x + + (-l)" + o (x 2 ' 

3! 5! (2/2+1)! x-o v 


Fonction logarithme : 


ln(l + x) = x- — + — -••• + (-l )" +1 — + o (x") 
23 n x-o v ’ 

ln(l-x) = -(xh 1 1 1 ]+ o (x") 

l 2 3 n x-o v J 


- Fonction x >->■ (1 + x) a avec a e IR : 


„ a . a (a- 1) •••(a- n + 1) 

(1 + x) = l + ax+ — i x + o x 

n\ x-o v 1 
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Remarque 14.4 Cette derniere formule appliquee aa=-etra = 2 donne 


, xx , ■) 

' 1 + X = 1 H h O X 

2 8 x-o v 

, XX 2 , 9 

'1-X = 1 h o lx 

2 8 x-o v 


Remarque 14.5 Parmi ces DLs certains s’obtiennent de maniere plus rapide qu’en appliquant la formule de Taylor- 
Young grace aux theoremes que nous allons maintenant introduire. 


14.3 Operations sur les developpements limites 

14.3.1 Combinaison lineaire et produit 


Proposition 14.9 Combinaison lineaire et produit de DLs 

Soient deux fonctions f et g reelles definies sur I admettant en 0 des DL d’ordre n 

VxeI, /(x)=P(x)+ o^(x" ) et g(x) = Q(x)+ o^(x' J ) 

ou P et Q sont des polyndmes reels de degre n. Soient (a,(>) e R 2 . Les fonctions af + Pg et / x g admettent des D1 
d’ordre n en 0 et ces DLs sont donnes par, pour tout x £ I 

[af + pg) (x) = (aP + PQ) (x) + ^ (. x n ) 

(/ x g) (x) = R(x) + ^£ Q (x”) 

ou R (x) est egal au produit P (x) Q (x) auquel on a retire tous les termes de degre > n. 


Demonstration Pour i = 1,2, il existe des fonctions e/ : I — ► HE telles que fix) = P(x) +x"ei (x), g(x) = Q(x) +x rt E 2 (x) et 

e; (x) ► 0. 

x— >o 

• On a done : 

af (x) + Pg (x) = aP (x) + PQ (x) + x n (aei (x) + Pe 2 (x)) = aP (x) + PQ (x) + x”e (x) 

avec e(x) = aEi (x) + Pe 2 (x) > 0 par operations sur les limites. Par consequent af + Pg admet un developpement limite a 

x— 0 

1 ’ordre n en 0 de partie reguliere aP + PQ. 

• Pour le produit. 

flx)g(x) = P(x)Q(x) + x"Q(x)ei (x) +x' ? P(x)E 2 (x) + x 2 ”ei (x)E 2 (x) 

= R(x) + x n (xS (x) + Q(x) ei (x) + P (x)E 2 (x) + x”ei(x)e 2 (x)) 

= R(x) + x”e(x) 

ou 

A R est un polyndme de degre n et S un polyndme de degre n-l tels que P (x) Q (x) = R (x) + x n+1 S (x) 

▲ e(x) = xS (x) + Q (x) Ei (x) +P (x) £2 (x) + x"ei(x)E 2 (x) * 0 par operation sur les limites. 

x— 0 

14.3.2 Composee 


Proposition 14.10 Composee de DLs 

Soient deux fonctions f et g definies au voisinage de 0. On suppose que 




La fonction g admet un DL d’ordre n en 0, g (x) = G (x) + o 

x— 0 


(x n ) ou G est un polynome de degre n. 



Alors la fonction composee go f admet un DL d’ordre n en 0 de partie reguliere obtenue en ne gardant que les termes 
de degre n dans le polynome G° F. 


Demonstration Admise 
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14.3.3 Quotient 


Proposition 14.1 1 

Soit une fonction u definie au voisinage de 0. On suppose que 

lim u (x) = 0 
0 

u admet un DL d’ordre n en 0 de partie reguliere un polynome P. 
1 


Alors la fonction x - 


1 — u (x) 

degre inferieur a n dans le polynome 1 + P + P z H i-P 


admet un DL d’ordre n en 0 de partie reguliere obtenue en ne gardant que les termes de 


Demonstration Appliquer le theoreme de composition de DL a la fonction definie par g(y) = 1/(1 - y) (qui admet un DL a tout 
ordre) et a la fonction f = u. 


Proposition 14.12 Quotient de DLs 

\ 

Soient deux fonctions f et g definies au voisinage de 0. On suppose que 


(3 Les fonctions f et g admettent des DL d’ordre n en 0. 


( H2 ) gix) *■ 1 ^ 0. 

v — y x— *o 


/ 

alors la fonction — admet un DL d’ordre n en 0. 
g 



Demonstration Puisque l / 0, nous pouvons ecrire pour x e I, 


fix') _ fix) _ 1 fix) 
gix) , g(x) ll-uix) 
l 

ou uix) = 1 - gix)ll. La fonction u admet un developpement limite a l'ordre n (combinaison lineaire de DL) et u(x) 0. II 

suffit d’ appliquer la proposition precedente. 

Ce theoreme permet de determiner les DLs suivants : 


.Plan 14.1 


Pour calculer le DL a Lor de n de — 


On suppose que g(x) = 1 + ci\x+ ... + ci n x n + o ( x n ). Alors : 

= avec u . — - I flix+ ... + a n x” + o fx")] 

gix) 1 -u l x-o v 

- 1 + u+ u 2 + ...+ u n + o ( u n ) 

x — *0 ’ 

= 1 - [a\x+ ... + a, ,x”) + (flix+ ... + a n x n ) 2 + ... + (-1)" [a\x+ ... + a n x n ) n + ° 0 ( x ") 

qu ’on developpe et tronque en ne gardant que les termes de degre n. 


COROLLAIRE 14.13 




On a : 

tanx = 

x 3 2x 5 6 

X+ h + O X 

3 15 x~o y 1 



tanh x = 

x 3 2x 5 6 

X 1 1- O X 

3 15 1 


\ 





14.3.4 Developpement limite d’une primitive 


Theoreme 14.14 Primitivation d’un DL 

Soit I un intervalle de R tel que 0 e I et / : I — ► R. On suppose que 

la fonction / est derivable sur l’intervalle I. 
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_ / X 2 x n+ ^ \ 

Demonstration Pour fixer les idees, supposons que I =]0,a[. Posons, pour tout x e I, F(x) = / (x) - \aox + a\ 1 - ... + a n 

l 2 n + 1 I 

et F(0) = l. La fonction F ainsi definie est continue sur [0,a[ et derivable sur ]0,a[ avec 

Vie]0,a[, F' (x) = f' (x) - (do + ciix+ ... + a n x n ) = o fx") = x"e (x) 

x— 0 

oil e(x) ► 0. Soit x e]0,a[. La fonction F est continue sur [O.xl, derivable sur ]0,x[. D'apres le theoreme des accroissements 

x — *0 

finis, il existe 0 (x) e ]0, 1 [ tel que F(x) -F(0) = xF' (0(x)). Remarquons que la fonction 0 ainsi definie verifie 0 (x) * 0. On a alors 

x-~ 0 

I x 2 x n+1 ^ 

f(x) - / - ctQX + a\ 1 1- a n = x' i+ 1 e( 0 (x)) = olx n+i ) 

l 2 n + 1 

En effet. par composee de limites, e (0(x)) > 0. 

x— >0 

Ce theoreme permet de determiner les DLs suivants : 



Remarque 14.7 Attention : On peut primitiver les DL mais pas les deriver. L’ existence d’un DL a l’ordre n pour une 
fonction / derivable n’implique pas toujours l’existence d’un DL a l’ordre n— 1 pour la fonction /'. Pour s’en convaincre, 
reprendre l’exemple 14.3 page 598 ou la fonction / possede un DL a l’ordre n S 2 , alors que f n’etait pas continue en 
0 done ne possedait meme pas un DL a l’ordre 0 ! 

On peut tout de meme deriver des DL dans certains cas, mais il faut le justifier en utilisant les proprietes du cours. 
Exemple 14.1 On suppose que 
(m) la fonction / est de classe c € n sur I. 

Alors la fonction f admet un DL a l’ordre (re - 1) sur I de partie principale le polynome P' ou P est la partie principale 
du DL de /. C’est une consequence de la formule de Taylor- Young. 
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Exemple 14.2 Considerons la fonction /: 
tion differentielle. 


I— ]— tt/2,tt/2[ 


tanx 


. Elle est derivable sur I et verifie une equa- 


VjcgI, fix) = 1 + / 2 (x) 

Utilisons cette equation differentielle pour determiner le DL a l’ordre 5 de / en 0. 

- Puisque / est de classe sur I, d’apres Taylor- Young, elle possede un DL a l’ordre 5 en 0. De plus, comme / est 
impaire, on peut ecrire 

fix) — a\x+ a^x 3 + a^x 5 + o(x 5 ) 

- Par operations algebriques sur les developpements limites et en utilisant F equation differentielle, la fonction f admet 
done un DL en zero a l’ordre 4 donne par 

fix) - 1 + x 2 [rii + a3X 2 + o(x 2 ) j = 1 + x 2 [a 2 + 2r?ia3X 2 + o(x 2 ) j = 1 + a 2 x 2 + 2flia3X 4 + o(x 4 ) 

- Par primitivation de DL et puisque /( 0) = 0, on obtient que 

fix) = X+ “JC 3 + — g —x 5 + o(x 5 ) 

- Par unicite du DL de /, on en tire que a\ - 1, a 3 13 - et 2a\a^l3 - as d’ou par resolution de ce systeme, a\ - 1, 
<23 = 1/3 et as - 2/15. 

L’interet des developpements limites est essentiellement pratique. II faut savoir calculer rapidement des developpements 
limites simples. Vous pouvez consulter maintenant Fappendice C.4.5 page 1210 pour apprendre a calculer efficacement 
les DL et etudier leurs applications en analyse. 


En resume 

1 Les calculs de developpements limites sont avant tout des calculs sur les polynomes. Afin d’etre efficace dans ces 
derniers, une lecture du paragraphe B.4.2 page 1 170 s’impose. 

2 Pour apprendre a prevoir l’ordre d’un developpement limite et savoir les utiliser pour determiner des equivalents 
ou des limites on pourra consulter le paragraphe C.4.5 page 1210. 

3 Vous devrez prendre de l’aisance dans les calculs de developpements limites, il serviront souvent aussi il con- 
viendra de les manipuler avec efficacite et surete, ce qui demande au depart de pratiquer un assez grand nombre 
d’exercices calculatoires. 
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10. Suites 
reelles 



12. Deriv 
abilite 


equivalents 
des suites 


Etude locale 


6. Courbes 
Planes 
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14.4 Exercices 


14.4.1 Calcul de developpements limites 

Exercice 14.1 O 

En utilisant la formule de Taylor-Young, trouverles developpements limites en 0 a T ordre n des fonctions suivantes : 


1. f:x~e x 

2. f : x •-<• sin x 

3. f : X 1 -*- cosx 


4. / : x>-> chx 

5. fix'—- — — 

J 1 — x 

6. /:x i -*-ln(l-x) 


Solution : Soit n eN. 

1 . / est de classe c € n sur K et pour tout k e [0, n\ , f [k) (x) = e x done, par application de la formule de Taylor- Young, 

/(x) = l + — + — + — + o {x n ). 

J 1! 2! n! x-o 

2. f est de classe c t? n sur IR et pour tout k £ [0, nj, /® (x) = sin|x + k — | done, par application de la formule de 

x x 3 x^P + i r fi — ^ l 

Taylor-Young, f (x) = + ... + (-l) p - — + o (x 2p+1 )oup-\ . 

1! 3! (2p+l)! p [ 2 \ 

3. f est de classe c £ n sur IR et pour tout k £ [0, n\ , / (fc) (x) = cos [x + k — j done, par application de la formule de 

2 4 2 p 

Taylor-Young, f (x) = 1 - ^ ^ + . . . + (-l) p ^ ( x 2p+1 ) ou p = [ |] . 

I chx si k est pair 

4. / est de classe sur IR et pour tout k e [0, n\, p ’ (x) = done, par application de la 

I shx si k est impair 

X^ x ^ X 2p r«i 

formule de Taylor-Young, / (x) = 1 + — + — + . . . + + o ^ (x 2p+1 ) ou p- | — J . 


Jfc! 


(1 - x) A 


done, par application de la formule de 


5. f est de classe c € n sur IR et pour tout k e HO, n\, / (fc) (x) 

Taylor- Young, fix') - 1 + x + x 2 + ... + x n + o (x n ). 

x— 0 

6. f est de classe c S n sur IR et, utilisant le calcul precedent, pour tout k £ [0, nj, (x) = 

(1 - x) 


done, par 


application de la formule de Taylor- Young, f (x) = - xh + o ( x n ). 

2 n x— *o 


Exercice 14.2 

Soient / : IR — ► IR definie par : 


fix) ■ 


x 3 sin(^) si x^ 0 
0 si x = 0 


Montrer que f admet un developpement limite d ’ordre 2 en 0 mais que f n’ est pas deux fois derivable en 0. 


Solution : On a : = xsin (-■- ) — ^ 0 d’apres le theoreme des gendarmes. Done f admet un developpement limite 

0 et 


( 91 fi X ) _ /( 0 ) n , , , 

d’ordre2 en 0 donneparfix) — o (x ). D ’autre part = x sin(^J — ■- 


/' (x) - f (0) 3x 2 sin(l/x) - xcos(l/x) 


= 3xsin(l/x) - cos(l/x) 


qui diverge quand x tend vers 0. Done f n’est pas deux fois derivable en 0. 


Exercice 14.3 O 

Determiner les developpements limites des fonctions suivantes en xq - 0 a T ordre indique : 
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4. shxcosx a l’ordre 5 


1. sin x cos x a l’ordre 5 

_i 

2. (1 + x) 2 a l’ordre 3 

3. arctanx a 1 ’ordre 5. 


5. \/l - x a 1 ’ordre 4 

6. e smx a 1’ ordre 5. 


Solution : 

1 . Par produit de DLs : 

I x 3 x 5 U x 2 x 4 1 5 

smxcosx = x 1 1 1 + o x 

l 3! 5! J v 2 ! 4! ) x-o v 1 


2 3 2 g I 5\ 

_ 3 15 x~o y 1 

On retrouve ce resultat en ecrivant sin xcos x = 

2. Appliquant les formules usuelles : 

(l + x)“Z = 


3. Utilisant les formules usuelles, on a ; j = 1 - x 2 + x 4 o ^ (x 4 ) et done par primitivation : 


arctanx =x — x 3 +-x 5 + o fx 5 l 
3 5 x~o y J 


i sin (2x). 


1 3 o 5 o , 

1 x+-x x + o 

2 8 16 


4. Par produit de DLs : 


shxcosx = 


X H 1 

3! 5! 


1 1 

2! 4! 


+ o (a 

) x — *o ^ 


X + O [X 

30 x— o ^ 


5. Par produit de DLs : 


/ l- x = 


, , X X “ X " 

— | 1 + X H 1 1 Ml 

2! 3! 4! j l 2 8 16 


5x 4 \ 4 

+ o (x 

128 j x-o v 


1+ 

2 


13x d 

48~ 


79x 4 . 4 

1- o x 

384 x-o 1 


6. Par composition de DLs : 


1 0 1 4 1 , 

— 1 + X H X X X + O 

2 8 15 x— >o ' 


Exercice 14.4 W 

Determiner les developpements limites des fonedons suivantes en xq = 0 a l’ordre indique : 


1. [e x - 1) (sin x - x) a 1 ’ordre 6 

2. a l’ordre 6 

cosx 

3. In (■ a 1 ’ordre 4 


4. tanx a P ordre 5 

5. arcsin x a 1 ’ordre 5 
ln(l + x) 

6. a 1 ’ordre 3 

e x -l 


Solution : 
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1. Par produit de DLs : 


(e*- 1) (sin*-*) = -(«| + |)(-| + |') + 1 £ 0 ( ia 


--x 4 *6 + o (x 6 ) 
6 12 360 x-o v 1 


2. Par composition de DLs : 


1 

cosx 


X X X , _ 

1 + + o (x 6 

2! 4! 6! x-o v 


X 5 * 61 t 

1+ V — x 4 + x 6 + o (x 6 ) 

2 24 720 x-o v ; 


sin x x x 

3. Par quotient de DLs : = 1 1 b o (x 4 ) et done par composition de DLs, on a : 

x 6 130 x— o 


In ] = In 1 1 1 h o ( x q 

6 130 x-o 


t X 2 X 4 \ 1 t X 2 X 4 1 


+ o (x 4 ) 

6 180 J 2\ 6 180 ) x-o v 1 


— - — + 0 t x 4) 
6 180 x-o v 1 


1 x^ 5 

4. On a prouve dans la question 2 que = 1 + — + — x 4 + o ^ (x 5 ) done, par produit de DLs : 


tanx = 


= x 1 1 - o x ) 1 h 1 x + o r 

6 120 x— >o 4 2 24 x— >o 4 


XH 1 X + O X 

3 15 x— >o 4 


Voir aussi l’exercice 14.14. 

5. Utilisant les formules usuelles . 


1 x 2 3 

— = 1 4 1 - -x 4 + o (x 4 ) et done par primidvation : 

2 2 8 x— >0 ^ > 


arcsinx = xn 1 x + o x 

6 40 x— >o 4 


6. Par quotient de DLs : 


In (1 + x) 
e x -l 


X 1 b O X 

2 3 4 x— o 4 

^.3 ^.4 

XH 1 1 b O fx 4 

2 6 24 x— o 4 

X 2 ^3 

+ o (x 3 

2 3 4 x— >o 4 


X X X 

1 1 b O 

2 6 24 x— *o 


(x 3 )) 


- + + o fx" 

2 3 4 x— >o 4 


1 H 1 b O fx" 

2 12 x— >o 4 


2 2 3 / 3\ 

X+-X X + O X 

3 24 x— >o ^ ; 
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Exercice 14.5 


Determiner les developpements limites des foncdons suivantes en xq - 0 a l’ordre indique : 


1. {l + 2x) x a P ordre 5 

2. In (1 + sh x) a 1 ’ordre 4. 

3. In (cos x) a 1 ’ordre 6 


4. a 1 ’ordre 4 

5. e chx al’ordre 3 

6. thx a l’ordre 3 


Solution : 

1. Parproduit et composition de DLs : 

(1 + 2x] x = e 


jcln(l+2ji:) 


x\ 2x-2x 2 +— x 3 -4x 4 + o (x 4 ) 

1 3 


2x 2 -2x 3 + — x 4 -4x 5 + o ( x 5 ) 

e 3 *-° 


1 + 2x 2 -2x 3 h x 4 -8x 5 + o fx 5 

3 x — '0 v 


2. Par composition de DLs : 


ln(l + shx) = In 1 + xh h o (x 

1 6 x-o v 


3. Par composition de DLs : 


In (cos x) = ln(l + (cosx- 1)) 


In 

lx 2 X 4 

x 6 . 


h 0 f 


\ 2 24 

720 


lx 2 X 4 X 6 ] 


— 

1 1 

+ o fx ) 


2 12 45 J 

x^0 V J 


4. Comme \/TTx = 1 H x 4 + o fx 4 ] , par composition de DLs : 

2 8 128 1 


ix = yl + (cosx - 1) 


1+I-— + — + o fx 4 
2 24 


1 4 96 


g (chjc-l) 

( X 2 A 

~ + x°.y ] 


i+ — 


+ o fx 3 ] 


2 o 
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6. Par quotient de DLs : 


thx = 


shx 

chx 

X+—+ o (x 3 
6 x^o 1 

X 2 , 

1 H t O X 3 

2 x-0 V 


X h O X 

3 x-o v 


Exercice 14.6 V 

Determiner les developpements limites des foncdons suivantes en xq = 0 a l’ordre indique : 


1. ln(^±±] a 1 ’ordre 3 

2. a 1 ’ordre 3 

th x tan x 

3. \/l + cosx a 1 ’ordre 5 


4. (l + x)x al’ordre 3 

5. ln(^) a I ’ordre 4 

6. In (l + \/ 1 + x) a 1 ’ordre 3 


Solution : 

1. Utilisant les formules usuelles . 


In = ln(l + x 2 ) - ln(l + x) 


— X H X h O X 

2 3 x-o v 


x 3 2 x 3 2 

2. Comme tan x = x H 1 x 5 + o fx 5 ) et que thx = x 1 x 5 + o (x 5 ],ojia: 

3 15 x-o v ; ^ 3 15 x-o v ; 

1 i 1 1 

th x tan x 


X 1 X 5 + O (x 5 ) X H — 1 X 5 + O (x 5 

3 15 x-o v - 1 3 15 x— >o ^ 


x 2 2 . , x 2 2 . , 

1 1 x 4 + o (x 4 ) 1 h 1 x 4 + o ( 

V 3 15 x— >o ^ ' 3 15 x— o ' 

1 / X 2 X 4 X 2 X 4 

— 1 + 1 + 1 h O ( X 

3 45 3 45 x— o 


- X + O X 

3 x— >o v 


\/T+ cosx = t/l + 1 1 1- o fx 5 

2 24 x— o ^ 


V2\ 1 h h O (x 5 ) 

4 48 x-0 l 1 


V2 


384 x-o 
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Exercice 14.7 V 

Determiner les developpements limites des foncdons suivantes en xq = 0 a 1 ’ordre indique : 


1. x * — * sin(tan(x)) a V ordre 7 

2. a 1 ’ordre 3 

3. (ln(l + x)) 1 2 a l ’ordre 4 


4. v x 3 + cos x a 1 ’ordre 3 

5. x i-* sin 6 (x) a 1’ ordre 9 

6. In (?>e x + e ~ x ) a 1 ’ordre 3 


Solution : 

1 2 17 

1. Comme tanx = x+ -x 3 h x 5 h x 7 + o (i 7 ),oiia: 

3 15 315 ’ 


1 1 3 

X + - X + 

l 3 

2 5 

X + 

15 

ilx 7 ) 
315 J 

1 I 1 

— x+ — 
6 l 3 

■ i 1 v 3 

1 x 5 

55 ..7 

+ o fx 7 ) 

X 1 6 x 

40 ~ 

1008 X 
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Exercice 14.8 V 

Determiner les developpements limites des foncdons suivantes en xq a 1 ’ordre indique : 


1. sin(x) en xq - j a V ordre 3 

2. cos ( x ) en xq — | a 1 ’ordre 4 

3. e x en xq — 1 a 1 ’ordre 4. 


4. — — en xq — 1 a 1’ ordre 4 

x l 2 3 

5. sinxcos3x en xq = — a 1’ ordre 2 

6. arctanx en xq — 1 a 1’ ordre 3 


Solution : 
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1. Posons t — x——. Chercher le DL|— ,3J de sin x revient a chercher celui de sin (t + |) en 0 


sin x = sin f + ■ 


s/2 . 

(sin f + cos f) 

^2 


= o (*3) 

2 V 2 6 j t— o v ; 


v/2 

2 


1 + 


KP 


Hi 3 
X 

4 


2. Comme precedemment, on se ra mene en 0 en posant t = x— — . 


cos r + 3 J 

1 \/3 

- cos f sin t 

2 2 

\/3 1 2 \/3 3 f 4 r 41 

2 4 12 48 f- o v 4 


v/3, 

2 l 


, _ 1 71 1 1 ( 

1 x — lx- ■ 


\/3 / 
— 3 
12 l 


48 


3. On se ramene en 0 en posant t-x-l.Il vient : 


4. On pose t-x-1 : 


e 1+t 

e.e* 

( t 2 f 3 f 4 

e 1 + t h 1 1 (- o 

l 2 6 24 i-o 


l + (x-l) + -(x-l) 2 + i(x-l) 3 + — (x-l) 4 + o f(x-l) 4 ] 
2 6 24 ^-l 4 1 


lnx 


ln(l + t ) 

a + tf 

ln(l + t ) 

1 + 2 f + f 2 

r 2 t 3 f 4 

t 1 b 0 

2 3 4 f-o 

5 2 13 3 77 4 /■ 4-v 

t — r + — r r + o (r) 

2 3 12 r-o v ; 


1 — 2f + 3f — 4t + o 
t^o 


5 o 13 o 77 4 , 4 

(x- 1) - - (x- l) 2 + — (x- l) 3 - — (x- l) 4 + o (x-1) 4 
2 3 12 jc — 1 
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5. Posons t — x 

3 


sinxcos3x = sin^f + — J cos t+ it 


-sin^f + — J cos t 


1 \/3 

- | — sin t + cos 1 1 cos t 


— + L-^t 2 + o ( f ^ J 1 1 1 — — + o I tf 
2 2 4 f-o v ' 1 2 f-o v 


v^3 1 \/3 2 r 2 

1+ — t + o [t 

222 t-o v 


\/3 If JTl V3{ n \ 2 If JTl 

lx M x + o x 

2 2\ 31 2 y 3 > 3 > 


6. Udlisant directement la formule de Taylor-Young, on trouve : 


arctan x = 


Til 1 9 1 o , q 

1 (X — 1) (X — 1) i (x-l) j + O ((x-l)" 

4 2 4 12 x-4 


Exercice 14.9 W 

Trouverle DL(0,2) de la fonction definie par 


\ - 

sinjcr 


Solution : Ecrivons la fonction sous forme exponentielle et udlisons les DL classiques . 


f sinx\ d 


-4 In l-l/6x 2 +l/120x 4 + o ( x 4 ) 
x 2 l x-o' ' 

-^■|-l/6x 2 -l/180x 4 0 Q (jc 4 )j 

— 1/2— l/60x 2 + o (x 2 ) 
x-0 

-1/2 ~l/60x 2 + o n (jc 2 ) 

" _1/2 I 1 _ 1/60X 4 + O (x z 

a:— O' 


~7= ~F x2+ 0 i* 2 ) 

\fe 60\/e x ' 0 ' 


Exercice 14.10 W 

Determiner le DL(0,4) de la fonction definie par : 


(cosx) * 1 


Solution : On met la fonction sous forme exponentielle et on utilise les DL classiques : 


(cosx) 1 


^(l+sinxHnCcos x) 

(l+x-l/6x 3 ) (— 1 /6* Jt 2 — 1 / 180 jc 4 )+ o (x 4 ) 
2 x— o 

-l/2x 2 — l/2x 3 — l/12x 4 + o (x 4 ) 


X Z X d 1 4 4 

1 1 X + O X 

2 2 24 x— >o 1 
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Exercice 14.11 W 

Determiner le developpement limite a l’ordre 4 en 0 de la fonctior i definie par 

x ► g^+cosx 


Solution : 


^3+COSX 


4— 1/2x 2 +1/24a: 4 + o (x 4 ) 

£ 



-l/2x 2 + l/24x 4 + o fx 4 ) 



e 4 

1 — x 2 +-x 4 + 0 (x 4 )] 


2 6 


(14.1) 

(14.2) 

(14.3) 


Exercice 14.12 W 

Determiner le DL(0,4) de la fonction definie par 

(1+Vl + x 2 ) 1 ' 2 


Solution : 



(l + \/l + x 2 ) 1/2 = 

1 \ 112 


2+ l/2x 2 - l/8x 4 + o (x 4 ) 

(14.4) 




V2\l + l/4x 2 - l/16x 4 + 0 (x 4 ) 

X 1/2 

= 

J (14.5) 


x — >0 v 

- 

V2 1 + 1/8x 2 -5/128x 4 + 0 (x 

*)) (14.6) 


x— 0 v 


/— \/2 2 5\/2 4 /- 4\ 

v2h x x + 0 lx ) 

(14.7) 


8 128 ; 





Exercice 14.13 W 

Determiner le DL(0,2) de la fonction definie par : 


arcsin 


1 + xt 

2 + x ) 


Solution : 

La fonction f : x >-► arcsin 


1 + xt 

2 + x ) 


est 'fV est voisinage de 0 et au voisinage de 0, on a : 


(2 + x) \/3 + 2x 
1 1 1 
2v/3 l + x/2 V1 + 2/3X 

= — — f 1 — 1 / 2 jc + o (x)](l-l/3x + o (x)| 
2v/3V x-o A x~o I 

= — ^(l-5/6x + o (x) ] 

2\/3 V x ^° I 


done par primitivation . 


(l + x\ it 1 5 7 , o, 

arcsin =— H — (x xr + o x ) 

V2 + xj 6 2\/3 12 ’ 


Exercice 14.14 

- Calculer / 0 l (1 + tan 2 f) dt. 

- Determiner le DL(0, 10) de x tanx. 
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Solution : 

- On a Jq{1 + tan 2 t) dt — tanx. 

- On va se servir de deux arguments : 1) La primitivation fait gagner un ordre. 2 ) pour les fonctions paires ou impaires, 
la moitie des coefficients sont nuls, ce qui permet de gagner aussi un ordre. Par ailleurs, la fonction x >-<• tanx 
admet des developpements limites en 0 a tous ordres. On a done successivement, en integrant puis en elevant au carre : 


1 + tan x — 1 + o (x) 

x— *-0 

tanx = x+ o (x 2 ) 
x— o 1 

1 + tan 2 x = 1 + x 2 o f x 3 
x— o v 


tan x = xh 1 - o x 

3 x— >o v 


1 + tan x=l + x +2 — + ox) 

3 x-o v 1 

x 3 2x 5 , 6 » 

tan x = x h 1 + o x 

3 15 x— >o ' 1 

y o x 4 2x 6 x 6 , 7 » 

1 + tan x = 1 + r +2 1-2 1 1 - o x 

3 15 9 x— >o 4 ; 

x 3 2x 5 17x 7 . 

tan x = x H 1 1 1 - o x 

3 15 315 x— >o 4 1 

? o x 4 17x 6 34x 8 4x 8 , q 

1 + tan x=l + x +2 1 1 1 v o x 

3 45 315 45 x-o v 

x 3 2x 5 17x 7 62x 8 , ln , 

tan x = x h 1 1 l + o x 

3 15 315 2835 x-o v 1 


On pourrait continuer, mais les calculs de tan 2 x deviennent vite fastidieux. En revanche on peut ainsi demontrer que 
VntN, tan (2 ” +1) (0) > 0. 


14.4.2 Limites 

Exercice 14.15 O 

Determiner, en utilisant des developpements limites, les limites suivantes : 


1. 

2 . 

3. 


lim (x-x 2 ln(lH — 
x *+oo ^ ^ X 

In (1 + x) - sinx 

limx 

x— o tanx-x 

I tanx) 3? 

lim 


x— *o ^ x 


4. lim 

x-* 0 


e -cosx 


5. lim V x 2 + x + 1 - x 


6. lim 


2 1 - 
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Exercice 14.16 V 

Determiner, en utilisant des developpements limites, les limites suivantes : 


1. lim V x 2 + 3x + 2 - 

X— +00 

1 

„ IsinxlT? 

2. lim x 

x— x ) 

sin (x - sin x) 


3 . lim 


0 V 1 + x 3 - 1 


4. lim 


x(l + cosx) - 2tanx 


x— o 2x-sinx-tanx 
e x - x- cosx 


5. lim 

x— -0 


lim 1 


x— *o x ln(l + x) 


Solution 

1. 


V x 2 + 3x + 2 - x 


x \ \l 1 p — 1 

X X z 


\/l + 3X + 2X 2 -l 
X 

7X + o (X) 

2 x— o 


-+ o (1) * 

2 x-o x-o 


In 


| sin x | x 2 


x ) 


In l-ir+ o (x z 


e~Z 


sin (x - sin x) 
V 1 + x 3 - 1 


sin — x + o x' 

,6 x-o v 


-x 3 + o fx 3 ) 

6 x-o v ; 

-x 3 + o (x 3 ) 

2 x-o v ’ 

7 + o (1J 
6 x— o 


1 ... x— 0 
7+ 0 (1) 

2 x— >o 


x(l + cosx)-2tanx 
2x- sinx- tanx 


— x + o x 

6 x— >o ' 


X 3 + O X 3 

6 x— o v 


--+ O (1) 

6 x— o 

1 ... x— 0 

+ O (1) 

6 x-o 


0 
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5 . 


X X 2 + O (x 2 ) 

e -x-cosx x ^o y ' 


= 1 + 0 ( 1 ) 
X — *0 


•0 


1 1 
x ln(l + x) 


In (1 + x) - x 
xln(l + x) 
In (1 + x) - x 


-~x 2 + o (x 2 ) 
2 x^o v J 


X 


2 


1 



O ( 1 ) 

jc— -0 



Exercice 14.17 V 

Determiner, en utilisant des developpements limites, les limites suivantes : 


1. 

2 . 

3. 


ln(2x 2 - 1) 
lim— - 

x—i tan(x- 1) 


lim x - x In [ 1 4 — 

x-»+oo 


x - arctan x 
lim ^ 

x— o sin x 


4. lim 

x— o x A sin- 5 x 

5. lim 

x— *o x ln(l + x) 


6. lim 

x — -0 


1 x + 2 X + ... + n x 


Solution : 

1. 


2 . 


In (2x 2 - 1) 
tan (x- 1) 


ln(l + 4X + 2X 2 ) 

tanX 

4X+ o (X) 
x^o 

X+ o (X) 

X— 0 

4+ o (1) 

X— 0 

1+ O (1) 

X— 0 


0 


x - x‘ L In 1 1 H — 


i-^htd+X) 

1 1 ( x 2 

- X- — + o 

X X 2 l 2 X— *o 


- + o (X) 
2 x-*o 

T 

2 
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3 . 


4 . 


x - arctan x 

sin 3 x o 


x - arctan x 


-+ o (1) 

3 x — *0 


1 1 

x 3 sin 3 x 


X- 


>0 


• 3 3 

sin x - x 
x 3 sin 3 x 
sin x - x 


-4+ O (x 6 ) 

3 x — *0 7 


--+ O (1) 
2x x— 0 



i i 


1 1 

et 

lim — — = -oo 

tandis que 

lim T “ ~ 3 = +°° 


x— o+ x- 5 sin 3 x 


x— o sin 3 x 


5. 


1 1 
x ln(l + x) 


ln(l + x) - x 
xln(l + x) 
ln(l + x) - x 


+ o (x 2 ) 


--+ o (1) 
2 0 


(l x + 2 x + ...+ n x \x 

(1 + xlnl) + (1 + xln2) + . . . + (1 + xln n) + o (x)\ 

i n J 


n J 

- 

1 

n + (In 1 + . . . + In ri) x + o (x) \ * 

„ ~ ) 
l 

f l\ ^ X 

- 

l + ln|n!«Jx+ o (x)l 


In 1 1 + In 

^n\n jx+ 0 ^(x)j 

= 


X 


ln(rc!rc)x+ o (x) 
v J x — *0 

= 


X 

= 

J in Kh 

So' 11 ) 


In n!TT 

1 

x— 0 

V > - 

n\ n 
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Exercice 14.18 W 

Determiner la limite suivante : 


lim I ch — 

x — *+oo 


Solution : Par le changement de variables h- — , on se ramene a la limite lorsque h — 0 de la fonction definie par 

x 

g(h) = (chh) llh2 = e llh2ln{chh) 


Mais 


h 2 h 2 

ln(ch/z) = ln(l + — + o{h 2 )) = — + o{h 2 ) 


1 1 

et done —r ln(ch h) et par consequent g{h) ► 

h z 2 h — *o 


e 112 . La limite cherchee vaut done 


sT* 


Exercice 14.19 W 

Determiner la imite lorsque x — * 0 de la fonction definie par : 


u{x) - 


ln(chx) + ln(cosx) 
Vchx+ v/cosx- 2 


Solution : Par operations surles DLs, on trouve : 


ln(chx) = l/2x z - l/12x 4 + o (x b ), ln(cosx) = -l/2x 2 - l/12x 4 + o (x b 
o v ’ i-o v 


\/chx = 1 + l/4x 2 - l/96x 4 + o ( 
x— o v 


/cosx = 1 - l/4x 2 - l/96x 4 + o (x b 
x^0 K 


done 


u (x) = 


-1/6x 4 + o fx 5 ) 
o ' 

-l/48x 4 + o (x 5 ) jc— o 
x— o ’ 


0 


Exercice 14.20 W 

Determiner la limite lorsque x — ► +oo de la fonction definie par : 

JIMilil’l - 1 1 l n x 


Solution : On ecrit u (x) sous forme exponentielle : 




'j 


( ( In ( 1 + 1/x) \ 1 

xln 1+ 

ll (x) = 

g l lnx j 

-1 

lnx = 

e \ lnx l_i 


lnx 


et en udlisant les DLs et les equivalents usuels : 
ln(l + 1/x) 


In 1 + ■ 


lnx 


I = In f 1 + l/(xlnx) + 1/lnx o (l/x)l ~ l/(xlnx) 

J V x — *+oo ) x * +oo 


done xln 1 + 


ln(l + 1/x) 


lnx 


1 / In x et exp xln 1 + 


ln(l + 1/x) 
lnx 


- 1 ~ 1/lnx. Done u[x ) 

x — *+oo 


lnx/lnx = 1. 


On en deduit que 


lim u = 1 

+oo 


Exercice 14.21 W 

Determiner la limite lorsque x — ► +oo de la fonction definie par : 


u(x) = I e- 1 1 + — ' 
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Solution : Par operations surles developpements limites, on calcule : 


1 

x jclnl 1 h — 


1H — 


e + o - 

2x x^+oo\ x ) 


done 


u{x) = [- + o (I)) 1/ * = g * ln (&V 0 Js)) 

V2x x->+oo\ x J) 


done 


u (x) ■ 


- In f — + o fi)]M4^1n X + 0 (X) * 0 

x \2X jc— +oo \ x )t e l X— 0+ ] X— 0+ 


Exercice 14.22 W 

Trouverla limite lorsque x — ► 0 + de la fonction deftnic par : 

fix) ■ 


x x lnx 
x x -l 


Solution : On utilise les equivalents usuels : 

x x lnx x x lnx 

fix) ■ 


x x lnx 


X*-l gXlnx _ 1 x _ 0 + xlnx 

car x lnx ► 0. Mais x r ' _1 = el**- 1 ) 1 "* e t x x - 1 = e xlnx - 1 ~ xlnx done (x x - 1) lnx ~ xlrr x 0 done 

jc— 0+ x^ 0+ x^0 + x— 0+ 

par composition de limite f (x) * e° — 1 

x— 0+ 


Exercice 14.23 W 

Determiner la limite lorsque x — * 1 + de la fonction definie par : 


fix) ■■ 


ln(l + V x 2 - 1) 


Solution : On utilise les equivalents usuels : 


„ x - x 

fix) = = = X 


x x ~ L - 1 


X=jc-1 (X+ 1) A - 1 

(X+l); 


ln(l + V x 2 - 1) ln(l + Vix- 1) (x+ 1)) ln(l + \/X(X + 2)J 

e xin(i+x)_ 1 Xln(l + X) \/Xln(l +X) 


x-o+ ln(l + v/X(X + 2)) x-o+ i/X(X + 2) x-o + </2 x-o+ 


0 


Exercice 14.24 

1. Ecrire le DL(0,n) de en ecrivant le reste exact. 

1 + u 


2. Que donne cette formule pour ■ 

3. Montrer que 


r 


'sin? " k e (2fc)H + 1 

dt-2 lim V ( — 1)*" - 

ch t “ (2A: + l) 2 + 1 


Solution : 


1. Pour tout u e IR\ {±1}, 

1 n j.n+1 

i \ — ' t- tt 

= Jf u + 

1 - « fc =0 1 - M 

done 

i n .,«+l 

- — = y. i-D k u k + i-D n+1 - — . 
1 + u 1 + u 
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2. On obtient alors pour tout t e [ 


r -^ r = E(- i)V 2 fcf +(-i) n+1 V 

1 + e _2f r'n 1 - 


3. Pour tout t e l 


sin f 2 sin f 2 sin t 1 


ch f e f + e" 


- = 2 ^ ( - 1)fce_(2 " +1)f sin r+ { - 1)f 


2e~ 


l + e~ 


En effectuant deux integrations par parties successives, on calcule que pour tout k e [0, nj : 

g -(2fc+l)ji + ^ 


r. 

Jo 


~{2k+l)t 


sin tdt = 


( 2fc + 1) 2 + 1 


done en passant a 1 ’integrate dans la somme, on obtient : 

fct .-C2fc+i)jt + 1 p n+1 2e“ (2n+3)t sinf 


f n sin 1 ” < 

— df = 2£(-l)‘ 
Jo chr fc “ 0 


(2fc+ l) 2 + l Jo 


i+r 

1 Jo 


(- 1 )' 


1 + e 


2r 


df. 


Mais 


II 


71 2e- t2 ' i+3)t sinf 

(~ 1)" +1 7 27 

1 + e 2f 


dfU C e ~ 2{n+l)t — df< f 71 e _2t " +1)f df = r e - 2 (»+i)* _ i) . 

I Jo ch f Jo 2(n+l) v 


d’ou ie resultat. 


14.4.3 Applications a l’etude de fonctions 

Exercice 14.25 V 

Determiner un equivalent des fonctions suivantes au voisinage du point indique : 


1. f (x) = 


(x 2 + l) (x + 3) 


en x- 0. 


2. f (x) = 

3. / (x) = 


shx| sinjc 

x 2 + cosx- chx 
— en x-0. 

\fx 


sinx) 

x J 


en x-0. 


4. f (x) = y/x - \/sinx enx = 0 + . 

5. / (x) = sh (sin x) - sin (sh x) en x-0. 

6. f (x) = arctan (2x) - 2 arctan (x) en x-0. 

7. / (x) = arctan sinx - sin arctan x en x-0. 

l l 

8. f{x)- ex - ex+T en x- +oo. 
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4 . 


v/x-vsinx = \fx- \ x 1 - o fx 3 

6 x-tr 




\fx\ — x 2 + o (x 2 
l 12 x-0 V 


sinx 

car ► 1. 

X x— 0 

% 5 ^.7 ^.5 ^.7 

5. Oil a : sh (sin x) = x 1 t o fx 7 ) et sin(shx) = x 1 - o f x 7 ) done : 

15 90 x-o v ; 15 90 x-o v ; 


sh (sin x) - sin (sh x) 


X / 7> 

45 x-o v 1 


45 


On a : arctanx = x v o fx 3 ) et done ; arctan2x = 2x h o (x 3 ) ce qui amene : 

3 x-o v ; 3 x-o v 1 ^ 


arctan (2x) - 2 arctan (x) = -2x + o fx 

x — *0 v 


—2x a 


1 , 3 r 83 ? , 1 o 3 r 5 7 

7. On a arctan (sin (x)) = x — x +-x x + o fx J et sin (arctan (x)) = x — x +-x x + o 


8 240 x-o ' 


8 16 x— ( 


arctan sin x - sin arctan x 


h o x 

30 x— >(n 


30 


3. Posons X — — - 


1 i 
ex - ex+i 


eX-ei+x 


Y X 1+X+ o (X) 
e^-e l x-o ) 

Y x+x 2 + o (x 2 l 
er - e x -° 


1+X+ 1+X + o (X 2 ) 

° 1 2 j x-o v 1 


X 2 + o (X 2 ) 
x-o v 2 


Exercice 14.26 V 

Etudier la position du graphe de V application f : x >-*■ ln(l + x + x 2 ) par rapport a sa tangente en 0 et 1. 


(14.12) 

(14.13) 

(14.14) 

(14.15) 

(14.16) 

(14.17) 

(14.18) 

(14.19) 

(x 7 ) done : 
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Solution : On ecrit le DL de f a 1 ’ordre 2 en 0 et en 1 : 

ln(l + x + x 2 ) = x + l/2x 2 + o (x 2 l et ln(l + x + x 2 ) — ln(3) + (x- 1) - l/6(x- l) 2 + o f(x-l) 2 } 

a:— o ' x—*i ' 

Une equation de la tangente au graphe de f est : 

- en 0 ; y - x 

- en 1 ; y - x - 1 + ln3 
Done : 

f (x) - x — l/2x 2 + o (x 2 ) ~ l/2x 2 

jc— - 0 v J x — »0 

et le graphe de f est au dessus de sa tangente au voisinage de 0. De meme : 

fix) - ((jc — 1) +ln3) = — 1/6(jc — l) 2 + o f(x-l) 2 ) ~ -l/6(x-l) 2 

x—>l v ' X—* 1 

done le graphe de f est en dessous de sa tangente au voisinage de 1. 


Exercice 14.27 7) 

x 

On considere la fonction f:x>-* . 

1 e x -1 


1. Montrer que la fonction f peut etre prolongee en une fonction de classe c fi [ sur 1. 

2. Determiner une equation de la tangente au graphe de f en 0 puis etudier la position de la courbe de f par rapport 
cette tangente. 


Solution : 

1. f est de classe sur R* par operation surles fonctions de classe surU* . Montrons que f est prolongeable en 

0 en une fonction de classe '£> 1 en 0. Pour ce faire, calculons le developpement limite de f en 0. Dans l’objectif 
d ’etudier la position du graphe de f relativement a sa tangente en 0, poussons ce developpement limite a 1 ’ ordre 
2 : 


x+-x 2 + -x 3 + o (x 3 l 
2 6 1 

1 

1h XH — x 2 + o (x 2 ) 

2 6 ’ 

- 1 XH X 2 + O (x 2 ) 

2 12 1 


On peut done prolonger f par continuite et derivabilite en 0 en posant f (0) = 1 et f (0) = - . 
II peut etre utile de le verifier : 


/(*)-/( Q) 

x- 0 


1 1 ? i ? 

XH X + O IX 

2 12 x — *0 ^ 


1 1 

1 x+ o (x) 

2 12 jc-o 


done f est derivable en 0 et 


/'CO) = 
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Reste a montrer que f est continue en 0. On a, pour tout x e R*, 

(x- 1) e x + 1 


/' M 


(e*-l) 2 3 
(x - 1) e x + 1 


-x + o lx 
2 


--+ o (1) 
2 x— o 


En resume, f est sur IR. 

2. Une equation de la tangente en 0 au graphe de f est 


y = — + 1 
y 2 


De plus : 


f (x) hi = xr + o (x‘ 

J V 2 J 12 


- — 1+ o (1) 

12 * 1 


12 


La quantite f (x) - | — — + 1 j est done positive dans un voisinage de 0. On en deduit que le graphe de f est situe au 
dessus de sa tangente en 0 dans un voisinage de 0. 


Exercice 14.28 

On considere la fonction f donnee pour tout x e] - | [- {0} par fix) = (cosx) x 

1 . Montrer que f est prolongeable par continuite en 0. 

2. Etudierla derivabilite du prolongement de f. 


Solution : On a 


(cosx) - 


ln(cosx) 


ln ( 1 -ir + x 2 0 ( * 2 )J 

-lx 2 + O (jt 2 ) 


-hx+ O ( X ) 
^ x—0 


1 X + o (x) 

2 je— >0 v 


1 . On deduit de ce calcul que lim / (x) = 1 . On peut alors prolonger f par continuite en 0 en posant f (0) = 1 

x— *0 


2. L’ existence d’un DL a l’ordre 1 equivaut a V existence de la derivee (du moins pour la fonction prolongee). Done 
f est derivable en 0 et f (0) = — — . 


Exercice 14.29 

arctan x 1 

Soit la fonction f : x >-> 5 7. 

(sinxr x z 

1. Donnerle domaine de definition de f. 

2. Montrer qu ’elle se prolonge par continuite en 0 en une fonction derivable. 

3. Determiner la tangente en 0 au graphe de cette fonction et la position de ce graphe par rapport a celle-ci. 
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Solution : 

1. f est definie surMXnZ. 

2. Calculons le developpement limite de f a 1 ’ordre 2 

arctan x 1 


(sinx) 3 x 2 


x arctan x - sin x 


X^|X X 3 4 X 5 + O fx j ||-|x' j +■ 

3 5 1 1 2 


— — X 2 + o (x 7 )] 
120 x-o'' ') 


X z X 3 h O X 3 


2 x— -0 v 


1 5 11 7 ( 7 

-X H X + O X 

6 120 


X° X' + O X' 

2 *-(r 

— H — — — X 2 + O (x 2 
6 120 

1 — x 2 + o (x 2 ) 
2 jc— > o ^ ’ 


1 x 2 + o (x^)|ll+-x i + o (x^ 

6 120 7 J1 2 *-o v 


1 7 2 12 
1 X + O X 

6 40 


L’ existence du DL enOa F ordre 1 assure quel’ on peut prolonger f par continuity en 0 en posant f (0) = - etpar 

6 


derivabilite en posant f (0) = 0. 

3. Une equation de la tangente en 0 est 


De plus : 


fix)-- 


— x 2 + o (x 2 ) 
40 1 


— x z 1+ o (1) 
40 l x-o 


done la quantite f (x) est positive dans u n voisinage de 0 et on en deduit que le graphe de f est au dessus de 

6 

sa tangente en 0 dans un voisinage de 0. 


Exercice 14.30 W 

Faire F etude locale en 0 de la fonction definie par : 

fix ) = 


1 


sin 2 x ln(cosx) 


Solution : En effectuant un DL(0, n) de sin, on trouver a . 

2 


1 


sin 2 x x 2 (■ ■ * + o[x n ~ 2 )) 

et de me me avec un DL(0, n) de cosx, on trouvera : 

1 1 


ln(cosx) x 2 ( — I- o(x" 2 )) 

et finalement, on aura a la fin : 

/(x) = --- + o(x" _4 ) 

Pour faire l’etude locale complete en 0, il nous faut un terme significatif qui tend vers 0, et done n- 4 3= 1, done n n 5. 
Faisons done nos developpements limites a F ordre 5. On trouve apres calculs que 

fix) - 1 + -x 2 + o(x 2 ) 
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Done f se prolonge en une fonction f derivable en 0, avec /( 0) = 1, /'( 0) -0 et localement la courbe representative de 
f est situee au dessus de sa tangente en 0 d’equadon y= 1. 


Exercice 14.31 W 

Etudierle prolongement en 0 de la fonction 


fix) = 


1 - cosx 
tan 2 x 


Solution : Effectuons un DL(0,2) de /(x) : 

1 3 9 9 

fix) x 2 + o(x 2 ) 

2 2 8 

Done fix) se prolonge par condnuite en 0 en une fonction f derivable en 0, avec /( 0) = — , f'iO) — 0. Localement, la 
courbe est situee en dessous de sa tangente en 0. 


14.4.4 Branches infinies 


Exercice 14.32 V 

Construire la courbe 


e x +l\x 


Solution : Introduisons la fonction f : x > 


e x + 1 


e x +1 


Le domaine de definition de f est R*. f est 


derivable sur R* par operations sur les fonedons derivables et pour tout x e l 


w fix') ( , e x + \ xe 
f ix) = — 5 - -ln( — - — ) + 


e x +l 


Etudions la fonction g donnee par g ix) - 


xe 


, e x + 1 , 

■ - ln( — - — ). On a : g ix) = 


xe 


i, de quoi on tire facilement les 


e x + l 2 " ° ie x +l) 2 ’ 

variations de g puis celles de f : f est croissante sur R. En udlisant les regies de calcul avec les DLs, on montre que : 

,1/2 


fix) 


- D/2 


+ ■ 


- x + o ix). Done on peut prolonger f par condnuite en 0 en posant f (0) 


— D/2 


et le prolongement est 


derivable en 0. En +oo, on remarque que 


ln/(x) = — In ( ] = — (x + ln(l + e x ) - ln2) 


done lim +00 / = 


Exercice 14.33 V 

Etudierles branches infinies de la courbe 


= xarctan - 


Vx- 1 > 


Solution : Introduisons la fonction f : x >-► xarctan | j . Elle est definie sur R \ { 1 } . 

On a une branche infinie d’asymptote x - 1 quand x — 1 + ou quand x — 1 _ . On verifie facilement que lim +i „ftyf = 
+oo. Etudions la branche infinie quand x — * +oo. A cette fin, formons un developpement asymptodque de /(1/x) au 


i , ji 1 X Tt 1 1 

voismage x - 0. On obtient, avec X = 1/x : f (X) = f arctan y-Rr = 1 1 1 o (X) ou encore fix) = — xh 1 l- 

s x 4X 2 4 x-o J 4 2 4x 

o (x _1 ). On en deduit que la droite d’equadon y - — x+ - est asymptote a la courbe en +oo. On fait de meme en 
-oo. 


Exercice 14.34 D 

Etudierles branches infinies de la fonction definie par 

fix) = x 2 arctan|-j 1 
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Solution : Remarquons que fix) 


■ + f . On verifie facilement que lim +00 / = +oo. Au voisinage de +oo, on a : 


fix) 


X=1 lx 1 


^2 arctan|y^j = ^ arctan(x-X 1 2 +X 3 ^ o^(X 3 )] = ^ (x-X 2 + 2/3X 3 (X : 


X 2 


X 2 

1 2 

= 1 + 2/3X+ o (X) = x- 1+ — + o (1/x) 

X x— o + 3x X *+oo 


done la droite d ’ equation y = x - 1 est asymptote a la courbe en +oo. On procede de meme en -oo. 


Exercice 14.35 V 

Etudierles branches infinies de la fonction definie par 


fix) = (x- l)e3 


Solution : Comme lim 3 + / = +oo, f admet une branche infinie d ’asymptote x — 3. En ±oo, on a :f[x) 


Calculons un developpement asymptotique de f { 1/x) au voisinage de 0 de fill x) : 


fi llx) = - 


1 - x 


1 — X x+3x 2 + o ( x 2 ) 1 — X 


l + x+7/2x + o [x I =l/x+5/2x + o (x) 

x— 0 V ' x— *0 


et fix) — x+5/ (2x) + o (1/x) done la droite d’ equation y — x est asymptote au graphe de f en +oo. On fait de meme 

x — *+oo 

e n -oo. 

Exercice 14.36 W 

Construire les courbes representatives des deux fonctions definies par : 


ln(l + x) (e x +l 

fix ) = — et g(x) = 

lnx 

On precisera les asymptotes eventuelles, la position de la courbe par rapport aux asymptotes, et on etudiera eventuelle- 
ment les prolongements par condnuite. 


Solution : 

- Le domaine de definition de f est D j- =]0, l[u]l,+oo[. Cette fonction est derivable sur son domaine de definition 

xlnx- (x+ l)ln(x+ 1 ) 

par operations sur les fonctions denvables et pour tout x e l)r, / (x) = 5 ^ 0 (car xlnx ^ 

x(x+l)ln 2 x 

x 

(x + 1) ln(x + 1) ). Done la fonction f est decroissante. On remarque que fix) ~ et done fix) > 0. Puisque 

x— o+ lnx x— o+ 

fix) 1 lnx(l + j-) 

► - 00 , la courbe presente une tangente verticale en 0. Lorsque x — ► +oo, /(x) = — = 

x x^o + lnx jt— >o + lnx 

Ind + i) 1 

1 H — et done fix) - 1 0. La droite y — 1 est une asymptote, et la position par rapport a 

lnx x— +oo xlnx x *+oo 

V asymptote se lit sur le tableau de variations. 

1 1 ( e x + 1 

- Le domaine de definition de g est D g - U \ {0}. g(x) = exp — In I — - — 
definition par operation sur les fonctions derivables etpour tout x e D g , 

' e x +l\^ 


g est derivable sur son domaine de 


g’ M = 


2 x- 


e* + l 


, e x +1 1 
- ln( — - — ) 


^ e x e x + 1 2 xe^ 

Etudions le signe de ip(x) = 2x ln( ). On remarque que ip (x) = r- est du signe de x. Comme 

e x + 1 2 (e x + l) z 

cp( 0 ) = 0 , il vient que g'(x) S 0 . 

Lorsque x — > • 0, posons 

1 e x + 1 1 , e x - 1 11 1 , o 

aix) = — ln( ) = — ln(lH ) = - + -x x + o(x ) 

x 2 x 2 2 8 192 

On a alors 


\fc \fc n o 

g(x) = ve+ — x+ — X +o(x) 
o IZo 


628 


Done g se piolonge par continuite en 0 en posant g(0) = \fe. La fonction ainsi prolongee est derivable en 0, de derivee 

v/e 

g'(0) = — et localement, la courbe se situe au dessus de sa tangente. 


Lorsque x — * +oo, posons h = — , 


g(/i) = exp 



1 

eTi+i 


2 


= exp ^ 1 + h In 


l+e L ^ 

mJ 


Lorsque h — > • 0 - , eh 0, et done g{h) — > • 1. Lorsque h — ► 0 + , on utilise la deuxieme expression : e h — ► 0 et done 
g(/t) — ► e. On trouve done que lorsque x — > • -oo, g(x) — ► 1 et lorsque x — ► +oo, g(x) — > • e. La position par rapport aux 
asymptotes se lit surle tableau de variations. 


Exercice 14.37 WO 

Etudierle prolongement en 0 et les branches infinies de la fonction definie par 


fix) = 


(x 2 + 1) arctanx 


Solution : On a au voisinage de 0 : 


fix) ■■ 


(x 2 + 1) arctanx x + 2/3x 3 + o (x 4 ) l + 2/3x 2 + o (x 3 ) X + x°o 


done f est prolongeable par continuite en 0 en posant f (0) . Son prolongement est derivable en 0. La tangente au graphe 
de f en 0 est V axe des abscisses et le graphe est au dessus de la tangente. 

Pour etudierle comportement de f au voisinage de +oo, calculons un developpement asymptotique au voisinage de 0 de 
/( 1/x). On sait que pour tout x > 0, arctanx + arctanl/x - it 1 2 (voir la proposition 4.32 page 166) done arctanl/x = 

jt/2 - x+ l/3x 3 - l/5x 5 + o (x 6 )etona: 
x— o v ’ 


/(1/x) : 


x(l + x 2 ) |jt/2- x + l/3x 3 - l/5x 5 + o^(x 6 )| 


2 1 1 

jix 1 + x 2 1 - 2 /jtx + 2/(3ti)x 3 - (2/5 ji)x 5 + o (x 6 ) 

tr ' 


_ 2 -ZM7T ~ Z 3 

et / (x) = 2 ^ + 4 tt _ 2 + 2 ~ 1 ^ r 4n ' + 2 ^ — - — + o (x 2 ) done la droite d ’equation y = 2 1 + 4 tt - 2 est asymptote 

a la courbe en +oo. 


14.4.5 Developpements asymptotiques 

Exercice 14.38 O 

Considerons la fonction definie par V integrale 



1. Montrer que f est definie et de classe 'Li™ sur IR. 

2. Determiner le DL(0, 10) de la fonction f. 

3. Determiner un developpement asymptotique de la fonction f au voisinage de +oo a la precision 1/x 10 . 


Solution : 

1. La fonction g : t <->■ 1 / V 1 + t 4 est definie et continue sur R. D’apres le theoreme fondamental, elle admet une 
primitive G sur IR. De plus G est de classe c d , °° sur IR et pour tout x e IR : 

f(x) = G(x 2 )-G(x). 


On en deduit que f est definie et de classe 'tf 00 sur IR et que pour tout x e IR, 


fix) - 


2x 

Vl + x 8 


1 

Vl + X 2 
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2. II vient alors que fonction f est de classe sur K et en primitivant le DL(0, 9) de /', on obtient le DL(0, 10) de 
/•• 

r 5 r 9 r 10 

fix ) = -X+ x 2 H 1 h 0(x 10 ). 

2 10 24 10 

3. Posons ensuite X = — . On a 


f llx l r-X 2 _! u 2 

/ (X) = / - df = I : d// = 

dl/x VT+f 4 Jx « 2 Vl + M 4 


-/w 


en effectuantle changement de variables u — — . On trouve qu’au voisinage de +oo, 

11111 -in 

fix) - 7 5- + 777 + 0(X 10 ) 

x x 2 10 x 5 24 x 9 10 x 10 


Exercice 14.39 9 

On considere la fonction definie par 


Etudierla branche infinie lorsque x — > + 00 . 


fix) = 


(x 2 + \)e llx 

Vx 2 + 2 


Solution : On pose X- 1 lx et on utilise les DLs usuels en 0 ; 


/(1/X) 


et fix) — x+ 1 H 1 - 

2x 


o (1 lx) 

x — *+oo 


1 (X 2 + l)e x 
x vT + 2X 2 

(‘ +x+ y + x (xZ) )(' _x2 + x-V (x2) ) 

^-^-(l+X-l/2X 2 + o (X 2 )] 

X l x-o+ v ’) 


1 X 

- + 1 + - + 
X 2 


o (X) 

X— 0+ 


Exercice 14.40 W 

On considere la fonction definie par 

fix) - arctan(x 2 )ln(2\/x+ l) 

Trouverun developpement asymptotique de f a u voisinage de +00 a la precision 1 / \fx. En deduire une courbe asymp- 
tote simple et la position de la courbe par rapport a son asymptote. 


Solution : Posons X- 1 lx et udlisons les developpements limites usuels en 0 + ainsi que la formule 4.32 page 166 : 


fiX) = arctan(l/X 2 )ln(2/\/X+l] 

= (tt/ 2 — arctanX 2 ) |ln2 + ln|l + Vx/2^ -ln\/xj 

= (ji/2 -X 2 + o (X 2 l) (ln2- - lnX+ -X 1/2 - -X+ 1/24X 3/2 - —X 2 + o (X 2 )] 

V X-0+ I v 2 2 8 64 x— >0 + ) 

71 7lln2 71 . — t r-\ 

= — lnX+ + -vO£ + o vOC 

4 2 4 x-o+1 > 


done 


7T 7lln2 71 1 , _ 

fix)-— lnxH 1 — + o [Hyx] 

J 4 2 4 vx ^+oo l v ; 


La courbe d’equation y- — lnx H — est done asymptote et la courbe Cy est situee localement au dessus. 
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14.4.6 Applications a l’etude de suites 

Exercice 14.41 

Determiner un equivalent des suites dont le terme general est donne par : 


1. u„ = (n + 1) n+T 


3. u n = 


In (n+ 1) - Inn 


Solution : 

1. On utilise le DL(0,1) de exp etle fait que In n/n - 


0. II existe des suites (y„) , (y„) toutes deux convergentes 


vers 0 tels que . 


1 j_ ln(n+l) In n 

(n + 1) «+T - «« = e n+l -e n 


ln(n+l) ln(n+l) Inn Inn 
-1+ — + Y n — -1 + Y n — 


n+1 n + 1 

Inn Inn ln(l + l/n) 
n+1 n n+1 

Inn ln(l + l/n) 


+ Y 


ln(n+ 1) 


n(n+ 1) 


■ + ■ 


n+1 


■ + Y r 


n+1 
ln(n+ 1) 
n+1 


■ + Yr, 


Inn 


■ + Y t 


Inn 


II n ’est pas difficile de voir que 
Inn 


ln(l + 1/n) 
n+1 


1 J ln(l + 1/ n) , ,, 

— et done est negligeable par rapport au terme 

n 2 n+1 


n(n+ 1) 

Mais qu’en est-il des autres termes ? Pour le savoir, il faut a Her plus loin dans le developpement limite. Mais 

1 

auparavant, pour eviter les redites, notons que ln(n + 1) - In n . 

n 

1 1 ln(n+l) In n 

(n+l)«+T-n» = e n+1 -e n 

In (n+1) In 2 (n+1) In 2 (n+1) Inn In 2 n _ In 2 n 

= 1 H : 1" T7T ITT" + E«— — n — 1 n — I - 


n+1 2(n+ 1) 2 2(n+ 1) 2 

Inn Inn ln(l + l/n) In 2 (n+ 1) -In 2 n 
n+1 n n+1 2(n+l) 2 


In 2 n 


2(n+ l) 2 2 n 2 


In 2 n In 2 (n+1) _ ln 2 n 

+ £« — r~r + En — 7 — 


2(n+ l) 2 


Maintenant 
In n In n 

n+1 n 
ln(l + 1/n) 


Inn 


Inn 


n+1 n 2 
In 2 (n + 1) - In 2 n ln(n+l)+lnn 


2(n+ l) 2 
Bien entendu e n 


2 n(n+ l) 2 


In 2 (n+1) 
2(n+ l) 2 


In n 


_ , , . Inn 

Finalement, on a bien u n — . 


et En- 


in n\ 
In 2 n 


n £ 


Inn 


2. Comme \ZT+~x= 1 + - x — x 2 + o (x 2 ) et que \/l - x — 1- -x — x 2 + o [ x 2 


2\fn— Vn + 1 - \/n- 1 
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Exercice 14.42 

Determiner les limites suivantes : 



Exercice 14.43 W 

On considere la suite de terme general : 

1 

f n e 

In = I jdx 

Jo 1 + x 2 
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Determiner le DL(0, 3) del,,. 


Solution : Remarquons que comme f : x i— >• e x l{ 1 + x 2 ) est continue surU, elle a dmet, d’apresle theoreme fondamental, 
une unique primitive F sur R qui s’annule on 0. On calcule facilement que e x / (1 + x 2 ) = l + x-^x 2 + o (x 2 ) done par 

primitivation : F(x) = x+ jx 2 - gx 3 + o^(x 3 ). II vient alors pour tout neN* : 

I„=f(E] = 1 + — + -L + 0 (4). 

V n ) n 2 n 6 n 6 n— oo ^ n 6 } 


Exercice 14.44 00 

Montrer que les suites suivantes ( u n ) et (v n ), donnees par leur terme general, sont adjacentes : 

I in l 

u n - n - cos 1 + cos - + ... + cos - et v n — u n + sin - 
V 2 n' n 

Solution : La suite (u n ) est clairement croissante et u n - v n » 0. Reste a montrer que ( v n ) est decroissante. Soit 

72—+ OO 

n e N. On calcule en udlisant les developpements limites usuels : 


n+l-n- cos 1- sin sin - 

72+1 72+1 1 


1 - 1 - 


2(72+ 1)^ / 72+1 

72+272(72+ l)-2(72+l) : 
2T2(T2+1) 2 
72+2 


L_I + „ (_!_) 

+ 1 72 72— ' ‘+00 (n+1) 2 ) 

o i-y 

72— +00\ («+l) 2 j 


2 72(72+ \) 72— +00\ (72+1)^ 

72+2 


272(72+l) Z 


La suite ( u n+ \ - v n ) est equivalente a une suite negative done a partir d’un certain rang on a v n+ \ - v n 0. On montre 
ainsi que ( v n ) est decroissante a partir d’un certain rang. Les deux suites sont bien adjacentes et elles convergent vers 
une meme limite. 


Exercice 14.45 OOO 

Etudierla suite de terme general 


'«= E 

k= 1 


1 + - 


n{n+ 1) 


-1 


Solution: Utilisons le DL(0, 1) de vT+u- 1+ u/2+ o [u). Soit neN. Pour tout k e [1, nj, il vient alors 

u—*0 

k k 


1 + - 


-1 = 


n(n+\) 2n{n+\) n{n+ 1) \n{n+ 1) 


et limy = 0. 


Done 


et 


1 » (k , k 11" 

Ek + fc =7- + E 


n{n+\) \\2 n{n+ 1) ; 4 £O l n{n+ 1) \n(n+ 1) 


k I k 


U n-~ A kl 


k I k I 
Y(— — )| 


4 1 £O l n{n+ 1)| n{n+ 1) 

Soit e > 0. Comme limo y = 0, il existe i] > 0 tel que si \x\ s; e alors |y (x) | ^ e. Par ailleurs, comme k e [1, nj : 

k 1 

« - 0 . 

n(n+ 1) n+ 1 n— ■ +°° 

Done a partir d’un certain rang N, si n S N alors 1 l{n+ 1) « r) et pour tout 1c e [1, nj, n ^ +Vj =£ iy II vient alors pour tout 
I ( k II 

k e [1, nj que y hs e et on peut ecrire : 


n{n+ 1) 


u >‘- Th e L 


4 1 n{n+ 1) 2 
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On a ainsi montre que 


llyi * 1/4 

n—*+oo 


14.4.7 Applications a l’etude locale des courbes parametrees 

Exercice 14.46 O 

Pour chacune des courbes suivantes, determiner les points stadonnaires ainsi que 1 ’allure de la courbe a u voisinage de 
ces points stationnaires. 


I x ( t) — t - tanh t 

Jj c(f) = 1+ t 3 + t 5 
|y(r) = 1 + t 4 

Jx(f) = e t_1 - t 
jyU) = t 3 -3t 


) x[t)-- 2 t+t 2 

J X ( f ) = t 3 + f 4 

jy(f) = t 5 +t 7 

( t 2 

X ( t) h t 

[y(t) = t+- 


Solution : 

1. On a 
plus : 


x'(f) = th 2 t et y'{t ) = 


5—. Le seul point stationnaire de la courbe est celui de parametre t - 0. De 

ch 2 t 


x{t) = 

\t 3 0 (r 3 ) 

3 f-0 v 1 

ylt) = 

\--t 2 + 0 It 2 ' 
2 t-o v - 


done le point stationnaire est un point de rebroussement de premiere espece. 



2. On montre facilement que le seul point stationnaire de la courbe est celui de parametre t ~ 0. De plus, comme : 

x ( t ) = 1 + t 3 + t 5 

y(t) = 1+f 4 

ce point stationnaire est done un point banal. 
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3. On a : x' ( t) - e l 1 - 1 et y' (f) = 3t 2 - 3. Le seul point stadonnaire de la courbe est celui de parametre t = 1 . De 
plus : 

x{t) = i(r— l) 2 + i(r— l) 3 + — (r — l) 4 + o f(r-l) 4 l 
2 6 24 f-i v 1 

y{t ) = -2 + 3 (r- 1) 2 + (r- 1) 3 

done le point stadonnaire est un point de rebroussement de seconde espece. 



4. On a : x' (t) - -2 + 2t et y' (t.) ~2t — Le seul point stadonnaire de la courbe est celui de parametre t — 1 . De 
plus : 

x ( t) = -l + (r-l) 2 

y (f) = 2 + 2(r-l) 2 -2(f-l) 3 + ^O i ((r-l) 3 ) 

done le point stadonnaire est un point de rebroussement de premiere espece. 
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5. On montre facilement que le seul point stadonnaire de la courbe est celui de parametre t = 0. De plus, comme : 

x{t) = ? 3 + ? 4 
y(? ) = f 5 + ? 7 

ce point stadonnaire est un point d ’inflexion. 



6. On a : x! (?) = 1 + t et y' (?) = 1 — Le seul point stadonnaire de la courbe est celui de parametre t = — 1. De 

t z 

plus : 

1 1 2 
x{t) = — + -{t+\Y 

2 2 

v(f) = -2 - (f + l) 2 — (t+ l) 3 + o ((?+l) 3 ) 

r — l 

done le point stadonnaire est un point de rebroussement de premiere espece. 


- 0,4 - 0,2 0,0 



Exercice 14.47 V 

Etudierles courbes suivantes au voisinage du point de parametre to : 

jx(t) = (t+ l)lnt-2f+2 ( x(f) = cos(f) + - cos2? 

b(0 = «-l)lnr L f = 0 

^ y (?) = sin(?) - - sin2? 

Solution : 

1. On veride que le point de parametre to — 1 est bien un point stadonnaire de la courbe. De plus : 

*(?) = i(?-l ) 3 + r _o i ((?-l) 3 ) 
y(?) = (?-i) 2 -i(?-i) 3 + f o i ((?-i) 3 ) 

done le point stadonnaire est un point de rebroussement de premiere espece. 
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2. On verific que le point de parametre to - 0 est bien un point stationnaire de la courbe. De plus : 

3 3 ? , 3, 

x(f) = 1 + o (r) 

2 2 t- o v ’ 

y{t) = -f 3 + o (f 3 l 

done le point stationnaire est un point de rebroussement de premiere espece. 



14.4.8 Application aux equations differentielles lineaires du premier ordre avec problemes de 
raccord des solutions 

Exercice 14.48 W 

On considere 1’ equation differentielle (L) : x(x 2 - 1 ]y' + 2 y-x 2 . 

a) Resoudre (L) dans chacun des sous-intervalles Ii =] -oo,-l[, I2 =] - 1,0[, I3 =]0, 1[ et I4 =]1, +oo[. 

b) Existe-t-il des solutions de (L) definies sur M. 


Solution : 

a) Soit (N) :y'+- 


2 y 


x(x 2 -l) x(x 2 -l) 

a (N) et introduisons la fonction a 
a sur Ik est donnee par : 


. (N) est definie sur I = I1UI2UI3UI4. Notons (H) V equation homogene associee 
I — > IR 

2 _ _j 2 , _i_ . Pour tout k - 1 , 2, 3, 4, une primitive de 

x{x 2 -l)~ 1+x x x ~ l 


x 1 — * In 


|1 + x| |x- 1| 


Par consequent, pour tout k- 1, 2, 3, 4, les solutions de (H) sur I/, sont, par application du theoreme de resolution des 
equations lineaires du premier degre, de la forme : 

f h — R 

x 2 ;a fc el 


otk 


(x+IH . y-1) 
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Soit k e [1,41. Determinons une solution pardculiere de (N) sur I/.- en utilisantla methode de variation dela constante. 


On la cherche sous la forme x >->• a (x) ■ 


oii a est une fonction sur I^. On a : a' (x) ■ 


(x + 1) (x - 1) (x + 1) (x - 1) 

c’est-a-dire a'(x) - - et done on peut prendre a(x) = ln|x|. En resume, pour tout k e [1,4], les 


x(x+ 1) (x- 1) 
solutions de (N) et done de (E) sont, sur Ifc, de la forme : 


x 1 * (ln|x| + a fc ) 


x 2 -l 


ou afc e [ 


b) Cherchons s ’il existe des solutions de (E) definies sur R. Si une telle solution tp existe alors : 

1 . tp doit etre continue et derivable sur R. 

v 2 

2. Vfc e [1,4] , 3 p fc eR: q>| Ijfc = (ln|x| + pjt) 

Mais 


x 2 -l 

limtp(x) = lim (lnx+Ps)- 


, lnx p 3 
= lim + ■ 


X 2 -l x—*l~ [ X ~ 1 x-l/x+l 
qui n ’est definie (et vaut I ) que si fi 3 = 0. On montre de meme que lim <p (x) n ’est definie que si l) 4 = 0, lim tp (x) 

z 1+ X — * — 1 + 

n’est definie que si P 2 = 0 et lim cp (x) n’ est definie que si (i 1 = 0. De plus — ^ ^ » 0. La fonction tp definie par : 


X z - 1 x— 0 


tp(x) : 


x 2 ln|x| 
x 2 - 1 


si xeR\{-l,0,l) 
si x = ±1 
si x = 0 


est done continue sur R. Montrons qu ’elle est derivable sur R. Soit xel: 
tp(x)-cp(0) x 2 ln|x| 


\EnO\ 


\En 1 


x- 0 


x(x 2 -l) x-o 


0 done f est derivable en 0 et f (0) = 0. 


x 2 lnx 

cp (x) — tp (I) (x 2 — l) 

lim - lim 

JC— 1 X — 1 x— 1 X— 1 

et, comnie In (1 +X) =X- S + o fX 2 ), 
z x—o 


x=x—i 2(X+ l) 2 ln(X+ 1) - (X+2)X 

lim 

x-o 2X 2 (X + 2) 


2 (X+ l) 2 ln(X+ 1) - (X+ 2)X 
2X 2 (X + 2) 


1 1 

= — + o (1) 

X+2 X-0 X-0 2 


/ est derivable en 1 et f (11 = | . 

| En - 1 | On montre de meme que f est derivable en -1 et que f (- 1) = 0. 

On verifie reciproquement que la fonction f ainsi construite est solution de (E) sur R. 
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Chapitre 


Proprietes metriques des arcs 


Pour bien aborder ce chapitre 

Ce chapitre s’inscrit dans la continuite du chapitre 6 qu’il paracheve. 

Les differentes proprietes des courbes planes qu’on a etudie 
jusqu’ici : presence de point stationnaire, de branche infinie, 
d’asymptotes sont preservees si on applique a notre courbe une ap- 
plication affine (c’est-a-dire une translation, une homothetie, une ro- 
tation, une affinite,...). On dit que ce sont des proprietes affines ou 
geometriques. Ce n’est pas le cas par exemple de la longueur de la 
courbe. Ainsi, dans la proposition 7.10 page 277, on a montre que 
l’image d’un cercle par une affinite orthogonale est une ellipse. Cette 
ellipse n’a evidemment pas le meme perimetre que le cercle initial. La 
longueur n’est pas une propriete affine. Par contre, si on applique une 
isometrie a notre courbe, la courbe image sera de meme longueur que 
la courbe initiale. On dit que la longueur est une propriete metrique 
et ce sont sur ces proprietes que nous allons nous focaliser ici. 

Nous definirons en particulier ce qu’est la longueur d’un arc 

parametre. Afin d’eviter les arcs trop pathologiques comme le flocon de Von Koch, nous nous limiterons aux arcs de 
classe C C I . Puis nous definirons la courbure d’un arc. Cette quantite peut etre vue de differentes fagons. Si un mobile M 
parcourt la courbe a vitesse constante egale a 1, on verra que la courbure en M est egale, en valeur absolue, a la norme du 
vecteur acceleration. On verra aussi que la courbure en M est l’inverse du rayon du cercle qui epouse la courbe au plus 
pres au voisinage de M 1 . On comprend que la courbure permet de mesurer le virage effectuer par notre mobile : plus la 
courbure est grande plus le virage est serre. 

15.0.9 Diffeomorphismes 

Definition 15.1 O 7? 1 diffeomorphisme 
Soient I et J deux intervalles de R et 

.( 1 — J 

lf> ' i t - — - cp(f) 

On dit que tp est un c € l - diffeomorphisme de I vers J lorsque : 

1 . tp est de classe C S' 1 sur I ; 

2. tp est bijective ; 

3. tp -1 est de classe c tl? 1 sur J. 








(^H2^) Vf E I, cp'(f) ^ 0 

alors (p realise un V? 1 -diffeomorphisme de l’intervalle I vers Fintervalle J = ip(I). 


Demonstration Puisque cp' est continue sur I ef qu'elle ne s’annule pas, elle garde un signe constant. Si par exemple Vf e I. 
cp'(f) > 0, alors cp est strictement croissante sur I et d'apres le theoreme de la bijection 4.1 page 151, cp realise une bijection 
bicontinue de I vers l'intervalle J = /(I). Comme de plus, cp' ne s’annule pas sur I, d'apres un theoreme, la bijection reciproque (p -1 
est egalement de classe S*? 1 sur J. 

Remarque 15.1 On definit de la meme fagon un - d i lie o m o r p h i s m e de I vers J : 

- ip est de classe c € k , 

- ip est bijective de I vers J, 

- La bijection reciproque ip -1 : J >-<■ I est de classe c € k . 

15.0.10 Arcs parametres 

Rappelons qu’un arc parametre constitue en la donnee d’un couple y = (I, F ) oil I c M est un intervalle et F : I ■ — ► IR 2 une 
application de classe c £ k {l, IR 2 ). le support de Fare parametre (I, F ) est Fensemble des points du plan : 

T = |m e ^ | 3f e I : OM = ?(f)j 

Pour tout tel, on notera M(f) le point du support de Fare (I, F ) tel que OM(f) = F (f). 


Definition 15.2 O Changement de parametrage 

Soit y = (I, F) un arc parametre et : ) ■ — - I un 5^ 4 -diffeomorphisme de Fintervalle J vers Fintervalle I. On definit 
la fonction G = F o ip : J >->■ I et Fare parametre y' = (J, G) . On dit que les deux arcs y et y' sont ^-equivalents. En 
particulier, ils ont meme support F. 


Remarque 15.2 

On dit que ip definit un parametrage admissible de la courbe F. 


Definition 15.3 Orientation d’un arc parametre 

On dit que deux arcs 5^ -equivalents ont meme orientation si le 5^ 4 -diffeomorphisme ip de la definition precedente est 
strictement croissant de J dans I. 


15.1 Proprietes metriques des courbes planes 

Les arcs parametres de ce paragraphe n’ont pas de points stationnaires et sont de classe % >k , avec k S 2. 

Remarque 15.3 La notion de point regulier ne depend pas du parametrage admissible, e’est une notion geometrique. 
En effet, si G(f) = F ocp(f), G'(f) = q>'(f).F'(cp(f)). En notant so — (p(fo). puisque tp'(fo) i 6 0, F'Uo) ^ 0 si et seulement si 
G'(s 0 )/ O'. 

On peut montrer de meme que la notion de tangente en un point ne depend pas du parametrage admissible, e’est une 
notion independante du parametrage choisie. 


15.1.1 Longueur, abscisse curviligne d’un arc parametre 


Definition 15.4 Longueur d’un arc parametre 

Soit y = ([fo, fiL F ) un arc parametre c £ k ( k 3= 1). On appelle longueur de cet arc. 



IIF'tfllldf 


Proposition 15.2 Independance du parametrage 

Si y' = ( [ c, d\, G) est un parametrage admissible de Fare, L(y') = L(y) ce qui montre que la longueur est une notion 
geometrique. 
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Demonstration Si F : [a, b] <-> [R 2 et cp : [c, d] —> ► [a, b] est un^^-diffeomorphisme croissant, en notant G = F ocp et y' = ([c, d], G), 

rd v n d * 

L(yO = J || G ^ (5) || As = || F r (qj(s)) || IcpVfll ds et par le changement de variables t = cp(s), dr = cp'(s) ds, comme cp(c) = a et 

Jc Jc 

rb _ 

cp (d) = b, on trouve que L(y') = I || F , (f) || At = L(y). On trouve le meme resultat si cp est decroissante car dans ce cas, cp(c) = b, 
Ja 

cp [d] = a et |cp'(f)| = -cp'(f). 


.Plan 15.1 


Pour calculer la longueur d’une courbe dont on connait une equation polaire 


On suppose que 1’ arc y est donne par V equation polaire : p — f (0) avec f de classe V? 1 sur [— tt, tt] . On se place dans 
le repere polaire (O ,~u r ,Uo). On a : 

F (0) = /(0)17 r et F ' (9) = f' (9)H r + f [d)ltQ 

On calcule alors : L(y) = || F ' (0) || d0. 


PLAN 15.2 : Pour calculer la longueur du graphe d’une fonction 


Pour calculer le graphe de la fonction f : I < 
par : 


! de classe sur I entre deux points a et b de I, on la parametrise 

x[t) = t 
y(t) =f{t ) 


F(f) = (jc(f),y(f)) => F'(r) = (l,/'(r)) 


done : L(y) - \J\ + [f{t)f dr. 


Exemple 15.1 Calculons la longueur d’un arc d’astroide (voir Pexemple 6.8 page 242). 

x(r) = crcos 3 t 
y(r) = a sin 3 t 


pour re [0,n/2]. 


3 a r nl2 3 a 

L(y) = — I stn(2r) dr = — . 
2 Jo 2 


. 3a 

II F ( r) || = 3fl|cos rsin r| = — | sin (2 r) | 


Exemple 15.2 Calculons la longueur d’un arc de parabole d’equation y = — pour x e [0, L] . La courbe peut etre 

2 P 

parametree par 

x(r) = r 
r 2 

yw = — 

2 p 

d’ou L(y) = f \/l + t 2 / p 2 dr -pi VI + u 2 du. Avec une integration par parties (pour utiliser / — - = argsh u - 

Jo v Jo Vl + u 2 

, T L\/ p 2 + L 2 p , L + -J p 2 + L 2 . 

ln(l + Vl+u 2 )), on trouve que L = 1 - ^ ln( ) . 


Definition 15.5 Abscisse curviligne 

Soit un arc y = (I, F) regulier (sans point stationnaire) et ro e I. On appelle abscisse curviligne d’origine ro, la fonction 

( I — ► R 

S \ t ~ l ™^ (u) l |du 

Le reel s(r) represente la longueur de la portion de la courbe situee entre M(ro) et M(r). 


Proposition 15.3 Parametrage normal 

Une abscisse curviligne definit un 1 -diffeomorphisme de I = [a, b] vers J = [c, d] . Le parametrage admissible associe 
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G = F o 5 1 decrit la meme courbe F avec la meme orientation, mais parcourue a vitesse constante 1 : 

VseJ, ||G'(s)||=l 


Demonstration La fonction s : [a,b] <-> IR esf derivable (theoreme fondamental) et Vt e [a,b], s'{t ) = ||F'(t)ll > 0 puisqu'on 
a suppose que la courbe n’avait pas de point stationnaire. La fonction s est done strictement croissante sur [ a,b ] et d’apres le 
theoreme de la bijection, elle definit un S*? 1 -diffeomorphisme de [a,b] vers [c,d], Comme G(w) = F (s _1 (t<)), en derivant pour 

ue [c,d\, G lu) = : F'(s 2 * * 1 * (m)) d ou || G 7 C m) || = : = 1 puisque s [t] = || F'(f)||. 

s'[s 1 (m)) s'{s 1 (m)) 


Definition 15.6 Repere de Frenet 

Soit M = 0 + F ( t) un point regulier d’un arc parametre plan (I, F ). On definit le vecteur tangente unitaire au point M 


par T = — — et on definit le vecteur normal unitaire comme etant le vecteur unitaire N faisant un angle oriente de 

l|F'(f)|| 

+ — avec le vecteur T . On appelle repere de Frenet au point M, le repere (M, T , N). 


15.1.2 Courbure 


Theoreme 15.4 O Relevement 

Soit I c IR un intervalle et F : I >-► U une fonction de classe c & k (l,U) ( k 3= 1). Alors il existe une application 0 e 5^(1, R) 
telle que 

VfEl, F(f) = e' :0(f) 


Demonstration Soit tg e I, comme /(to) G O, il existe 0o e R tel que F(to) = e ‘ S ° ■ 

1. Analyse : si 0 existe, en derivant, 

F'(f) = i0'(f)F(f) 

F'(f) 

Comme |F(t)| = 1. Q it) = done Vf e I, 

tF(t) 

rt p'r^i 

0(t)=0(t o )+| T^^rdx 

Jt 0 iF(s) 

2. Synthese : Definissons 0 comme ci-dessus. Comme F e c ^ k [l,V), 0 estbien definieetQe c t? k [I,C). Posons g{t) = e~ i& ^F{t), 
ge^dC). et Vf e I, 

g'(t)=e- ,:0(t) [F'(t)-t0'(f)F(f)] =0 

Done g est constante sur I et comme g(fo) = e _ ' e °F(fo) = 1, g = 1. Done Vt e I, F(f) = . On conclut en remarquant que 

puisque |F(t)| = 1. Im(0(f)) = 0 et done 0 est a valeurs reelles. Remarque : Comme Vt e I, F(f)F(f) = 1, en derivant, 

F(t)F(f) + F'(f)F(f) =0 

et l’on retrouve que F'/F e tR et done que 0 est a valeurs reelles. 


Proposition 15.5 V Parametre angulaire 

On considere un arc parametre plan y = (I, F ) de classe % lk , ou k 3= 2. Il existe une fonction a : I 
telle que V t e I, 


T(f) 


cosa(f) 

sina(t) 


et N (f) 


- sina(t) 
cosa(t) 


IR de classe ^ k 1 (I, IR) 


Demonstration Comme T (f) = — — est une fonction de classe c £ k 1 de norme 1, on peut la considerer comme une fonction 

II F '(f) II 

complexe a valeur dans le cercle unite. Il suffit alors d’appliquer le theoreme de relevement pour obtenir une fonction a de classe 
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Notation 15.3 Notations differentielles. Nous allons adopter de nouvelles notations tres pratiques pour manipuler 


des Hi -diffeomorph i smes. Si ([) : 
justifie la notation : 


[c, d\ 


la,b] est un ^-diffeomorphisme, on note — = ip'(s). Alors on 
f = cp(^) r ds 


ds , , 

d r ((p ) (0= 


De meme pour une composee de diffeomorphismes : 


tp'(tp _1 f) 


1 

d t 
ds 


[a,b] [c,d] [e,f] 

t 1 — * s 1 — > u 


avec 0 = \|/ o tp. 


-~ 7 ~ = 9'(S) = V(<P(S)) X l(/(s) = 
ds 


Au df 
df ds 


dM — * ds 

On notera par la suite pour les courbes parametrees, = F ' ( t) . Si s est une abscisse curviligne sur la courbe, — = 

df df 

II 1| . Nous avons vu qu’une abscisse curviligne definissait un < ^ 1 -diffeomorphisme de [c, d\ vers [a, b] et qu’on pouvait 

df ‘ 

utiliser un parametrage admissible G = F o s _1 : [c, d\ ^ K 2 de notre courbe. Pour f e [a, b], on note s = s(f) e [c, d] et M 

le point de la courbe tel que OM = F (f) = G(s). En notant = G'(s), on a alors : 

ds 


dM _ df dM _ 1 dM 
ds ds df ds df 
df 


Definition 15.7 V Courbure d’un arc plan 



On definit la courbure d’un arc (I, F) sans point stationnaire au point M(s) par 


da 

c(s) = — 
ds 


ou s est une abscisse curviligne. Si c / 0, l’inverse de la courbure au point M(s), r = - est appele rayon de courbure de 

l’arc au point M(s). 

V 


J 


Remarque 15.4 Si on suppose que la courbure ne s’annule pas sur notre arc, la fonction a definit un nouveau Hi l - 
diffeomorphisme et nous pouvons l’utiliser pour obtenir un nouveau parametrage admissible. Cette remarque justifie les 
calculs avec les notations differentielles qui vont suivre. 


Theoreme 15.6 V Formules de Frenet 
Pour un arc parametre y = (I, F ) de classe Hi 2 , 


>. 



dT - 

dN — 

= cN, 

= -cT 

ds 

ds 


Demonstration II suffit de deriver les expressions de T et N : 


df 

ds 


da I 
ds I 


-sina — 
= cN 

cos a 


dN 

ds 


da |-cosa 
ds | - sina 
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15.1.3 Calcul pratique de la courbure 


1. Pour un arc parametre y = (I, F ), avec F (f) 


\x{t) 
I ytt) 


(a) Rectification : on introduit une abscisse curviligne 5 : 

ds 


df 


= l]F'(r)|| 


(b) on introduit le parametre angulaire a : 

da da df da 1 

ds df ds df ds 

df 


(c) Puisque a represente Tangle entre Thorizontale et le vecteur tangente unitaire T , c’est egalement Tangle entre 


Thorizontale et le vecteur 


F'(f) 


U'(f) _ 

I /(f) ■ 


tana 


v 

x' 


da 

II arrive souvent que cette quantite puisse se mettre sous la forme tan /(f), auquel cas a = /(f) + kn et — = 

df 


fit). 

(d) sinon on derive : 


, da v x 

(1 + tan 2 a) — = 

df j 


-y'x" 


(e) On en deduit Texpression finale de la courbure (ne pas la retenir par coeur) : 


I x' ( f) x" ( f ) I 

[?(!), F"(f)l _ |y'(f) y"(f)| 

\\F'{t )\\ 3 (x' 2 (f) + y' 2 (f)) 3/2 


2. Pour une courbe polaire p = p(0) : 

(a) Rectification : introduisons une abscisse curviligne sur notre arc. Puisque F (0) = p(0) u(0), F '(0) = p'(0)H (0)+ 
p(0)"n (0) et comme Cu,~u) est une base orthonormale, || F '(0)|| = ^p 2 + p' 2 d’ou 

^ = \/p 2 (0) + p' 2 (0) 


(b) On introduit T’angle a entre Thorizontale et le vecteur tangente unitaire. Si V designe Tangle entre le vecteur 
H (0) et le vecteur tangente unitaire T(0), 

I a= 0 + v| 


De la relation _ 

T 



tanV(0) = 


p(0) 

p'(0) 
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dV 

que Ton essaie de mettre sous la forme tang(0). Sinon, en derivant on trouve — , et alors 

dQ 

da dV 

dQ dQ 


(c) Courbure : 

da da 1 

c(0) = — = — x — — 
ds dQ ds 

dQ 

(d) Expression finale de la courbure au point M(0) (ne pas Tapprendre par coeur) : 

p 2 + 2p' 2 - pp" 


c(0) = ■ 


(p 2 + p' 2 ) 3/2 


3. Pour une courbe cartesienne y - f(x), on la considere comme une courbe parametree de parametre x : 
(a) Rectification : si s est une abscisse curviligne sur la courbe, comme F '(x) = I , 

I / uj 


ds 

dx 


\Jl + f' 2 {x) 


(b) En notant a Tangle entre Thorizontale et le vecteur tangente unitaire (ou le vecteur F '(x), 

tana(x) = y'(x) 


En derivant T expression, on tire 


(c) On en deduit la courbure : 


da y"(x) y" 
dx 1 + tan 2 a 1 + y' : 


da da dx 
C(X) ~~ds~'dx y '~ds 

(d) d’ou Texpression finale de la courbure au point M(x) (ne pas Fapprendre par coeur) : 

f 1 f " (x) 

cvx) a + f'Hx)) 3 ' 2 

Exemple 15.4 Calculons la courbure en un point regulier M(f), t e]0, jt/ 2[ de l’astroide (voir Fexemple 6.8 page 242) : 

xff) = a cos 3 t 
y(f) = a sin 3 t 

Introduisons une abscisse curviligne 5 sur notre courbe : 

ds — 3 a 
— = || F (f)|| = 3a|cos tsin f| = — sin(2f) 
df 2 

Si a designe Tangle entre Thorizontale et le vecteur tangente unitaire ( F '(f)), 

y'U) 


tana = - = - tan t — tan(- 1) 

x'(f) 


da 


d’ou — = — 1. On en deduit Texpression de la courbure au point M(f) : 
df 

da 1 da 2 


ds ds df 3asin(2f) 
df 

Le resultat trouve est coherent, lorsqu’on parcourt la courbe dans le sens des f croissants entre 0 et jt/ 2. Tangle a est 
negatif. D’autre part, lorsque f — «■ 0 et f — ► tt/ 2, on se rapproche d’un point stationnaire ou la courbure devient infinie. 
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Exemple 15.5 Calculons la courbure en un point M(0) de la cardioide d’equation polaire 

p = a[ 1 + cos0) 

ou 0 e [0,7t[ (voir la section 6.3.3 page 246). Si s est une abscisse curviligne sur notre courbe. 


Q5 — ► / 

— = II F '(0)|| = J p 2 + p' 2 = 2rt|cos(0/2)| 
d0 v 

En notant a Tangle entre Fhorizontale et le vecteur tangente unitaire (ou F '(0)), V Tangle entre la droite polaire et 
F'(0), 

a= 0 + V 

p 0 0 it 

tanV = — = - cotan - = tan(- + -) 

p' 2 2 2 

da . a 

d’ou — = 1 + 4 = §. On en tire Texpression de la coubure au point M(0) : 
d0 £ £ 

da 1 da 3 

ds ds d0 4acos(0/2) 

d0 


Exemple 15.6 Calculons la courbure en un point M ( x) de la courbe y - e x . Comme F (jc) | , F'(x)| ^ x , si s est une 
abscisse curviligne, 

--^ = IIF'WH - Vl + e 2x 
ax 

En notant a le parametre angulaire, tana = e x d’ou en derivant, 

da e x 
dx 1 + e 2x 


On en tire la courbure : 


da 1 da e x 

ds ds dx ( l + e 2x ) 3/2 

dx 


Definition 15.8 Centre de courbure 

\ 

On appelle centre de courbure en un point M d’un arc parametre T, le point I defini par 


I = M + r. N | 

ou r est le rayon de courbure au point M et N le vecteur normale unitaire au point M. On appelle cercle de courbure ou 

cercle osculciteur, le cercle de centre I et de rayon r. 

On montre que c’est le cercle qui « colle »le mieux a la courbe au 

point M. 



N 
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Pour calculer en pratique le centre de courbure, on commence par exprimer le vecteur tangente unitaire au point M : 


T = 


dM 

ds 


dx 

_ Icosa 
dy |sina 
ds 


d’ou Ton deduit F expression du vecteur normale unitaire au point M : 

dy 


N - 


— sma 
cos a 


ds 

dx 


ds 


t-. , Jjci ds 

Par consequent, en notant II et puisque r = — , on tire : 


ds dy df dy 

x l — X M — j x ~7~ ~ X M — j X — — 

da ds da df 


ds dx 


df dx 


l^^+d^dT^+da df 

dxldt da 

II suffit done d’expnmer tana = ^ et de deriver pour trouver — et de reporter dans les formules precedentes pour 
obtenir les coordonnees du point I. 

Exemple 15.7 On considere la parabole S? d’equation 

(S/ i )\y 2 -2px {p> 0) 

Soit M |* un point de cette parabole. On note N F intersection de la normale en M a la parabole avec l’axe (Ox). Soit @ 

la parallele a la tangente a la parabole au point M passant par le point N. On note Q F intersection de la droite & avec la 
parallele a (Ox) passant par M. Montrer que le centre de courbure I au point M et le point Q ont meme abscisse. 



Commen5ons par parametrer cette parabole : 

( t 2 

x(f) = — 

2p 

y(f) = t 

La tangente au point M(f) est dirigee par F'(f)| f ^, et la normale par 7r| ^ ^ . II existe done A e IR tel que N = 


, r/2p + A ^ „ 

M + A n\ ‘ , . Comme yv = 0, on en tire N 

t-Atlp 


t 2 + 2p 2 


2 p . Comme il existe q e IR tel que Q = N+ p F '(f), et que j/q = f, 
0 
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on en tire Q 


3t z + 2p 2 

2 P 

t 


Introduisons maintenant le parametre angulaire a. Le vecteur tangente unitaire en M s’ecrit 


T 


dx 

cos a = — _ 

& et le vecteur normale unitaire N 

sin a = — 
ds 


- sina = 


d y 


ds 

dx 


cosa = — 
ds 


Les cordonnees du centre de courbure verifient : 


ds dy dr dy 

da ds da dr 

ds dx dr dx 

^ da ds ^ da dr 


y p da p 

et comme tana = — = — , en denvant on tire — = r-. En reportant, on trouve nnalement que 

x' t dr t 2 + p 2 

t 2 t 2 + p 2 3t 2 + 2p 2 

X\ — — + — = — 

2 p p 2 p 


et le centre de courbure a meme abscisse que le point Q. 


Exemple 15.8 Tracer Fare parametre 


x(r) = r- th r 

y(f) = -r- 
ch r 


Cette courbe s’appelle la tractrice (voir Fexercice 6.7 page 253). Determiner Fensemble des centres de courbure de cette 
courbe (developpee). 

L’ etude de la courbe ne presente pas de difficulte. Le point (0, 1) est un point de rebroussement de premiere espece a 
tangente verticale. En introduisant le parametre angulaire a. 


1 

sh r 


En derivant, on trouve que — = . En reportant dans les coordonnees du centre de courbure. 

At ch t 


Xi 

n 


■ i sh £ 

= r-thf + ch t — 
ch 2 t 

1 9 

= (- ch fth 2 t — ■ 

chf 


= t 

sh 2 t + 1 
ch t 


— ch f 


On reconnait la chainette d’equation cartesienne y = ch(x). 



La developpee d’une courbe est le lieu des centres de courbure de la courbe. On remarque sur cet exemple que la normale 
a la tractrice au point M est la tangente a la developpee au point I. Montrons que cette propriete est vraie dans le cas 
general en utilisant les notations differentielles : 

I = M + r N 
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Derivons cette relation par rapport a l’abscisse curviligne (qui definit un parametrage admissible sur la courbe et sa 
developpee). En utilisant la deuxieme formule de Frenet, 


dl 

ds 


dM dr — dN 
""d7 + ds' N + r '"d7 

—►dr — — 

= T +— .N-rc.T 
ds 

dr — 

= — .N 
ds 


Comme le vecteur est tangent a la developpee au point I et que le vecteur N est normal a la courbe au point M, on 

ds ‘ 

a prouve le resultat. 
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15.2 Exercices 


15.2.1 Calcul de longueur 

Exercice 15.1 O 

Calculer les longueurs des courbes donnees par : 
x(t ) =3cosf-cos3f 

. 

y{t ) = 3sinf-sin3f 

2. Y equation polaire p (0) = cos 2 0 

3. 1 ’equation cartesienne y = ch x pour x e [- a, a] avec a > 0. 


Solution : 

1. On utilise la trigonometrie : 


*>-rv 


9 (- sin t + sin3 1) 2 + 9 (cos t - cos3 f) 2 d t- 3 


nZ 7T 

3V2 / VT 
Jo 


- cos2fdf = 6 


nZ 7T 

Jo 

Jo 


- sin isin3i- cos fcos3i)df = 

n 7T 

sin 2 fdf=12J sin fdf = | 24 |. 


2. On utilise la methode 37 page 641. Dans le repere polaire (O, ~u r ,~ue), on considere la fonction vectorielle F (0) = 
cos 2 Q~u r et on calcule : 

F ' (0) = -2sin0cos0U r + cos 2 07le. 

En raison des symetries de la courbe, on peut calculer la longueur de la courbe par une integrale de 0 a it 12. On 
mulipliera leresultat obtenu par 4. Comme ~u r etTiQ sont orthogonaux : 


L(y) = 4[ cos0\ / 4sin 2 0 + cos 2 0d0 = 4 f cosOVl + 3sin 2 0d0 = 4 f \/l + 3u 2 dii- 
J 0 Jo Jo 

en posant u = sin0. 

3. On utilise la methode 37 page 641 et on se limite a l’intervalle [0, a] en raison des symetries de la courbe : 

L(y) = 2 f Jl + [f (t)fdt = 2 f 1 + sh 2 fdf = f ch 2 tdr=[ 1 + dl2f dt = 

Jo v Jo Jo Jo 2 


-sh2a+ a 
2 


4+^-ln [2 + v/3] 


15.2.2 Calcul de courbure 

Exercice 15.2 07? 

On considere une courbe passant par Y origine, et tangente a Y axe (Ox) d’ equation : 

(C) y=f{x ) 

avec / de classe c & 2 sur un voisinage de 0 et /( 0) = /'( 0) = 0 et /"( 0) / 0. 

1 . Determiner le rayon de courbure a la courbe (C) au point (0, 0) . 

2. On considere la famille de cercles centres en passant par le point 0. Au voisinage de 0, on peut ecrire 
Y equation de la branche de ce cercle passant par Y origine sous la forme : 

y = gw 

Determiner X pour que Yon ait g(x) - fix) = o(x 2 ). 

I Solution : 
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1. On calcule le rayon de courbure au point O par 


ds ds dx 
da dx da 


ds 

etpuisque — 
dx 


= \/\ + / ,2 (0) et que tana(f) = /'(f), en derivant, on trouve que 


da _ /"(f) 

d t 1 + f' 2 ( f) 


Done le rayon de courbure en 0 vaut : 

(l + /' 2 (0)) 3/2 1 

r_ no) ~noi 

2. L’ equation cartesienne d’un cercle centre en Q et passant par 1 ’origine s ’ecrit 


y 2 - 2\y + x 2 = 0 


d’oul’on tire localement au voisinage de 0 ; 

y — g(x) - X- Vx 2 - x 2 — A F 1 — (l — (x/A) 2 ) 1/2 
En effectuant un DL(0,2) de la fonction g, on trouve 


gM = — + o(x ) 


Et done 


, , x 2- 

gM ~ fM = [/"( 0) — 1/Aj — + o(x 2 ) 


Pour avoir un contact d ’ordre superieur a 2 des deux courbes, il faut done que X- = ; 

y /"( 0 ) 


Exercice 15.3 W 

On considere une hyperbole equilatere et un point M de cette hyperbole. On note I le centre de courbure a 1 ’hyper- 
bole au point M. La normale a 1 ’ hyperbole au point M recoupe 1 ’ hyperbole en un autre point N. Montrez que 

NM = 2MI 


Solution : Considerons le repere orthonorme (O, i , j ) defini par les asymptotes a 1 ’hyperbole. Dans ce repere 1 ’equa- 
tion de 1 ’hyperbole est 


: xy-1 

I % > I y 

Soit Ml un point de l’hyperbole. Comme le vecteur u\ 2 dirige la tangente a 1’ hyperbole au point M, le vecteur 
It | \ dirige la normale. On a N = M + ATI avec N e J€. On tire 


I — 1 / jc 3 — - 
N , et NM 
- x 3 


x 4 + l 


Ai 


Pour determiner le centre de courbure au point M, calculons le rayon de courbure defini par 

ds ds dx 

da dx da 


Comme 


ds / ~ 

— = Vl + l/x 4 = 

dx 


Vx 4 +1 
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et que 

2 da 
tana(x) = -II x => — 
dx 

on tire 

_ ( x 4 + 1) 3/2 

R — 

x 4 + l 

et puisque le vecteur normale unitaire au point M s ’ecrit 


2x 

x 4 + l 


N 


II V x 4 + 1 
x 2 /v / x 4 + 1 


oh determine 


MI = R.N 


x 4 + 1 

2x 3 
x 4 + 1 

2x 


= -NM 
2 


15.2.3 Developpee, developpante 

Exercice 15.4 O 

Determiner la developpee (ensemble des centres de courbures) de la cardioide d’ equation polaire 

p = a(l + cos0) (a>0) 


Solution : 


_ X XT 

On trouve en notant I 

\yi 


le centre de courbure au point M(0) que 


\x\- 2a/3 + a/3(cos0(l - cos0) 
|yi = a/3sin0(l-cos0) 


et done si l’on se place dans le repere (A, i , j ) 


oil A 


2al3 
a/3 ’ 


F equation polaire de la developpee est 


p = -fl - COS0] 

3 

On trouve une cardioide (par une rotation d ’angle it ). 


Exercice 15.5 O 

Determiner la developpee d’une ellipse d’equation 


a z 


Solution : Parametrons V ellipse : 

j x(f) = a cos t 
|y(t) = b sin t 

Si a designe 1 ’angle entre 1 ’horizontal et le vecteur tangente unitaire au point M ( t ) , 


b 


tana= — tan(r + jr/2) 
a 

et en derivant. 

da ab 


dt a 2 sin 2 t + b 2 cos 2 t 

D’ou l’on tire, si x\ et yi designent les coordonnees du centre de courbure : 


a 2 -b 2 

Xl = — cos 3 t = ccos 3 t 

n a n 

b 2 - a 2 o o 

yi = — sin t = (-a!b)c sin t 

b 
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a 2 - b 2 

En notant c = . Par consequent, la developpee de 1 ’ellipse est 1 ’image par 1 ’afnnite de rapport -alb par rapport 

a ' ' ' ' 

a (Oy) de l’astrolde d’ equation parametree 


j x(f) — c cos 3 t 
) y(f) = csin 3 t 


15.2.4 Exercices divers 

Exercice 15.6 W 

On considere dans le plan ramene a un repere orthonorme SR. la parabole d’ equation 

[3?) : y 2 = 2 px 

et un point M de cette parabole. On note N 1 ’intersection de la normale en M a 33 et I ’axe (Ox) . On note 2 la parallele 
a la tangente a la parabole passant par le point N, et Q 1 ’intersubsection de la droite 2 a vec la parallele a (Ox) passant 
par M. Montrer que le centre de courbure 1 ala parabole en M et le point Q ont meme abscisse. 


Solution : 

1 . Parametrons la parabole : 


|x(f) = t 2 U2p) 
|y(f) = t 


2. M 


xm = t 2 !2p 

ym-t 


I 


-1 


Le vecteur F'(f)| ' dirige la tangente a 3? au point M et done le vecteur u | ^ dirige 


normale a la parabole au point M. 

3. En notant N f N , puisque N = M + A. 77, on obtient 
|Vn 


d’oul’on tire X- -p et 


Jxn = t 2 l{2p) - X 
|yN = t + Xtl p 


N 


t 2 + 2p 2 

2 P 
0 


4. Notons Q \ ® . Comme Q = N + A F'(f), on tire 
IFQ 


xq = 


t 2 + 2p 2 t 

— + A — 

2p p 


YQ-X 


et puisque yQ = yM = L on obtient X = t d’oii 


Q 


3t 2 + 2p 2 

2 P 
t 


5. Notonsir 1 

\yi 


le centre de courbure au point M ala parabole. D’apres le corns, on a 


(puisque yp -!)■ Comme 


x l — X M — 


ds dy 
da ds 


dt dy 


dt 


tana = 


dyldt 

dxldt 


P 

t 
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en derivant, on tire 

da p 

dt p 2 + 1 2 

et done 

t 2 t 2 + p 2 3f 2 + 2p 2 

2 p p 2 p v 
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Suites et fonctions a valeurs complexes 


Pour bien aborder ce chapitre 

On generalise aux suites et fonctions a valeurs complexes certain des resultats des chapitres 10, 1 1, 12 et 13. II n’existe 
pas de relation d’ordre dans C compatible avec F addition aussi certaines notions ou certains theoremes enonces dans le 
cas reel n’ont pas de traduction dans le cas complexe. On pense au theoreme des gendarmes, au theoreme de la limite 
monotone, a la notion de suite adjacente, a Fegalite des accroissements finis... 

16.1 Suites complexes 


Definition 16.1 Convergence d’une suite de complexes 

On dit qu’une suite de nombres complexes (z n ) converge vers un nombre complexe a e C si et seulement si la suite 
reelle \z n - a\ converge vers 0. 

On dit que la suite (z n ) diverge vers l’infini lorsque la suite reelle \z n \ diverge vers +oo. 


Remarque 16.1 Une autre facon de dire que z n * a : 

n—>+ oo 

Vr > 0,3N £ l\l tq Vn 3= N, z n e D [a, r) 
ou D (a, r) = {z e C | \z- a\ r} est le disque de centre a et de rayon r. 

Multimedia : Une suite qui tourne en se rapprochant de sa limite 

Remarque 16.2 Toutes les proprietes demontrees sur les suites reelles nefaisant pas intervenir d’inegalites sont encore 
valables pour les suites complexes (les demonstrations n’utilisent que Finegalite triangulaire). En particulier, on dispose 
des theoremes generaux sur les sommes, produits, quotients, Funicite de la limite, une suite convergente est bornee. Par 
contre, le passage a la limite dans les inegalites, le theoreme de la limite monotone et le theoreme des gendarmes ne sont 
plus valables. Le theoreme suivant permet de montrer en pratique qu’une suite de complexes converge vers une limite 
connue. 


Theoreme 16. 1 Theoreme de majoration 

Soit (z n ) une suite de complexes et a e C. Si (a„) est une suite de reels verifiant : 

1 . \z n - a\ ^ a n a partir d’un certain rang ; 2. a n * 0 ; 

n—*+o o 

Alors z n ► a. 

n—>+ oo 

Demonstration D’apres le theoreme 10.8 page 358 pour les suites reelles, la suite reelle (| z n - a \ ) converge vers 0. 
Une autre fa5on d’etudier une suite complexe consiste a etudier deux suites reelles. 


Theoreme 16.2 La convergence d’une suite complexe correspond a la convergence des parties reelles et imag- 
inaires 

Re (z n ) * Re (a) 

n—*+ oo 

Im ( z n ) * Im ( a ) 

n—*+ oo 
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Demonstration 

=> Pour tout complexe zeC, on salt que |Re(z)| ^ \z\ et que |Im(z)| ^ \z\ done |Re(z n ) - Re(a)| = |Re(zn-fl)| ^ \z n - a\ et done 

R ez n * Re(fl), Im (z n ) * Im(a). 

n—*+oo n—*+ oo 

<= II suffit d’ecrire \z n - a\ = i/Re ( z n - a ) 2 + Im {z n - a) 2 d'ou le resultat grace a la continuity de la fonction racine en 0 et les 
theoremes generaux sur les suites reelles. 


Theoreme 16.3 Suites geometriques complexes 

Soit un nombre complexe keC. On appelle suite geometrique de raison k, la suite definie par z n = k n . Elle verifie la 
relation de recurrence VneN, z n+ 1 = kz n . 

1 . | k\ < 1 => (z n ) converge vers 0. 

2. |fc| 5= 1 et k 1 => (z n ) diverge. 

3. k — 1 ==> (z n ) est constante et vaut 1. 


Demonstration 


- Si |fc| < 1, Iznl = \k\ n ► 0 (on utilise la suite geometrique reelle de raison |fc| < 1). 

n—*+ oo 

- Si |fc| > 1, \z n \ = \k\ n ► +oo done la suite (z n ) diverge vers l’infini. 

n—*+ oo 


- Si |fc| = 1 avec k ^ 1. la demonstration est plus astucieuse. On utilise la relation de recurrence veridee par la suite (z n ). Si par 
l’absurde la suite ( z n ) convergeait vers un complexe a, la suite extraite (z n+ 1 ) convergerait egalement vers a, la suite ( kz n ) 
convergerait vers ka et par unicite de la limite, on a urait a= ka d'ou (1 - k)a = 0 et done a = 0 puisque k 1. Mais avec 

l’inegalite triangulaire, comme \\z n \ - \a\\ ^ \z n - a\ ► 0. la suite (\z n \) convergerait vers \a\ = 0 ce qui est impossible 

n — *+oo 

puisque Vn e N, \z n \ = \k\ n = 1. 


Theoreme 16.4 Series geometriques complexes 

On appelle serie geometrique de raison k, la suite complexe de terme general 

n 

S/2 — l + At+*** + k n — /c 7 

i= 0 


1 . |fc|<l 

2. \k\>\ 


1 

S Jl * T 

n—+oo 1 — k 

(S„) diverge. 


Demonstration Lorsque k = 1, on calcule S n = in + 1) et done la suite (S n ) diverge. Lorsque k ^ 1, on dispose de l'expression 
d’une somme geometrique : 

„ 1 -k n+1 


Lorsque |fc| < 1, la suite geometrique complexe ( k n ) converge vers 0 done la suite [S n ) converge vers - — — . Lorsque |fc| Si et 
k 1, on raisonne par l’absurde. Si la suite [S n ) convergeait vers un complexe a. on aurait 

n _ l + (fc-l)S„ ^ l + (fc-l)fl 

k n-*+ oo k 

ce qui est absurde puisqu'on a vu que la suite geometrique complexe ( k n ) diverge. 


Theoreme 16.5 Theoreme de Bolzano- Weierstrass 

De toute suite complexe bornee, on peut extraire une suite convergente. 


Demonstration Soit z n = x n + iy n une suite complexe bomee. La suite (x n ) ne ^ est bornee, done d'apres le theoreme de Bolzano- 
Weierstrass reel, on peut en extaire une sous-suite ( x n/c fc£N ) qui converge vers un reel x. La suite [yn k est une sous-suite d'une 

suite bornee, done elle est bornee. D’apres le theoreme de Bolzano- Weierstrass reel, on peut en extaire une sous-suite | yn kp 
qui converge vers un reel y. Maintenant la suite lx n/j . j est une suite extraite d'une suite convergente, done elle est convergente 


vers la meme limite. Finalement la suite z n , 

1 fypeN 


converge (vers x+ iy). Ce qu’il fallait demontrer. 
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(a) Convergence d’une suite geometrique (b) Convergence d’une serie geometrique 
complexe complexe 


FIGURE 16.1 - Suites et series geometriques complexe 


16.2 Continuity des fonctions a valeurs complexes 

Si on munit R 2 de la norme euclidienne || ix,y) || = \J x 1 + y 2 qui s’identifie au module du complexe z-x+iy de telle 
sorte que tous les resultats suivants seront valables pour une fonction a valeurs dans R 2 . 

On considere dans ce paragraphe un intervalle I c 05 et une fonction fonction / : I >-► C. On peut considerer pour x e I, la 
partie reelle et imaginaire de fix) et ecrire fix) - f) ( x) + i f 2 ix) ou /i ,/2 : 1 R sont deux fonctions reelles. On ecrira 

fi = Re (/), f 2 = imif ), / = f\ - if 2 , I/I = \J fi+f 2 - 
Definition 16.2 Limite d’une fonction a valeurs complexes 

Soit un reel xo e I et un complexe z-a+ibe C. On dit que fix) * z si et seulement si 

X—* *0 

\fix)-z\ ►O 

X— Xo 

(La fonction x | fix) - z\ est a valeurs reelles). 

Cette definition est equivalente a dire que les deux fonctions reelles f (x) et f 2 (x) tendent respectivement vers a et b 
lorsque x tend vers xq. 


Definition 16.3 Fonctions continues 

Soit xo e I. On dit que / est continue en xo si et seulement si fix) > fix o) et on dira que / est continue sur I lorsque 

x— -Xo 

/ est continue en tout point xq e I. 


Remarque 16.3 

- On montre que / est continue sur I si et seulement si les deux fonctions f\ et f 2 sont continues sur I. 

- On montre qu’une fonction continue en un point xo est bornee au voisinage de ce point. 

- Les operations algebriques sur les limites vues pour les fonctions a valeurs dans IR sont encore valables (limite d’une 
somme, produit, quotient). 

- L’ ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans C forme une algebre. 


16.3 Derivabilite des fonctions a valeurs complexes 


Definition 16.4 Derivee d’une fonction a valeurs complexes 

Soit xq e I. 


- On dit que / est derivable au point xq si et seulement si la fonction x « 


fix) - fix o) 
X- Xo 


admet une limite finie lorsque 


x tend vers xo. Cette limite finie se note fix o). 

- On dit qu’une fonction est derivable sur I si et seulement si elle est derivable en tout point de I et on note B(I) 
F ensemble des fonctions derivables sur I. 

- On definit de meme les fonctions de classe c <o k et c 6’°° sur I. 
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Remarque 16.4 

- f'(t) = f[(t) + i tilt) . 

- On a les memes regies pour le calcul de la derivee d’une combinaison lineaire, d’un produit et d’un quotient que pour 
les fonctions a valeurs reelles. 

- L’ ensemble c £ k ll,C) des fonctions de classe HI Ik) sur l’intervalle I est une C algebre. 

- On note (I, C) F ensemble des fonctions indefiniment derivables sur l’intervalle I. 


Theoreme 16.6 Derivation de l’exponentielle complexe 

Soit un nombre complexe a = a+ ib e C et la fonction 



Cette fonction est indefiniment derivable sur I et Vf e I, fit) - ae at . 

Si tp : I >-► C est une fonction derivable sur I, alors la fonction definie par git) = e ip(f) est derivable sur I avec V t e I, 
g'lt) = e^h p'lt). 


Demonstration II suffit d'utiliser la definition de V exponentielle d'un nombre complexe. Pour t e R, e at = e^ a+i ^ f = e at e ibt = 
e at cos(fef) + ie at sin(fef). Les deux fonctions reelles Re If) etlmlf) sont derivables sur R et done la fonction f est derivable sur R 
avecVfeR, 

f It) = e at (-bsin(bt) + acos(bt)) + ie at (hcos(hf) + asin(fcf)) = la+ ib)e at (cos(fcf) + isin(bf)) = ae at 
L’ autre resultat se montre de meme en examinant la partie reelle et imaginaire de la fonction g. 

Remarque 16.5 Le theoreme de Rolle et le theoreme des accroissements finis ne sont plus valables pour les fonctions 
a valeurs complexes comme le montre la fonction definie par fit) = e lt . Elle est continue sur le segment [0, 1], derivable 
sur ]0, 1[, avec /( 0) = /( 2n) = 1 et pourtant Vf e]0,2ji[, fit) = ie ir 0. 


16.4 Integration des fonctions a valeurs complexes 


Definition 16.5 Integrate d’une fonction complexe 

Si / est une fonction continue par morceaux sur [a, b\, on definit son integrale comme etant le nombre complexe 

fb nb nb 

/ flt)dt- / Re(/)(f) df + i / Im(/)(f)df 
J & J d J & 


Remarque 16.6 Les techniques de changement de variables et d’integration par parties sont encore valables pour les 
integrales de fonctions a valeurs complexes. 


Theoreme 16.7 Majoration du module d’une integrale complexe 

Soit une fonction / : [a, b] >-► C continue sur le segment [a, b\. On peut majorer le module de Fintegrale par F integrale 
du module 

I f flt)dt\ ^ f |/(r)| dr 

1 Ja 1 Ja 

avec egalite si et seulement si la fonction / est de la forme fit) — g(t)e‘ d avec g une fonction reelle positive. En 
d’autres termes, il y a egalite si et seulement si la fonction complexe / prend ses valeurs dans une demi-droite issue de 
l’origine. 


f b 

Demonstration Cette demonstration n’est pas evidente et merite une attention particuliere. Posons z = / fit) df et ecrivons ce 

Ja 

complexe sous forme trigonometrique z = pe*® avec 0 e U et p ^ 0. On a done 

| nb | cb 

/ /(f) df = p = e~ l ®z = / e~ l ®f{t) df 
I Ja I Ja 

•ft r b r b r b 

Definissons la fonction complexe g par g[t ) = = Re (g)+ilm (g). Puisque / g(f) df = p e U et / g(f) d t = I Re (g)(f) df 

J a J a J a 

pb fb 

i / Im (g) (f) df, / Im (g)(f) df = 0. Utilisons maintenant la majoration de la valeur absolue d’une integrale d’une fonction reelle : 
J a J a 

If fit) df I = f Re(g)(t) df« f |Re(g)(f)| df 

I J a I J a J a 
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I rb I rb 

Mais Mt e [a,b], |Re(g)(f)| ^ |g(t)| = |e _! °/(f)| = |/(t)| d’ou finalement I /(() dt S I |/(f)| df. 

\Ja I Ja 

rb rb 

Le cas d’egalite dans cette majoration se produit si et seulement si I Re(g)(f) dt = I |g|(f) dt, c’est a dire si et seulement si 

Ja Ja 

Mt e IR, Im(g)(f) = 0 ef Re(g)(f) & 0. En d’autres termes, la fonction g doit etre a valeurs reelles positives et alors /(f) = e' :0 g(f) ce 
qui montre que la fonction f prend ses valeurs dans la demi-droite issue de Torigine faisant un angle 0 avec l’axe (Ox). On verihe 
facilement la reciproque. 

Theoreme 16.8 Theoreme fundamental de l’analyse 

Soit une fonction /' : I ■ — - € continue sur un intervalle I et a e I. Alors la fonction definie sur I par 

F(x) = [ X f(t) dt 
Ja 

est de classe Mo 1 sur I et Vx e I, F'(x) = /(x). 

Demonstration II suflit d'appliquer le theoreme fundamental de V analyse pour les fonctions reelles aux deux fonctions Re (/) ef 
Im(/) et utiliserla definition de la derivee d'une fonction complexe. 

Bien que Fegalite des accroissements finis soit fausse pour une fonction complexe, on dispose tout de meme de Finegalite 
des accroissements finis avec une hypothese un peu plus forte. 


Theoreme 16.9 Inegalite des accroissements finis 

Soit une fonction / : I >-► C de classe % }] sur le segment [a, h\. Alors 


f(x)-f(a)+f /'(f) dt 

J a 


et par majoration, on en deduit l’inegalite des accroissements finis 


\f(b)-f{a)\<{b-a) sup |/'(x)| 

xc.[a,b] 


Demonstration II suflit d’utiliser le theoreme fondamental deuxieme forme pour les fonctions reelles etles deux fonctions Re(/) 
et Im (/) et de majorer ensuite grace au theoreme 1 6. 7, 


La fonction f etant continue sur un segment, elle est bomee sur ce segment et done en notant ||/'|loo 
V inegalite souhaitee. 


sup |/'(f)|, on obtient 
tc.[a,b] 


Theoreme 16.10 Formules de Taylor 
Soit un intervalle I et une fonction / : I >->■ C. 

1. Formule de Taylor-integrale : si [a,x] c I et si la fonction / est de classe sur le segment \a, x], alors 

/(x) = /(a) + (x-fl)/'(a) + --+ f f [n \ci)+ f ^ ^ f [n+1 \t) dt 

n\ J a n\ 

2. Formule de Taylor-Lctgrange : si x e I, et h e IR tel que [x,x+ h] c I et si la fonction / est de classe c g n+l sur le 
segment [x,x+ h], alors 

f{x+h) = fix) + hf{x) + ■■■+— f n \x) + Rn{h) 
n\ 

avec \R n lh)\ ^ h n+1 ou M„ +i = sup K[xx+h] |/ ( ” +1) (f)|. 

3. Formule de Taylor-Young : si la fonction / est de classe T?" sur Fintervalle I, et si a e I, alors Vx e I, 

(X — f7.) n f( n ^ ( nt 

fix) = fla) + lx- a) f' la) + ••• + — + o((x- a) n ) 

Demonstration II suffit d’ecrire les formules de Taylor pour les fonctions reelles et les fonctions Re (/) et Im (/). 
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Remarque 16.7 La formule de Taylor- Young permet de trouver les developpements limites d’une fonction a valeurs 

complexes. 


Exemple 16.1 Soit ze C. Pour fit) ■ 


1 —tz 


, on a fit) = 1 + zt+ z 2 t 2 + z n t n + o[x n 



Partie 

Imaginaire 


Partie Reelle 


Conjugue 


Suites & 
Fonctions 
Complexes 


Bolzano 
Weiers trass 


Integrale 


Suites 

Geometriques 


10. Suites 
Reelles 


Derivabilite 


Exponentielle 

Complexe 


5. Equa- 
tions Dif- 
ferentielles 
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16.5 Exercices 


16.5.1 Suites 

Exercice 16.1 V 

VRAI ou FAUX : 

Soit (u n ) ne N une suite de nombres complexes telle que lim \u n \ - +oo alors on a lim |Re(w, ; )| = +oo ou lim \lm{u n )\- 

n—oo n—oo n—oo 

+oo. 


Solution : FAUX. On considere u n - n si n est pairet u n = in si n est impair. 

Exercice 16.2 OO 

Soit zeC. Demontrer que lim |lH — 

n 

= e z . 


Solution : 

On pose z = x+ iy.u„{z) - (l + § )" . \u„(z)\ 2 = + . ln|u n (z)| 2 = «ln[l + ^+^^-j ~ n.^f ~2x. (pour 

x 0) D’ou lim ln|u„(z)| 2 = 2x (mime pour x - 0) et lim |w„(z)| = e x . Soit Q n un argument de 1 + -.tan0„ = 

n—oo n—oo n 


-Fhr = -zrrz- D’ou lim tan {)„ = O.Q„ est determine modulo 2tt. On peut choisir Q n dans ] - tt; ju] . lim tanQ„ - n ou 

i + Tj 1 n+x n—oo n—oo 

Z 

lim tan \) n - -jt est impossible car lim 1 H — = 1. reste lim tan \) n = 0. Done tan \) n ~ Q n . Done n. tan0„ ~ nil,,. Or 

n—oo n—oo fj n—oo 

lim n.tan v)„ = y.n\) n qui est un argument de u n (z ) tend vers y. Finalement u n (z) - |m„(z)|. (cos nQ n + i sin nd n ) — ► 

n—oo 

e x (cosy+ i.siny) = e z '. 

Exercice 16.3 W 

Demontrer que (cos« 2 ]„ E rj n ’est pas convergente. 


Solution : Supposons le contraire et notons lim cos n 2 — £. 

n—oo 


La suite extraite (cos4« 2 ),j G r\j et (cos9ti 2 ) nE ^ convergent vers £. On a cos4x = T 4 (cosx) et cos9x = Tg(cosx) ou T4 et 
Tg sont des polynomes de degres 4 et 9 respectivement. Voir paragraphe B.3.1 p. 11 64. On a done T 4 (£) - £ et Tg (£) = G 
Done £ est une racine commune des polynomes T 4 (X) - X et Tg (X) - X. 

Pourles racines de T 4 (X) -X, on chercheles differentes valeurs de cosx verifiant cos4x = cosx. Or cos 4x = cos x pour 
4x = x + 2A;tt ou 4x = -x + 2/ctt. On prend les x dans [0, it] pour avoir des valeurs distinctes du cosinus. On obtient ainsi 
les quatre valeurs distinctes cost), cos 4^ et cos 4?, cos 4?. Ces quatre racines sont distinctes. Ce sont done les quatre 
racines de T 4 (X) - X. 

On travaille de meme pour Tg (X) - X en resolvant cos9x = cos x. Malheureusement, on trouve parmi les neuf racines, 
l,cos4y et cos 4? ce qui n’ arrange pas nos affaires. On retrouve encore ces trois racines chez Ti 6 (X) -X, done on va 
chercher T 25 (X) - X dont les racines sont donnees par 


(outre -1 et 1) ce qui fait 12 racines. 

Soit 25 racines en tout. La seule racine commune a T4(X)-X,Tg(X)-XetT25(X)-X est done 1. Si (cos n 2 ), lf \\ converge, 
ce ne peut etre que vers 1. De la, on deduit que (sin n 2 ) ne ^ converge vers 0, done que (exp(zrc 2 ))„ e ^ converge vers 1. 

exp(t(tt + 
exp (in 


La suite (exp (i(n+ 1 ) 2 )), iE f.j converge elle aussi vers 1. Done la suite 


l) 2 ) 


convergerait elle aussi vers 


1. Autrement dit la suite (exp(2 in)) n€ ^ convergerait vers exp(-z'). Done la suite constante exp(2 i) = 


tendrait vers 


exp(-t) 

exp(-t) 


= 1 ce qui n ’est pas possible. 


exp(2 i(n+ 1)) 
exp(2tu) 


16.5.2 Derivees 

Exercice 16.4 W 

Calculerla derivee n-ieme de f(x) - cosxchx. 


Solution : Soit F(x) = on a F w (x) = (1 + z)”e tl+0jc = v / 2”e' >i7t/4 e (l+i ) J<: . En prenant la partie reelle et en posant 

/i(x) = e*cosx, (x) = v^e^cosf^Jcosx-sin^jsinx) = V25e x cos + x). De meme, soit G(x) = 

on a G tn) (x) = (-1 + - ^/2F e 3lnnli e Vt+i)x _ g n p renant \ a p ar p e reelle et en posant gi(x) = e~ x cosx. 
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g\ ni (x) = \/2"e *(cos(^p)cosx-sin(^p)sinx) = s/l^e *cos(^p + x). Done / M (x) = -n/I'V'xos^ + x) + 

- \f7^e~ x cos ( + x) . 

2 v 4 ’ 


16.5.3 Integrates et primitives 

Exercice 16.5 O 

r 12 r 

Calculer / e cosxdx. 

Jo 


Solution 


r ' 2 1 r U 

| exp ((1 + i)x) dx = 7 [exp ((1 + i)x) J c 

Jo 1 + i 


ie nl - 1 


1 + z" 

[ie nl2 - l) (1- z) 

2 

(- 1 + e n/2 ) + / (l + e n/2 ) 


D’ou 


f 


e x cosxdx - 


e nu - 1 


Exercice 16.6 O 

Calculer I = JJJ sin( t) sh( t) d t . 


Solution : Deux solutions : par les complexes, ou integrer deux fois par parties. 

1. C e ix e x dx= —\ e {x+i)x Y = (e^ + l) et C e ix e~ x dx = — (e" n + l). En effectuant la 

Jo 1 + n Jo 1 + i 2 v 1 Jo 2 1 1 

r n l 

demi-difference des parties imaginaires, J sin(r) sh(f) dt - - sh tt. 

Jo 2 

nil rn rn 

2. 1= I sin(f) sh(f) dx = [sinxchx]Q - / cos(f) ch(f) dx = 0 - [cosxshxlg - I sin(f) sh(f) dx = shji - 1. D’ou 

Jo Jo Jo 

1 

I = - shn. 

2 


Exercice 16.7 OOO 

1. Soit Pel[X]. Demontrer que J P 2 (x)dx=-iJ P 2 (e i9 ) e' 0 d9. 

r , Clh dC ' O 

2. En deduire que VueN a n ) e IR", ^ ^Y-, a q- 

.^ + ^ + 1 <?=i 


Solution : 

1. II suffit de montrer que pour Q e R[X], Demontrer que / Q(x)dx = —i Q e* 0 e' 9 dt). Ce qui se montre par 


linearite. En effet, soit Os 


n ’L 


x dx = 


! + (-!)* 
k + 1 


■ J Q(x)dx = — i J ( 

rn 

‘{J 




2. Soit neN* , (ai,..., a n ) e IR", on pose P(X) = ^ a fcX fc 


On a alors P 2 QQ - ^ a^a(X k+l et f P 2 (x)dx- ^ 

l<ske*sn J° \akta 

D’ou j P 2 (x)dx J P 2 (x)dx sS f g P 2 (e if) )e ! ' 9 dt)^ |-/J^ 


edd. 


dkd£ 

k + I+l 

P 2 (e i0 l e !0 df)| 


f 

do 


P 2 d\). 


Maintenant 


£ |p 2 (e i9 ]|dQ = J^ P |e i0 j P (e i9 )dQ = J 


= P\e w \P\e~ 


dQ car P est un polynome reel. 
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Enfin f p(e' 9 ]p(e ,0 ]d9 = £ a^ae f e l(k f)0 d9 = jt ^ ai + ^ f 2cos (k - £)QdQ = n a 2 q 

Jo lakCsin Jo q=\ l (/=1 

r 

puisque / cos pQdQ = 0 pour p e 1 . 

Jo 
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Chapitre 


17 


Notions sur les fonctions de deux variables 
reelles 


Pour bien aborder ce chapitre 


Ce chapitre a pour vocation de servir d’ introduction aux fonctions de plusieurs variables. Ces fonctions sont bien evidem- 
ment importantes que ce soit en maths ou en physique. Un phenomene physique en particulier depend souvent de plusieurs 
parametres. Nous nous cantonnerons ici aux fonctions de deux variables reelles a valeurs dans RL Vous etudierez le cas 
general en deuxieme annee dans le cadre des espaces vectoriels normes. Vous verrez alors que tout a deja ete dit ou 
presque dans le cas simplifie qui va nous occuper ici. 

On verra que l’on transpose facilement les notions de limite et de continuite aux fonctions de deux variables. 11 n’en est 
malheureusement pas de meme pour la notion de derivee. Ainsi, le taux d’accroissement pour une fonction / : I c M — ► R 
en un point a e I est donne par : 


f{x)-f{a) 
x- a 


xEl\{a}. 


La meme quantite n’a pas de sens pour les fonctions de deux variables car x et a sont dans ce cas des vecteurs de R 2 . 
C’est a ce niveau que va intervenir la notion de differentielle et qu’unpont va etre pose entre 1’ analyse et Falgebre lineaire. 
Plutot que de chercher a definir une derivee, on va approximer la fonction etudiee par une application lineaire. 

On verra qu’alors la theorie sera tres proche de celle que vous connaissez pour les fonctions d’une variable reelle. En 
particulier, on pourra ecrire une inegalite des accroissements finis et une formule de Taylor- Young pour les fonctions de 
deux variables. 

Nous terminerons ce chapitre par quelques elements sur les equations aux derivees partielles. Elies sont aux fonctions de 
plusieurs variables ce que les equations differentielles sont aux fonctions d’une seule. Elies sont aussi evidemment tres 
importantes en physique. 

Dans tout ce chapitre, R 2 est muni de la norme euclidienne usuelle : V (x,y) e IR 2 , || (x,y) || = \J x 2 + y 2 . 


17.1 Continuite des fonctions a deux variables 


Definition 17.1 Z> Bouleouverte 

On appelle haule ouverte de centre Mo e R 2 et de rayon r > 0 le sous-ensemble de R 2 note B (Mo, r) defini par : 

B(M 0 ,r) = {MeR 2 | ||M-M 0 ||<r}. 


Definition 17.2 Z> Partie ouverte 

On dit que UcR 2 est une partie ouverte de IR 2 si pour tout point Mo e U il existe r > 0 tel que la boule ouverte de centre 
Mq et de rayon r soit incluse dans U. 


Definition 17.3 Voisinage d’un point 

Soit Mo £ R 2 . On dit quTtne partie VcR 2 est un voisinage du point Mo s’il existe r > 0 tel que la boule ouverte de centre 
Mo et de rayon r soit incluse dans V. Avec ce vocabulaire, une partie U est ouverte si et settlement si U est un voisinage 
de chacun de ses points. 
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On s’interesse dans ce chapitre aux fonctions / definies sur une partie ouverte IJ c K 2 et a valeurs reelles : 

| UcR 2 — R 
1 (x,y) — fix, y) 

On peut representer le graphe d’une telle fonction : en tout point {x, y) e U, on associe une hauteur z - fix, y) et lorsque 
(x,y) varie dans U, on decrit une surface de R 3 de base l’ouvert U : 

G= {(x,y,z) eR 3 | (x,y) eU, z- fix, y)} 


Pour un point (xo, yo) e U, comme U est ouvert, il existe a > 0 tel que Mu e] - a, a[, (xo + u, yo) eU et (xo, yo + u) e U. On 
peut done definir deux fonctions d’une variable /i (definie sur un voisinage de xo) et /2 (definie sur un voisinage de yo) 
appelees applications partielles de / au point (xo,yo) : 

( ]x 0 - a, x 0 + a[ — > R „ f ]y 0 -a,y 0 + a[ — - U 

' 1 t • — > fit.yo) /2 '1 t 1 — > fixo, t) 


z z 



FIGURE 17.1 - Fonction de deux variables 


Definition 17.4 O Limite en un point 

Soient UclR 2 une partie ouverte. Mo = (xo,yo) £ U et / : U >— ■ R. On dit que / tend vers l e R quand M = (x,y) tend 
vers Mo si et seulement si : 

Ve > 0, 3q > 0, VxeU, ||M-M 0 || « q => |/(M) - Z| e 

On note alors f (M) > l. 

M— M 0 


| Remarque 17.1 Si / admet une limite quand M tend vers Mq alors cette limite est unique. 


Definition 17.5 7 ? Continuity en un point 

Soit U c R 2 un ouvert, Mq e U et / : U R. On dit que / est continue en Mq si et seulement si 


/( M) 


M— M 0 


/(Mo) 


Theoreme 17.1 O Theoreme de majoration 

Soit U c R 2 un ouvert, Mq eU, ZeR, / :U«Ret0:R— >-R tels que, au voisinage de Mq on ait : 
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Demonstration Soite > 0. Puisque 0(f) > 0, il existe r| > 0 tel que Vf e] — rj, r|[, 1 0 ( t) | Se. Soit M e U tel que ||M — Mo II r|, 

on a 

|/(M)-/N6(||M-M 0 ||)«e 

Pour montrer en pratique qu’une fonction de deux variables admet une limite en Mo = (xo,yo), on utilise les coordonnees 
polaires de pole Mq. Pour M = (x,y) e U, en ecrivant 


x = xo + 7'cos0 
y = yo + 7'sin0 


on a r — || M — Mo II et il suffit alors de majorer |/(M)-/(Mo)| par une fonction qui ne depend que de r, 0(r) avec 
0(r) ►O. 

r—0 

Exemple 17.1 Etudier la limite lorsque (jc, y) — ► (0,0) de la fonction definie sur HR 2 \ {(0,0)} par 

x 3 y 

f(X,y) = 2 2 

x z + y z 

Introduisons des coordonnees polaires x - rcos0, y = r sin0. 


|/(x,y)| = rcos 2 0|sin0| r 


Par consequent, f (x, y) * 0. 

(x,y)— (o.o) 


Exemple 1 7.2 Meme question pour fix, y) = — . Avec les coordonnees polaires. 


\f(x,y)\ - r 


|cos0| 3 sin 2 0 r 

cos 4 0 + sin 4 0 cos 4 0 + sin 4 0 


Comme la fonction qy : 0 ■ — ► cos 4 0+sin 4 0 est continue sur le segment [0, 2 tt] , elle possede un minimum qui est strictement 
positif (le cosinus et le sinus ne peuvent s’annuler simultanement) : V0 e [0, 2tt], cos 4 0 + sin 4 0 3= a > 0 et alors |/(x,y)| sS 

r/ace qui montre que fix, y) * 0. 

(x,y)— (0,0) 


Proposition 17.2 Caracterisation sequentielle de la limite 

Si f(M) * l, alors pour toute suite M n = lx n ,y n ) verifiant |]M„ - Moll * 0 (on note M, 2 * Mo), on a 

M— >Mq n—*+o o n —*+ oo 


Demonstration Soit e > 0. Comme /( M) *, il existe q > 0 tel que VM e U. ||M - Mo II S q => |/(M) - l\ ^ e. Puisque 

M— >M 0 

M (1 * Mo- il existe N e N tel que VnSzN, ||M n - Mo II q. Alors pour nJ N, |/(M, ? ) -l | ^ e. 

//— *+ oo 

On se sert souvent de cette propriete sequentielle pour montrer qu’une fonction n’a pas de limite. 


Exemple 17.3 Etudier l’existence d’une limite en (0, 0) de la fonction definie par fix, y) = — . Avec les coordonnees 

x z + y z 

sin(20) 

polaires a l’origine, f(x,y) - — - — . On voit que les valeurs que prend / dependent de Tangle 0 selon lequel on 
s’approche de Torigine. Montrons que / n’a pas de limite en (0,0) en exhibant deux suites : X n - ( 1 / n, 0) et Y n = 
111 n, Un). Si / admettait une limite l e IR lorsque (x,y) * 0, alors comme X n * (0,0) et Y n * (0,0), 

n—*+oo n—*+o o n —*+ oo 

on aurait flX n ) * l et f( Y n ) * l mais Yn e l\l*, flX n ) = 0 et f(Y ;i ) = 1/2. On devrait avoir l = 0 = 1/2, une 

n —*+ oo n — *+oo 


n —>+ oo 
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Proposition 17.3 O Continuite des applications partielles 

Si / est continue au point Mo = (xo,yo), alors les deux applications partielles au point Mo, f\ et fz sont continues 
respectivement en xq et yo. 

Demonstration Soit e > 0. Comme U est ouvert, les deux applications partielles f\ et f 2 sont definies respectivement sur 
un voisinage de xq, f\ :]xo - a,xo + a[— > R et sur un voisinage de yo : fz :]yo - a, yo + cd” R- Puisque f est continue au point 
Mo = (xo,yo). H existe 0 < r| ^ a tel que VM e U, || M — Mo II r| => |/(M) - /(Moll ^ e. Soit alors x e]xo - a, xq + a[ veri&ant 
\x- xol ^ i], Posons M = (x,yo), |[M — Mo II = \ x — xq \ ^ r| d’ou 

l/tW-/iUo)l = l/(x,y 0 )-/(x 0 ,y 0 )l«e 
De meme, puisque || (x 0 , y) - (x 0 , yo) II = \y ~ yo I « 0, 

l/2(y)-/2(yo)l = l/Uo.y)-/(^o,yo)l 

II est important de comprendre que la reciproque de ce resultat est fausse comme le montre Fexemple suivant : 

— U 

( ^i fey) f I 0 - 0 ) 

, — , 7 x z + y z 

[o si (jc, y) = (0, 0) 

Les deux applications partielles en (0,0) sont definies par f\{x) = fix, 0) = 0 et / 2 (y) = /(0,y) = 0. Ces deux fonctions 
sont continues alors qu’on a vu precedemment que / n’admettait pas de limite a Forigine. 

Exemple 17.5 II se peut qu’une fonction admette un limite a Forigine dans toutes les directions sans qu’elle soit continue 
comme le montre Fexemple suivant : 



U 2 


f-< 


(x, y) 


U 

[ *y 6 

I x 6 + y a 

1° 


si (x,y) # (0,0) 
si (x, y) = (0, 0) 


Considerons la restriction de / a une droite d’equation y = ax : 


fa '■ 


fix, ax) = ■{ l + a 8 x 2 
0 


si x ^ 0 
si x = 0 


On a bien f a (x) * 0 = / a (0) ce qui montre que toutes les applications f a sont continues en 0, mais la fonction / 

jc— 0 ..... 

n’admet pas de limite en (0,0). En effet, si Fon s’approche de Forigine suivant la parabole d’equation x-y 2 avec la 
suite M„ = (1 In 2 , Un), 


/(M„) 


1 

l + l/n 4 +oo 


l*/(0,0) 


Multimedia : animation pour illustrer cet exemple, sur un graphe on voit la coupe 
par un plan qui tourne, une bosse qui tend vers 0 et la parabole mise en evidence 
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Theoreme 17.4 OO Composee de fonctions continues 
On considere une fonction 

( U * ^ 

M (x,y) — fix, y) 

continue au point (xo,yo) £ U et une fonction 

tp: 

VclR 2 — U 

{u, v) > — * {x{u, v),y{u, v)) 

On suppose que les deux fonctions x : V >-► 

i et y : V >-► IR sont continues au point [uq, vq). Alors la composee : 

F .J 

V — * IR 

F ’l 

est continue au point (uq, uq). 

[u, v) > — » f{x{u,v),y{u,v)) 


Demonstration II suffit d’ecrire les definitions de continuite. 


Remarque 17.2 Si / : U c IR 2 >->• IK est continue et x, y : I c R >->• R sont deux fonctions continues sur I verifiant M tel, 
(x(f),y(t)) eU, la composee 

| 1 — * U 

tP 'l t 1 — * /(x(f),y(f)) 

est continue en tout point de I. 

17.2 Derivees partielles, fonctions ^ 1 

Soit UcR 2 un ouvert de IR 2 . 


Definition 17.6 O Derivee selon un vecteur 

Soit / : U >— IR, Mo £ U et un vecteur non nul H e IR 2 . On dit que / possede une derivee au point Mo selon le vecteur 
H s’il existe un reel / e IR tel que 

i[/(M 0 +t.H)-/(M 0 )]^Z 

On note alors l — D— /(Mo). 


Exemple 1 7.6 Pour la fonction 




(x, y) 


x y 


si (x, y) (0, 0) 


x c + y z 
0 si (x, y) = 0 


On considere un vecteur H = (h, k) e IR 2 . Formons le taux d’accroissement 

~ t lf{th, ffc)-/(0,0)] = ■ H k 


h l k 


h 2 + k 2 t— o h 2 + k 2 

ce qui montre que / possede une derivee selon le vecteur H en (0,0) et D—/(0, 0) = 


h 2 k 
h 2 + k 2 


Multimedia : Coupe de la surface par un plan qu' on fait tourner et representer le 
graphe de la fonction partielle avec la pente de la tangente 


( 

Definition 17.7 Derivees partielles en un point 

Soit / : U >->■ IR et a e U. On considere la base canonique e — [e\, ez) de IR 2 . On appelle derivees partielles de / au point 
Mq e U les derivees de /, si elles existent, selon les vecteurs e\ et e 2 et on note alors 


et 


|£(Mo) = D ei /(Mo) = lim 
3x f-o 


/(M 0 + te\) - /(M 0 ) 


|^(Mo) = D e2 /(Mo) = lim 
oy t-> 0 


/(Mo + fez) -/(Mo) 
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Remarque 17.3 En notant fi et / 2 les applications partielles au point Mo = (xo,yo). 


3 / . ,. /(x 0 + t,y 0 )~ f(xo,yo) /i (x 0 + t) - fi (x 0 ) 

(x 0 , yo) = linif-o = limt-o 

OX t t 

3/, . .. /(x 0 ,y 0 + t) - /(x 0 ,y 0 ) h (yo + t) - f 2 (yo) 

— (x 0 , y 0 ) = limf^o = lim t _o 

ay t t 

Ces limites existent si et seulement si f\ et /2 sont derivables respectivement en xo et yo. De plus, dans ce cas : 

q/, 


(x 0 ,yo) = (xo) 
(*o,yo) = / 2 (yo) 


a/ 


Par exemple, si /(x,y) = x z cos(y), pour calculer en un point (x,y) — , on fixe la variable y, la premiere fonction 


Ox 


3 / , 


partielle en (x, y) est definie par f{t, y) = r cos(y), elle est derivable en t - x et — (x, y) = f/(x) = 2xcos(y). La 

Ox 


3 /, 


deuxieme fonction partielle en (x,y) est definie par / 2 (t) = /(x, t) - x z cos(f), elle est derivable en t = y et — (x,y) = 


/ 2 (y) = -x 2 sin(y). 


3y 


3 / , 


On retient la regie de calcul suivante : pour calculer — (x,y), on « gele » la variable y (consideree comme constante) et 

3 / 

on derive par rapport a x. De meme, pour calculer — (x, y), on fixe x et on derive l’expression par rapport a y. 

3y 


Exemple 17.7 Considerons la fonction definie sur Mr par 

/u,y) = 



/(x,y) = x 4 


Etudions l’existence de derivees partielles de / en un point Mo = (xo,yo)- 

1. Si yo < Xq, sur un voisinage de Mo, la fonction / est definie par f{x,y) — x 2 . On peut appliquer la regie de calcul 

3 / 0 / 

ci-dessus, — (x 0 ,y 0 ) = 2x 0 et — (x 0 ,y 0 ) = 0. 

Ox Oy 

, „ 3/ 0/ 

2. Si yo > Xq , sur un voisinage de Mo, /(x,y) = y z done ^(xo,yo) = 0 et ^p(xo,yo) = 2yo. 

3. Si Mo = (xo, Xq) avec xo > 0, on se trouve sur un point de la parabole et les applications partielles sont definies par : 

]0,+oo[ — » R 


ft- 


, _ 51t< « f * : i t 

r si t s xq 


Xq si f < yo 

t 2 si t S y 0 


La fonction /i est derivable a droite en xo, avec f[ d {x o) = 4 Xq. Elle est derivable a gauche en xo avec /j (x o) = 0. 

3 / , 0 / , 

On en deduit que fi n’est pas derivable en xo done que — (xo,Xq) n’existe pas. De la meme facon, — (xo,Xq) 

Ox Oy 

n'existe pas. 

4. Si Mo = (0,0), les deux fonctions partielles en (0,0) sont definies par 

f 0 si t ^ 0 


f\{t) = t , f 2 (t) = 


si r > o 


3 / 3 / 

Puisque ces fonctions sont derivables en 0, on en tire que — (0,0) = — (0,0) = 0. 

3x Oy 
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COROLLAIRE 17.6 

- \^€ l (U,IR),+,.) est un sous-espace vectoriel de (U,M) 

- (U,IR),+, x) est un sous-anneau de & (U, IK) 


Le theoreme suivant (la demonstration est admise) est le resultat fondamental de ce chapitre : 


Theoreme 17.7 TW D1 d’ordre 1 

Soit / : U c K 2 >->• R de classe HI 1 sur l’ouvert U et Mo = (xo, yo) e U. Alors il existe une fonction e : V c IR 2 — ► IR definie 
sur un voisinage V de (0, 0) telle que : 

l Pour tout accroissement H = (h, k ) e IR 2 tel que Mq + H e U, on a : 


f (x Q + h, y 0 + k) = /(x 0> yo) + h-^- (x 0 , y 0 ) + k-^- (x 0 , y 0 ) + II ( h , k ) || e(/i, k) 


2 z{h,k) >0 

(/i.fc)— >(0,0) 

On dit alors que / admet un developpement limite d’ordre 1 en Mq. 


La definition de / de classe 'il 1 ne suppose pas que / est continue sur U. C’est une consequence du resultat suivant : 


COROLLAIRE 17.8 O line function 'il [ est continue 

Si / est de classe ^€ x sur U alors / est continue en tout point de U. 


Demonstration Soit Mo = (xo , yo) e U et M = (x, y) . Notons H = M - Mo = (x - xo , y - yo) • Puisque f est de classe <€ 1 sur U, il 

existe e definie sur un voisinage de (0,0) telle que /(x,y) = /(xo,yo) + (x-xo) — (xo,yo) + (y-yo) — (xo,yo) + IIM-Mo ||e(x-xo,y- 

o.v oy 

yo) avec e(h, k ) > 0. La fonction e est bornee sur un voisinage de (0,0) done si ||M — Moll =£ n, |e(M- Mo) I SKet comme 

(h,k)-*{ 0,0) 


|x-xoNI|M-MolUy-yol«||M-MolU/(x,y)-/(xo,yo)|«|x-xoll^-(xo,yo)l + ly-yollT ;L (xo,yo)l+K||M-Mol| «C||M-M 0 ||. 

ox oy 

Par consequent, /(x,y) ♦ /(xo.yo)- 

(x,y)-> (x 0 ,yo) 

Plus interessant, si / admet des derivees dans les deux directions de la base canonique, elle admet une derivee dans toutes 
les directions qui se calcule comme combinaison lineaire des derivees partielles comme le precise le resultat suivant : 


Corollaire 17.9 'W Une fonction Hi 1 admet des derivees selon tout vecteur 

Si / : U >-► R est de classe Hl x sur Fouvert U, alors pour tout point Mo = (xo,yo) et tout vecteur non nul H = ( h,k ), / 
admet une derivee selon le vecteur H au point Mq et 


9 f 9 f 

D-f/(M 0 ) = h^-{XQ,y Q ) + k-^- 
H 9x 9y 


(JCo.yo) 


Demonstration Avec le DL a l'ordre 1. le taux d' accroissement s’ecrit : — [/(xq + th,yo + tk ) -/(xo,yo)] = h-J-{xo,yo) ■ 


k— (xo,yo) + — II {h, k ) \\e{th, tk). Puisque \ \t\lt\ = 1 et que e[th, tk) > 0, on en deduit le resultat. 

9y t t-> 0 
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17.3 Differentielle 


Definition 17.9 O Differentielle 

Soit / : U >-► IR une fonction de classe Hi 1 et Mo = (xo,yo) e U un point. On definit la forme lineaire : 

( IR 2 — ► IR 

d/M °- Uhk) <■ — * /i^-(x 0 ,y 0 ) + k^{x 0 ,y 0 ) 

(. ox 3y 

C’est la differentielle de la fonction / au point Mq. 


Definition 17.10 Gradient 

On definit le gradient de / au point Mq comme etant le vecteur V /(Mq) = 


Vdx 


5 / ^ 

(x 0 ,yo),— (x 0 ,y 0 )J. Alors pour tout 


accroissement H = (h, k). 


D-/(M 0 ) - d/ Mo (H) = (V/( M 0 ) I H 


Theoreme 17.10 OOO Derivation d’une composee 

Soit / :Ucffi 2 «R, w, u : Ic [R >— ► IR. On definit tp : 1 ^ 



/ est de classe Hi 1 sur l’ouvert U. 

Les deux fonctions u et v sont de classe H }] sur I. 


(jaP) Vf e I, tp(r) e U. 

On peut alors definir la fonction 

g=/°<p ; { ] zz 

Cette fonction est de classe Hi x sur I et sa derivee vaut : 


(ufflyftl) °n suppose que : 


IR 

f[u(t),v(t)) 


?\t) = u\f)-^[u(t), v(t)) + v'(t)^-[u(t), u(f)) 


Demonstration Soit to e 1. Nous allons montrer que g admet un developpement limite a l'ordre 1 en to- Puisque f est de 
classe Hi 1 , elle admet un developpement limite au point Mo = (u(to), uffol). Pour t el. on peut ecrire : f(u(to + h), v(to + h)) = 

f(u(t),v(t)) + [u(to + h)-u(to)]^-(u(to,v(to))+[v(to + h)-v(to)}^(u(to),v(to)) + \\(u(to + h)-u(to),v(to + h)-v(to))\\E(u(to + 
h) - u{to), v{to + h) - v(to)). Puisque les fonctions u et v sont derivables en to, elles possedent un developpement limite a l’ordre 


1 : u{to + h) = u(to) + hu' (to) + hz\(h), v(to + h)= v(to) + hv' (to) + £2(10. En reportant dans le DL de f, on trouve que g(to + h) = 
. , 3 / 9 / . 

g(to) + h[u(to) — (u(to), v(to)) + v(to) — (u(to), v(to))\ +R(/z) et par une maj oration simple, on verifieque R(h) =o(ti). Nous avons 


done verifie que g etait derivable en to et obtenu l’expression de g'(to). Puisque 


df 9/ 

dx' 9y ’ 


u' et v' sont des fonctions continues, la 


fonction g' est egalement continue. 


Remarque 17.4 On peut exprimer g'Uo) a l’aide de la differentielle et du gradient de / en Mo : g'(t) = d/ M (tp'(f)) = 

(v/(M 0 )|tp'(f)). 


Theoreme 17. 1 1 000 Derivees partielles d’une composee 

Soit / : U c IR 2 ^ [R une fonction de classe H 1 , x, y : V c IR 2 ^ IR deux fonctions de classe H 1 . On suppose que 
V( u,v)eV, [x(u,v),y(u,v)) eU. On peut alors definir la fonction 

F .J U — R 

'( {u, v) 1 — *■ f[x(u,v),y{u,v)] 
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La fonction F est de classe et en tout point ( u , v ) £ V, 


3F 3x 3/ 3v 3 / 

— ( u , v ) = — ( u , v ) — ( x[u , v),y{u, it)) h ( u , v ) — ixiu, v),y{u , v )) 

du du 3x 3 u 3y 

3F 3x 3/ 3y 3/ 

— ( u , v ) = — [u, v ) — ( x[u , v),yiu, v )) H in, v ) — ( x[u , v),yiu, v)) 

dv dv 3x dv 3y 


Demonstration Soit un point K = (u, v ) e V, considerons la premiere fonction partielle de F en K definie par Fi(f) = F(f, v ) = 
f(x{t, v),y)t, v )) = f(gi (f),g 2 (t))- Les fonctions gi et g 2 sont de classe et gj (f) = — (t, y), g^it) = (f, v). On peut utiliser 

9x 3/ 9y 9/ 

ie theoreme precedent : la fonction Fi est derivable en tout point t et F, (f) = — (f, v ) — (gi (f), g 2 it'll H it, v ) — (gi (f), g 2 ( f ))- 

1 9m 3x on 9y 

9F , 9x 9/ 

On en deduit que F admet une premiere derivee partielle a u point (m, v ) et que — ( u , v) = F, (m) = — (u, v) —— (x(m, v), y(_u, m)) + 

ou 1 du ox 

9y 9/ 

— [u, v) — ixiu,v),yiu,v)). On fait de meme pour la deuxieme derivee partielle. Ces derivees partielles s’expriment comme 
du 9 y 

composees de fonctions continues done la fonction F est de classe Sg’ 1 sur V. 


17.4 Extremum (Tune fonction a deux variables 


'Definition 17. 1 1 V Maximum, minimum, extremum 

Soient / : U c R 2 — ► R et Mo £ U. On dit que Mo est : 

• un maximum local (respectivement un maximum local strict) de / si et seulement si il existe un voisinage V de Mo 
dans [R 2 tel que : 

VxEVnU, /(x)^/( Mo) (respectivement /(x) < /(Mo) 

• un minimum local (respectivement un minimum local strict) de / si et seulement si il existe un voisinage V de Mo 
dans [R 2 tel que : 

VxEVnU, /(x)S=/( Mo) (respectivement /(x) > /(Mo) 

• un extremum local si Mo est un maximum ou un minimum local. 

• un maximum global si : 

VxeU, /(*)</(. Mo) 

• un minimum global si : 

VxeU, /(*)>/( M 0 ) 

• un extremum global si Mq est un maximum ou un minimum global. 


Theoreme 17.12 W'? La differentielle est nulle en un extremum local 

Soient / : U c [R 2 — ► IR de classe Sg’ 1 sur U et Mo = (xo,yo) £ U. Si Mo est un extremum local de / alors d/ Mo = 0 e’est 

3 / 3 / 

a dire : — (x 0 ,y 0 ) = — (x 0 ,y 0 ) = 0. 

3x 3y 


Demonstration Supposons par exemple qu'il existe un voisinage V de Mo tel que Mo est un maximum de f surV. Considerons 
la premiere fonction partielle f\ de f a u point Mo definie sur un voisinage de xo par f\ it) = fit, yo). Puisque xq est un maximum 

de fi, on sait que fUx o) = 0, e’est a dire — (xo, Vo) = 0. On fait de meme avec la deuxieme fonction partielle pour montrer que 
1 ox ' 

9 / 

■r-(xo.yo) = 0 . 


| Remarque 17.5 Un point ou la differentielle s’annule s’appelle un point critique de la fonction. 

Attention 17.9 La reciproque est en general fausse, meme pour des fonctions d’une variable : la fonction definie par 
fix) = x 3 a une derivee nulle en 0 et pourtant 0 n'est pas un extremum local. Pour des fonctions de deux variables, on 

2 2 2 

peut egalement avoir des points selles. Si / est definie sur IR par /(x,y) = x - y , —(0,0) = —(0,0) = 0 et pourtant le 
point (0,0) n’est ni un maximum local, ni un minimum local : f\{t) = fit, 0) = t 2 et f 2 .it) = fi 0, t) = -t 2 . 
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Exemple 17.10 Cherchons les extremums de la fonction definie sur R 2 par 

/(x,y) = (x+y) 2 + x 4 + y 4 
Commencons par chercher les points critiques : 

) jp(x,y) = 2{x + y) + 4x 3 = 0 
|£(x,y) = 2{x + y) +4y 3 = 0 

Le seul point critique est (0,0). Puisque /(x,y) 3= 0 avec egalite si et seulement si (x, y) = (0,0), l’origine est un minimum 
global de la fonction / est c’est le seul extremum. 


Exemple 17.11 On considere une boite rectangulaire sans son couvercle de volume V. Determiner les dimensions de 
cette boite pour la fabriquer avec le moins de carton possible. 

Notons x,y les longueurs de la base et h sa hauteur. Puisque le volume est fixe, on a xyh - V. L’aire des parois en carton 
que Ton cherche a minimiser vaut : 


2V 2V 

f[x, y) = 2xh + 2 yh + xy 1 h xy 

y x 

Cette fonction est de classe sur l’ouvert U =]0, +oo[x]0, +oo[ et 

9 / 2V 

3x (X,y) 

3 / 2V 

— (x,y) — x y 

Qy y 2 

2V 2V 

Un point critique doit verifier xy = — = — d’oii Ton tire x = y = (2V) 1/3 et h - v 1/3 /2 2/3 . II est clair dans notre 

x y 

contexte que cet unique point critique est le minimum global de la fonction. 


Exemple 17.12 On considere un nuage de points dans le plan : Mi = (X| ,y | ) , . . . , M„ = (x n ,y n ) que Ton suppose non 
alignes sur une meme verticale. On recherche la droite d’equation y-ax+b qui minimise la quantite : 

n 

f(a, b) - [yi - i ax i + b)] 2 
k=l 


674 


M,; 


La fonction / est de classe 



Qf n n n n 

— {a,b) = - V \y, - ( axi + b)]x ( - — a V x? + b V x,- - V Xj-y,- 

k = 1 fc=i fc=i fc=i 

q n n n 

-^-(a,b) =-Y j [y i -i a Xi + b)] = oY.Xi + nb- £y; 
d L fc=i fc=i fc=i 


Pour simplifier les notations, dehnissons les vecteurs de 
Les points critiques [a, b) verifient le systeme lineaire : 


suivants : X = (x\,...,x n ), Y = y n ) et N = (1, 1). 


||X|| 2 a+ (N | X) =(X|Y) 

(N|X)a+ ||N|| 2 fo = (N | Y) 

Le determinant du systeme vaut det(S) = ||X[| 2 ||N|| 2 - (N | X) 2 S 0. II est positif d’apres Finegalite de Cauchy-Schwarz et 
s’il etait nul, d’apres le cas d’egalite de Cauchy-Schwarz, les deux vecteurs N et X seraient lies et tous les points seraient 
sur une meme verticale, ce qui est faux. Le systeme possede done une solution unique et on trouve que 

r n (X | Y) - (N | X) (N | Y) 


b = 


n||X|| 2 -(N|X) 2 
II 2 (N | Y) - (N | x) (X | Y) 


«||X|] 2 -(N|X) 2 
Le seul point critique est ici le minimum global de la fonction. 

Remarque 17.6 En pratique, on dehnit souvent des fonctions / : K >->■ IR ou K n’est pas un ouvert de l 2 . Pour trouver 
les extremums de /, on procede comme suit : 

- Determiner les points critiques interieurs a K, e’est a dire les points MeK tels qu’il existe une boule ouverte centree 

3 / 3 / 

en M incluse dans K avec — (M) = — (M) = 0. 

dx 3y 

- Etudier la nature de ces points critiques interieurs (maximum, minimum local, ou point selle). Cette partie est difficile 
a traiter avec les connaissances de math. sup. En deuxieme annee, vous disposerez d’un outil agreable pour determiner 
la nature d’un point critique. 

- Etudier / sur le bord de K. 

Exemple 17.13 On considere le domaine A = \(x, y) e R 2 | -1 ^ x y 1} et la fonction / dehnie sur A par f{x,y ) = 
(y - x) 3 + 6xy. Determiner son maximum et son minimum global. 

Le domaine A est un triangle : 



La fonction / est de classe < ^' 1 sur l’interieur du domaine : A = {(x, y) e IR 2 | -1 < x < y < 1} et on calcule 

-^-(x,y) =6y-3(y-x) 2 

df 

-^-(x,y) = 6x + 3(y-x) 2 
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On trouve les points critiques interieurs (x, y) qui doivent verifier (y- x ) 2 -2 y — -2x d’ou y = -x puis y - -x =1/2. On 
calcule /(-1/2, 1/2) = -1/2. Etudions ensuite la restriction de / sur les trois segments qui foment le bord du domaine. 
Sur le segment Si, g(f) = /(- 1, f) = (1 + f ) 3 - 6 t. On etudie la fonction g definie sur [-1, 1] et on trouve que g atteint 
son minimum en t — \[2 — 1 et ce minimum vaut 6-4\/2 et atteint son maximum en t = -1 avec g( — 1) = 6 . On fait de 
meme pour la restriction de / a S 2 en etudiant h(t) = f{t, 1) puis sur S 3 avec k{t) - fit, t ) pour t e [- 1 , 1 ], On trouve 
finalement que / admet son minimum global au point critique interieur et que ce minimum vaut - 1/2 et que / admet 
son maximum global sur la frontiere qui vaut 6 . 


17.5 Derivees partielles d’ordre 2 


Definition 17.12 O Derivees partielles d’ordre 2 ' 

Soit U c IR 2 un ouvert et / : 1.1 ■ — > R une fonction numerique de classe 7 ? 1 (U , M) . On peut done definir les fonctions 
derivees partielles : 

af f U — ► R [ U — R 


9/1 u 

3x I a 


9/ 

et 

9y 


9 9/ a/ , 

On dit que f est de classe ^ (U ,K) lorsque les 2 fonctions — et — sont de classe ^ (U,1R). On note alors 

ox oy 


a 9/ 


3— 

OX 

9 2 f 

— —(a) = 
3x3y 

9y 

3x 

aM 


3^ 

9y 

3 2 f 

3x 

9y 


_BlO 14 Hermann Schwarz ne le 25 Janvier 1843 a Hermsdorf (Silesie) et mort le 30 Novembre 1921 a Berlin 


Hermann Schwarz a commence ses etudes a l’universite de Berlin pour 
apprendre la chimie mais les cours de Kiimmer et de Weierstrass lui font 
a bandonner son idee premiere et il decide de se consacrer aux mathema- 
tiques. II effectue sa these sous la direction de Weierstrass. 

II est nomme maitre de conference a Halle en 1867, puis professeur a 
Zurich en 1869 et rejoint l’universite de Gottingen en 1875 pour finale- 
ment prendre un poste a Berlin en 1892. Schwarz est au depart tres in- 
teresse par la geometric et, au contact de Weierstrass, il apprend a traduire 
ses idees avec les outils de l’analyse. En 1870, il resout le probleme de 
Dirichlet qui consiste a trouver une fonction harmonique definie sur un ou- 
vert prolongeant une fonction continue definie sur la frontiere de 1’ ouvert. 
La plus importante de ses contributions a ete celle aux surfaces minimales 
(les surfaces minimisant leur aire relativement a une contrainte donnee). 
C’est dans un travail relatifa ce sujet qu ’ilpublie, pourdes integrales dou- 
bles, 1 ’inegalite 1 3.24 page 528 qui porte maintenant son nom. Elle est en 
fait due a Bunyakowsky qui l’enonga le premier pour des integrales sim- 
ples. Notons que Cauchy, dans son cours a Poly technique, l’avait aussi 
enonce dans le cas des suites. 





Theoreme 17.13 'v Theoreme de Schwarz 

Soit / : U '-*■ IR une fonction de classe < ^ > 2 (U,K). 

Alors en tout point a el]. 


9 2 f a 2 / 

— —(a) = — —(a) 
3x3 y 3y3x 
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Exemple 17.14 Considerons la fonction 


xy(x 2 - y z ) 


si ix,y) f (0,0) 
si (x, y) = (0, 0) 


On verifie facilement que la fonction / est de classe r f> sur K 2 et que 


3x 2 y-y 3 2x(yx 3 -xy 3 ) . „ „ x*-3 xy 2 2 y(yx J -xy J ) 

d fr , r 2 7~2 d— si (x, y) ^ (0, 0) a / —= f ^ si (x, y) ^ (0,0) 

— (x, y) = < (x 2 + y 2 ) (x 2 + y 2 ) 2 — (x,y) = < x 2 + y 2 (x 2 + y 2 ) 2 

° X 0 si (x,y) = (0,0) 9y 0 si (x,y) = (0,0) 


si (x,y) ^ (0,0) 


x 3 - 3xy 2 2y(yx 3 - xy 3 ) 


Formons le taux d’accroissement : 


1 r df a / . 

- M-w.fl-d-co.o) = -i — *-i 

t dx dx t — o 


ce qui montre que — — (0,0) = -1. De meme, formons le taux d’accroissement 

3 y 

1 r 8/ a/ , 

-d-(f,0)--^-(0,0) =1 — -1 

f L 8y 8y J f-o 


ce qui montre que — J (0, 0) = 1. Les deux derivees partielles secondes croisees sont differentes. On peut verifier l’exis- 
tence des quatre fonctions derivees partielles secondes sur IR 2 , mais on verifie qu’elles ne sont pas continues en (0,0). 


Theoreme 17.14 Formule de Taylor integrate a l’ordre 2 

Soit / : U >-*■ IR une fonction de classe c € 2 . On suppose que U est un ouvert convexe. Soit Mo = (xo,yo) £ U et un 
accroissement H = ill, k) tel que Mo + H e U. On a : 

[3/ 8 / i 

f (x Q + h, y 0 + k) = /(x 0 , y 0 ) + [ h— (x 0 , y 0 ) + k— (x 0 , y 0 ) J + R [h, k) 


rl g2 f g2 r q 2 i 

R [h, k) - I (1 - t)\h 2 — 4(xo + th,yo + tk ) + 2 hk (xo + th,yo + tk) + k 2 — 4(xo + th,yo + tk)]dt 

Jo 8x 2 8x8y 8y- 


Demonstration La preuve est instructive. On se ramene aux theoremes de/a prouves pour les fonctions cl'une variable en 

considerant la fonction 

I [0,1] — IR 

^ ’ 1 t > — * f{x o + t h, yo + tk) 

Cette fonction est definie sur [0, 1] car on a suppose que Vouvert U etait convexe. Elle est de classe St? 1 d’apres le theoreme de 
derivee d ’ une composee ( 17.10 page 672) et V t e [0, 1] , 

q fit) = h — ixo + th,yo + tk) + k — ix o + th,yo + tk) 
ox ' 9y 


S 2 / g 2 f 

En re-appliquant le meme theoreme, on verifie que q> est de classe fl 2 sur [0, 1] avec tp" it) = h 2 — (xo + th, yo + tk) + hk (xo + 

9x 2 9x9y 

9 2 f o 9 2 f o 9 2 f 

th,yo + tk) + kh (xo + th,yo + tk) + k — T (xo + th,yo + tk). Avec le theoreme de Schwarz, q> it) = h — 7 (x o + th,yo + tk) + 

9y9x 9y 2 9x 2 

9 2 / ? 9 2 / 

2hk — — - — (xo + th, yo + tk) + k — ^(xo + th,yo + tk). II suffitalors d’ecrirela formule de Taylor integrate al’ordre 1 pour la fonction 
9x9y 9y 2 

q) entre 0 et 1 : 


q»(l) = q>(0) + q>'(0) + I (1 - f)q>"(f) df 


pour obtenir le resultat. 
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Theoreme 17.15 W'v’ Formule de Taylor- Young a l’ordre 2 

Si / : U >-*■ IR est de classe sur Fouvert convexe UcR 2 , pour (xq, yo) eU et (h, k ) £ IR 2 tel que (xq + h, yg + k) e U, 


Q f Qf 1 3 2 f 5 2 f g2 f 

f{x 0 +h,y 0 +k ) = fix 0 ,yo)+h-^(xo,yo)+k-r ! -(xo,yo)+-[h 2 —; y x 0 ,yo)+2hk— ^(x 0 >yo)+^(*o>yo)] + ll(ft> k)\\ 2 R{h 
ox ay 2 d( z oxoy oy z 


avec R(/t, A:) * 0. 

(h,k)^{ 0,0) 


fc) 


Demonstration Reprenons la formule de Taylor-integrale et travaillons sur le reste. Ecrivons 


r 


0 2 / 

(1 - f) ^ 2 (x 0 + th,y 0 + 


a 2 f r i pi a 2 f a 2 f r 1 

ffc)df= — T7(x 0 ,yo) I (1- t) dt + £i(h, k) oh £i(h, k) = (1 — f ) [ — j -^[xq + th,yg + tk) (xo.yo)l df. Puisque | (l-f)df = 

3x z Jo Jo dx z dx z Jo 

a 2 / a 2 / 

1/2. on fait apparaitre dans R{li,k), A fa 2 — 4(xo,yo). Puisque la fonction — - est continue en (xo,yo), on montre avec e que 
z dx z dx z 


El (li,k) 


[h,k)^ ( 0 , 0 ) 


0. On fait de meme avec les deux autres termes du resfe pour obtenir le resultat. 


Remarque 17.7 La partie entre crochet est une forme quadratique q(h,k) en Faccroissement (h, k). Le reste peut 
s’ecrire o(|| (/;, /c) 1 1 2 ) . La formule de Taylor- Young permettra d’etudier la nature d’un point critique en math. spe. 


17.6 Exemples d’equations aux derivees partielles 

Le but de ce paragraphe est de resoudre quelques equations aux derivees partielles simples. Pour simplifier F etude, on 
considere un ouvert de la forme U =]a, b[x]c, d[. Commengons par resoudre des equations aux derivees partielles fonda- 
mentales : 


df 

Proposition 17.16 EDP — = 0 
3x 


3/ 

(El ) : (x, y) — 0 

3x 


Une fonction / £ 7? 1 ( LJ , R ) est solution de (Ei) si et seulement s’ il existe une fonction d’une variable k e 7? 1 (]c,d[,l 
telle que V(x, y) e U, 


]a,b[ 


est derivable 


Demonstration 

| => | Supposons que f est solution de (Ei). Fixons y E]c,d[. La fonction : ip : ^ ^ ^ ^ 

sur IR et de derivee nulle. Elle est done constante ; Vf e ]a,b[, ip(f) = ip(0) et on a done : V (x,y) e U, f[x,y) = k(y) avec 
’ ^ qui est une fonction de classed? 1 sur ]c,d[ d’apres le theoreme de composee 17.10 page 672. 

E Reciproquement. une fonction Ic e C 6 >1 (]c, d[,IR) est clairement solution de ( Ei ) . 


df 

3 roposition 17.17 EDP — = h 
ox 

5oit h £ t ^°(]fl,fo[,[R). 


(E 2 ) : — (x,y) = h{x) 

OX 


Une fonction / £ < if? 1 (U, K) est solution de (E 2 ) si et seulement s’ il existe une fonction d’une variable k £ (] c, d[, K) 


telle que V (x, y) £ U, 


/(x,y) = H(x) + k{y) I ou H est une primitive de h sur }ci, b[. 


Demonstration D’apres le theoreme fondamental de l’analyse, comme h est continue sur ]a,b[, elle possede une primitive H 

u ^ 

Supposons que f est solution de (E 2 ), 


sur]a,b[. Soit /e < ^’ 1 (U,IR). Introduisons la fonction \pr : 


(x,y) 


/(x,y)-H(x) 
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alors : 



Proposition 17.18 O EDP — — = 0 
dxdy 

a 2 / 

( e 3 ) : = 0 
oxoy 

Une fonction / e c ^’ 2 (U, 1 R) est solution de (E3) si et seulement s’il existe deux fonctions H e ^ 2 (]a, fo[,R) et 
K e ^ 2 (] c, d [, IR) telles que : 

V(x,y) e U, ^tey)^H(j^+K(yJ 


Demonstration Soit f e ^(U.R). Supposons que f est solution de (E 3 ). Alors : 

9 / 

— est solution de (Ei) 

3y 

= V(x,y) e u. |<x,y)=«y> 

=> / est solution de (E2) 

=> V(x,y) e U, f(x,y) =H(x) + K(y) 

ou K est une primitive de k et est done de classe So 2 et oil K e c £? 1 Qc, d[,W). Comme : V(x,y) e U, K(y) = H(x) -fix, y), K est de 
classe ‘if 2 comme difference de fonctions de classe < & 2 . 

Reciproquement, on verifie qu'une fonction de cette forme est solution de (E 3 ). 


a 2 / 

Proposition 17.19 O EDP — v = ° 

9 y 2 

a 2 / 

(E 4 ) : —j = 0 

3y 2 

Une fonction / e S^ 2 (U,K) est solution de (E4) si et seulement s’il existe une fonction 9 e c € 2 {\a, b[, R) et \|/ e 
S^ 2 (]a, b[,M) telles que 

V(x,y) e U, I f(x,y) - ytp(x) + t|/(x) | 


Demonstration Soit f e c € 2 (U, R) . Supposons que f est solution de (E 4 ) alors . 


— est solution de (Ej) 

3y 

Vteyleu - 
V(x,y) e U, (x,y) = 0 

3y 

/ - yep est solution de (Ei) 

3\p e S *? 1 (]a, fc[,[R) : V(x,y)eU, / (x,y) - yep (x) = t|/(x) 


Reciproquement, on verifie qu'une fonction de cette forme est solution de (E 4 ). 


Definition 17.13 WO Diffeomorphisme 

Soit UcEetVcF. On dit qu’une application ep : U ^ V est un 'S 1 -diffeomorphisme lorsque : 









1 . tp est une bijection de U vers V ; 

2. ip est de classe sur U ; 

3. ip -1 : V >-*■ U est de classe ^ 1 sur V. 


Exemple 17.15 Considerons une application lineaire : 


( (x,y) > — * [ax+ by,cx+ dy) 

Elle est de classe 'Hi 1 et est bijective si et seulement si det(ip) = ad - be 7 0. La bijection reciproque est encore une 
application de classe T? 1 et done tp definit un '71 1 -diffeomorphisme. 

Exemple 17.16 Considerons l’ouvert U =]0, +oo[xR = {(x, y) e R 2 | x > 0}. Tout point M = (x,y) e U peut etre decrit a 
l’aide de coordonnees polaires x= rcosG, y = rsinB avec (r,0) e V =]0,+oo[x] — tt/2, tt/ 2[. Verifions que Fapplication 

( y — U 
^ ' | (r,0) ' — * (rcos0, rsin0) 

est un '71 1 -diffeomorphisme de V vers U. L’ application ip est bien de classe T? 1 et on calcule facilement sa bijection 


(\/x 2 + y 2 ,arctan(y/x)) 


qui est egalement de classe < € l . 


PLAN 17.1 : | Pour resoudre une equation aux derivees partielles | 

1 On utilise un changement de variables pour se ramener a une EDP plus simple. Soit ip : Ui >-► U 2 un '71 k - 
diffeomorphisme. 

2 Onposeg-foiy~ 1 ,f-go(y.festunefonction c ^’ k {\]i,R) solution d’ une EDP (Ei) si et seulement si g est 
une fonction ^(l^, R) solution d’une EDP (E 2 ). 


Exemple 17.17 On considere Fouvert U =]0,+oo[x|R. Resoudre sur U les equations aux derivees partielles 

a / a f 

a. (Ei) :y-^(x,y)-x-^(x,y) = 0. 

3x 8y 

a f a / 

b. (E 2 ) : x— - (x, y) + y— - (x f y) = 0. 

3x 3y 

3 / 3 / , , 

c. (E) :x-^(x,y) + y-^-(x,y) = /(x,y)-(x 2 + y 2 ). 

ox oy 

Considerons le changement de variables polaires, e’est a dire le '71 1 -diltcomorphisme tp de la remarque precedente. Pour 
/ : U >-*■ R de classe c € x , on pose g-f° ip : 


et on calcule : 


/(pcos0,psin0) 


3g 3 f 3 f 

— (p, 0) = cos0 — (pcos0,psin0) + sin0 — (pcos0,psin0) 

3p 3x 3y 

3 g 3 / 3 / 

— (p, 0) = -psinB— (pcos0,psin0) + pcos0 — (pcos0,psin0) 


a Si / est solution de (Ei), on doit avoir V(p, 0) e V, — ^-(p,0) = 0 et done il existe une fonction h :]0,+oo[^ R 

30 

de classe “rf? 1 telle que g(p,0) = h(r). Par consequent, /(x, y) = h ( \/x 2 + y 2 ) . Definissons une nouvelle fonction 
H :]0,+oo[^ R par H(«) = h(\fu ) (elle est encore < r^ 1 ), /(x, y) = H(x 2 + y 2 ). On verifie reciproquement que pour 
toute fonction H e c ^ ,1 (]0, +oo[,R), / ainsi definie est solution de (Ei). 

Q pr 

b. Si / est solution de (E 2 ), la fonction g doit verifier — = 0 et done il existe une fonction h £ 7? 1 ( | — tt/2, tt/2[) 

3p 

telle que V (p, 0) e V, g(p,0) = h(0). On en deduit alors que V(x,y) e U, /(x,y) = g(arctan(y/x)) et en definissant 
une nouvelle fonction par G(«) = gfarctan u), /(x,y) = G(y/x). Reciproquement, pour toute fonction Ge^'Q- 
ji/2,7t/ 2[), / ainsi definie est solution de (E 2 ). 
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c. Si / est solution de (E 3 ), 


p— (p,0)-g(p,9) = -p 

dp 


En posant h{ p,0) = e lnp g(p,0) = -g(p,0), ^(p,0) = -1 d’ou g(p, 0) = -p 2 + pfc(0) avec k e c g >1 (] - jt, jt[,D 
p dp 

Finalement, 

f{x,y) = -(x 2 + y 2 ) + \J x 2 + y 2 fc( 2 arctan -p==) 


Exemple 17.18 Resoudre sur U = R 2 1’ equation des ondes : 

d 2 / d 2 / 

(E): di-d^=° 

On pose ip : [x, t) — ► (m, y) = (cpi (x, r) ,tp 2 (x, r)) = (x- t, x+ t). Si / = g°ip, on a : 


3 / 3 / 

(x, t) (x, t) 
dx dr 






dtpi dtpi 

-r— (x, t) (x, t) 

ox at 

dtp 2 d<P2 

-T— (X, t) -j— (X, f) 

ox at 


V = 3g + 3g et ^ = + M 

dx dw dy dr dn dy 


aV = jwag + ag 

dx 2 dxldw dy 


d 2 g dtpi | d 2 g dtp 2 | d 2 g dcpi | d 2 gdtp 2 
dw 2 dx dydn dx ditdy dx dy 2 dx 

3 2 g ! 2 3 2 g | 3 2 g 

0 r / 2 dndy dy 2 


dr 2 dr { du d y J 

d 2 g 3g>i d 2 g dtp 2 | d 2 g dtpi | d 2 g dip 2 

du 2 dr dvdu dr dwdy dr dy 2 dr 

a 2 g 2 3 2 g j 3 2 g 
du 2 d «d y dy 2 

3 2 g 

et (E) o (E) : = 0 qui est du type (E 3 ). Les solutions de (E) sont done de la forme : g : (u, y) >-*■ H ( r/) + K(y) ou 

dudv 

H e < g’ 2 (R,R) et K e < ^ > 2 ([R,M). et les solutions de (E) sont alors de la forme : / : (x, t) + K(^p). 

Exemple 17.19 Resoudre sur U =]0,+oo[ 2 F equation 


9 d 2 f ,d 2 f d/ df 

(E): "d i- y w +x i x - y *y =0 


On pose 


On verifie facilement que tp est un '71 2 - d i If e o m ( ) i'p h i s m e et on posant g-f °ip, on a fix, y) = g(lnx,lny). Apres calculs, 
la fonction g verifie F equation des ondes done il existe deux fonctions d’une variable de classe '71 2 H et K telles que 
g(«, y) = H(u + y) + K(rt - y) d’ou l’existence de deux fonctions de classe C € 1 d’une variable telles que 


/(x,y) = tp(xy) + \|/(x/y) 
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| On verifie reciproquement que toute fonction de cette forme est solution de l’EDP. 
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17.7 Exercices 


17.7.1 Limite et continuite 

Exercice 17.1 

Determiner si elle existe la limite en (0, 0) des fonctions f : IR 2 — ► IR donnees par : 


1- f(x,y) = 

2- f[x,y) = 

3- f[x,y) = 


ch (xy) - cos (xy) 


x^y^ 


xy 

x-y 


4 - /(x,y) = xysin± 

, , x+2v 

5 - = — 

xy 


5 - f[x,y) = 


x z + y z 


Solution : 


1. Pour x 0, /i(x) = /( 0,x) - 0 et / 2 (x) = /(x,x 3 ) = 1. Si f avait une limite £ en (0,0), ces deux fonctions com- 
posees f\ et fz auraient la meme limite £ en 0, ce qui est impossible. 

2. Pour tout x,y f 0, f (x,y) = Lh ^\ y \ 1 - L0S ^ y } 1 et comme chx- 1 ~ cosx- 1 ~ -4r, il vient que 

K ' rjr ff x ^0 x ^0 L 1 

f[x,y) — >L 

(x.y) — * (0,0) 

, x 2 + x 4 1 

3. Pour x y 0, f\ (x) = f{x, x + x ) = — = -x n ’a dmet pas de limite en zero. Done f ne peut pas avoir de 

limite en (0,0). 


4. |/(x,y)Mxy| 


(*.y)— ( 0 , 0 ) 


0 done f (x, y) 


(x,y)->(0,0) 


4y 

5. Pour yf0,fi (y) = /(2y, y) = — ~ n ’a dmet pas de lirmte en 0, done f ne peut pas avoir de lirmte en (0, 0) . 
3y 


6. Pour xf 0, /(x, x) = — et fix, — x) = Done f ne peut pas avoir de limite en (0,0). 


Exercice 1 7.2 

Determiner si elle existe la limite en (0, 0) des fonctions f : IR 2 — ► IR donnees par : 


1- f[x,y ) = 

2 - f[x,y) = 
3 ■ f[x,y) = 


x 2 + y 2 
1 - cos (xy) 
xy 2 
shxshy 
x + y 


4 - f[x,y) 

5 - f(x,y) 

6 - f[x,y) 


xy 

xy 

shx + shy 
sinx- y 
x - sin y 


Solution : 

1. Enpolaire, /(pcos0,psin0) = pcos 2 0sin0 done |/(pcos0,psin0)| sS p et done lim /(x,y) = 0. 

(x,y)-»(0,0) 


2. fix, y) = 


2 sin 2 


xy 2 


done |/(x, y)| 2 


4xy 2 


|x| 

— . Done lim f(x,y) = 0. 
2 (x,y)— (0,0) 


shxsh( — x+x 3 ) 1 

3. Pour x ^ 0, fix) = fix , -x + x 3 ) = . Done f ne peut pas avoir de limite en (0, 0) . 

x 6 x 

o X + X 

4. Pour xf0,fi (x) = fix, x ) = j — . Done f ne peut pas avoir de limite en (0, 0) . 


5. /(X,X) = 2shS 


x— 0 2 (j;,y) — (0,0) 


f[x,y) = -zh[ X+ /)ch[ X -~ ) donC fix,-X + X 2 ) = 

( 0 , 0 ). 

6. fix, 0) —i • 1, fix, x) — ► — 1. Done pas de limite. 


0 et en utilisant les formules de trigonometrie hyperbolique, pour (x, y) f 0, 

= \ done f n ’ad met pas de limite en 


ch to 


->0 2x‘ 
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Exercice 1 7.3 W 

Determiner la limite lorsque ( x,y ) — *• (0,0) de 


f[x,y) = 


x + y 

\x\ + \y 


Solution : En polaire, /( p cos 0, p sin 0) = 


cos0| + |sin0| 


La fonction 0 > — * | cos0| + | sin 0 1 ne s’annule pas sur [0,2tt] 


et admetdonc un minimum strictement positif m (il n’estpas difficile de voirque in - 1 ). Done |/(pcos0,psin0)| ^ — 

m 

et done lim f{x, y) = 0. 

0t,y)-{0,0) 


Exercice 1 7.4 W 

Determiner la limite lorsque (x,y) — > • (0,0) de 


f(x,y) = 


shxshy 

|x| + |y| 


shxshy xv 

Solution : 11 est clair que si la limite existe, e’est 0. Par ailleurs f (x , yj = — — — . Les deux fonctions 


(x,y) 


shx 


si x ^ 0 
si x - 0 

xy 


et (x,y) 


shy 


xy |x| + |y| 


si y^O 


y ' sont continues sur R , il en est de meme de leur produit. 
1 si y = 0 

p 2 cos 0 sin 0 

. En polaire, g(pcos0,psin0) = — — — — — . La fonction 0 > — * | cos0| + | sin0| ne s’an- 


Reste e :(x, y)> , , ,, , 

|x| + [y| |cos0| + | sin 0 1 

nule pas sur [0, 2tt] et admet done un minimum strictement positif m (il n’ est pas difficile de voir que m - 1 ). Done 


|g(pcos0,psin0)| ■ 


et done lim g(x, y) = 0 et done finalement lim f (x, y) = 0. 

(x,y)— >(0,0) (jc,y)-(0,0) 


Exercice 17.5 W 

Determiner 


sinfxy) 
lim — = 

(x,y)-(0,0) ^/ x 2 + y 2 


p 2 |cos0sin0| 

Solution : A partir de l’inegalite \ sin u\ ^ | u\, on a, en passant en polaire, |/(pcos0,psin0)| ^ p et 

P 

done lim f[x, y) = 0. 

(x,y)— (0,0) 


Exercice 17.6 




Soit 


Montreren utilisant un DL que /(x,y) 


fix, y) = 


1 


sin 4 x+ (1 - cosy) 2 
4x 4 + y 4 


(x,y)— >(0,0) 4 


Solution : On a sin 4 x = x 4 + x 4 C| (x) avec limo Ei = 0 et 1 - cos y = — + o(y 2 ) soit (1 - cos y) 2 


■ + y 4 £2 (y) avec 


1 x 4 ei(x) + y 4 E2(y) 

limo £2 = 0. Done f(x,y) = — I , ce avec lim£i(x) = 0 et lini£ 2 (y) = 0. Done pour |x| < ri et |y| < n, 

4 4x 4 + y 4 jc— o y— o 


|ei (x) | < e et |ei (y) | < e et par la suite 


x 4 ei(x) + y £ 2 (y) 

I 4x 4 + y 4 | 


< e. Ce qui veut bien dire que f[x, y) 


1 


(jc,y) — ► (0,0) 4 


Exercice 17.7 W 

Soient f : R — »■ R une fonction de classe 03/1 1/09 et 

f R 2 \(0,0) — * u 

F 1 Rr) - 

Determiner lim F ( x, y) . 

(x,y)— >(0,0) 
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Solution : La fonction f est derivable en zero, done Ve > 0, 3i] > 0,0 < \h\ < i] => ^ ^ ^ - /'(0) < e. Done en 

I h 

prenant h- x 1 2 + y 2 , des que ||(x, y) II < \/r\, on a |F(x, y) - f'(0)| < e. C’est bien dire que lim F (x, v) = /'( 0). 

(*,yMo,o) 

On peut aussi resoudre V exercice en appliquant le theoreme des a ccroissements finis a f surle segment [0,x 2 + y 2 ]. 


Exercice 17.8 W 

Soit f : R 2 —i ■ IR definie par : 


f{x,y) 


{ \x 2 + y 2 -l six 2 + y 2 >l 
-\x 2 sinon 


Montrer que f est continue sur W 2 . 


Solution : La fonction f est la somme de deux fonctions : f\ (x, y) = - — qui est continue sur R 2 par exemple parce 


que c’est une fonction polynome, et la fonction f-z ( x, y) = 


xr + y 2 - 1 si x 2 + y 2 > 1 


. fz est une fonction radiale. 


e’est-a-dire qu ’elle ne depend que du rayon r = \/ x 2 + y 2 . C’est la composee des fonctions continues : 

• g(R) = sup(0,R~ 1) est une fonction continue d'une variable comme sup de deux fonctions continues 

• et R(x,y) = x 2 + y 2 . 

Done fz est une fonction continue comme composee de deux fonctions continues. Done f est la somme de deux 
fonctions continues, elle est done continue. 


17.7.2 Derivees partielles 

Exercice 17.9 V 

Calculer les derivees partielles des fonctions suivantes : 


1- f (x, y) = In (ch(xy)) 

2. f [x, y) = x y avec y > 0 

3. f (x, y) = argsh (x + y) . 


4. /(x,y) = -Jx 2 + y 2 

5. f[x,y) = arctan(xtany) avec 
ye U\n/2Z. 


6- / (x, y) - y cos (x + y) 



Exercice 17.10 r f> 

Soit f la fonction definie sur R 2 par : 



si x / 0 
si x = 0 


1. Prouver que f admet une derivee au point (0,0) suivant tout vecteur de R 2 . 

2. Observer que neanmoins f n ’est pas continue en (0, 0) . 
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Solution : 

t 2 k tk 

1. Soit (h, k) avec h 0. On a, pour t ^ 0, f (th, tk) = = — . Done la derivee au point (0,0) suivant le vecteur 

th h 

k 

(h, k) existe et vaut Effectuons le meme travail suivant le vecteur (0, k). Pour t 0, / (0, tk) = 0. Done la 
h 

derivee en (0, 0) suivant (0, k) existe et vaut 0. 

2. Pour x ^ 0 , on a f (x 2 , x) — 1 et f (x, 0) = 0 done f n ’estpas continue en (0, 0). 


Exercice 17.11 r 2 

Soit f la fonction definie sur K 2 par : 



si (x,y) ^ 0 
si (x, y) = 0 


1. Prouver que f admet une derivee au point (0,0) suivant tout vecteur de Iff 2 . 

2. Observer que neanmoins f n ’estpas continue en (0, 0) . 


Solution : V 


1. Soit (h, k) + (0,0), 
h 2 


f (th, tk) -/(0,0) th 2 k 


t 2 h 4 + k 2 


. Done si k / 0 la derivee au point (0, 0) suivant le vecteur ( h , k) 


existe et vaut — et si k = 0, cette derivee existe encore et vaut 0. 
k 


2. Pour x ^ 0, on a /(x,x 2 ) = - et f(x, 0) = 0 done f n’est pas continue en (0,0). 


Exercice 17.12 f? 

On considere 1 ’application f : IR 2 >-► IK definie par f(x, y) = || (x, y) || (norme euclidienne). Etudier la continuite de f et 
etudierles derivees partielles de f. 


Solution : /(x, y) = \J x 2 + y 2 , / est continue sur R 2 car 

|/(X)-/(Y)|c|||X||-||Y|||c||X-Y|| 


grace a l’inegalite triangulaire. Ensuite, 


pour(x,y ) / (0,0). En (0,0) 


3 f x 

— (x,y) = — 

3^ \] x 2 + y 2 

/(f,0)-/(0,0) |r| 

= — = •?, 

t t 


quin’apas de limite lorsque t —> 0. Done f n’admet pas de derivee partielle par rapport a x en (0,0). Meme calculpour 
la derivee partielle par rapport a y. 

Ce resultat est valable pour une norme quelconque comme le montre 1 ’exercice suivant : 


Exercice 17.13 f? 

On considere une norme ||.|| quelconque sur R 2 et on definit f(x,y) - ||(x,y)||. Soit h 0 un vecteur. Montrer que 
D ; ~/(0,0) n’ existe pas. 


Solution : Calculons 


f(th) — f(0) 


qui tend vers || h || lorsque £ — »■ 0 + et -\\h\\ lorsque t 0 . Done la derivee selon le vecteur h en (0,0) n ’existe pas. 


Exercice 17.14 r 2 

Soit 


f(x,y) 


j x 4 si y > x 2 
1 y 2 siy^x 2 


Etudier la continuite de f et l’existence de derivees partielles. 
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Solution : Les problemes de condnuite ou de derivees pardelles ne peuvent se produire qu’en (x,x 2 ),x e R. On a 

/(x, x 2 ) = x 4 et /(x + h,x 2 + k) - [x+ h ) 4 ou ( x 2 + k ) 2 suivant que x 2 + k > (x + h) 2 ou non. Lorsque {h, k) — * (0,0) ces 

deux expressions tendent vers x 4 , done lim f(x+ h,x 2 + k) - fix, x 2 ). Done f est condnue en [x, x 2 ),x e (R, done 

0 , 0 ) 


part out. 

Prenons x > 0. A gauche de x, la premiere fonedon pardelle t > — * /( t, x 2 ) a pour derivee 4 f 3 eta droite, 0. II n’y a done 
pas de premiere derivee pardelle. A gauche de x 2 , la deuxieme fonedon pardelle t > — * fix, t ) a pour derivee 2t et a 
droite, 0. II n’y a done pas de deuxieme derivee pardelle. Idem pour (x, x 2 ) avec x < 0. En (0, 0) les derivees a droite et 
3 / 3 / 

a gauche sont egales a zero et done — (0, 0) = — (0, 0) = 0. 

3x 3y 


Exercice 17.15 r f> 

La fonedon fix, y ) = |xy| a (a > 0) est-elle de classe Sf 1 sur R 2 ? 


Solution : Oui si a > 1, sinon, non. 


Exercice 17.16 W 

On considere la fonedon f donnee par 


f (x, y) = arccos 

1 . Calculer les derivees pardelles de f. 

2. En deduire une expression simplifiee de f. 

Solution : 

1. On remarque que 1 + x 2 + y 2 + x 2 y 2 = (1 + x 2 )(l + y 2 ). 


( y/l + x 2 + y 2 + x 2 y 2 


1-xy 


3 / ( , 


1 


1- 


(1 - xyr 


1-xy 


v / (l + x 2 )(l + y 2 ) ((1 + x 2 ) (1 + y 2 )) 

\/(l + x 2 )(l + y 2 ) I y(l + x z )(l + y z ) + (l-xy)x(l + y z ) 


3/2 x-(2x + 2 xy ) 


(1 + x 2 )(l + y 2 ) 


^1 + x 2 + y 2 + x 2 y 2 - 1 - x 2 y 2 + 2xy \ ((1 + x 2 )(l + y 2 )) J 

1 (l + y 2 )(y + yx 2 + x-x 2 y) 

y/x 2 + 2xy + y 2 (l + x 2 )(l + y 2 ) 


1 


1 + x 2 


Oii e designe le signe de x + y. De meme 


3 fry 1 
3y v l + y 2 


2. En integrant — (x,y) = pour x + y > 0 on obdent que f[x,y ) = arctany + cp(x). En derivant par rapport 

3y 1 + y 2 

d’ou cp(x) = arctanx + C et /(x,y) = arctany + arctanx + C. En faisant tendre 


a x, on obdent tp'(x) = 

y vers -x par valeurs superieures, on trouve C = arccos 1 = 0. Done pour tout (x, y) e R 2 tel que x+ y > 0, 


1 + X‘ 


/(x,y) = arctanx+ arctany . Si x + y < 0 alors comme precedemment, on trouve que f[x,y) — -arctany- 


arctanx + C' et en faisant tendre y vers -x par valeurs inferieures, il vient que C' - arccos(l) -0 et on trouve que 
f (x, y) = — arctanx - arctany. Si x + y - 0. alors il est clair que f (x, y) = 0. 


17.7.3 Fonctions de classe c € 1 

Exercice 17.17 W 

Etudier la condnuite, 1 ’existence et la condnuite des derivees pardelles premieres de f : 


1- f[x,y) = 

2- f[x,y) = 


x 2 y 2 ln(x 2 + y 2 ) si (x, y) ^ 0 
0 si (x, y) = 0 

(x 2 + y 2 ) sin j=== si (x, y) f 0 
0 si (x, y) = 0 


3. f (x, y) = 



(x 2 + y 2 ) 2 

1 


si (x,y) f (0,0) 
si (x,y) = 0 


0 
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Solution : 

1. En polaire, /(pcos0,psin0) = p 4 cos 2 0sin 2 01n(p 2 ). Done |/(pcos0,psin0)| ^ -p 4 ln(p 2 ) (pourp< 1). Comme 
lim p 4 In (p 2 ) -0 on en deduit que lim f(x, y) = 0. Done f est continue en (0, 0) . 

P-<+ 1 ^ (*,y)-(0,0) J 

En dehors de (0,0), f est de classe c £ 1 . On a, pour ( x,y ) / (0,0), — (x,y) = 2xy 2 ln(x 2 + y 2 ) + x 2 y 2 2 . 

q f 2p 5 cos 2 0 sin 2 0 1 0 f I 

Toujours en polaire, — (pcos0,psin0) = 2p 3 cosOsin 2 01n(p 2 ) H » . Done — (pcos0,psin0) 

ox p 2 I ox 

-2p 3 In fp 2 ) + 2p 3 (pour p < 1 ). La encore, comme lim -2p 3 In fp 2 ) + 2p 3 = 0, lim — (x, y) = 0. Par ailleurs, 
V ^ p-0 r 1 (*,y)-( 0,0) 9x v 1 

f(x,y)-/( 0,0) ? ? ? , „ , 

pour x f 0, = xy ln(x + y ). Toujours en polaire, on obtient p cosOsin 0 In fp), et comme 

, , o, , /(x,y)-/( 0,0) 9/ 

limp 3 In (p 2 ) = 0, on a lim = 0, autrement dit — (0,0) = 0. 

p-0 (jc,y)— ►(0,0) X 9x 

9/ , , 9/ 9/ 9/ 

On a done lim — x, y = — (0,0) = 0. C’est bien dire que — est continue en (0,0). De meme — est 

(jc,y) — ► ( 0 , 0 ) 9x 9x 9x 9y 

continue en (0, 0) et done f est de classe f iS' 1 sur R 2 . 

2. La fonction r ► — - r 2 sin j est derivable sur R mais n ’est pas de classe car sa derivee 2 r sin |-| + cos j - 

n’a pas de limite en zero. Pour la meme raison, la premiere fonction partielle en (0,0), x ► — - x 2 sin|— | admet 

comme derivee — (x,0) = 2xsin ( — ] -signe(x) cos( — ) qui n’a pas de limite en (0,0) et ou signe(x) represente 
9x l|x|J f|x|j 

0 /, 


le signe de x. A fortiori (x, y) ► — ► — (x, y) n ’admet pas de limite en (0,0). 


3. Aie ! En polaire, on a /(pcos0,psin0) 


exp (p 4 cos 4 0 ) - exp (p 4 sin 4 0 ) 


= cos 4 0 - sin 4 0 + o(l) et on se rend 


compte qu ’il y a un probleme en zero et que la limite depend de la direction choisie : pour x ^ 0 , on a f (x, x) = 0 


et f ( 2 x, x) 


(5x 2 ) 2 


done f n’ admet pas de limite en ( 0 , 0 ). II n’ est done pas question de classe Ti 1 . 


Exercice 17.18 W 

Soit la fonction de deux variables f : II 


„ xsiny-ysinx 

de time par f{x, y) = ^ ^ lorsque (x,y) f ( 0 , 0 ) et f ( 0 , 0 ) = 0 . 


x z + y z 

Etudier la continuite de f, 1 ’existence et la condnuite des deriveees partielles de f. La fonction f est-elle de classe Ti [ 
sur M 2 2 


Solution : Continuite de f en (0,0) : en faisant un DL de sin, on trouve 
I xy 3 (l + o(y)) - yx 3 (l + o(x)) 


\Ax,y)\ 


6 (x 2 + y 2 ) 


. . C(x 2 + y 2 ) C ? 9 , 5 

< *y J FT 2 ^-(x 2 + y 2 )^C'||(x,y )|| 2 
1 1 6 (x 2 + y 2 ) 12 


+ y z 

oil C.,C.' e R. On a utilise le fait que o(x) , o(y) sont des fonctions majorees sur un voisinage de 0, et que xy ^ — - — (on 
aurait pu egalement passer en coordonnees polaires en examinant l’homogeneite du numerateur et du denominates). 
Done f est continue en (0,0). D’apres les theoremes generaux, f est continue en (x,y) f (0,0). 

Pour (x,y) f (0,0), on calcule 

9 f . . siny-ycosx 2 x(xsiny- ysinx) 

9x x 2 + y 2 (x 2 + y 2 ) 2 

f . 0/ 
et de meme pour — . 

0y 

Les derivees partielles sont continues sur R 2 \ {(0, 0)}, mais lorsque (x, y) — ► (0, 0), en faisant un DL de sin et cos, 


9/ -y 3 + 3x 2 y + y 3 e(y) + yx 2 e(x) x 2 y(x 2 (l + e(x)) - y 2 (1 + e(y)) 

9x^ 6 (x 2 + y 2 ) 3(x 2 + y 2 ) 2 


et en passant en coordonnees polaires, cette quantite tend vers 0 lorsque (x, y) — > • 0 . 

De plus, 

fit,0) — /( 0 , 0 ) 0 

t 

0 / 

et done —(0,0) = 0, done f admet une derivee partielle par rapport a x qui est continue en (0,0). On traite de meme la 
derivee partielle par rapport a y et done f est de classe TI [ surU 2 . 
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Exercice 17.19 O 

Soit cp : IR — ► R continue et 


/: 


R 2 

fry) 


R 

// cp { r ) d r 


Montrer que f est de classe ‘to 1 et calculer ses derivees partielles premieres. 


Solution 

9 


D’apres le theoreme fondamental de V analyse, cp admet une primitive cp sur 


a/, , 

S. On a — (x,y) = 
9x 


q ('-I 7 (y) ~ cp (x)) = -cp' (x) = -cp(x) et {x,y) = ^-(cp(y)-ip(x)) = cp'(y) = cp(y). Ce sont bien entendu des 
fonctions continues des deux variables x et y. 


Exercice 17.20 00 

Soit cp : IR >-»■ R une fonction continue. On definit f :U 2 ^ U. en posant f{x,y) — / 0 ”(x- f)cp(f)df. Montrer que f est de 
classe Lf i sur R 2 et calculer les derivees partielles de f. 


Solution : On ecrit 


ry ry 

f(x,y)-x (p(t)dt- fcp(f)df 
Jo Jo 

etpuisque t ■ — ► cp ( , t<-+ fcp(f) sont des fonctions continues sur R, d’apresle theoreme fondamental, F(y) = / 0 y cp(f)df et 
G(y) = fg fcp(f)df sont des fonctions de classe < ^ >1 sur R avec 

F' (y) = cp (y) , G'(y) = ycp(y) 

Par application des theoremes generaux, f admet des derivees partielles sur l 2 avec 

a/ ry , a/ 

— (x,y)=l cp(f)df, — (x,y) = xcp(y) - ycp(y) 
ox Jo dy 

qui sont encore des fonctions continues sur R 2 par application des theoremes generaux. Done f est de classe 1 sur R 2 . 


Exercice 17.21 WO 

Soient f : R — ► R une fonction de classe et F : R 2 — ► R donnee par : 


[ fW-f(y) 
F(x,y) = < x ~y 
\ fix) 


si x / y 
sinon 


1. Montrer que F est continue. 

2. On suppose de plus que f est de classe c € 2 . Demontrer que F est de classe St? 1 . 


( t-a Y 

Indication 17.19 : On pourra se placer en ( a , a) et poser cp(f) = /(f) - (f- a)f [a) / (a). 


Solution : 

f(x+ h) - f{x+ k) 

1. La contmuite de F en (x,y) avec x / y est evidente. Soit x e R. F(x+ h,x+ k) = pour h / k. 

h-k 

D’apresle theoreme des accroissements finis, ¥(x+h,x+k) = /'{£,) pourun certain i, compris entre x+h etx+k. De 
memepour h-k, F(x+ h,x+ k) = /'(/) pour un certain i, compris entre x+ h et x+ k, dans ce cas i, = x+h = x+ k. 

Done lorsque {h,k) tend vers (0,0), d’apres la continuity de x >->■ f'{x),ona lim F(x + h, x + k) - f'(x) = 

(ti,fc)-(0,0) 

F(x,x). C’est bien dire que F est continue en (x, x). 

2. cp est derivable et cp'(f) = /'(f) - /'(a) - (f- a)f"{a) = ( t-a ) [ ^ ^ — L-LJ- _ f"(a) j pour t / a. Comme 

/'(*)-/'(«) „ 

lim = / (a), 

f— a t-a 


Ve, 3r|, Vf e R, |f - a\ < r| - 


| /'(f) -/'(«) 


-/"(a) < e 


et done |cp'(f)[ < e|f- a\. D’apres l’inegalite des accroissements finis, lorsqu’on prend \x- a\ < rj. 


I nx I I rx 

|cp(x) - cp(a)| s£ / |cp'(f)| df «e / |f 
\Ja \J a 


- a\ df e 


(x- a) 2 
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Done si on prend \ x - a\ < r| ef |y - a\ < rj, 


|cp(y)-cp(x)| « |(p(y)-(p(a)|+ |cp(a)-tp(x)| =s e 


(y- a) 2 + (x- a) z 


Autrement dit 




y z - x z - 2a(y- x) 


f"(a) Ue 


(y- a) z + (x- a) z 


On divise par \y - x\ : 


Si on prend a entre x et y, alors |y- x| = [y- a\ + \a- x\ 3= \J{x- a) 2 + (y- a) 2 , d’ou 

y- a + x- a 


F(x,y) - F [a, a) - : 


/ (a)| -\Jix-a) 2 + iy-a) 2 . 


Si x et y sont du meme cote de a, il faut proceder differemment : 

(y- a) 2 - [x- a) 2 


|cp(y)-cp(x)| s: f |tp'(f)| df « e f \t 
\Jx \Jx 


— a\ dfke 


s e 


y z - x z - 2 a(y- x) I 


et en divisant par |y- x| on obtient : 

I v-a + x-a ,, i e e / ” ” 

F(x,y) - F [a, a) / (a) ^ - \y - a + x- a\*i — F (x- a) 2 + (y- a) z . 

2 12 \2 v 


Dans tous les cas F(x, y) - F (a, a) - 


y - a+ x - a 


y/2 

9F 3F f"{a ) 

en (a, a) des derivees partielles et que — {a, a) = — ( a , a ) = 

ox oy 2 

9F, , f (x) (x - y) - (/ (x) - fiy)) 


/"(a) =S —p\/[x- a) 2 + (y- a) 2 , ce qui signifie que F admet 


Pour finir, soit xf y. On a — (x,y) = 
9x 


(x-y) 2 


Or en ecrivant une formule de Taylor a 1 ’ordre 


(y — y)^ 5p f(D 

2, /(y) = f{x) + (y- x)/'(x) h f"if) avec ^ £ [x,y]. Done — (x,y) = — — — et Ja continuity de f" en 

9F , . f"{a) 3F , , 

assure que lim — (x,y = = — {a, a), c est-a-dire que la premiere denvee partielle est continue en 

(x,y)^(a,a) 9x 2 9x 

(a, a). 11 en est de meme pour la deuxieme derivee partielle. On a bien etabli que F est de classe c € l . 


17.7.4 Derivees de fonctions composees 

Exercice 1 7.22 

Soit f : R 2 — ► R admettant des derivees partielles en ses deux variables et en tout (x, y) £ R 2 . Soit 


R — * R 
t ' — * f(2t,\+ t 2 ) 


Exprimer g' it) en fonction des derivees partielles ^ et 


„ , . dg df dx df dy . . 9 / , 3/ . 

Solution : On a — = — x 1 x — soit g it) = 2 — (2t, 1 + t 2 ) + 2t — ( 2t , 1 

dt dx dt dy dt dx v 1 3y v 


Exercice 1 7.23 

Soient f : R 2 — ► R une fonction de classe St ? 1 et 

I R 2 — » R 
(p,0) ' — » /(pcos0,psin0) 

1. Prouver que g est de classe ‘tf 1 . 

2. Exprimer les derivees partielles de g en fonction de celles de f. 

3. Exprimer les derivees partielles de f en fonction de celles de g. inverse les deux dernieres questions. 
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Solution : 

1. g est de classe f <g j| comme composee de fonctions de classe c 6 l . 


2. 


= cos0 fpcos0,psin0] + sin0 (pcos0,psin0) 

op ox Sy 

— = -psin0 — fpcos0,psin0l + pcos0 — (pcos0,psin0) 

50 Sx 5y 


3. Par combinaison : 

) ^-(p,0] = cos0 (pcos0,psin0) + sin0 (pcos0,psin0) 

op 5x 5y 

— (p,0l = -psin0 — (pcos0,psin0) + pcosO — (pcos0,psin0) 

50 5x 5y 

En additionnant on obtient — (pcos0,psin0l = cos0— (p,0) sin0 — (p,0). 

5x Sp p 50 

De meme, — (pcos0,psin0) = sin0 — (p,0) + — cos0— (p,0). 

5y 5p p 50 


X COS0 

x — sin0 
P 


Exercice 1 7.24 

Soit f : IR 2 —i ■ IR une fonction de classe 1 telle que : 

VfelR, V (x, y) e IR 2 , f[x+t,y+t)=f[x,y) 

Prouverque V (x,y) £ IR 2 , §£ [x,y) + (x,y) = 0. 

Solution : On pose g( t) - f[x + t,y+ t). Par hypothese, cette fonction ne depend pas de t, done sa derivee est nulle 
pour tout t : g'{t) - §£ (x+ t,y+ t) + ^ (x + t,y + t) — 0, d ’ ou le resultat pour t-0. 


Exercice 17.25 V 

Soit / : IR 2 — ► IR une fonction de classe < ^ >1 telle que : 

VfElR, V (x,y) £ IR 2 , f(tx,ty)=f(x,y) 

Prouverque V (x,y) e IR 2 , x§£ (x,y) + y§£ (x,y) = 0. 

Solution : g[t) — f(x+ t,y+ t). Par hypothese, cette fonction ne depend pas de t, done sa derivee est nulle pour tout 
t : g'{t] — x|^ ( tx , ty) + y^L(tx, ty ) = 0, d’ou le resultat pour t = 1. 


17.7.5 Fonctions de classe c € 2 

Exercice 17.26 V 

Calculer les derivees partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes : 

1- f (x,y) = sinxchy 2. f[x,y) = y 2 [x-y] 


Solution : 

, a/ ,5/ 

1. — x,yj = cosxchy, — | 
5x 5y 


sinxchy. 

3/ 


a / 


,y) = sinxshy, ^ | 


a 2 / 1 


, y) = -sinxchy, 


a 2 / . 

5x5y 


c,y) = cos x shy, ^-(x.y) = 


2- fa( x,y ^ yZ ’ -,( x ’y)= 2 y( x ~y)-y 2 ’ ^ 


ay 


Sx 2 


5 2 f g 2 f 

ala]: (*. y) = jpz (*. r) = 2* - 6y. 


Exercice 17.27 S? 

Soit f : IR 2 — IR donnee par : 


f{x,y) 


0 


si (x, y) ± (0, 0) 
si (x, y) = (0, 0) 


1. Montrer que f est de classe c tf 1 sur IR 2 . 

q 2 f q 2 f 

2. Montrer que : (0, 0) et (0, 0) existent et different. Qu ’en deduire ? 
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Solution 


9 /, 


1. On a -2- (x,y) = 
ox 


y 3 (x 2 + y 2 )-2x 2 y 3 y 3 (y -x 2 ) 3/ 


(x 2 + y 2 ) 2 


(x 2 + y 2 ) 2 




3y 2 x(x 2 + y 2 ) - 2xy 4 y 2 x(3x 2 -y 2 ) 


(x 2 + y 2 ) 2 


(x 2 + y 2 ) 2 


On e/t 


deduit que -J- (pcos0,psin0) = psin 3 0(sin 2 0-cos 2 0) et ^ (pcos0,psin0) = p sin 2 0 cos 0(3 cos 2 0- sin 2 0). Ce 

3/ 3/ 3/ 3/ , 

qui veut dire que — et — sont continues en (0, 0) et que — (0, 0) = — (0, 0) -0. f est bien de classe L? sur D 
3x 3y 3x 3y 


13f, , ly 5 3 [ 3 f 1 

2. (0,yl = — 1. On en deduit, a la limite, que — — (0,0) = 1. 

y 3x y y 3y [ 3x J 

13/1 3 (3/1 

— (x,0) = -x0 = 0. On en deduit, a la limite, que — — (0, 0) = 0. 

x 3y x 3x [ 3y J 

Comme les deux derivees croisees sont differentes en (0, 0) , d ’apres le theoreme de Schwarz, c ’est le signe que f 

n ’est pas de classe c £ 2 sur R 2 . 


Exercice 1 7.28 

Soient f : R — ► R et cp : R 


! de classe c to 2 sur R et F : 


( x >y) 


1. Montrer que F est de classe c € 2 sur R 2 . 

2. Verifier 1 ’egali te : 


9 2 f 9f 9 2 f 9f 

dx 2 9 y 9x9 y ox 


R 

/(x+ip(y)) 


0 


3F 3F 3 2 F 

Solution : On a — (x,y) = /'(x+cp(y)) et — (x,y) = tp'(y)/'(* + cp(y)), puis ^(x,y) = /"(x+ip(y)) et 

3 2 F 

(x,y) = cp' (y)/" (x+ cp (y)). D’ou le resultat. 


17.7.6 Extremum de fonctions de deux variables 

Exercice 17.29 W 

Determiner les extremums locaux des fonctions f : R 2 — >■ R suivantes : ev 6/1 1/09 


1- f[x,y) = x 2 + xy + y 2 -3x-6y 
2 ■ f [x, y)-x 2 + 2y 2 - 2xy - 2y + 5 
3. / (x,y) = x 3 + y 3 
4 ■ f (x,y) = (x- y) 2 + (x+ y) 3 
5. / (x, y) = x 3 + xy 2 + x 2 - y 2 


6- / (x, y) = x 3 + y 3 - 3xy 

7. / (x,y) = x 4 + y 4 - 2x 2 - 2y 2 + 4xy 

8. f[x,y) = x e y + ye x 

9. f [x, y) = y/[x— l) 2 + y 2 + \/x 2 + (y- l) 2 


i 


2x 


y - 3 = 

2y - 6 = 


Solution : 

1 . La recherche des points critiques conduit a resoudre le systeme 

qui donne (x, y) = (3,0). On se place alors au voisinage de (3,0) en regardant 

f(h,3 + k) = h 2 +h[3+k) + (3+k) 2 -3h-&{3+k) = h 2 + hk+k 2 -9. Pourtous h et k, h 2 +hk+k 2 = [h+j k) z + jk 2 5= 
0, on en deduit que f presente un minimum en (3,0). 

La recherche des points critiques conduit a resoudre le systeme : j ~ _ 2 Z ° 0 

qui donne (x, y) = (1,1). On se place alors au voisinage de (1, 1) en regardant f (1 + h, 1 + k) = [l + h) 2 + 2(l + k) 2 - 
2(1 + /t)(l + k) - 2(1 + A;) = h 2 - 2 hk + 2 k 2 + 1. Pour tous h et k, h 2 - 2hk + 2k 2 = [h- k) 2 + k 2 5= 0, on en deduit 
que f presente un minimum en (1, 1). 

3. La recherche des points critiques conduit a (x, y) = (0, 0) . On a un point de selle car dans le premier quadrant f 
prend des valeurs positives et dans le troisieme, des valeurs negatives. 

. T , , , . .. . ( 2x-2y + 3x 2 +6xy + 3y 2 = 0 

4. La recherche des points critiques conduit a resoudre le systeme : < „ „ ? „ „ 9 

r 'i J | -2x + 2y + 3x 2 +6xy + 3y 2 = 0 

En soustrayant les deux lignes on obtient x-y.En reportant dans Pune des lignes, on a 12x 2 = 0. Done le seul 
point critique est (0, 0) . On a un point de selle. En effet la fonction cp (x) = / (x, x) = 8x 3 admet un point d ’inflexion 
en 0. 
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5. La recherche des points critiques conduit a resoudre le systeme : j ’’ A 2xy + 2y _ ■ On deduit de la 

deuxieme egalite que x = 1 ou y - 0. x = 1 ne donne pas de solution et y - 0 donne x = 0oux=-|, 

En (0,0) ; /(x, 0) = x 3 + x 2 = x 2 (l + x) presente en 0 un minimum, tandis que (0,y) = -y 2 presente en 0 un 
maximum. On a un point de selle. 

En (-|,0) : /(- 1 + h,k) = — - h 2 - — k 2 + /zfc 2 = -/i 2 - - /ij. Or -h 2 - - /zj <0 pour \h\ < |. Done / 

pre sente un minimum local. 


6 . 


La recherche des points critiques conduit a resoudre le systeme : 


3 y 2 - 3x = 0 

3x 2 - 3y = 0 

Done y 2 = x et x 2 = y done x 4 - x done les points critiques sont (1, 1) et (0,0). En (0,0), la fonedon cp(x) = 
/ (x, 0) = x 3 admet un point d ’inflexion en 0. On a un point de selle en (0, 0) . 

/(I + h, 1 + k) = -1 + 3 h 2 + 3k 2 -3 hk + h 3 + k 3 . Or 3 h 2 + 3 k 2 - 3 hk + h 3 + fc 3 = (3 + h)h 2 - 3hk + (3 + k)k 2 = 


[3 + li)\h- 


2(3+ h) 


4(3+ /z)(3 + fc) -9 
4(3 + h) 


fc 2 . Pour h et k assez petits, 4(3 + H) (3 + fc) - 9 3= 0 ce qui veut dire 


que f admet un minimum local en (1,1). Ce minimum n’est pas global. 

4x 3 - 


La recherche des points critiques conduit a resoudre le systeme : 


3x 2 


4x + 
4x - 


4 y 

4y 


= o 
= 0 


En additionnant on trouve 4(x 2 + y 3 ) = 0 d’ou x - -y, avec x racine de 4x 3 - 8x = 0, soit x - 0 ou x - ±y/2. 

En (0,0), /(x,y) = -2(x- y) 2 + x 4 + y 4 . Or f(x,x) = 2x 4 presente un minimum en 0, et /(x, 0) = -2x 2 + x 4 
presente un maximum en 0. On a done un point de selle en (0,0). 

En (v/2, -n/2) : / (\/2 + h, -\fl + fc) = -8 + 10(D 2 + fc 2 ) + 4 hk + \\[l (h 3 - fc 3 ) + h 4 + fc 4 = -8 + 2{h + fc) 2 + 7z 2 (8 + 
4%/2/z + h 2 ) + fc 2 ( 8 - 4\/2fc + fc 2 ). Comme les deux derniers termes sont positifs au voisinage de h - 0 et k = 0 
respeedvement, f presente en (\/2,-\/2) un minimum local. 11 en est de meme pour des raisons de symetrie en 

( -V2.V2 ). 


8. La recherche des points critiques conduit a resoudre le systeme : | + ^ 

On en deduit xy - 1 (par exemple en calculant un determinant) puis +xe l,x + e x - 0 et x + e x ~ llx - 0. Comme 
x« x+e x ~ llx est strictement croissante, on a auplus une solution. Done- 1 est V unique solution etdonc (-1,-1) 
est L unique point critique pour f. Maintenant ip [h) = /(-l + h, -1 + h) = 2(— 1 + h)e~ 1+h = |(7i- l)e ,! admet un 
minimum en 0 (ip"(0) = 2 > 0), tandis que \| i{h) = /(- 1 + h,- 1) = (-1 + h)^ - e _1+,^ = 4 (/j - 1 - e ,; ) admet un 
maximum en 0 (\|/'(0) = -4 < 0). Done f admet un point de selle. 

9. 8/11/09) La methode des derivees pardelles ne permet de detecter que des extremums stricts. Comme ce n’est 
pas le cas ici, cette methode est desesperee ! 11 s’agit de remarquer que f{x,y) - AM + MB avec A(1,0), B(0, 1) et 
M(x,y). Les minimums de f formentle segment [AB]. 


Exercice 17.30 r L> 

Soit 

j U 2 — ► R 

2 ' \ (x, y) > — * x 2 (l + y) 3 + y 4 

Montrer que f est de classe surU 2 , qu’elle possede un unique point critique qui est un minimum local, mais que f 
n ’a pas de minimum global. 


Solution : Le point (0, 0) est le seul point critique, et pour (x, y)Elx [- 1, +oo[, 

f(x,y) - f( 0,0) = x 2 (l + y) 3 + y 4 =* 0 pour |y| < i 

Mais /(x, x) = x 2 (1 + x) 3 + x 4 ~ x 5 — > -oo lorsque x — « • -oo, et done f n ’admet pas de minimum global. 

Exercice 17.31 9 

Soit 

f R 2 — ► R 

* ' ( (x,y) > — *■ x 2 + (x + y- l) 2 + y 2 

Determiner les extremums locaux etglobaux de f. 


Solution: Le seul point critique de f est (1/3, 1/3) et en notant h = x- 1/3, fc=y-l/3, 

/(x,y) -/( 1/3, 1/3) = h 2 + fc 2 + [h+ fc) 2 3= 0 
done (1/3; 1/3) est un minimum global, f n’ a pas de maximum global. 
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Exercice 1 7.32 W 

Determiner les extremums locaux de la fonction f{x, y) = x 3 + x 2 + y 2 . 

Indication 17.19 : Montrer que le second extremum n’est ni un minimum ni un maximum local. Pour cela, faire un 
changement de variables f(u, v) pour se ramener en (0, 0) et etudier les foncdons fit, 0) et f (0, t) pour montrer que 
fiu, v) - f (0, 0) prend des valeurs positives et negatives sur un voisinage de (0, 0) . 


Solution : On verifie que V/(M) = (0,0) <=> M = (0,0) on M = |--,oj. Puisque f(x,y) = x 2 (l + x) + y 2 5= 0 lorsque 

x e | - 1 , on en deduitque (0,0) est un minimum local de f (il n’est pas global, car f{x, 0) — ► -oo lorsque x — * -oo). 

I 2 \ 2 

PourM- I ——,01, posons u — x+ - et v- y. 


fiu, u) 



En calculant cp(f) = /(f,0) = tr - t - il vient que pour t — ► 0, cp(f) ^ cp(0) et done il y a des valeurs de [u, v) aussi 

proches de (0,0) quel’on veut telles que fiu, v ) ^ /(0,0). 

, 4 

D’ autre part, \|/(f) = /( 0, £) = £+ — et il y a done des valeurs de (u, u) aussi proche de (0,0) quel’ on veut pour lesquelles 
f[u, v) S /( 0,0). Done |--,oJ n’est ni un maximum local, ni un minimum local. 


Exercice 17.33 W 

On considere une boite sans couvercle de forme parallelepipedique de volume 1. Trouver les dimensions de la boite 
pour que la somme des aires des 5 faces soit minimale. 


Solution : Notons a, b les dimensions de la base et c la hauteur de la boite. Le volume vaut abc = 1. La somme des 
aires des 5 faces vaut 2bc + 2ac+ ab. En remplaqant c par 1 / {ah) , on cherche a minimiser la fonction de deux variables 

2 2 

fia, b)- — I 1 - ab 

a b 


On calcule ses derivees partielles : 


^(a,W 

da 

d Ma.b, 

o b 


a 2 b-2 
a 2 

ab 2 - 2 
b 2 


d’ou le seul point critique {a, b ) = (2 1/3 ,2 1/3 ). On verifie par un dessin que e’est un minimum global. 


Exercice 1 7.34 W 

Soit f [x, y) = (x 2 - y)( 3x 2 - y). 

1 . Demontrer que la restriction de f a toute droite passant par (0, 0) admet en ce point un minimum (local). 

2. f a dmet-elle un minimum en (0,0) ? 


Solution : 

1. Soit 0 V angle polaire d’une droite passant par (0,0) : x - fcosB, y - rsin 0. On a gg(t) - f(tcos0, fsinG) = 
(f 2 cos 2 0- fsin0).(3f 2 cos 2 0- fsinG) = r 2 (3cos 4 0£ 4 -4cos 2 0sin0f+sin 2 0). 

- Si sin0 f 0, alors gg(t) ^ 0 au voisinage de (0, 0). C’est bien dire que gg admet un minimum local en 0. 

- Sinon gg (t) ~ 3 1 4 admet aussi un minimum local en 0. 

2. Non ! f(x,2x 2 ) = -x 4 admet un maximum local en 0. 


17.7.7 Equations aux derivees partielles d’ordre 1 

Exercice 17.35 IP 

u — x+ y 


En utilisant le changement de variables 
P equation aux derivees partielles : 


v -2x + 3 y 


determiner les fonctions f : 


: de classe solutions de 


3 / 3 / 

3— - 2— = 0 

6y 
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Solution: On ecrit g{u,v ) 
laison de ces dei 
traduit en (x,y), donne /(x,y) — ip(2x + 3y) 


f[x,y),ce qui donne % = jg x || 


+ S x & = 1 X + 2 . De meme = 1 x & + 3 & 


ay 


dw 


'ay- 


Par combinaison de ces deux resultats : 0 = 3g£ - 2g^ = Done g esf Line fonction de v seul : g[uv) - cp(n), ce qui, 


Exercice 17.36 V 


En utilisant le changement de variables 
1’ equation aux derivees partielles : 


determiner les fonedons f : l 2 

= y-x 


*±+'-L = f 

dx 5 y 


R de classe solutions de 


Solution : On ecrit g(u, v) = f{x,y), ce qui donne g£ = |g - §f • De meme gg = gg. En additionnant ces deux resultats, 
on obdent g{u, v ) - f[x,y) = % + §£ = . 

Pour resoudre 1 ’equation |g = g, on travaille a v constant. On obdent alors g — Ke" ou K est une constante . . . qui depend 
de v : C’est done une fonction de v, g- K{v)e u , ce qui, traduit en (x, y) donne fix, y) = K(y - x)e x . 

Reciproquement, si /(x, y) = K( y-x)e x , g£ = [-K'(y- x) + K(y- x)] e* et gg = K( y-x)e x , done on a bien g£ + gg - f. 


Exercice 17.37 V 

En utilisant un changement de coordonnees polaires, determiner les fonedons f : M 2 \ (0, 0) 
de V equation aux derivees partielles : 


3 / 3 / 

y x — = 0 

dx dy 


R de classe solutions 


Solution : On pose g (p, 0) = / (p cos 0, p sin 0) . Par hypothese on a : 


0/ , , 0/ , . 

psin0— (pcos0,psin0J - pcos0— (pcos0,psin0J = 0. 


Jg, 


>9g, 


©P 


9g, 


>9g . 


Soit psin0 cos0— — (p, 0) sin0— (p,0) - pcos0 sin0 — (p, 0) + - cos0— (p, 0) = 0, ce qui donne apres sim 


9p 


00 


plidcadons (p,0) = 0. Done g(p,0) = /(pcos0,psin0) = ip(p). Autrement dit f est une fonction radiale 

p 00 

/ (x, y) = tp | x 2 + y 2 j . On verifie reciproquement qu ’une telle fonction est solution de l’equadon. 


Exercice 17.38 


En utilisant un changement de coordonnees polaires, determiner les fonedons f :R* x| 
P equation aux derivees partielles : 


m v rm 

X— + y— - x 2 + y l 

ox dy v 


R de classe < ^ 1 solution de 


Solution : On pose g (p, 0) = / (p cos 0, p sin 0) . Par hypothese on a : 


9/ , , 0/ , , 

pcos0 — pcos0,psin0) + psin0 — pcos0,psin0 = p. 

0x 0y 

Cette fois cela se traduit par (p, 0) = 1 soit g (p, 0) = p + cp (0) . Pour remonterjusqu ’a f, on remarque que tan 0 = — 


= \J x 2 + y 2 . 


i cotanO = — et on ecrit f (x, y) = \J x 2 + y 2 + [ — ] . Verifions 

- Pourf{x,y) = ^x 2 + y 2 ,x^ + yg = x— 

x 2 + y 2 x 2 + y 2 


: + y- 


9ft . ,,3/b _ 1 

+ y ay “ 

3/ ,3/ 


y vy 


- Pour fo (x, y) — \|/ — , xgj + ygg - x—\\f' — - y — \J/' — = 0. Autrement dit /o est un element du noyau de 


1 ’application lineaire f > — * xgg + y gg . 
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17.7.8 Equations aux derivees partielles d’ordre 2 

Exercice 1 7.39 Z 

(u-x+ct ( R 2 

Soit c > 0. En utilisant le changement de variable : < determiner les fonctions f : < 

[ v-x-ct l l x>t) 

de classe c € 2 sur R 2 solution de 1’ equation aux derivees partielles : 

a 2 / _ i a 2 / 
a * 2 c 2 a f 2 


R 

f {x, t ) 


df dg dg df dg dg 

Solution : On pose g{u, v ) = f (x, t). On a — = — — H et — = c c — . Done : 

dx du dv of du dv 


a 2 / 

3x 2 


5 2 g d z g d z g d z g 
du 2 dud u dudv dv 2 


aV 

dt 2 


><rg 

du 2 


! 9 g c 2 9 g , c 2 d ' 8 

dvdu dudv dv 2 


11 vient alors 


a V 

3x 2 


i a 2 / 2 a 2 g 

--^ = 2(l + c 2 )— 
c z dt z dvdu 


a 2 g a 2 g 

Oil est done amene a resoudre = 0. En integrant par rapport a v on en deduit que ne depend pas de v, e’est 

dvdu dvdu 

dg 

done une fonction de u seul : — = ipi(n). On integre par rapport a u : g(u, v) = cpfii) + \|i(e), ou cp est une primitive 
du 

de ipi et \|i est une "constante d’ integration". En traduisant dans (x,f), on a alors f (x, t) - (p(x + ct) + \|/(x - ct). On 
verifie que ces fonctions conviennent. On connait V interpretation physique. L’equation s’appelle l’equation des ondes. 
La constante c est la celerite de l’onde dans le milieu, \|/ designe 1 ’onde incidente et tp l’onde reflechie. Ces deux ondes 
dependent des conditions aux limites. 


Exercice 17.40 Z 1 

I u - x 

Soit c > 0. En utilisant le changement de variable : ■! determiner les fonctions f : 

[v-x + y 

de classe r fi 2 sur l 2 solution de 1’ equation aux derivees partielles : 


K 2 


IR 

f[x,y) 


a 2 f 2 a 2 / 

a * 2 dxdy 


a 2 / 

+ — = 0 

3y 2 


Solution : On pose g{u , v) — f fx, y). On a —— — — + — et — = Done 
v ; dx du dv dy dv 


a 2 / a 2 g a 2 g a 2 g 

3x 2 du 2 dvdu dv 2 ’ 


_a^£ = _a 2 g_ + a 2 g et a^/ = a 2 _g 

dxdy dvdu dv 2 dy 2 dv 2 


a 2 / a 2 f a 2 / a 2 g a 2 g ag 

Done — 7 - 2 jt-3- h 7 = — 7. 11 vient que — 7 = 0, d’ou — = tp(ii) et g (u, v) = tp(i/)M + i|/(ti). En traduisant dans 

dx 2 0 - y dy 2 dv 2 du 2 du 

(x,f), on a alors / (x, yj = xip (x + y) + \p ( x + y) • On verifie reciproquement que de telles fonctions conviennent. 


Exercice 1 7.41 ZZ 

Une fonction f : IJ cl 2 «R est dite harmonique ssi 


a 2 / a 2 / 

^ f -fa 2 + df~° 


1 . Montrer que la fonction fix, y) = In || (x, y) || est harmonique sur R 2 \ (0, 0) . 


2. Soit / : R 2 — <• B 
harmoniques. 


, df df df 

une fonction harmonique de classe c € 3 . Montrer que les fonctions — et (y x — ) sontaussi 

dx dx 3y 


3. Trouver toutes les fonctions tp : 
l’ouvert x > 0. 


de classe <€ 2 telles que 1’application f(x,y) = cp (— ] soit harmonique sur 


y 


Indication 17.19 : Pour la derniere question, poser z— — et trouver une equation differentielle verifiee par <p(z) 
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Solution : Les deux premieres questions se montrent par le calcul. Pour la derniere, 


1 


A/U,y) = 4||i 7 + l]>P"H + 2M r 


y 

en posant z— — , il suffit que ip verifie V equation differentielle 

(z 2 + l)c p"(z) + 2z<p'(z) = 0 

pour que f soit harmonique. En posant i]/(z) = ip'(z), \|/ verifie V equation du premier ordre : 

(z 2 + lji]/' + 2z\|/ = 0 


On resout et on trouve 


et done 


V(f) : 


C 

z 2 + 1 


\|/(f) = C arctan z + C' 


f[x,y) = Carctan|— j + C 1 
sont des fonctions harmoniques sur {x > 0}. On verifie 


17.7.9 Pour aller plus loin 

Exercice 17.42 

Demontrer le theoreme sur les DL d ’ordre 1 pour les fonctions de deux variables reelles : 

Soit f : IJ cl 2 -R de classe Sg’ 1 surl’ouvert U et Mo = (xo, yo) £ U. Alors il existe une fonction e : V < 
sur un voisinage V de (0, 0) telle que : 

l Pour tout accroissement H = [h, k) e R 2 tel que Mq + H e U, on a : 


: definie 


a / a/ 

J (xq + h,y 0 + k) - /(x 0 ,y 0 ) + h— (x 0 ,y 0 ) + k— (x 0 ,y 0 ) + II (n, fc)|| e(h,k) 


2 e(h, k) 


(h,k)—( 0 , 0 ) 


Solution : On utilise le procede deja vu lors de la Formule de Taylor integrate a P ordre 2 : U 

est un ouvert, done il existe une boule B centree en Mo et incluse dans U. On considere ( h , k ) tel 

[0,1] — * R 

t > — * f{xo+th,yo+tk) 

tremites (xo,yo) et (xq + h, yo + /c) est inclus dans B done dans U. Par application du theoreme de compo- 


que (xq + h,yo + k) e B. Soit ip : 


ip est definie car le segment d’ex- 


i , 3/ 

sition des fonctions de classe ^ , ip est derivable sur [0,1], et Vf e [0, l],cp (f) = h — (xo + th , yo + tic) + 

3x 


a / 

k— (xq + th,yo + tk). On ecrit alors ip(l) = cp(0) + 


/V 


a / 

(f) df, soit f(xo + h,y 0 + k) = /(x 0 ,y 0 ) + h— (x 0 ,y 0 ) + 


9 / r 1 (df df \ (df df \ 

k — (xo,yo) + / h \ — (xo + t h , yo + t k) (xo,yo) + k \ — (xo + t h , yo + t k) (xo,yo) df. Reste a demon- 

3y Jo [dx dx J [ dy dy J 

r 1 (df df ) (df 9 f ) 

trer que J h ^-^(xq + th,yo + tk) - -^-(xo.yo) ] + k\ — (xq + th,yo + tk) - — (xo,yo) ] df = \\{h, k)\\e{h, k), avec 


dx 


dy 


dy 


1 I df 3/1 

lim e(/j, k ) = 0. Soit e > 0, puisque f estde classe , 3n > 0, || (m, y)|| < ri => — (xo + th,yo + tk) (xo.yo) < 

( 0 , 0 ) | dx dx | 

1 3/ df I 

e et — (xq+ th,yo + tk) (xo,yo) < e. Done si on prend \\(h,k)\\ < r| alors Vf e [0, 1], || (th, tk)\\ < r| et done 

| dx 3x | 

f h ( — (xo + th,yo + tk) — ( xo,yo)] + k [ — (xo + th,yo + tk) ^-(xo.yo)] df < \ h\z + 1 fc|e < 2ev ; h 2 + k 2 , ce qu’il 

I Jo V dx 3x ] [9y 3y J | 

fallait demontrer. 


Exercice 17.43 VOO 

Soit f une application de classe Ti 1 definie sur un ouvert U c l 2 , a valeurs dans R, et admettant en ( a,b ) e U des 
derivees partielles d’ ordre 2 continues. 

Soit [a, b) e U. Soient ( h , k) e R 2 tels que [a+ h,b+ fc), (a+ h, b), ( a,b+ k) e U.O/i pose 


A = f[a+ h,b+ k)- f{a+ h, b) - f(a,b+ k) + f(a,b). 
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On introduit F et G donnees par : 


F [x)-f{x,b+k)-f{x,b) et G{y)-f{a+h,y)-f{a,y). 

1. En remarquant que A = Via + h) - V(a) = G(a+ k) - G[a), demontrer qu’il existe (8| , F>2 , F);; , F) 4 ) e [ 0 , l] 4 tels que 

8 2 f a 2 / 

A = hie (a+ Qi /t, b+ 62 A;) = kh [a + 83/2, b + 84 A;). 

3 y 9 x 8 x 9 y 

2. Apres simplification par hk, on fait tendre (h, k ) vers ( 0 , 0 ). Quel resultat obtient-on ? 


Solution : 

1. On a bien F(a+/i)-F(a) = f(a+h, b+k)— f{a+h, b)-f{a, b+k)+f{a, b ) = A. D’ apres 1’ egalite des accroissements 
Unis, 3C, e [a, a + h\,F(a + h) - F (a) = /iF'(Q. On peut ecrire ( = a + \)\h, avec 81 e [ 0 , 1 ], D’autre part, F'(x) = 

a/ a / a / a/ 

— ( x,b + k ) (x, b). Done on peut ecrire A - — [a + f)\h, b+ k) (a + Q\h, b) — d\[b+ k)-d\{b), en posant 

9 x 9 x 9 x 9 x 

9 / 

d\ (y) = h — [a + Si h, y) . La encore, d ’apres 1 ’egalite des accroissements Unis, 3 (; e [b,b+k], d\ [b + k) - d\[b) =■ 


a td f \ a 2 f 

= h — I — (fl + Qi/j, y)l = 


9y v Sx 


9y9x 


( a + 


kd\ ( 5 ). De nouveau on peut ecrire c, = b + 82 k, avec 82 e [ 0 , 1 ] et rfj(y) = h 

a 2 / 

l)i h, y). On a done bien A = hk (a + 81 h, h+ 82 A:). De facon symetrique, on trouve (83,64) e [ 0 , l] 4 tels que 

oyox 

a 2 / 

A = G ( a + k) - G(a) = kh (a+ 83/2, b+ 84 A;), ce qui acheve d’etablir V egalite demandee. 

oxoy 

a 2 f a 2 f a 2 f a 2 f 

2. On a done (a + \)\h, b + 82 A;) = (a + 83/2, b + 84/:). On suit que lim (x,y) = [a,b), 

9 y 9 x 9 x 9 y tx,y)-*ta,b) 9 y 9 x 9 y 9 x 


done Ve > 0, 3r|i , V h 2 + k 2 < r|i ==> 
on a \J (81 /z) 2 + (8 2 fc) 2 < r|i et done 


a 2 f a 2 / 

— — — (a + h,b+ k) - ( a , b) 

9y9x 9y9x 

A a 2 / , I ^ „ 

[a, b) \ < e. De meme 


hk 9y9x 


< e. Mats si on a Vh 2 + k 2 < t)i, a fortiori 

A a 2 / I r —. ; -7T 

— (a, b) \ < e pour v /2 Z + < r|2 • 

hk 8x8 y | 


9 2 / 


\ f 

Done en prenant V h 2 + k 2 < inf(r|i,r| 2 ) on obtient ( a,b ) — {a,b) \ < 2e, etce pour tous les e > 0. Done 

| 9y9x 9x9y 1 

a 2 / a 2 / 

on a ( a, h) — ( a, b) . On en deduit le theoreme de Schwarz. 

9y9x 9x9y 
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Chapitre 


18 


Integrates multiples 


18.1 Integrates doubles 


Si une fonction / est constante et vaut a sur un petit pave [a,b\ x [c,d], on definit son integrale double comme etant le 
volume de Fespace de base le rectangle [a, b] x [c, d] et de hauteur a. Ce volume vaut V = a x [b - a) x id - c). On verifie 
que 

dx = LX fix, y) dx 

Pour definir Fintegrale double d’une fonction bornee / : [a,b] x [c,d] <->■ R, on commence par subdiviser le rectangle 
[a,b] x [c,d] en n x p petits rectangles, et on definit Fintegrale d’une fonction en escalier (constante sur chacun des 
rectangles) comme la somme des volumes des parallelepipedes. On definit ensuite Fintegrale superieure de la fonction / 







Figure 18.1- Fonction en escalier 


comme etant la borne inferieure des integrales des fonctions en escalier majorant /, et Fintegrale inferieure de la fonction 
/ comme etant la borne superieure des integrales de fonctions en escalier minorant /. Lorsque Fintegrale superieure et 
Fintegrale inferieure sont egales, on dit que la fonction / est integrable, et on note 

ff f{x, y) dx dy 

JJ[a,b\ x [c,d] 

son integrale qui est la valeur commune de ces deux bornes. On montre que toute fonction / : [a, b] x [c, d\ ^ R continue 
est integrable. 

La construction devient beaucoup plus compliquee si Fon considere des domaines U c [Hr qui ne sont plus des rectangles. 
Comment « subdiviser » un tel domaine U ? Quelle regularite imposer a U ? Ce precede de construction est inadapte, et on 
utilise une autre definition de Fintegrale, Fintegrale de Lebesgue que vous etudierez en ecole d’ingenieurs. Heureusement, 
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les calculs avec Fintegrale de Lebesgue ressemblent aux calculs habituels avec Fintegrale de Riemann. Nous admettrons 
les resultats qui suivent. 


18.1.1 Le theoreme de Fubini 

Nous allons considerer une region U c IR 2 « admissible » definie a l’aide de deux fonctions d’une variable 

U = {(jc, y) £ IR 2 | a ^ x b et cp(x) ^ y \|/(x)} 


ou alors 

U = {(x,y) e IR 2 | c ^ y d et a(y) ^ xs (3(y)} 


y = 




x = P(y) 


FIGURE 18.2 - un domaine U delimite par le graphe de deux fonctions 
Le theoreme suivant permet de calculer une integrate double sur un tel domaine. 


Theoreme 18.1 Theoreme de Fubini 

Si / est une fonction continue sur un domaine U c IR 2 admissible, alors on peut calculer Fintegrale double de / sur U 
en calculant deux integrates simples : 

rr r b [ r'YM i nd r />|3(y) i 

// /(x,y)dxdy= I / /(x,y)dy dx=| / /(x,y)dx|dy 
JJ U Ja Utpfjc) J Jc [Ja(y) 


Exemple 18.1 Calculons Fintegrale double I = ff D {x 2 + y) dxdy ou If = {(x, y) e R 2 | 0 s= x 1, 0 y ^ 1 - x} . 

1 < ri-x _ \ dr . ,i-i pi „ „ 5 


1 = 


J | J (x 2 + y) dyj dx = J [x 2 y + y 2 /2] Q dx = J x 2 (l - x) + (1 - x) 2 /2 dx = ^ 


Theoreme 18.2 Proprietes de l’integrale double 

1. Linearite : 

II (A./+ pg)(x,y ) dxdy = A II f{x,y)dxdy + \i II f{x,y)dxdy 
JJ D ‘ JJ D JJ D 

2. Additivite : si D = Di u D 2 avec Di n D 2 = 0, 

1/ f{x,y) dxdy - II f{x,y) dxdy + II f{x,y) dxdy 
JJ D JJ Di JJ D 2 

3. Positivite : si / S 0 sur D, alors 

JJ f(x,y) dxdy 5= 0 
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Remarque 18.1 Souvent, on doit calculer une integrate double sur un pave D = [a, b] x [c, d] ou la fonction a integrer 
est un produit de deux fonctions d’une variable. Dans ce cas, Fintegrale double est le produit de deux integrates simples. 

1= [[ cp(x)t|/(y) dxdy = f cp(x) [ f tp(y) dyl dx = ( f \p(y) dy) ( f cp(x) dx) 

JJ[a,b]x [c,d] Ja [«/c J \J c ) \Ja J 

nd 

Nous avons utilise le theoreme de Fubini et remarque que le reel I t|/(y) dy etait independant de x. On peut done le 
mettre en facteur de Fintegrale. 

18.1.2 Changement de variables 


Theoreme 18.3 Changement de variables 

On considere deux domaines « admissibles » , D c R 2 , A c IR 2 et une application 


Y '( (u,v) 1 — *■ {x[u,v),y(u,v)) 

On dit que cette application est un 1 - diff e omorphi sme du domaine A vers le domaine D lorsque : 

- cp est bijective, 

- cp est de classe c € x , 

- la bijection reciproque cp -1 : D >-*■ A est de classe < c?? 1 . 

On appelle Jacobien d’un tel 7? 1 -diffeomorphisme cp au point (u, v), le determinant 


3x 

— (w, v) 
au 

dx 

t -( m , v) 
dv 

dy 

-f-lu, v) 
au 

dy 

-r-iu, v) 
av 


JJv fix, y) dx dy = JJ^ f[x{u, v),y{u, i»)) | Jcp( u, i/)| du du 


Deux cas importants de changement de variable sont a connaitre. 
- Changement de coordonnees affine. 


alors | Jcp = {ad - be) | 

- Changement en coordonnees polaires 


alors Jcp - P I- 


x- au + bv + a 
y - cu + dv + p 


x = pcos0 
y = p sin 0 


Exemple 18.2 Calculons Fintegrale double I = ff D {x 2 + y 2 ) dxdy ou le domaine d’integration D est defini par D = 
{(x,y) e R 2 | x S 0, x 2 + y 2 1}. Le domaine D est un demi-disque de rayon 1 de centre (0, 1) avec x 5= 0. Passons en 

coordonnees polaires. L’ application cp : i , P _ . realise un ( € 1 -diffeomorphisme du domaine 

[ (p,0) > — *■ (pcos0,psm0) 

D = {(p, 0) e R 2 | — tt/ 2 =£ 0 ^ tt/2, 0 s; p =£ 1} et alors 

cjt/ 2 cl j* 

1= [ f p 3 dp d0 = — 

J-ji/2</0 4 

Exemple 18.3 Calculons Fintegrale double I = ff D {x 2 + y 2 ) dxdy ou 

2 2 

D = {(x,y)ER 2 K + ^l) 
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Le domaine D est une ellipse et F application affine ip : 
vers D ou A est le disque unite. Alors 

I = jj (a 2 u 


A 


D 


{u, v) > — * ( au,bv ) 

+ b 2 v 2 )abdudv 

Effectuons ensuite le changement de variables polaires. L’ application v|/ 


realise un 1 -diffeomorphisme de A 


A 


U 

(p,0) 1 — * (pcos0,psin0) 
Sf 1 -difteomorphisme entre le domaine U = [0, 1] x [0,2 tt] et le domaine A. Par consequent. 


realise un 


1 


I - abJJ (p 2 a 2 cos 2 0 + p 2 fo 2 sin 2 0)|p| dp d0 

II ne reste plus qu’a utiliser le theoreme de Fubini pour calculer cette derniere integrate. 
’ 2 tt r r i 


l- ab 


nZn r ri 

/ / 

Jo LJo 


a 2 p 3 cos 2 0 + b 2 p 3 sin 2 0 dp I d() = ab I a z 


MlM-'lfHlf 


sin z 0d0] | = — — (a 2 +b 2 ) 


Exemple 18.4 Posons pour R > 0, 


F(R) 


-f 


e x dx 


Dr = {(x,y) e M 2 I X 2 + y 2 ^ R 2 } A R = [0, R] x [0,R] 

f e~ ix2+ y 2) dxdy J(R)=/T e - (x2+y2) dxdy 
J Ar JJ Dr 


I(R) = 

Mr JJ Dr 

1. En utilisant Fubini, on trouve une relation simple entre F(R) et I(R) : 

I(R) = j\~y 2 dx) dy = (jV* 2 dy) (fj e ~*~ dx] = 

2. Puisque la fonction a integrer est positive et que DrcArc D^ r , on obtient 



J V2R 


Ar 


Dr 


3. En passant en coordonnees polaires, on calcule facilement 

fJt/2 / r R 


J(R) = 


nTX/Z I M 

Jo [Jo 


4. Puisque J (R) 


tt/ 2 et que J(\/2R) 


e p p dp d0 = — 1 - e 


jt/ 2, le theoreme des gendarmes permet de conclure que 


F(R) 


R— *-+oo 2 
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18.1.3 Aire d’un domaine plan 


Definition 18.1 Aire d’un domaine plan 

On definit l’aire d’un domaine admissible D c l 2 par 

\ 

si (D) = ff 1 dxdy 

JJ D 

* 


| Remarque 18.2 L’aire du domaine plan D est done le volume de base D et de hauteur 1. 
Exemple 18.5 Calculons l’aire delimitee par une ellipse d’equation cartesienne 

° y 2 


D: 


+ ^2^ 1 


II suffit d’effectuer un premier changement de variables affine puis de passer en coordonnees polaires. Si nous notons A 
le disque unite. 


1 


si (D) - ab \ \ du dv — absi (A) = ab 


n j 


p dp d0 = nab 


Theoreme 18.4 Aire d’un secteur delimite par une courbe polaire 

Soit une courbe polaire d’equation p = p(0) et le domaine Q delimite par les deux demi-droites d’equation polaire 0i, 
02 et par la courbe polaire (voir figure 18.4). Alors l’aire de ce domaine se calcule par la formule 

1 r e 2 , 

si{ 0)=- p 2 (0)d0 

2 Je, 


p = p(9) 



02 


Demonstration II suffit d’effectuer un chaneement de variables polaires. L’ application (p : i , p 

[ (p, 0) ■ — ► (pcos0,psin0) 

realise un r € 1 -diffeomorphisme du domaine A = {(p, 0) e R 2 | 0i S 0 S 02, 0 =£ p p(0)} vers le domaine Q et en utilisant Fubini. 

rr r&2 r p( 0 ) rd 2 

.es?(n)= || pdpd0= I I pdpd0= I p 2 (0)/2d0 

JJ a Je 1 Jo Je, 


Exemple 18.6 Calculons l’aire delimitee par une cardioide d’equation polaire p = a{ 1 + cos0) ( a > 0). Par symetrie, 

l’aire est le double de l’aire du domaine avec y 0. D’apres la formule precedente, 

a 2 f n , 3an 

si -2 — | (l + cos0) 2 d0= 

2 Jo 2 


18.2 Champs de vecteurs dans le plan et dans l’espace 


Definition 18.2 Champ de vecteurs 

On appelle champ de vecteurs defini sur un ouvert U c K 2 , une application 


( U — * R 2 
i M 1— ?(M) 


qui a tout point M = (x, y) de U associe un vecteur F (x, y) 


Fi(x, y) 

F2(x, y) 


On dit que ce champ de vecteur est de classe c £ k 


lorsque les deux fonctions Fi et F 2 sont de classe c € k sur U. 
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Proposition 18.5 Theoreme de Poincare 

Soit un ouvert UcR 2 convexe. Un champ de vecteurs F : IJ >— >• K 2 dc classe 1 sur U derive d’un potentiel scalaire V f 
et seulement si 

9Fi 3F 2 

V(x,y) e U, — (x,y) = — — (x,y) 
oy ox 


Demonstration Si F derive d'un potentiel scalaire, il existe une fonction V : U —► R de classe S*? 1 sur U telle que V(x, y) e U. 

av 9v 12 

Fi(x,y) = — (x,y) er F 2 (x,y) = — (x,y). Puisque les fonctions Fi,F 2 sont de classe , la fonction V est de classe sur U et 
ox 9y 

d’apres le theoreme de Schwarz (17.13 page 676), en tout point (x,y) e U. 


3F! a 2 v a 2 v 3F 2 
V x ’ y) = a^ (x ' y) = a]^ (x ' y) = 17 lx ' y) 


Remarque 18.3 

1 . On peut definir formellement le rotationnel du champ de vecteurs comme etant le champ de vecteurs 


t- Fi(x,y) 
ox 

a 


3F2 3Fi 

— (x,y)-— (x,y) 


F 2 (x,y) 3y 


Le theoreme precedent s’enonce alors en disant que si un champ de vecteur derive d’un potentiel scalaire, son 
rotationnel est nul. 

J Fl 

2. On peut egalement considerer des champs de vecteurs sur un ouvert convexe LJ c# 3 : F F 2 :U« IR 3 . Un tel 


champ de vecteurs derive d’un potentiel scalaire V : U ^ IR si et seulement si son rotationnel est nul ou 


3 F 3 3F 2 

— (x,y)- — (x,y) 


u 

— > 

R 3 




a 




3x 

a 

Ft(x,y) 

(x,y) 


9y A 
a 

F 2 (x,y) = 
F3(*,y) 



dz 



3Fi 3F3 

— (x,y)- — (x,y) 

3 z 3x 

3F 2 3Fi 

— (x,y)- — (x,y) 

3x 3y 


3. II faut une condition geometrique sur 1’ ouvert U pour que le theoreme de Poincare s’ applique. Vous verrez en 
deuxieme annee une condition plus precise que la convexite et des contre-exemples dans le cas ou F ouvert ne 
verifie pas cette condition. 

Exemple 18.7 Considerons le champ de vecteurs defini sur IR 2 en entier par 


3x 2 y + 2x+y 3 
x 3 + 3xy 2 - 2y 


On calcule pour (x, y) e IR 2 , 


— — (x, y) = 3x + 3y — — (x, y) = 3x + 3y 

3y 3x 
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D’apres le theoreme de Poincare, ce champ de vecteurs derive d’un potentiel scalaire V : R 2 >->■ R. Determinons ces 
potentiels scalaires. La fonction V est de classe Sf 1 sur R 2 et verifie V (x, y) e R 2 , 

5V 9 o 

— (x,y) = 3x y + 2x+y 

II existe done une fonction C : R >-► R de classe sur IK telle que V(x, y) e IK 2 , 

V(x,y) = x 3 y + x 2 + y 3 x+ C(y) 


Puisque — = F 2 , on trouve que x 3 + 3y 2 x+ C'(y) = x 3 + 3xy 2 - 2y, e’est a dire que My e IK, C'(y) = — 2y d’oii C(y) = 
-y 2 + K ou K est une constante. Finalement, 


V(x,y) = x 3 y+ +x 2 + y 3 x- y 2 + K 


,BlO 15 George Green, ne le 14 juillet a Sneinton (Angleterre), mort le 31 mai 1841 a Nottingham 


Mathematicien anglais. II etait physicien. II n’a passe 
qu’un an de sa vie a l’ecole et etait boulanger de metier. 
II a appris la physique en a utodidacte en lisant principale- 
ment les memoires de Poisson. II est le pere de la theorie 
du potentiel et le theoreme qui porte son nom fut publie 
dans un article qui passa quasiment inapergu a l’epoque : 
" An Essay on the Application of Mathematical Analysis to 
the Theories of Electricity and Magnetism ". II Integra 1 ’u- 
niversite de Cambridge a 40 a ns et fit, une fois son diplome 
obtenu, une carriere brillante, meme si son travail ne fut 
pas reconnu de son vivant. 



Theoreme 18.6 Formule de Green-Riemann 


On considere un champ de vecteurs defini sur un ouvert UcR 2 par 


F : 


U 

(x,y) 


IK 2 

|P(x,y) 

|q (*,y) 


Soit fl une partie de U fermee et bornee, delimitee par une courbe fermee parametree par une fonction 

- f [a,b] — R 2 

‘I t — > (x(f),y(r)) ‘ 

Cette courbe parametree est parcourue dans le sens trigonometrique. Alors la formule de Green-Riemann ramene le 
calcul d’une integrale double a celui d’une integrale simple : 

Jj^rotF dx dy= cle f JJ^ | ^ (x, y) - ^ (x, y) ] dx dy = J [P (x(f),y(f)) x'{t) + Q(x(f),y(f)) y'(r)] df 


Theoreme 18.7 Calcul de l’aire d’un domaine plan 

Soit n un domaine ferme du plan delimite par une courbe y (avec les memes notations que dans la formule de Green- 
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Riemann). L’aire du domaine O est donnee par 


nb nb j nb 

sd(fl)- dt - - / y(t)x'(t] dt - - (x(f)y'(f) - y(f)x'(f)) 

Ja Ja 2Ja 


Demonstration Considerons le champ de vecteurs dehni par 


D’apres la formule de Green-Riemann appliquee a ce champ de vecteurs. 


ff rot F (x, y) dx dy = ff 1 dx dy = = f [0 + x(t)y' (f)| 

JJn JJn Ja 


On montre la deuxieme formule en considerant le champ de vecteurs dehni par G (x, y) = j ^ et la troisieme formule s ’obtient en 
additionnant les deux premieres. 

Exemple 18.8 Utilisons la formule de Green-Riemann pour calculer l’aire interieure a l’astroide, courbe parametree 
definie par 

jx(f) = a cos 3 t 
|y(t) - asm 3 t 

C 2n , ? f 2lt 9 4 3a 2 r 2n ? cos(2f) + l 3 a 2 

sd — 1 x(t)y(t) df = 3a I sin fcos fdf= 1 sm (2f) dr = 

Jo Jo 2 Jo 2 8 


706 





18.3 Exercices 


18.3.1 Calculs elementaires 


Exercice 18.1 O 

Calculer JJ (x + y)e x+y dxdy avec D = |0« l«y<21 


Solution : 


ff (x + y)e x+y dxdy= f d xf (x+y)e x+y dy 
JJ D JO Jl 

/>2 /»2 /»2 
xe x dx / e y d y + I e x dx I ye y dy 
o Jl Jo Ji 

= [<*" I® 3 ']? + MS [(y- Ue y ]i 


= (e 2 + l)(e 2 - e) + (e 2 - l)e 2 
= e (e 3 - e 2 + e - 1 + e 3 - e) 

= e(2e 3 - e 2 - l) 


Exercice 18.2 O 

Calculer JJ x 2 ydxdy avec D = (y>0,jc+y^ l,y-x ^ 1} 


Solution : 



Par symetrie par rapport a 1 ’axe Oy : 

ff fl /■ 1 — JC r 1 r v 2 1 !-* rl 

II x 2 y dxdy -2 I dx I ydy-2 I x 2 \- — dx- I 

JJd Jo Jo Jo [ 2 J 0 Jo 


Exercice 18.3 V 

Calculer JJ x 2 ydxdy avec D = \x 2 + y 2 R 2 


■/'< 


x 2 (l-x) 2 dx = / (x 2 - 2x 3 + x 4 ) dx — f- = — . 

' 3 4 5 30 


Solution : L’ integrate est nulle par symetrie par rapport a 1 ’axe Ox. 


Exercice 18.4 O 

Calculer 


1=1 / xv dxdy 

J J& 


ou *2) - {(x,y) e K 2 | x S 0, ysO et x + ys£l}. 


Solution : 


t r 1 j r 1 -" . f 1 x(i-x ) 2 f'd-xii^ i i 

I=| x dx / y dy = / dx = dx = - - - 

Jo Jo Jo 2 Jo 2 6 8 


1 

8 24 
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Exercice 18.5 V 

Calculer 

I = f f sin (x + y) dxdy 

oil £> = {[x,y) eU 2 |xsO, j/ 5 0 et x + y=S7t}. 


Solution : 


J f»7T rJl—X pH pH 

dx sin(x + y)dy = I [-cos(x + y)]Q ' dx = I (1 + cosx) dx = n. 
0 Jo Jo Jo 


Exercice 18.6 W 

Calculer 


-JL 


)uf = {(x,y)efi 2 |x«l, ys 0 et y 2 x}. 


Solution 


1 = 


J r* 1 r\fx fl x 3 ^ 

x 2 dx I ydy= I — dx=-. 
0 Jo Jo j o 


Exercice 18.7 r \/0 


Calculer les integrates 


rr 


dxdy et 


JJ t x 2 + y 2 
1)T = (x,y) e R 2 /0 «y^x,i«x^l 
2JD=(x,y)El 2 /kx 2 +y 2 «l,x>0 


IL 


'd x* + y* 


■ dxdy oii 


Solution : On rend 1 ’ensemble d ’integration symetrique : T' = (x,y) e l 2 /0 ^ x « y, ^ y « 1 

: 2 + y 2 
't'ut x 2 + y 2 


f(^- 2 dxdy= l -(( -*- 2 dxdy=\(f dxdy=\(f ^ -dxdy 

JJ t x 2 + y 2 2 JJt'ut x 2 + y 2 2 JJt’ut x 2 + y 2 4 JJt'ut x 2 + y 2 


tT'uT x^ + y 
1 3 3 


De meme pour la deuxieme : 

rr 4 - 2 ^dy = i rr - 4 ?^= i rr 4 -ndxdy^ rr 

JJ d x 2 + y 2 2 JJ I« 2 +v 2 «i x 2 + y 2 2 JJ I«x 2 +v 2 si x 2 + y 2 4 JJ i 


/|«2+y2«l x 2 + y 2 

1 3tt 3tt 
“ 4 X T “ 16 


« 2 +y 2 =Sl Jr + y 


+ 7 , , 
~YT 7 J dxd y 


en utilisantles sy me tries 


Exercice 18.8 W 

Soit f et g deux applications continues, croissantes sur [0, 1], Demontrer que 


f /(x).g(x) dx 3= f f (x) dx. f g(x) dx. 
Jo Jo Jo 


Solution : Dans un premier temps, 

f f(x) dx. f g(x) dx - f f(x)dx. f g(y) dy = ff f(x)g(y) dxdy. 

Jo Jo Jo Jo JJ D 

Avec D = [0, l] 2 . En ecrivant D = Di u D 2 avec Di = {(x,y) ED,y^x}etDi = {(x,y) eD,x< y}. 

Comme f et g sont croissantes sur [0, 1], sur Di on a g(y) g(x) et sur D 2 on a fix) fly). Done on a 

[Ax)-f(y)][g(x)-g{y)}> 0 

que ce soit surDi ou sur D 2 , done sur D tout entier : 


ff [/(*) - Ay)} [gW - g(y)] dxdy =* 0 
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Soit en developpant, 

ff f(x).g(x)dxdy+ ff f(y).g(y)dxdy 3= ff f(y).g(x)dxdy+ ff f(x).g(y) dxdy 
JJD JJ D JJ D JJ D 


Comme ff D /(x).g(x) dxdy - fg /(x).g(x) dx - fg /(y)-g(y) dy - ff D /(y)-g(y) dxdy, on en deduit bien, en divisant par 
2, que 


f f[x).g[x)dx> f f(x)dx.[ g(x) dx. 
Jo Jo Jo 


Exercice 18.9 W 

Soit f une application de classe c € 4 sur [0, 1] x [0, 1], qui s’annule sur le bord du carre et telle que V(x,y) e [0, 1] x 

4 / 


[0,1] 


3x 2 3y ; 


■(x,y) kA. 


A 


Demontrerque | f Q f Q /(x,y)dxdy | « — • 

Indication 18.8 : On pourra commencer par considerer g(x, y) = x.(l - x).y.(l - y). 


Solution : Soit g(x,y) = x(l -x)y(l- y), et S = [0; 1] x [0; 1], On a 

a 4 g r 1 r 1 ... , 1 4 


3x 2 3y : 


■(x,y) = 4, et 


ff 


g(x, y) dxdy = — = En integrant quatre fois par parties , on a 


E 


a 4 / 

3x 2 3y ; 


(x,y)g(x, y)dxdy : 


E 


d 4 g 
3x 2 3 y‘ 


■ (x, y) / (x, y) dx dy = 4 


E fix ’ 


y) dx dy. 


Done 


Iff 

I JO JO 


fix, y)dxdy 


1 rr 

4 Jo Jo 


a 4 / 

3x 2 3y : 


(x,y)g(x,y) dxdy s 


e:l 


1 rt a 

g(x,y)dxdy 


144 


18.3.2 Changement de variables 

Exercice 18.10 

Calculer 


'= fl * 2<My 


oii 5? est l’interieur de l’ellipse d’ equation + ^ = 1. 

Solution : On fait le changement x - ar coscp, y = forsincp, dx dy = a for d /' dtp, d’ou 

a 3 bit 




a r cos tpafor dr dtp = 


Exercice 18.11 


Calculer JJ ln(x + y+ 1 )dxdy avecD = {|x + y| l,|x-y| 1} 


_ , . „ „ , u+v u-v 

Solution : En posant u-x + yetv-x-ydoux- et y = . 


8(x,y) 
3(u, y) 


3x 3x 

3 u dv 
ay dy 

du dv 


ff ln(x + y + 1) dxdy = ff ln(l+t<)| ^ — I dudv - - f dv f ln(l + u)du- f ln(l + u)du 
JJ @ JJ[o,i] 2 |3(w, 17)| 2j-i J~ i J- 1 

f 2 

= I In tdt - [tin t — t]g = 2(ln2 - 1). 

Jo 
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Exercice 18.12 W 

On considere le domaine 


D = {{x,y) e R 2 | 1 ^ xy =S 9; 


1 . Dessiner le domaine D. 

2. Calculer l’integrale double 



en effectuant le changement de variables 



Solution : Le domaine D est limite par deux hyperboles et deux droites. On resout et on tire 

u 

x — — y-uv 


L’ application tp : 
de cp vaut 


A 


D 


(u, v) < — * (u!v,uv) 


est une bijecdon avec A = {(u, v) e Kr | 1 u ^ 2, 1 ^ v 3}. Le Jacobien 


1 = 2 - 


et 1 ’integrate devient 


1-2 


JT/Vt! 


dv du = -(6+ 131n2) 


Exercice 18.13 


W 


Soit £ I ’ellipse d ’equation — - H — - = 1 (0 < b < a). On pose c = V a 2 - b 2 . E le domaine limite par £ et F, F' les foyers 

a 2 b z ' 

de £. 


1. Calculer I = 

2. Calculer J = 

3. Calculer K = 


(MF Z + MF ,Z ) dxdy. 


// 

jJM' 

ff (MF + MF')dxdy. 
JJ MeE 

= ff (MF.MF')dxdy. 

JJ MeE 


Solution : 

1. On a par exemple, MF 2 = (x + c) 2 + y 2 et MF' 2 = (x - c) 2 + y 2 . 


D’ou I = 2 JJ (x 2 + y 2 + c 2 ) dxdy. En effectuant le changement de variable : x — arV u 2 + c 2 coscp, y = for sirup, 

" 2n a 2 cos 2 ip + fo 2 sin 2 cp + 2c 2 


r2u cl 
>- dip 

Jo Jo 


1-2 
= 2 ab x 2 tt x 


( a 2 r 2 cos 2 cp + fo 2 r 2 sin 2 cp + c4) abrdr -2 ab 
a 2 + b 2 + 4 c 2 


■ dip 


- abx — x ( a 2 + fo 2 + 4 {a 2 - fo 2 )) - abx — x (5a 2 - 3 fo 2 ) 


2. Pour M appartenant a 1 ’ellipse £ u de memes foyers et de petit axe u, la quantite MF + MF' est constante et vaut 
deux fois le grand axe soit 2 V u 2 + c 2 . On effectue le changement de variable : x = V u 2 + c 2 cos v, y— u sin v. 
ue [0, fo] et v e [0, 2tt] . 

-.cosv -Vu 2 + c 2 sin v 


3(x,y) 
9 (u, v) 


5x 

9x 


du 

dv 


0y 

dy 


du 

dv 



u 2 + c 2 
sin v 


? 9 • 9 

u + c sin v 


j= 


[ d uf\Vii 
Jo Jo 


,,2 . - 


„ „ u z + c z sin^- v , 

2 + c 2 dv = 2 

V u 2 + c 2 

„2 i,2. 


V U 2 + C 2 

r° r 211 

/ dz^ / u 

Jo Jo 


2 + c 2 sin 2 v d v — 2 


r b ( 2 c 2 

/ 2 n\u 2 + — 

Jo l 2 


du 


' b 2 c 2 b\ 2ji fo 

= 4tt| — + — I = — (2fo z + 3(fl^-fo z )) = 2jrfo 


( 2 b 2 

\a 

3 
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3. So it L = || (MF + MF') 2 dxdy = 1 + 2K. En reprenant le changement de variable precedent, 
•/./mu: 


r\ 2 tt 2 + c 2 sin 2 v C° f zn r~~ r 2 

| du 2 vm 2 + c 2 . — dv-4 du I vu 2 + c 2 (u 2 + 

Jo Jo ' ' Vu 2 + c 2 Jo Jo 


L - 


V u 2 + c 2 

En posant u= c sht, du — c ch tdt 
eta- argsh (£) =ln(£ + J ^ +"l) = ln^^, 


c 2 sin 2 i/)dv = 4 


I 2it\/u'‘ 

Jo 


2 + c 2 \u 2 + — \ du 


L = 4ti| c z {2 sh 2 t + l).c cht.c chtdt - 4nc 4 I (2 sh 2 t ch 2 t + ch 2 t) dt - 2nc 4 I { sh z 2t+l + ch2t)dt 


. = 4 Tif, 
Jo 

J r oc 

( 

o 


J r»a 
0 


Jo 


1 


= tic | ( cMf - 1 + 2 + 2 c/i2r) df = tic a+ sh 2a + — sMa 


et sMa = 2 sh2a c/i2a = 2^ 


fc hf_ 

C\ c 2 

_ r.2ab / 4a 2 b 2 ~ _ 4ab r „2 . t. 2 i 


■ + l = ^»(a 2 + f> 2 ). 


fl+Z? o 9 9 4 Cl+b 9 9 

D ouL = tic In 1 - nab[2c + a + b ) = tic In (- nab{3a - b ) 


1 1 . CL-\-b TT 9 9 Tt / 9 n •)( Cl ~ t ~ b . . . 

Enftn K = - (L - 1) = -tic 4 In t- — ab[a 2 + b 2 ) — — I (a 2 - J? 2 ) 2 In I ] + ab[a + b ) 


Exercice 18.14 W 

x 2 + y 2 \ 

1 dxdy avec D = {x 2 2py,y z 2px} 


Calculer JJ exp 


d V *y 


Solution : L’ ensemble d ’integration a pour frontiere des arcs de paraboles secants en 0(0, 0) et A(2 p 2l3 q 113 , 2p 113 q 213 ) . 
On a 


ff ex p( * +y ) dx d.V = ff 

JJ d V xy ) JJg> 


exp — exp 

y / l * I 


y dxdy. 


| x 2 y 2 1 

On considere le changement de variables <t> dehni par <t>(x,y) = {u,v) = \ — , — . 

\ y x I 

<E> est un y? 1 est un diffeomorphisme de D - {x 2 < 2 py,y 2 < 2px] sur A = |0,2p[x]0,2c/[, avec <h~ 1 (u,v) = (x,y) = 
[u 2l3 v ll3 ,u ll3 v 213 ). 

Le jacobien de <t> _1 est 

2 ,,—1/3 ,,1/3 1 ,,2/3 ,,—2/3 

~ 3 


9 (x,y) 
9(u, it) 


5x 

9x 


du 

9 v 


9y 

9y 


du 

dv 



' V ' V 

hr 213 V 213 hi ll3 v~ 113 


Done 


ff exp [ X +y ) dxdy = — ff e u+v dudv=- e u du f^ e v dv = 
JJ d v xy j 3 JJa 3 Jo Jo 


1 r 2p v r 2q v [e 2 P -l) 2 (e 2ci -l) 2 


18.3.3 Integration en coordonnees polaires 


Exercice 18.15 O 

Calculer 


1- J I cos(x +y J dxdy 
ou S est le disque de centre O et de rayon R > 0. 


IL 


Solution : 


J 1*211 /.R /.R 2 ^ 

d0 I pcosp 2 dp = 2tt I - cos t df = TisinR 2 . 
o Jo Jo 2 
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Exercice 18.16 O 

Calculer 

1 = j j sin(x 2 + y 2 ) dxdy 
ou 5/ est le disque de centre O et de rayon x/tt. 


Solution : 


J r 2n p R p R 2 2 

d0 / p sin p 2 dp = 2tt / - sin t dt = tt (1 - cosR 2 ). 

o Jo Jo 2 


Exercice 18.17 O 

Calculer 


1 = 



dxdy 


ou 5/ est le quart de disque unite inclus dans R+ x R + 


Solution : 


1 = 


r ltl2 r p if 

/ de / — — p dp = - 

Jo Jo pcos6 3 Jo 


d0 


1 + cost 


i r nl2 de 
3 Jo 2 cos 2 (6/2) 


i r n/4 dip 
3 Jo cos 2 ip 


= “ [tanip] 


jt/4 

0 


1 

3' 


Exercice 18.18 


V 


£ 


Calculer [x+ y) dxdy avec D = {x 2 + y 2 *£ 1} 


Solution : En se servant de la symetrie par rapport a 1 ’axe Ox : 


JJ ( x+y) 2 dxdy — JJ (x 2 + 2xy + y 2 )dxdy — JJ ( x 2 + y 2 )dxdy - J d9 J p 3 dp-2itx- 


TT 

2 ' 


Exercice 18.19 O 

Calculer 


1 = 


£ 


xyVl-x 2 -y 2 
2x 2 + y 2 


oil D = {(x, y)eU 2 \x>0, y 3= 0, x 2 + y 2 ^ 1}. 


Solution : En passant en polaires, 


plXIS. p 

1= 

Jo Jo 


p 2 cos 0 sin 0 x/l - p 2 
o p 2 (2cos 2 0 + sin 2 0) 


p dp d0 = JK 


>uj= f 

Jo 


71/2 cos0sin0 , ln2 T 

d0 se calculer par le changement de variables u - sin 0, J = et K = J Q \f 1 - p-p dp = 


'o 2 cos 2 0 + sin 2 0 
1/3. Finalement, 


1 = 


In 2 


Exercice 18.20 


V 


IL 


Calculer 1- / / (x+ y)dxdy ou A = {(x,y) tels que y 3= 0 et x 2 + y 2 - x s; 0 et x 2 + y 2 - y 3= 0}. 


Solution : 
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= r da /. 

= if 

4 Jo 


COS 9 

sin 9 


(pcos0 + psin0)‘ 



- (cos 4 Q - sin 4 0) d0 


4 (l + sin20)(cos 2 0-sin 2 0)d0=: - f 4 (1 + sin20) cos20d0 = 
4 Jo 


if! ir! 

= - I cos20d0+- I sin40d0 
4 Jo 8 Jo 


= - [sin20]n [cos40] J = - + h — = — 

8 0 32 0 8 32 32 16 


Exercice 18.21 W 

Calculer P integrate double 

I= //o? T7 dxcly 

ouD - {(jc, y) e R 2 | x 2 + y 2 2x, y 3= 0} 


Solution : Le domaine est un demi disque de rayon 1 centre en (1,0). En passant en polaires, A - {(p,0) £ R 2 | 0 ? pS 
2cos0, 0 ^ 0 tt/ 2}. Alors 


1 = 


IL 


p 2 cos 3 0 dp d0 = 


rnl2 n2 

Jo Jo 


p 2 dp cos 3 0 d0 = 


8 r 
3 Jo 


cos 0 d0 


5 tt 

En utilisantles integrates de Wallis, on trouve que I = — • 


Calculer 


Exercice 18.22 
rr _xydxdy 

JJd 1- 


. + x 2 + y 2 


avec D = {0 ^ xs 1,0 ^ y l,x 2 + y 2 3= 1} 


Solution: Par symetrie, l - ff x yd*dy _ 2 ff xydxdy ^ vec p' - {o <g x g i ,0 ^ y s; 1 ,x 2 + y 2 > 1 ,yg x}. 
JJd 1 + x 2 + y 2 JJ D ' l + x 2 + y 2 


On passe en polaire, I 


= 2 /I 


p 3 cos 0 sin 0 


1 + p 2 


xydxdy 

■y 2 

dpd0 avec A = ^O<0^-,Up« 

1 4 cosi 


Or A = 


Jl p*S \/2, arccos i «0« — j. Comme 


r 71/4 
Jarccos J- 


cos 0 sin 0 d0 — ~ [cos 2 0] 


2 Al H/4 

arccos f- 


2-p 2 

4p 2 


; jp ) [p! + 3 

Ji 2(1 + p 2 ) Ji l l + p 2 J [ 2 2 


,V2 


ln(l + p 2 ) 


1 3,3 

= -- + -In-. 

2 2 2 


Exercice 18.23 W 


Calculer JJ yexp(x 2 + y 2 - 2y) dxdy avec D = {x 2 + y 2 - 2y 0} 


Solution : En prenant la translation u - x, v-y—1, on obtient 

ff yexp(x 2 + y 2 -2y) dxdy - ff exp(« 2 + v 2 ) dudv 

JJd JJu 2 +v 2 ^ 1 & 

— - ff exp [u 2 + v 2 ) dudv, 

eJJ u 2 +v 2 *z 1 
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car V integrate 


ff 

JJu 2 +V 2 *Sl 


;>exp [ir + v l ) dudv est nulle pour des raisons de symetrie. Done en passant en polaire. 


ff yexp(x 2 + y 2 -2y) dxdy = — f pe p2 dp-—f 
JJd e Jo e Jo 


e l dt — — {e- 1) = ti(1 — ). 


Exercice 18.24 W 

Calculer / / \J x 2 + y 2 dxdy avec D = {(x; y) e [R 2 | 0 ^ x ^ 1, -x y x} 



Exercice 18.25 




Calculer 


II 


x + y dxdy avec D=<j0^x^l- — 


Solution : 



En remarquant que O est le foyer de la parabole, une equation en polaire est done p = 


2 

1 + cosQ’ 


714 


En utilisant la symetrie par rapport a l’axe Ox : 

" 7l/2 f 1+COS0 


ff x 2 + y 2 dxdy=2 f dQ f 1+cos ° p 3 dp = 2 f” 
JJs> Jo Jo Jo 


4(1 + cosQ) 4 


dQ - 2 f 
Jo 


nl2 dQ 


4 cos 8 


-f 


dip 

cos 8 (p 


En posant t - tancp, dt - 


dip 


1 


cos 2 (p cos^cp 


1 + tan 2 ip-l + t 2 


ff x 2 + y 2 dxdy- f (f 2 + l) 3 df = f 
JJsi Jo Jo 


, . , , , , , . , , ,1 3 70 + 5 + 21 96 

x +y dxdy- J (f + 1) dt- J t° + 3t 4 + 3r + ldf = - h H 1 + 1 = = — . 

75 35 35 


18.3.4 Application du theoreme de Fubini 

Exercice 18.26 O 

1. Montrerque : Vxe [0,1], ln(l + x) - fg jr^dy. 

2. En deduire la valeur de 1 ’integrate I = 1 ” (1+ ^ ) dx. 


Solution 

1 . 


r 1 x r x du 

/ d y- / = ln(l + x). 

Jo 1 + xy Jo 1 + u 


r 1 in(i + jc) r 1 d X r 1 X rr 

Jo 1 + X 2 X Jo l + x 2 J 0 1 + xy y JJf 0 , 


xdx dy 


i ]2 (1 + x 2 )(l + xy) 


ff y dx dy 

D’apres la propriete de Fubini. Maintenant on a aussi bien sur, par symetrie : I = JJ 

I-!/]' ( JL t JL ] dxdy = - ff 

2 JJio,i ] 2 1 (1 + y 2 ) (1 + xy) (1 + x 2 )(l + xy ) ) y 2 JL 


[o,i] 2 (l + y 2 )(l + xy) 

(x + y) dx dy ff x dx dy 


, done 


-JL 


/[ 0 ,i] 2 (1 + x 2 )(l + y 2 ) JJ { 0 , 1)2 (1 + x 2 )(l + y 2 ) 


f 1 xdx f 1 dy ln2 n Tiln2 

de nouveau grace a la symetrie. Done I = / I = = . 

s J Jo l + x 2 Jo 1 + y 2 2 4 8 


18.3.5 Green-Riemann 


Exercice 18.27 


Calculer 


fl 


XT V XT V 

dxdy ou A = (x, y) e IR 2 , — + 1 et — + J-j ^ 1 


0 2 


Solution : On suppose a b. Par symetries, on ne calcule que l’aire de la figure dans le premier quadrant, sous la 

premiere bissectrice. C’est done un huitieme de A. Le bord est parametre par x{t) = a cos t; y( t) = Osin t, t variant de 0 
a to. Attention, t n’est pas V angle polaire. to est defini par x - y, e’est-a-dire a cos to - Osin to, soit to - arctan(^). 

Pour calculer P aire, on fait circuler — [x dy - y dx) . La circulation est nulle sur chacun des deux segments. Seul reste 


f 


(a cos t x boost - Osin t x [-asmt) dt- 


abto 


Done 1 ’aire de A egale 8 x 


abto 

2 


4a0arctan(|). 


Exercice 18.28 W 

Calculer JJ x 2 + y 2 dxdy avec D = |^- + ^<ll. 

Cet exemple a deja ete vu dans le cours. Ici on cherchera une solution a P aide de la formule de Green-Riemann. 
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3Q „ ~ ~ 

Solution : On cherche Q(x,y) tel que — = y . On prend par exemple Q(x,y) = xy . De meme P(x,y) = —x y verifie 


3P 

'ay 


x = a cost 
y = b sin t 


dx = - asm tdt 


dy 


b cos tdt 


D’apres la formule de Green-Riemann, 


ff x 2 + y 2 dxdy- ff \dxdy- f Pdx + Qdy- f abcos tsin t[a 2 cos tsint + b 2 cos tsin t) dt 

JJd JJd V dx 3 y ) J Jo 


= ab{a 2 + b 2 ) 
ab{a 2 + b 2 ) 


f 


cos z isnr tdt - 


ab[a 2 + b 2 ) f 2n 


f 


sin 2 (2f) dt = 


ab(a 2 + b 2 ) f 2n 1 - cos(4f) 


■/ 


dt 


x 2 tt = —ab{a z + b z ) 
4 


18.3.6 Centres de gravite 

Exercice 18.29 00 

Determinez le centre de gravite d’une plaque homogene limitee par une cardioide. 
(C’est le point G tel que MOG = Jf s oOMdxdy avec M = ff s o dxdy.) 


Solution : Notons ct la densite massique constante de la plaque. La cardioide a pour equation polaire 

p = a( 1 + cos0) 

Determinons la masse de la plaque : 


M = JJ ct dx dy. 

En passant en coordonnees polaires, on trouve (en posant ip = 0/2) : 

J r»7T ^«(l+cos0) nnl2 

/ pdpd0 = 8 a 2 o l cos 4 cp dcp = 8fl 2 crl4 

o Jo Jo 

en utilisantles integrales de Wallis : 


!« = / 


\ n = I cos cp dcp 


qui verifient la relation de recurrence 


Mn 3= 2, 


I n _ n- 1 
In-2 n 


Par symetrie, le centre de gravite de la plaque se trouve sur 1 ’axe (Ox) , et son abscisse est donnee par 

xa= -tJL xdxdy 


En passant en coordonnees polaires : 


x c ■ 


i r 2n c a{ 1+cos0) 2 2a i 6 , i 8 i 

/ / p 2 cos 0 dp d0 = — — (2 - — l) 

Jo Jo 8 I4 i6 


16 a 2 h 


. . r- 1 . I n rn /'«(1+C0s8 2 r\ 1 ir\ ^8 f'l ^ ^£2 3 3 3*2 

et on trouve hnalement xq — — ^ — x 2 J 0 J 0 p cos0dpd0 = — x — 2 1= — x - x - = — . 

8fl z l4 3 I4 v 16 I 3 64 6 

On a bien sur yn = 0. 
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Chapitre 


19 


Structures algebriques 


Pour bien aborder ce chapitre 

La notion de groupe est apparue des la fin du 18 e de maniere parallele dans differents domaines des mathematiques. 

En 1798, Karl Friedrich Gauss, dans ses « Disquisitiones Arithmeticae », utilise implicitement la notion de groupe abelien. 
Plus tard, au milieu du 19 e , Ernst Kummer etablie des resultats de factorisation sur les groupes dans une tentative de 
prouver le grand theoreme de Fermat. 

Dans la premiere moitie du 19 e siecle, le jeune mathematicien prodige Evariste Galois cherche a prouver que les equations 
polynomiales de degre 5 5 a coefficients complexes ne peuvent etre resolues par radicaux, ce qui signifie que leurs racines 
ne peuvent etre ecrites au moyen des operations usuelles. Pour ce faire, il s’interesse a un groupe relie aux racines de 
P equation consideree. Son genie consiste alors a comprendre que les difficultes pourresoudre F equation ne proviennent 
pas de son degre mais des proprietes mathematiques de ce groupe. 

A la fin du 19 e , Felix Klein utilise les groupes pour classifier les nouvelles geometries tout juste decouvertes. 

Les mathematiciens savent depuis que les groupes interviennent dans de tres nombreux domaines. L’ensemble des isometries 
de Fespace ou du plan est un groupe appele groupe orthogonal, voir le chapitre 27. L’ensemble des isometries preservant 
un objet donne (un polygone regulier, un solide platonicien, etc...) a une structure de groupe. L’ensemble des permuta- 
tions & n d’un ensemble fini est un groupe qui fut etudie par Cauchy et Cayley a la fin du 19 e siecle. Le chapitre 26 lui 
est consacre. Le groupe decouvert par Galois est d’ailleurs un sous-groupe de ce groupe. L’ensemble des transformations 
qui, en relativite restreinte, permettent de changer de referentiel galileen tout en preservant les lois de la physique et la 
vitesse de la lumiere, foment un groupe appele groupe de Lorenz. En chimie, les symetries des molecules permettent 
de leur associer des groupes qui aident a comprendre mieux leurs proprietes. Plus concretement encore, l’ensemble des 
manipulations qu’on peut effectuer sur un Rubik’s cube a lui aussi une structure de groupe. L’ etude de ce groupe permet 
de mettre en place des strategies gagnantes pour le reconstituer. 

L’ objet de ce chapitre, peu ambitieux, est d’introduire la notion de groupe ainsi que le vocabulaire attenant. Nous le 
terminerons par F etude de deux autres structures, celles d’anneaux et de corps, qui sont elles aussi omnipresentes en 
mathematiques. 


19.1 Groupe 

19.1.1 Loi de composition interne 


Definition 19.1 Loi de composition interne 

Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne une application de E x E dans E : 

f ExE — > E 
^ ' I {a, b) ' — * qj(«, Z?) 


Exempt e 19.1 

- Si E = N, la multiplication ou F addition des entiers forme une loi de composition interne. 

- Si E est un ensemble, la composition des applications est une loi de composition interne sur F ensemble des fonctions 
de E dans E : ^(E,E) 

- Si E est un ensemble, F intersection ou la reunion sont des lois de composition interne sur F ensemble des parties de 

E : (E) 
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Notation 19.2 

- Pour alleger les notations, on ecrit plus simplement q>(a, h) - a l( , b ou <p(a, h) - a k b par exemple, ou encore tp(a, b) = 
a.b , et pour les moins courageux t p{a, b) = ab etc. 

- On note alors (E, ★) un ensemble E muni d’une loi de composition interne *. 

Remarque 19.1 

- Ce qui est important, bien entendu, c’est que ip{a, b) reste dans E. 

- II n’y a aucune raison a priori pour que a-k b — b-k a. 

- On peut iterer une loi de composition interne : si (a, b, c) e E 3 , on notera 

(■ akb)kc - cp(cp(a, b),c) 

ak {bk c) = tp(a,tp(b, c)j 
II n’y a aucune raison a priori pour que ces deux elements soient egaux. 

u " Notation 19.3 Pour simplifier les notations, on utilisera, suivant le contexte, pour la loi de composition interne k : 

- une notation additive : a+b- ak b - q>{a,b). 

- ou une notation multiplicative : ab-akb- t p{a, b ). 


Definition 19.2 Loi associative, commutative 
Soit k une loi de composition interne sur un ensemble E. On dit que k est : 

- commutative si et seulement si V [a, b) e E 2 , ak b — bk a, 

- associative si et seulement si V [a, b, c) e E 3 , ak (bk c) = {ak b) k c. 

On dit que plus que * admet e e E comme element neutre si et seulement si VxeE, ekx-xke-x 


Pi AN 1 Q 1 • 

Pour montrer que... 




... k est commutative : 

2. x k (y * z) = (x * y) ★ z 

1. Soit (x,y) e E 2 

3. Done k est associative 

2. xk y — y k x 

... e e E est neutre : 

3. Done k est commutative 

1. Soit x e E 

... k est associative : 

2. ekx-x, xke-x 

1. soit ( x,y,z ) e E 3 

3. Done e est neutre. 


Proposition 19.1 Unicite de l’element neutre 
Si (E, ★) possede un element neutre, il est unique. 

Demonstration Supposons que e' soit un autre element neutre pour k. Alors e = ek e' = e' et done e = e 1 . 

Exemple 1 9.4 

- Pour le couple (N, +), + est commutative et associative, P element neutre est 0. 

- Pour le couple (N, x), x est commutative et associative, 1 est l’unique element neutre . 

- Pour le couple (££*(G), U), la loi est commutative, associative, la partie 0 est neutre pour cette loi. 

- Soit E un ensemble. On considere l’ensemble des applications de E dans E muni de la composition : (E,E),o). La 

loi de composition interne o est associative mais pas commutative. Me est l’element neutre de cette loi. 

Remarque 19.2 Si une loi de composition interne est commutative et associative, on definit les notations suivantes 
pour ( x\,...,x n ) eE” : 

- Lorsque la loi est notee additivement, on definit 

n 

^ X{ - X\ H h x n , 

i= 1 

- et lorsque la loi est notee multiplicativement. 


n 

\\xi-X\k---k X n . 
1=1 
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I Exemple 19.5 Soit E un ensemble. On considere l’ensemble des applications de E dans E muni de la composition : 
(ffP (E,E) ,o). La loi de composition interne ° est associative mais pas commutative. \cl\ est l’element neutre de cette loi. 

Dans la suite, on suppose que * est associative et admet un element neutre. 


Definition 19.3 O Symetrique 

On suppose que (E, *) possede un element neutre e. Soit un element x e E. On dit qu’un element y e E est un symetrique 
(ou un inverse) de F element x si et seulement si : 

xky- yk x- e 

Si tel est le cas, y est unique et est appele le symetrique de x. 


Demonstration Supposons que x possede deux symetriques y\ e E et y 2 e E, a lors, par application de la definition et par 
associativite de k, il vient : 

y 2 = [xkyi)ky 2 = [y\k x) k y 2 = y\k[xk y 2 ) = y\k e = y 2 . 


Pi ANT 1 q ? ■ 

Pour montrer que y e E est le symetrique de x e E 


1 . On montre que xk y- e ; 

2. On montre que y k x - e ; 

3. Done y est le symetrique de x. 




| Remarque 19.3 L’element neutre est toujours son propre symetrique : e 1 = e. 


A Notation 19.6 Si un element x de (E, k) admet un symetrique : 

• on l’appelle inverse de x et on le note x -1 lorsque la loi est notee multiplicativement 

• on l’appelle oppose de x et on le note de x et on le note -x lorsque la loi est notee additivement. 

Exemple 19.7 

- Le seul element de (N, +) qui admet un oppose est 0. 

- Tout element neZ muni de F addition admet un oppose. 

- Les deux seuls elements de Z* muni de la multiplication qui admettent un inverse sont 1 et -1. 

- Tout element pi q de Q* admet un inverse donne par qlp. 

-Si / £ ^(E,E) muni de la loi de composition, / est inversible si et seulement si elle est bijective. 


Proposition 19.2 T Regies de calcul avec les inverses 
- Si x est symetrisable alors x -1 est aussi symetrisable et : (x -1 ) 1 = x 


- Si x et y sont symetrisables, x * y est aussi symetrisable et : 


(x * y) : = y l kx 1 


Demonstration 

- Soit x un element symetrisable de E et soit y = x _1 . Comme ykx = xky=e, y est symetrisable et x= y~ 1 = (x _1 ) 

- Supposons que x et y sont symetrisables, alors, par associativite de k, on a : 

[xky] k ^y -1 *x _1 j = x*^y*y _ 1 j*x _1 = x* e*x _1 = x*x _1 = e. 

On montre de meme que (y -1 k x -1 ) ★ (x * y) = e, ce qui prouve bien que xk y est symetrisable et que (x k y) 1 = y -1 k x' 


Remarque 1 9.4 La propriete (xky] 1 = y -1 k x -1 dit simplement que Fon se deshabille dans l’ordre inverse de Fha- 
billage. Si x designe Foperation « je mets ma chaussette droite » et y Foperation « je mets ma chaussure droite », les 
operations inverses sont x -1 , « j’ote ma chaussette droite » et y -1 Foperation « j’ote ma chaussure droite ». L’ opera- 
tion « je mets ma chaussette droite, puis ma chaussure droite » est designee par xky. Son operation inverse est bien 
(xky) 1 = y -1 k x _1 c’est-a-dire « j’ote ma chaussure droite, puis ma chaussette droite ». 

L’ operation z « je mets ma chaussette gauche » commute avec x et y, (done avec x -1 et y -1 ). De ce fait (x*z) -1 = 
z _1 k x _1 , ce qui peut etre facilement verifie experimentalement. 


19.1.2 Groupe 


Definition 19.4 W9 Groupe 

Soit G un ensemble. On dit que (G, k) est un groupe si k est une loi de composition interne sur G verifiant : 
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1 la loi * est associative ; 

2 G possede un element neutre ; 

3 tout element x de G admet un symetrique. 

Si de plus la loi * est commutative, on dit que le groupe est abelien (ou commutatif ). 

Exempt e 19.8 

- Les couples (Z,+), (Q,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes. 

- Les couples (Q* , x), (R*, x), (£*, x) sont des groupes. 

- Rappelons que U = {z e C | \z\ — 1} = {z e C | 30 e R :z = e' 9 }. On a montre dans la proposition 1.16 page 25 que (U, x) 
est un groupe. 

- Les couples (N, +), (Z \ {0}, x) ne sont pas des groupes. Pourquoi ? 

Presentons maintenant un autre exemple essentiel. 


Proposition 19.3 V Groupes des bijections d’un ensemble 

Soit E un ensemble. On note © (E) Fensemble des bijections de E dans E. Alors (© (E) ,o) est un groupe (en general non 
abelien). 


Demonstration 

- On a deja prouve que o est une loi de composition interne : si ( f,g ) e (© (E)) 2 alors fog et g°f sont encore des bijections sur E. 

- On a aussi deja prouve que o est associative. 

- ©(E) possede un element neutre Idg. 

- Toute application f de E possede une application symetrique : son application reciproque f~ l . 

BlO 16 Evariste Galois ne a Bourg-la-Reine le 25 octobre 1811, mort a Paris le 31 mai 1832. 

Malgre une scolarite en dents de scie, Galois montre des capacites extraordi- 

naires en mathematiques. II a un tel gout pour cette matiere qu’un de ses pro- ^ 

fesseurs dira « C’est la fureur des mathematiques qui le domine ; aussi je pense 9Mb, 

qu’il vaudrait mieux pour lui que ses parents consentent a ce qu’il ne s’occupe 

que de cette etude ». En 1826, il obtient un prix en mathematiques au concours jJfSSk 

general. En 1828, il essaie d’integrerl’ecole Polytechnique alors qu’il n’estpas .Hi 
eleve, comme c’est normalement l’usage, en mathematiques speciales. Il est re- 

cale. Il entre alors en mathematiques speciales a Louis-le-Grand dans la classe ^r*'r 

de Louis-Paul-Emile Richard. Ce dernier prend vite conscience du genie de son 

eleve. Il conservera d’ailleurs ses copies. Le pere de Galois se suicide pour des v ***&' 

raisons politiques quelques jours avant que Galois ne se presente a nouveau a 
Polytechnique. Il est une seconde fois recale, a la stupefaction de son maitre. 

La legende veut qu’il ait jete le chiffon servant a effacer le tableau a la tete 

de son examinateur devant la stupidite des questions posees ... Il integre cepen- • w 

dant l’Ecole preparatoire (appelee maintenant l’Ecole Normale Superieure, rue ^ 

d’Ulm). Il publie cette meme annee son premier article de mathematiques dans j 

les Annales de mathematiques pures et appliquees de Gergonne. 

Il soumet dans les mois qui suivent plusieurs autres articles sur la resolubilite 

des equations algebriques. La legende veut que Cauchy, qui en etait le rapporteur, les aurait egares. Il est plus prob- 
able en fait qu’il les ait conserves pour que Galois puisse concourir au grand prix de mathematiques de F Academie 
des sciences en 1830. Galois candidate a ce concours et Fourier qui est charge de rapporter son manuscrit meurt peu 
apres ... Le grand prix echoit a Abel et Jacobi. 

Suite a la revolution de juillet 1830, Galois s’engage en politique au cote des republicains. Fin decembre 1830, il 
est expulse de l’ecole preparatoire suite a la redaction d’un texte critique a l’egard de son directeur. En 1831, lors 
d’un banquet, Galois porte maladroitement un toast a Louis-Philippe avec un couteau a la main ... Il est arrete et 
passe un mois en prison. Quelques mois apres, il est a nouveau arrete et passe six mois en prison pour port illegal de 
l’uniforme de l’artillerie. Cette meme annee, il soumet un nouveau manuscrit a l’Academie des sciences, toujours 
sur la resolubilite des equations polynomiales. Poisson, qui le rapporte est rebute par sa difficulte et le refuse. En 
prison, Galois poursuit ses recherches mathematiques et s’interesse aux fonctions elliptiques. 

Le 30 mai 1832, Galois se bat en duel au pistolet suite, semble-t-il, a une bete querelle amoureuse. Il decede le lende- 
main de ses blessures. La nuit precedant le duel, il redige une lettre " a son ami Auguste Chevalier lui enjoignant de 
faire connaitre ses travaux a Jacobi et Gauss. Elle se termine par cette phrase tres emouvante qui permet de mesurer 
l’optimisme de Galois quant a l’issue du duel : « Apres cela, il y aura, j’espere, des gens qui trouveront leur profit a 
dechiffrer tout ce gachis ». 

Liouville, dix ans plus tard, re-decouvrira les travaux de Galois et qui les popularisera. 


a. On peut consulter cette lettre a l’adresse http ://www.imnc. univ-paris7.fr/oliver/galois/LettreGaloisA4.ps 
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Theoreme 19.4 W'v’ Regies de calcul dans un groupe 

Soit (G, ★) un groupe. 

1. L’ element neutre est unique . 

2. Tout element possede un unique symetrique ; 

3. Pour tout element x d’un groupe, on a (x _1 ) 1 = x. 

4. Regie de simplification : V(a, x,y] e G 3 ; 

j a-k x- a-k y => x-y 

1 x-ka-y-ka => x-y 

5. Soit ( a , b) e G 2 . L’ equation a-k x - b possede une unique solution : 

x — a~ l -kb. 

6. V(x,y) £ G 2 , (x*y) _1 = y _1 *x _1 . 

Proposition 19.5 V Groupe produit 

On considere deux groupes (G, ★) et (H, •) et sur Fensemble G x H, on definit la loi ★ par : 

V((x,y),(x',y')) £ (GxH) 2 , (x,y)-*(x',y') = (xix'yy 1 ) 

Alors (G x H, est un groupe appele groupe produit. 

Demonstration La preuve est laissee en exercice. II suffit de vender chacun des axiomes definissant un groupe. 

Definition 19.5 Z> Sous-groupe 

Soit (G, ★) un groupe. On dit qu’une partie H c G est un sous-groupe de G si et settlement si : 

1. e £ H. 

2. la partie H est stable par la loi : V(x, y) £ H 2 , x * y e H. 

3. VxeH, x" 1 eH. 

Exempt e 19.9 

- Z est un sous-groupe de 1 pour V addition. 

- nZ est un sous-groupe de Z pour V addition. 

- L’ ensemble des bijections croissantes est un sous-groupe du groupe des bijections de IR dans R. 

- L’ ensemble des isometries du plan est un sous-groupe du groupe des bijections du plan. (Rappelons qu’une isometrie 
est une bijection conservant les distances). 

\ 

Proposition 19.6 Caracterisation des sous-groupes 

Soient (G, ★) un groupe et H une partie non vide de G. H est un sous-groupe de G si et seulement si 

1. e £ H ; 

2. V(x,y) £ H 2 , xk } r ] £ H | . 

Demonstration 

| =» | Soit H un sous-groupe non vide de G et soit ( x , y) e H 2 . y _1 est element de H et il en est de meme du produit x * y _1 . 

| <= | Soit H une partie non vide de G verifiant : V (x,y) e H 2 , x k y _1 e H. Soit x e H. On a : e = x-k x -1 e H done V element 
neutre de G est element de H. Pour tout (e,x) eH 2 , ek x _1 e H done x _1 e H. Enfin, pour tout (x, y) e H 2 . on a (x,y _1 ) e H 2 et 
done x*(y -1 ) 1 e H, soit x-ky e H. 

.Plan 19.3 : Pour montrer que H c G est un sous-groupe du groupe (G, ★) 

1 e £ H ; 

2 Soit (x, y) £ H 2 ; 

3 Verifions que x-k y- 1 eH ... 

4 Done H est un sous-groupe de G. 
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Theoreme 19.7 W7 Un sous-groupe a une structure de groupe 

Si la partie H est un sous-groupe de (G, ★), alors puisque cette partie est stable pour la loi de composition interne, on 
peut definir la restriction de la loi * a H qui est une loi de composition interne sur H. Muni de cette loi restreinte, (H, ★) 
est un groupe. 


Ce theoreme est d’une grande utilite pour prouver rapidement que des ensembles sont des groupes. 


pt an 1 q d ■ 

Pour montrer qu’un ensemble a une structure de groupe... 


...il suffit de montrer que c’est un 

sous-groupe d’un groupe connu. 



Exemple 19.10 

Montrons que (U, x) est un groupe avec : U = {z e C | |z| = 1}. II suffit de prouver que c’est un sous-groupe de (€*, x). 

1 Comme |1| = 1, il est clair que 1 e U. 

2 Soient x, y e QJ. 

3 On a | jc y” 1 1 = | jc| |y|~ : = 1 done xy~ l e U. 

4 Done U est un sous-groupe de (€*, x) et (U, x) admet par consequent une structure de groupe. 


Theoreme 19.8 L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe 

Si Hi et H2 sont deux sous-groupes d’un groupe G, alors Hi n H2 est un sous-groupe de G 


Demonstration Notons H = Hi n H2 et montrons que H est un sous-groupe de G. Utilisons la caracterisation precedente. Soit 
(x, y) eH‘. On a alors (x,y) e ce qui amene que x*y _1 e Hi car Hi est un sous-groupe de G et (x,y) e H, ce qui amene aussi 
que x*y _1 e H2. Done x*y _1 e Hi n H2 = H et H est bien un sous-groupe de G. 

Attention 19.11 Hi u H2 n’est pas un sous-groupe de G, sauf si Gi c G2 ou G2 <= Gi.Voir exercice 19.35 p. 735. 

19.1.3 Morphisme de groupes 


Definition 19.6 OOO Morphisme 

Soient deux groupes (Gi,*) et (G 2 , •) ■ Une application / : Gi — * G 2 est un morphisme de groupes ou homomorphisme 
si et seulement si : 

V(x,y)eGi, f(x*y) = f(x)»f(y) 

On dit de plus que ip est un : 

- endomorphisme lorsque Gi = G 2 

- isomorphisme lorsque / est bijective 

- automorphisme lorsque / est un endomorphisme et un isomorphisme. 


Pt an IQ S • 

Pour montrer que / : Gi — * G 2 est un morphisme 


1 Soit ( x , y) e G^ ; 

2 On a bien f(x * y) = fix') • f[ 

y). 



Remarque 19.5 

- Un morphisme entre un groupe (Gi, *1) et un groupe (G2, *2) permet de transformer des produits pour la loi *1 dans 
le groupe de depart en des produits pour la loi *2 dans le groupe d’arrivee. 

- La notion d’ isomorphisme est fondamentale en mathematiques. Le mot isomorphisme provient du grec et peut se 
traduire en « meme forme ». Deux groupes isomorphes ont non seulement le meme nombre d’elements mais aussi des 
tables de multiplication identiques. Du coup toute propriete algebrique vraie pour un des deux groupes est vraie pour 
l’autre. Si un de ces deux groupes est plus simple a etudier que l’autre, on preferera travailler avec celui-ci et on en 
tirera les proprietes de F autre. Cette idee est a la base de la theorie des representations. Par ailleurs, il est interessant 
pour un groupe donne, de chercher s’il est isomorphe a un groupe connu. C’est ce qu’on appelle un probleme de 
classification. La classification des groupes finis, terminee au 20 e siecle pourceux qu’on dit simples, occupe a l’heure 
actuelle encore de nombreux mathematiciens. 


Proposition 19.9 Proprietes des morphismes de groupes 

Si (Gi,*) est un groupe d’element neutre e\, si (G2, •) est un groupe d’element neutre e2 et si / : Gi — » G2 est un 
morphisme de groupes, alors 


722 






Demonstration 

1 . Remarquons que /(ei) = f{e\ * e\) = fie\) • f ie\) = [f)e i)) 2 . On a par ailleurs 1 ' egalite /(ei) • e2 = (/(ei)) 2 . En multi- 
pliant cette egalite des deux cotes a gauche par [fie i)) 1 , on obtient e2 = fie\). 

2 . Soit x e G. Comme f est un morphisme de groupes, f [x * x ~ 1 ) = fix) • f [x ~ 1 ) . D 'autre part, f (x * x ~ 1 ) = / (ei ) = e2 . 
Done fix) • /(x _1 ) = e2- On montrerait de meme que /(x _1 ) • fix) = e 2- Ce qui prouve que /(x _1 ) = [/(x)] 1 . 


Theoreme 19.10 ^ Image directe et reciproque de sous-groupes par un morphisme 

Soient (Gi , *) et (G2, •) deux groupes et soit / : Gi >-► G2 un morphisme de groupes. 

1 . Si Hi est un sous-groupe de Gi, alors /(Hi) est un sous-groupe de G2 ; 

2 . Si H2 est un sous-groupe de G2, alors / - 1 (H2) est un sous-groupe de Gi. 

Demonstration 

1 . Comme e 2 = fie 1) et que e\ e Hi alors e2 e /(Hi). Soient y,y' e /(Hi). Montrons que y» y ,_1 e /(Hi). II existe x,x' e Hi 
tels que /(x) = y et f[x') = y' . Comme /(x ,_1 ) = (/(x')) _1 = y' _1 , il vient y • y'~ l = /(x) »/(x ,_1 ) = /(x*x ,_1 ). Mais 
Hi est un sous-groupe de Gi done x*x ,_1 e Hi. On prouve ainsi que y • y ,_1 est V image d’un element de Hi par f et done 
que yy'^e /(Hi). 

2 . Comme e2 = /(e 1) et que e2 e H2, ei e / _1 (H2). Soient x,x' e f~ l (H2). Montrons que x* x ,_1 e f~ l (H2). Pour ce faire, 
il sufht de montrer que f (x*x ,_1 ) e H2. Mais /(x*x ,_1 ) = /(x) • (/ (x')) 1 e H2 car H2 est un sous-groupe de G2. On 
montre ainsi que / -1 ( H2) est un sous-groupe de Gi. 


f \ 

Definition 19.7 Noyau, image d’un morphisme de groupes 

On considere un morphisme de groupes / : Gi G2. On note e\ 1’ element neutre du groupe Gi et ez 1’ element neutre 

du groupe G2. On definit 
- le noyau du morphisme / : 

Kerf = {x e Gi | fix) = e 2 i = f~ l [{e 2 }) 

- Vintage du morphisme / : 



Imf = /( Gi) = {y g G 2 I 3 x e Gi fix ) = y} 


Proposition 19.11 Le noyau et l’image d’un morphisme de groupes sont des sous-groupes 

On considere un morphisme de groupes / : G 1 « G2 . Alors 

- Kerf est un sous-groupe de Gi 

- Imf est un sous-groupe de G2. 

Demonstration 

- Comme f[e 1) = e2, Ker / est un sous-ensemble non vide de Gi - De plus, je2l est un sous-groupe de G2 et Kerf = / -1 ({02}) 
done Kerf est un sous-groupe de Gi d’apres la proposition precedente. 

- Comme Im / = /( Gi), on sait que Imf est un sous-groupe de G2 d’apres la proposition precedente. 


Theoreme 19.12 TW Caracterisation des morphismes injectifs 

Un morphisme / de (Gi, ★) dans (G2, •) est injectif si et seulement si 


Demonstration 

s Supposons que f est injectif. Comme f est un morphisme, on a e\£ Kerf. Comme f est injectif, e\ est le seul element de 
/ -1 (e 2) dans Gi, ce qui prouve que Kerf = jei). 

| <= | Reciproquement, supposons que Kerf = {ei}. Soient [x,y] e (Gi) 2 tel que fix) = fiy). Montrons que x = y. On multiplie a 
droite P egalite fix) = fiy) par [fiy)) 1 . On obtient fix) • [fiy)) 1 = fiy) '[fiy)) 1 = £2- D'apres les proprietes des morphismes 
de groupe f[x-ky~ 1 ) = e 2. Done x*y -1 e Kerf et necessairement x ★ y _1 = ei .On multiplie a droite par y les deux membres 
de cette egalite et on obtient x = y. ce qui prouve que f est injectif. 


.Plan 19.6 : 


Pour montrer qu’un morphisme / : (Gi,*) >-► (G2,«) est injectif 


1 Soit xeGi tel que fix) = e2 

2 Alors x — <?| ; 

3 Done Kerf - \e[], et puisque f est un morphisme, f est injectif. 


723 

















Theoreme 19. 13 Caracterisation des morphismes surjectifs 

Un morphisme / de (Gi, ★) dans (G 2 , •) est surjectif si et seulement si 


Demonstration Par definition de la surjectivitS ! 

Ajoutons, a titre indicatif, les deux propositions suivantes. Leur preuves foment un exercice instructif laisse au lecteur. 


Proposition 19.14 Composition de morphismes de groupes 

- La composee de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes. 

- La bijection reciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes. 


Proposition 19.15 L’ ensemble des automorphismes d’un groupe est un groupe pour la composition 

Si (G, ★) est un groupe, on note Aut (G) Fensemble des automorphismes de G. (Aut (G) , °) est un groupe. 


19.2 Anneau, corps 

19.2.1 Structure d’anneau 


'Definition 19.8 OOO Anneau 

Soit A un ensemble muni de deux loi de composition interne notees + et x. On dit que (A, +, x) est un anneau si et 
seulement si : 

1 . Le couple (A, +) est un groupe commutatif ; 

2. la loi x est associative ; 

3. la loi x est distributive par rapport a la loi + : 

V(x,y, z)eA 3 , xx[y + z) = x*y + xxz 
(x + y) x z = x x z + y x z; 

4. il existe un element neutre pour x, note 1. 

Si en plus la loi x est commutative, on dit que (A, +, x) est un anneau commutatif. 


Exemple 19.12 

- Les triplets (Z,+,x), (Q,+, x),(R,+, x),(C,+, x) sont des anneaux commutatifs. Ce n’est pas le cas de (N,+,x). 

- Si E est un ensemble, Fensemble & (E,R) des applications definies sur E et a valeurs dans R muni de Faddition et du 
produit des fonctions est un anneau commutatif. 

- L’ ensemble des fonctions polynomes de R dans R muni de Faddition et du produit des fonctions est un anneau com- 
mutatif. 

- L’ ensemble des suites reelles (ou complexes) S? (R) (ou . r / : (€)) muni de Faddition et de la multiplication des suites 
est un anneau commutatif. 

- On verra au chapitre 25 que Fensemble des matrices carrees a coefficients reels (ou complexes) muni de Faddition et 
du produit des matrices est un anneau en general non commutatif. 

u " Notation 19.13 Dans un anneau (A, +, x), on note -x le symetrique de F element x pour la loi + et 0 F element neutre 
de la loi +. Attention, un element xeAn’a pas forcement de symetrique pour la loi x, la notation x -1 n’a pas de sens en 
general. 


Theoreme 19.16 O Regies de calcul dans un anneau 

On considere un anneau (A, +, x). On a les regies de calcul suivantes : 

1 Mae A, ax0-0xa-0; 

2 VaeA, (-l)xa=-a; 

3 M{a,b) eA 2 , (-a) x b- -{ax b). 

Demonstration Soit [a, b) e A 2 

1 La distributives de la loi x par rapport a la loi + permet d’Scrire :0xa + 0xa = (0 + 0)a = 0xa. Par soustraction de Ox a 

des deux cotes de cette SgalitS, on obtient : 0 x a = 0. On prouve de meme que ax 0 = 0. 

2 Toujours par distributives de la la loi x par rapport a la loi +. on a : a + (- 1) x a = 1 x a + (- 1) x a = (1 - 1) x a = 0 x a = 0. 

De meme, on montrerait que (-1) x a + a = 0. Done (-1) x a est PopposS de a et (-1) x a = -a. 
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3 La demiere relation se prouve de la meme fagon. 


| Remarque 19.6 Si (A, +, x) est un anneau, (A, x) n’est pas un groupe. Sauf dans le cas ou 1 = 0 et A = {0}. 


Attention 19.14 En general. 


axb-0^>a-0oub-0\. 


On dit que de tels elements a et b sont des diviseurs de zero. Par exemple, dans F anneau 
I 0 si xA a 

1 si x — a 


X" 


R), considerer les fonctions 
pour a e R. II est clair que 82 o 80 = 0 et pourtant 82 et 80 ne sont pas identiquement nulles. 


Definition 19.9 Anneau integre 

Soit un anneau (A, +, x). On dit que cet anneau est integre si et seulement si : 

1. A*{0}; 

2. la loi x est commutative ; 

3. V(x,y) e A 2 , x x y = 0 => x = 0ouy = 0. 


Remarque 19.7 Dans un anneau integre , on peut « simplifier » a gauche et a droite : Si ( a , y, z) e A 3 , avec ax = ay, et 
si a A 0, alors x — y, que a soit inversible ou non. Cette propriete est fausse dans un anneau general. 


Definition 19.10 Notations 

On considere un anneau (A, + , x). Soit un element ae A et un entier neH. On note 

) a- 1 a si n / 0 

n fois 

0 si n — 0 

• [~ri)a= n(-a) — (-a) -\ t-(-a) 


n fois 

) a x • • ■ x q si n ^ 0 
n fois 

1 si n — 0 

• a~ n n’a de sens que si a est inversible pour x. On a alors a~ n - (a -1 )". 




Definition 19. 1 1 Element nilpotent 

Soit un anneau (A, +, x). On dit qu’un element a e A (a A 0) est nilpotent s’il existe un entier «eN* tel que a n = 0. 
Le plus petit entier n verifiant a n — 0 s’appelle l’indice de nilpotence de Felement a. 


| Remarque 19.8 Si F anneau A est integre, il n’y a pas d’ element nilpotent dans cet anneau. 


Theoreme 19.17 O'W Formule du binome de Newton et formule de factorisation 

Dans un anneau (A, +, x), si [a, h) e A 2 verifient 


| ~fl~x b-bx~q 

Alors pour tout n e N, on a la formule du binome de Newton 


(, a+b) n ='£ l n )a k b ,l - k 
k= 0\k) 


et pour tout 1, la formule de factorisation suivante 


a n - b n — [a - b){a n 1 


+ a n 2 b+--- + ab n 2 + b n l )-(a-b) 


n-1 

£ a n - l ~ k b k 
k = 0 


Demonstration La demonstration de la formule du binome dans le cas oil a etb sont des elements d’un anneau A tels que ab = ba 
se fait comme dans le cas ou a et b sont des complexes. On consultera alors la demonstration 8.34 page 315 
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Prouvons la seconde formule : 


(a-b)[a n 1 +a n 2 b + --- + ab n 2 + b n 

= [a n + a n ~ l b-\ \- a 2 b n ~ 2 + ab n ~ l ) - (a"” 1 b + a n ~ 2 b 2 + -- + ab n ~ l + b n ) 

= a n + (a” -1 fo- a"" 1 b] + . . . + (a 2 b n ~ 2 - a 2 b n ~ 2 ] + [ab n ~ l - flfc”" 1 ) - b n 


Theoreme 19.18 Calcul d’une progression geometrique 

Soit un anneau (A, + , x) et un element a e A. On considere un entier n e N, n 3* 1. De la formule de factorisation, on 
tire : 

En particulier, si l’element a est nilpotent d’indice n : a n = 0, alors Felement (1 - a) est inversible pour la loi x et on 
sait calculer son inverse : 

(1 — Cl) — 1 + Cl + Q 2 + • • • + Cl^ 


C ' 

Definition 19.12 Sous-anneau 

On considere un anneau (A, + , x) et une partie A' c A de cet anneau. On dit que la partie A' est un sous-anneau de A si 
et seulement si : 

1 . (A', +) est un sous-groupe du groupe (A, +) ; 

2. la partie A' est stable pour la loi x : M(a,b) e A' 2 , ax be A' ; 

3. Felement neutre de F anneau A est dans A' : 1 e A'. 


19.2.2 Structure de corps 


Definition 19.13 WO Corps 

On considere un ensemble K muni de deux lois de composition interne, notees + et x. On dit que (K, +, x) est un corps 
si et seulement si : 

1 . (K, + , x ) est un anneau integre ; 

2. (K \ {0}, x) est un groupe commutatif. 


I Remarque 19.9 Comme (K, + , x ) est integre, la loi x (ou plutot sa restriction a K \ {0} x K \ {0}) est interne, ce qui permet 
d’envisager que (K \ {0}, x) soit un groupe (commutatif). 

I Exemple 19.15 (Q,+, x), (IR,+,x), (C,+,x) sont des corps, mais (Z,+,x) n’en est pas un car ses seuls elements in- 

versibles sont 1 et -1. 


Definition 19.14 Sous-corps 

Soit K' \ K un sous-ensemble d’un corps (K, +, x). On dit que la partie K' est un sous-corps du corps K si et seulement 
si : 

1. K' est un sous-anneau de F anneau (K, +, x) ; 

2. Finverse de tout element non-nul de K' est dans K'. 


Theoreme 19.19 Calcul d’une somme geometrique dans un corps 

Soit un element fceKdu corps (K, + , x). Alors la formule suivante permet de calculer une progression geometrique de 
raison k : 


n 


E 


k‘ 


1 + k+ k 2 + ■■■ + k n 


(l-k)- l [l-k n+l ) sifc^l 
( n+ 1)1k si k- 1 


Demonstration Laissee en exercice. 
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19.3 Exercices 


19.3.1 Loi de composition interne 

Exercice 19.1 O 

On dehnit une loi de composition interne k sur R par : V (a, b) e R 2 , ak b — In [e° + e h ). Quelles en sont les pro- 
prieties ? Possede-t-elle un element neutre ? Y a-t-il des elements reguliers ? (On dit qu’un element a est regulier si 
pour tout (b, c] e R, a ★ b = a * c => b-c. 


Solution : On a bien une loi de composition interne : en effet V {a, b) e R 2 , e a + e b > 0 done a -kb est bien dehni. 
On a facilement [a -k b) k c — In (( e a + e b ) + e c ) et ak (bk c) - In ( e a + [e b + e c )) et done k est associative. Elle est aussi 
clairement commutative. Elle ne peutpas avoir d’ element neutre car ak b > b. Tous les elements sont reguliers car si 
ak b - ak c alors In ( e a + e b ) = In ( e a + e c ) done e a + e b - e a + e c done e b = e c done b-c. 


Exercice 19.2 Q 

Sur 1’ ensemble Z, etudierles proprietes de la loi definie par : 

pkq- p+q+ pq 

1. Montrer que k est une loi de composition interne commutative et associative. 

2. Montrer que k possede un element neutre. 

3. Quels sont les elements symetrisables ? reguliers ? 

4. Est-ce que (Z , *) est un groupe ? 

5. L’ ensemble U\{- 1} muni de la loi k definie par V a, be R, akb- a+b+ ab est-il un groupe ? 


Solution : 

1. La loi k est clairement commutative. Soient ip, q, r) e Z 3 . Calculous 

(pk q)kr - (p+ q+ pq) kr = p + q+pq+r + pr+ qr + pqr 
et 

p k (q k r) — pk(q+ r+ qr ) = p+q+r + qr+pq+pr+ pqr. 

La loi est done associative. 

2. Cherchons un element neutre. On cherche un element eeZ tel que Vp e Z, 

pke- ekp- p e(l + p) - 0 
On trouve done un element neutre : e - 0. 

3. Soit un entier p e Z. Est-ce que V element p possede un symetrique ? On cherche un element q e Z tel que 
pkq-qkp-0, c ’est-a- dire : 

p+ q + pq-0 * 7 ( 1 + p) - -p<^> (1 + p)(l + q) - 1 

Les seuls elements inversibles sont 0 et -2 qui sont leurs propres inverses. 

On suppose pkq - pkr soit (1 + p)(l + q) — (1 + p)(l + r). On voit ainsi que tous les elements sont reguliers, sauf 
P = ~ 1- 

4. (Z ,k)n’est done pas un groupe. 

5. La stabilite vient de 1 + ak b — (1 + a)[l + b) -£ 0. L’ associativite se verihe comme plus haut, e - 0 est element 

1 „ la 

neutre, et 1 + b — fourmt un inverse a a soit b — 1 = . 

1 + a 1 + a 1 + a 

Bref, (R \ {- 1} , ★) est un groupe. 


Exercice 19.3 O 

Sur N , etudier les lois dehnies par V (x, y ) eN 2 , 


xk y - min(x,y) 
xAy = max(x,y) 
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Solution : Les deux lois sont commutatives et associatives. La loi * ne possede pas d’element neutre, car Me e N, 

e * (e + 1) = e / e + 1. L’element 0 est neutre pour A car V x e N, xAO = OAx = x. Excepte 0, aucun element n’a de 
symetrique pour la loi A. 


Exercice 19.4 W 

Soit * une loi de composition interne sur un ensemble E verifiant : 

V(x, y) e E 2 , x * (x * y) = (y ★ x) ★ x = y. 


Montrer que la loi * est commutative 

Solution : Soit (x, y) e E 2 , on pose X = x ★ y. On a 

y = X * (X * y) = X * ((x ★ y) * y) = X * x = (x * y) * x. 
Done en multipliant cette egalite a droite par x, on a 

y * x- ((x * y) * x) * x = (X ★ x) ★ x = X = x * y. 

Ce qu ’il fallait demon trer. 


Exercice 19.5 X?X?X? 

Soit (E, *) un ensemble fini muni d’une loi interne * associative. 
Demontrer qu ’ il existe un element x de E tel que x* x- x. 


Solution : On propose deux solutions 

1. Soit y e E. On considere y n — y 2 ". Tous les y n appartiennent a l’ensemble fini E. D’apres le principe des tiroirs 
(proposition 8.18 p. 310), il existe deux entiers n> p tels que y n = y p . En posant z = y p on a z 2 " P = z. En 
multipliant par z k on obtient z 2 " P+k — z k+1 . L’entier k convenable est obtenu en resolvant2 n ~ p + k - 2(k+ 1) soit 
k — 2 n ~ p - 2 3= 0. On pose x - z k+ 1 = z 2 " P ~ 1 . On a bien x 2 = x. Ou 1’hypothese d’associativite intervient-elle ? 
On en a besoin pour definir z k . Par exemple z 3 = z(zz) = (zz)z. 

2. On considere FcE non vide, stable pour * et qui a le plus petit nombre d’ elements parmi les parties non vides et 
stables pour * . On va demontrer que pour tout element x de F on a x * x = x, et par suite que F est reduit a {x}. 
Soit x e F et soit F x = {y e F | 3 y' epy - x* y'}.F x est stable par * . En effet, soit (y, z) e F|. 3(y\ z')EF 2 ,y*z = 
x* y' * x* z' . Or y' * x* z' e F puisque F est stable par * . Done on a bien y*z eF x . 

De plus, F x 0 puisque x* x e F x . F x cF et F t est stable par *. Done F x = F puisque F a le plus petit nombre 
d"elements. On en deduit que x e F r . 

Maintenant V ensemble G, des y tel que x * y - x est non vide d’apres ce qui vient d’etre demontre et est stable 
par * . En effet, soit {y, z) eF x , x * (y * z) - {x * y) * z - x * z - x. Done G x -F,xeG x etx*x-x. 


19.3.2 Groupes 

Exercice 19.6 V 

Soient G = R* x H et * In loi de composition interne definie sur G par 

(x, y) * (x\ y') = (xx', xy' + y) 

1. Montrer que (G, ★) est un groupe. 

2. Montrer que IR+ x R est un sous-groupe de (G, *). 


Solution : 

1. • C’est une loi interne : le produit de deux reels non nuls est non nul. 

• Pour tout (x, y) , (x', y') , px”, y" E G, ((x,y) *(x',y')) * [x" ,y") = (xx',xy' + y) -k [x",y") = 

(xx'x",xx'y" + xy' + y) = et (x,y) *((x',y') * (x",y")) = (x,y)*(x'x",x'y" + y') = (xx'x",x(x'y" + y') + y) = 
(xx'x", xx' y + xy' + y). Done * est associative. 

• La loi * n’est pas commutative : (2,0) * (1, 1) = (2,2) et (1, 1) * (2,0) = (2, 1). 

• Le couple (1,0) est element neutre pour * : (1,0) * (x, y) = (x, y) * (1,0) = (x, y). 
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• Soit ( x,y ) eG. On pose ( x\y ') = On verifie que ( x,y ) *(x',y') = (1,0) et ( x',y ') *(x,y) - (1,0). Done 

tout element {x, y) e G admet un inverse pour * : (x' ,y') . 

2. La stabilite est assuree par le fait que le produit de deux nombres positifs est positif. 

Remarque 19.10 Les verifications sont tres rapides si on considere les matrices 'j'j qui forment un sous-groupe 
du groupe des matrices 2x2 inversibles. Encore faut-il le voir...et connaitre les matrices ce qui ne vapas tarder... 


Ex er cite 19.7 O Groupe des vitesses en relativite restreinte 

Soit G = ] - 1, 1 [. On definit sur G une loi * par 

V(xj)eG 2 , x-ky- — —. 

1+xy 

Montrer que (G, ★) est un groupe abelien. 


thu + thv 

Solution : On a th^+ v ) = - — — — — — . Done on pose x = th u, y — th v, et on a x-ky — th(«+ v) = th (argth x+ argth y). 
On en deduit : 

• la loi k est interne, puisqu ’une tangente hyperbolique appartient a ] — 1, 1 [. 

• (x* y) * z - th (argth x+ argth y + argth z) = xk (y ★ z). 

• 0 est element neutre. 

• L’ oppose de x est aussi son inverse pour *. 


Exercice 19.8 O Groupe de Klein 

Soient les quatre fonctions de IR* dans IR* 

fi (x) = x f 2 {x) = - / 3 (x) = -x / 4 (x) = -- 

X X 

Montrer que G = { f\ , f'i , h , ft [ est un groupe pour la loi o. 


Solution : 11 suffit de demontrer que G est un sous-groupe du groupe des bijections de IR* dans R* . f' 2 ° fi - /l I fi 0 f?, = 
/ 4 ; f 2 ° U~ f\, f?,° f?,= f\ I f?,°h = h- On a done la stabilite, et tous les elements sont leurpropre inverse. 


Exercice 19.9 

Les ensembles suivants, pour les lois considerees, sont-ils des groupes ? 

1. C = {z e C : |z| = 2} pour la multiplication usuelle ; 

2. IR + pour la multiplication usuelle ; 

3. {x e IR >->■ ax + b : a e IR \ {0} , b e IR} pour la loi de composition des applications. 


Solution : 

1. Non. Le seul element qui peut etre L element neutre est 1 qui n’ appartient pas a V ensemble. On peut aussi voir 
que C n ’est pas stable par produit. Le produit de deux complexes de module 2 n ’est pas de module 2. 

2. Non. 0 n’apas d’ inverse. 

3. Oui. II s ’agit du groupe affine de IR. Voir chapitre 28 page 1 098 ou 1 ’exercice 19.18 page 73 1 . 


Exercice 19.10 V 

L’ ensemble E = {-1, 1, i,-i } Q C muni de la loi usuelle de multiplication dans C est-il un groupe ? 


Solution : Oui. C’est un sous-groupe des nombres complexes de module 1, lui-meme sous-groupe de (C*, x). II est 

note U 4 dans le chapitre sur les complexes p. 33. 


Exercice 19.11 

Soient (G, ★) et (H, A) deux groupes. On definit sur G x H la loi par {x,y) < Z > {x',y'') = (x* x',yA y'). 

1. Montrer que (G x 1 1,^?) est un groupe. 

2. Si G est de cardinal 2, dresser la table de G x G et la reconnaltre parmi les exemples des exercices precedents. 
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Solution : 


1. C’est l in groupe produit, c’est du cours ! Voir proposition 19.5 p. 721. 

2 . 

Soit G = {1,-1} le groupe a deux elements (pour la multiplication). On pose 
e = (1, 1); a = (1,-1); b - (-1, 1); c = (-1,-1). L’element neutre pour V est 
e puisqu’il est compose deux fois de l’element neutre de (G, x). On a x 2 — e 
pour tout x, ce qui remplit la diagonale. La deuxieme ligne (celle de e) est 
identique a la premiere (celle de 0) puisquc e est l’element neutre. II s’agit du 
groupe de l’exercice 19.8. On a ab- c, puis ac — a{ab) - (aa)b — b et enfin 
be - ( ac)c = a. On complete par symetrie puisque la loi S? est commutative. 
Ces deux groupes sont isomorphes. 

Exercice 19.12 V 

Montrer qu 'un groupe (G, .) tel que VxeG , x 2 - e est commutadf. 



e 

a 

b 

c 

e 

e 

a 

b 

c 

a 

a 

e 

c 

b 

b 

b 

c 

e 

a 

c 

c 

b 

a 

e 


Solution : L’hypothese de 1 ’enonce dit que tout element est son propre symetrique : 

V x e G, x _1 = x. 

Soit alors (x, y) e G 2 . Comme (xy) -1 = (xy), on en deduit que y~ 1 x~ 1 — xy. Mais puisque x -1 = x et y -1 = y, on trouve 
que yx - xy. 

Autre redaction : Soit (x,y) e G 2 . Puisque (xy) 2 = e, il vientque 

xyxy = e => x(xyxy)y = xy => (x 2 )(yx)(y 2 ) = xy => yx = xy. 


Exercice 19.13 7? 

Soit 

G= {/e^(R,IR) | V«eN,/(n) = 0} 

Montrer que (G, +) est un groupe. 


Solution : II suffit de montrer que G est un sous-groupe du groupe (,^(R,K), +). 

1. On a Gc ^(IR,R). 

2. La fonedon nulle est dans G et c’est P element neutre de ,^(R,R). 

3. Soient (/, g) eG 2 . Montrons que f-geG. Soit n e N . On a bien (f-g)(ri) = 0 car f, g e G. 

On prouve ainsi que G est un sous-groupe de (^(IR,R),+). 

Exercice 19.14 O 

Soit E = {/ e ^(IR,IR) | Vhe Z ,f{ri) — 0}. On munit E de la loi + d’ addition des fonedons d’une variable re elle. Mon- 
trer que (E, +) est un groupe. 


Solution : Soit G = ^(Z,R), et F = .^(R.R) On munit F et G de la loi + d’addition des fonedons de R dans R et Z dans 
R respeedvement. Pour demontrer que E est un sous-groupe de F, on considere <1> : F — > G qui a f associe la restriction 
de f a Z. <J> est un morphisme de groupes (abeliens) et E est son noyau. Comme tel c’est un sous-groupe de F done un 
groupe. Bien entendu une verification directe est simple a rediger. 

Exercice 19.15 7? 

Soit (G, .) un groupe. On suppose que 

V(a, b) e G 2 | )ab) 2 = a 2 b 2 

Montrer que G est un groupe commutadf. 


Solution : Soit a,b e G, on a (ab) 2 = a 2 b 2 soit abab — aabb done a 1 abab = a l aabb done bab — abb done 

hah IP 1 = abbb~ l done ba = ab ce qu’il fallait verifier. 

Exercice 19.16 V 

Soit (G, .) un groupe commutadf d’ element neutre e. Soit heN. On pose 

B = {a e G | a n = e } 


Montrer que B est un sous-groupe de G. 
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Solution : On a eel! done B n’est pas vide. Si a et b appartieiment a B , a n - b n - e. Or G est commutatif, done 

(i cib) n - ci n b n - e et cib e B. Enfin (a -1 )" = (a ") _1 = e~ l — e, done a -1 e B. 


Exercice 19.17 V 

Soit (G,.) un groupe commutatif d’ element neutre e. On pose 

B = {«eG| 3neN*,a n = e} 


Montrer que B est un sous-groupe de G. 


Solution : 

- e e B : posons n = 1, on a bien e n = e. 

- Soit (x, y) e B 2 . Montrons que xy e B. Comme x e B, il existe n\ e N tel que x" 1 = e. De meme, il existe n^eH tel 
que y" 2 = e. Posons n- n\ U 2 - Alors 

(xy)" = (x" 1 )" 2 (y" 2 )" 1 = e .e = e 

(car xy = yx). Done xy eB. 

- Soit x e B. Verihons que x _1 e B. Comme xeB, il existe n e N tel que x n = e. Alors on verifie que (x -1 )" = (x") _1 = 
e~ l = e. Done x _1 eB. 


Exercice 19.18 V 

Si la, b ) e R* x IK, on note 

Soit 


ta,b ■ 


ax + b 


G= {t a: b | {a, b) e R* x [ 


1. Montrer que (G,°) est un groupe. 

2. Soit 

H= {t\'b I be R} 

Montrer que H est un sous-groupe de G, isomorphe au groupe (R, +). 


Solution : 

1. Comme id = fi o, id e G. La composee de deux fonctions affines bijective est affine et bijective. Plus precisement, 
ta,b ° t a ',b' - taa'.ab'+h- Bref, la loi est interne. La bijection reciproque d’une fonction affine est affine. On a done 
un sous-groupe du groupe des bijections de R dans R. 

2. On verifie que b « t\ j, est un isomorphisme de (R, +) sur (H,o). 


Exercice 19.19 

Soit (G, .) un groupe et E un ensemble. Soit f : E ’-*■ G une bijection. On definit sur E la loi de composition interne 
suivante : 

V(x,y) e E 2 , x*y = / _1 (/(x)./(y)) 

Montrer que (E, ★) est un groupe, puis que f est un isomorphisme de groupes. 


Solution : La loi -k est interne. Elle est associative : (x * y) * z = f~ l (/(x)./(y)) * z — f~ l (/ (/ _1 (/(x)./(y))j -fiz)) = 
f~ l ((/(x)./(y))./(z)] = f~ l (/(x).(/(y)-/(z))] = ... = x* (y * z). Si on appelle e l’element neutre de (G,.), e = / _1 (e) 
est element neutre de E. Soit xeE, on pose y = / -1 (/(x) -1 ). On a fly) = /(x) _1 done fix), fly) - fly), fix) - e et 
done x* y = f~ l lflx).fly)) = f~ l le)-c et de meme fly), fix) = e. Done y est P inverse de x pour *. 

Par ailleurs, flx-ky) - f{f~ l lflx).fly)j) = fix), fly). C’est bien dire que f est un morphisme de groupes. Comme f 
est une biection, c’est un isomorphisme. 

Cet exercice a deja ete vu dans des cas particuliers. Voir les exercices 19.1, 19.2 et 19.7, pp. 127, 727 et 729 pour 
fix) = e x ,x+ 1 et th(x). 


Exercice 19.20 VO 

Soit un ensemble E non-vide muni d’une loi de composition interne * associative telle que : 
V(a,b) eE 2 , 3(x,y)EE 2 : b-a-kx-y-ka 


Montrer que (E, ★) est un groupe. 

Indication 19.15 : Pour trouver un element neutre, considerer a — b — a\, ce qui donne l’existence de (<?,/) e E 2 
verifiant la propriete de l’enonce. Considerer ensuite b e E, et montrer que bke-b, fkb-b. Montrer ensuite que 

e = f- 
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Solution : 

1. On sait de/a que la loi de composition interne est associative ; 

2. Element neutre : Soit un element ci\ e E. En prenant b-d\,on sait qu’il existe ( e,f ) e E 2 tels que a\ — a\ k e - 
f * a\. Montrons que e est neutre. Soit beE. II existe (x, y) £ E 2 tel que b= a\k x- y k a\. Alors 

b k e - (y * a\) k e — y k (ai k e) — y k a\ — b 

f kb - f k [d\k X) - {f k d\) k X- d\k X- b 

On a done montre que VbeE, bke- b et f kb — b. En particular, si b — f , f k e — f et si b- e, f k e — e. On en 
deduit que e-fet done que VxeE , ek x- xk e- x : e est 1’ element neutre pour k. 

3. Soit un element X £ E. Montrons que cet element admet un symetrique : En prenant b = e et d - X, il existe 
(x, y) £ E 2 tels que e-Xk x - ykX.Il suffit de montrer que x-y. Ecrivons 

y - y k e - y k CXk x) - (y kX) k x - e k x - x 

Done x-yest le symetrique de X. 


Exercice 19.21 VO 

Soit (G, .) un groupe abelien et S c G une partie de G non-vide et stable. On definit 

S* = {x.y -1 | (x,y) £ S 2 }. 


Montrer que S* est un sous-groupe de G. 


Solution : 

- Comme S / 0, il existe deS. Alors d.d~ l — e £ A*. 

- Soit [d, b) e (S*) 2 . Alors il existe (x, y) £ S 2 tels que a — x.y -1 et il existe (x' , y') £ S 2 tels que b- x' .y' -1 . Alors 

d.b~ l = x.y _1 .y'.x ,_1 = (x.y'Mx'.y) -1 

car la loi est commutative. Comme S est stable, x.y' £ S et x'.y £ S, done d.lD 1 e S*. 


Exercice 19.22 W 

Soit E un ensemble. On munit fA{Y.) de la loi de composition interne AAB (difference symetrique). Montrer que 
(^(E), A) est un groupe. 


Solution : On va faire travailler les groupes : On considere G 1 ’ensemble des fonctions de E vers le groupe ({-1,1},.). 
Muni de la multiplication des fonctions G est un groupe abelien. Maintenant, on considere 


( 3»(E) — G 

M A — X a 


1 E — {-1,1} 

avec Xa : j sixeA ,siA£^(E). 

[ X l 1 si x £ A 


On verifie que f 1 (/(A)./(B)) = AAB. D’apres l’exercice precedent, A) est un groupe. 


Exercice 19.23 W 

Soit (E, *) et e £ E tels que : 

(i) V(x,y,z, t) £E 4 ,(xy)(zf) = (xz)(fy) 

(ii) VxeE, ex-x 

(iii) Vx £ E, 3x' £ E : xx' = e. 

Montrer que * est commutative, associative, puis que (E, *) est un groupe. 


Solution : On prend x-z-e. D’apres (i), on a {ey)(et) = iee){ty). D’apres (ii) ey - y, et = t et ee = e. Done 
yt - e{ty ) = ty. La loi est done commutative. 

On prend z = e. D’apres (i), on a (xy)(et) = (xe)(fy). Or et — t d’apres (ii) et comme * est commutative, xe- ex - x. 
Done on a (xy) t = x[ty) = x{yt) puisque * est commutative. La loi est done associative. 

D’apres (ii), e est element neutre a gauche, done a droite puisque * est commutative. D’apres (iii), tout element admet 
un inverse a gauche, done a droite puisque * est commutative. On a bien demontre que (E, *) est un groupe (abelien). 
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Exercice 19.24 W 

Soit (G, *) un groupe de cardinal fini etHcG une partie non-vide de G stable pour la loi *. Montrer que H est un 
sous-groupe de G. 


Solution : Comme H est non-vide, il existe a e H . Considerons alors la translation a gauche suivante : 

f H — ► H 
’ [ x > — * a.x 

La fonction y a est a valeurs dans H car H est stable. On verifie facilement que y a est injective (on peut simplifier a 
gauche dans un groupe). Or y a : II — » II va d’un ensemble fini vers lui-meme. On sait alors qu’une telle application 
injective est egalement surjective. 

Par consequent, ci e H possede un antecedent par y a : il existe beH tel que y„ (b) — a : 

a.b - a 

et alors on obtient que b-eet done eeH. 

Soit ensuite x e H . Comme y* : H ’-*■ H est surjective, et que eeH, e possede un antecedent par y x : 

3y e H : y x (y) = e done x.y = e. 

En multipliant a gauche par x~ 1 (symetrique de x dans G ), on obtient que y = x -1 . Comme ye H, x -1 e H. 


Exercice 19.25 W 

On considere le groupe (IR,+) etA= j— | rcel\l* j. Trouverle plus petit (au sens de P inclusion) sous-groupe contenant 
la partie A. 


Solution : Un tel groupe contient tous les inverses d’enders (non nuls) mais aussi toutes les sommes — t- . . . -t — ainsi 

n n 

que leurs opposes. Done un tel groupe contient Q. Comme (Q, +) est un groupe, e’est le plus petit d’entre eux. 


Exercice 19.26 W 

On considere un groupe commutatif (G, .) . On ditqu’un sous-groupe H est distingue lorsque VgeG, V/zeH, g.h.g~ l e 
H. Soient deux sous-groupes Gi et G 2 distingues de G. Montrer que 1 ’ensemble Gi G 2 = {gi .g 2 I (#1 . gi) E G| x G 2 } est 
un sous-groupe distingue. 


Solution: Soit ge G, h e GiG 2 . 3(gi,g2) £ Gi x G 2 ,h = gig 2 done g.h.g 1 = g-gig 2 .g 1 = (g.gig (gg 2 -g Or Gi 
est distingues dans G, done gj = g.gig -1 £ Gi. De meme, comme G 2 est distingues dans G, done g' 2 — g.g 2 g -1 £ G 2 . 
Done g.h.g~ l — g[g' 2 £ GiG 2 , ce qu’il fallait verifier. 


Exercice 19.27 

Soit un groupe (G, .) et deux sous-groupes H, K du groupe G. 

On note 

HK = {x £ G | 31i £ H : 3k e K : x = hk} 

1 . Soit x e G. Montrer que 

x -1 eKH 

2. Montrer que les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) HK est un sous-groupe de G. 

(ii) KH est un sous-groupe de G. 

(Hi) HK = KH. 


Indication 19.15 : Il faut bien comprendre la signification des notations. Par exemple, HK = KH ne revientpas a dire 
que M{h,k ) e H x K, hk - kh ! 


Solution : 

1. Soit un element x e HK, il existe deux elements (h, fc) e 1 1 x K tels que x - hk. Alors x~ l — k~ l h~ l e KH. Si 
x -1 e KH, alors il existe ( k , h) e K x H tels que x~ l - kh et done x = (x -1 ) -1 = h~ l k~ l e HK (car H et K sont des 
sous-groupes et done si heH, on a aussi h~ l e I I ). 
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2. (a) (i) => ( / / ) : Montrons que KH est un sous-groupe. Si e designe V element neutre de G, alors puisque eeK 
et ee H (sous-groupes), par definition, e-eee KH. Soit (x, y) e (KH) 2 . Montrons que xy -1 e KH. D’apres 
1 ), il suffit de montrer que (xy -1 ) -1 e HK. Or (xy -1 ) -1 = yx _1 et puisque y £ KH, y _1 e HK et x _1 e HK. 
Mais puisque HK est un groupe, y = (y -1 ) -1 e HK et aussi yx -1 e HK. 

(b) (ii) => (i) se demontre de meme. (A faire !). 

(c) Montrons que {ii) => {Hi). Montrons que HK c KH : Soit x e HK. 3(h, k) e H x K tel que x = hlc. Mais 
puisque KH est un sous-groupe et qu’on a {ii) ==> {i), on sait aussi que HK est un sous-groupe. Par 
consequent, x -1 e HK : 3{h', k’) e H x K tels que x _1 = h’k’ . Alors x = (fc') _1 (/j , ) _1 e KH. On demontre de 
la meme faqon que KH c HK. 

(d) {i i i) => (/) ; On a bien e-eee HK. Soit x e HK. D’apres 1 ), x -1 e KH et puisque KH = HK, il vient que 
x _1 e HK. Soient (x,y) e (HK) 2 . Montrons que xy e HK. Comme x e HK, il existe {h, k) e H x K tels que 
x - hk. De meme, il existe (h! , k f ) e H x K tels que y - h’k’ . Alors xy - h{kh')k' . Mais comme kh' e KH et 
que KH = HK, il vient que kh' e HK. Doncil existe (h" , k") e HxK tels que kh' = h"k" . Alors xy - hh" k"k. 
Mais puisque H et K sont des sous-groupes, hh" e H et k"k e K et done xy - hh"k"k e HK. 


Exercice 19.28 WO Theoreme de Lagrange 

Soit (G, .) un groupe de cardinal n et I I c G un sous-groupe de G de cardinal p. Pour a e G, on note 

aH = {ah; h e H} 


1. Lorsque a e H, determiner aH. 

2. Pour {a, b) e G 2 , montrer que 

3. En deduire que p divise n. 


aHnbH/0 => aH=foH 


Solution : 

1. Lorsque a e H, on montre que aH = H. 

2. Supposons qu ’il existe 0 e aH n b\ I. Alors 3 {li, k) e H 2 tels que Q-ah- bk. Montrons que aH c foi l. Soit x e aH. 
Done 31 e H tel que x-al. Mais puisque a = bkh -1 , il vient que x — hklr [ l et puisque H est un sous-groupe de 
G, et que ( k , h, l ) e H 3 , kb -1 1 e H. Par consequent, x e foH. On montre de la meme faqon que b H c aH. 

3. Considerons tous les ensembles aH lorsque a parcourt G. Deux tels ensembles sont disjoints ou confondus. On 
a done un n ombre Gni de tels ensembles disjoints tels que V union de ces ensembles soit egale a G : en effet, si 
a e G, alors a - aee aH. 

{ I_j + cim 

x ^ est bijective, \ aH| — |H| et done toutes les classes ont le meme cardinal 

P- 

En notant q le nombre de aH distincts, d’apres le lemme des bergers (corollaire 8.22 p. 31 1 ), il vient que 

n- pq ==> p divise n 


Exercice 19.29 WO 

Soit un groupe (G, .) non commutatif d’ element neutre e. On suppose qu’il existe deux elements { s , t) e G 2 veriGant 
s 2 - t 2 = e. On note 

F = {(st)” ; t.{st) n ; ( st)' l .s ; t.{st) n .s | n e N} 

Montrer que T est un sous-groupe du groupe G. 


Solution : T est non vide. Demontrons qu’il est stable. Il y a 16 cas a veriGer. Par exemple il s’agit de demon- 
trer - par recurrence sur m - que { st) n .t{st) m = {st) n ~ m s pour n < m et t{st) m ~ n pour n S m. On en deduit que 
( st) n .t{st) m s = ( st) n ~ m s.s — ( st) n ~ m pour n < m et t{st) m ~ n s pour n 3= m, puis que t{st) n .t{st) m s — t{st) n ~ m pour 
n < m et t.t{st) m ~ n s = {st) m ~ n s pour n 3= m. 

De meme, { st)' l s.{st) m = t{st) n ~ m pour n < m et ( st) m ~ n s pour n^m.On en deduit que {st)' l s.{st)' n s = t{st)"~ m s 
pour n < m et { st) m ~ n pour n 3= m, puis t{st) n s.{st) m = { st) n ~ m pour n < m et t{st) m ~ n s pour n 3= m. Les autres cas 
sont rapidement veriGes. 

Pour les inverses, { st) n .s et t.{st) n sont leurs propres inverses. D’autre part {st)' r (f.(sf)' i_1 .s) pour n 3 1 montre que 
l’inverse de { st) n est t.{st) n ~ l .s. On en deduit que P inverse de t.{st) n .s est {st)' 1+1 . T est done un sous-groupe du groupe 
G. 
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19.3.3 Sous-groupe 

Exercice 19.30 V Reseau de C 

Soient w e € et H = {a + erb \ [a,b)£T\. Montrer que H est un sous-groupe de (€,+). 


Solution : Comme 0 eH,H est non vide. Soitz- a+inb et z' - a' + mb' appurtenant a EE On a z-z! = (a-a')+(»{h-h') e 
H. H est done bien un sous-groupe de (C, +). 

H est le sous-groupe de (€, +) engendre par 1 et to. 


Exercice 19.31 V 

Soientae C* etH={a" | n £ Z} . Montrer que H est un sous-groupe de (C* , x). 


Solution : Comme 1 eH,H est non vide. Soit z = a n et z' = a m appurtenant a H. On a zz! = a n+m £ H et z~ 1 = a~ n £ H. 
H est done un sous-groupe de (C*,x). 

H est le sous-groupe de (C*, x) engendre par a. 


Exercice 19.32 V 

Soit un ensemble E non-vide et un element a e E. On note 

G={/e 35(E,E) [ f{a) = a} 

(c’ est 1’ ensemble des bijections de G laissant invariant V element a). Montrer que (G,°) est un groupe. 


Solution : Le sous-ensemble G est un sous-groupe du groupe des permutations de E : \di £ G, la composee de deux 
bijections est une bijection. Si de plus elles admettent a comme point fixe, la composee admet aussi a comme point 
fixe, la reciproque aussi. 


Exercice 19.33 9 Centre d’un groupe 

Soit (G, .) un groupe. On note 

C = {xe G | Vg e G, g.x — x.g] 

C’est 1 ’ensemble des elements de G qui commutent avec tous les elements de G. Montrer que (C, .) est un sous-groupe 
de G (appele centre du groupe G ). 


Solution : L’ element neutre de G appartient a C. Soient x,y eC, g £ G, g.(xy) = (g.x).y = (x.g).y = x.(g.y) = x.(y.g) = 
(x.y).g. Doncxy £ C. Soient x£ C,g e G, gx~ l - (xg -1 ) 1 = (g -1 x) 1 = x -1 g. Done x -1 eC.C est bien un sous-groupe 
de G. 


Exercice 19.34 W 

2ztt 

Les questions sont independantes. Soit j le nombre complexe . 

1. Determiner le sous-groupe du groupe additif C engendre par i et j. 

2. Determiner le sous-groupe du groupe multiplicatif C* engendre par i et j. 


Solution : 

1. C’est le groupe {ni + mj \ ( n,m ) e Z 2 }. En effet, si un sous-goupe de (C,+) contient i, alors il contient tous 
les ni = t + ... + / , n e N a insi que leurs opposes (symetriques pour +.) 11 contient done tous les ni, n £ Z. 

n fois. 

De meme, il contient les mj, m £ Z. II contient aussi toutes les sommes de ces elements, e’est-a-dire tous les 
{ni + mj \ ( n,m ) e Z 2 }. Comme cet ensemble est lui-meme un sous-groupe de (C,+), c’est le plus petit sous- 
groupe de (C, +) contenant i et j, a savoir le groupe engendre par i et j . 

2. C’est le groupe QJ12 des racines douziemes de V unite. En effet, comme precedemment, c’est le groupe G = 

{i n j m | ( n,m ) e Z 2 }. En posant (12 = e~tT , on a i - ( 2 2 et j - C| 2 . Done (12 = jC ] £ G. Done U12, le sous- 
groupe engendre par (12 est inclus dans G. Inversement, comme i £ U12 et j £ 1IJ 12, le sous-groupe engendre par i 
et j est inclus dans (12. 


Exercice 19.35 W 

Soit (G, x) un groupe, Fi et F2 deux sous-groupes de G. 

On suppose que F = F 1 u F2 est aussi un sous-groupe de G. Demontrer que 


Fi c F2 ou ¥2 c Fi. 


735 


Solution : Supposons Fi <f- F2. Cela se traduitpar : 3x e F] : x £ F2. Maintenant, soit ye F2. On a z - x x y e Fi u F2. 
Supposons l’espace d'un instant que z e ¥ 2 - On aurait alors z x y~ l e F 2 comme produit de deux elements de F 2 . Done 
on a z t F 2 . Done z e Fi. Done x _1 x z-ye Fi. 

On a done demontre que si F| <f. F2, alors ¥2 c F|. 


19.3.4 Morphisme de groupe 

Exercice 19.36 ¥? 

( [J^* > [J^> 

Soient n e N* et f : j ^ ^ . Montrer que f est un endomorphisme du groupe (R* , x) . Determiner son image 

et son noyau. 

Solution : Endo : lls’agit de demontrer que Vx e R*, fix) e R* . 

Morphisme : II s’agit de demontrer que Vx,y e R*, fix) fly) - f{xy) soit x n y n - ( xy) n . 

Si n est impair, F image est R* etle noyau estreduit a {1}. Si n est pair, F image est R* et le noyau est {-1, 1}. 

Exercice 19.37 ¥? 

{ £ ¥ Q 

x | ^ axa -i ■ 

1. Montrer que r„ est un endomorphisme du groupe (G, x). 

2. Verifier que V (a, b) e G 2 , ~ta°rb = T ab- 

3. Montrer que r a est bijeedve et determiner son application reciproque. 

4. En deduire que ¥7 = \r a a e G} muni du produit de composition est un groupe. 

Solution : 

1. Soient a,x,ye G, on a t a {xy) - a{xy)a~ l = axa~ l aycC 1 = T a [x)r a iy) ce qu’il fallait verifier. 

2. Soient a,x,ye G, on a -t a ox b [x) - abxb~ x a~ l — abx{ab)~ l = t a bix) puisque iab)~ x ~ b~ l a~ x . 

3. On en deduit que r„ o r a 1 = r a 1 ox a -x e - \d(,. Done r a est bijeedve et son application reciproque est r a 1 . 

4. On en deduit que t : a > — > t„ est un morphisme de G dans le groupe des automorphismes de G. Son image, a 
savoir T est un sous-groupe du groupe des automorphismes de G. 

Exercice 19.38 V 

Montrer que la composition de deux morphismes de groupe est un morphisme de groupe. 

Solution : Soient f et g deux morphismes d’un groupe (G,.)- Soient x,y e G, on a f o g(x.y') = /(g(x.y)) = 

/(g(x).g(y)) = /(g(x))./(g(y)) = /°g(x)./°g(y) ce qu’il fallait vender. 

Exercice 19.39 7 

Soit f : R — ► €* F application qui a tout x e R associe e lx e C* . Montrer que f est un morphisme de groupes. Calculer 
son noyau et son image. L’ application f est-elle injective ? 


( (R,+) — * (C*,x) 

Solution : On a f : < % ^ e ix ■ Veribons que f est un morphisme de groupe. Soit x,yeR, alors 

f{x+y) = e i[x+y) = e ix e iy = f[x) x /(y), 
et 

f{x- l ) = e i{ - x) = y x =f{x)- 1 . 

Done f est un morphisme de groupe. 

Montrons que f n ’est pas injective en prouvant que le noyau n ’est pas reduit a 0 : 

Ker/ = {x e R | f(x) = l} = |x e R | e ix = lj = {2kn \ ke Z} = 2jiZ. 

Endn 

hnf = {e ix | x e r}- = U 

est F ensemble des complexes de module 1, e’est-a-dire le cercle de centre 0 et de rayon 1. 

Exercice 19.40 V Quelques morphismes bien connus 

Traduire en termes de morphisme de groupes les proprietes traditionnelles suivantes : 
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1. ln(xy) = lnx + lny ; 

2. \zz'\ = \z\\z'\; 

1 l l 

3. (xy)2 = x2y2 ; 


4. e z+z ' = e z e z ' ; 

5. z + z' = ~z + z' . 

6. zz ' = zz'. 


Solution : 

1. Le logarithme est un morphisme du groupe (R+, x) sur (R, +). 

2. Le module est un morphisme du groupe (C*, x) sur (R* , x). 

3. La racine carree est un morphisme du groupe (R* , x). 

4. L’exponendelle est un morphisme du groupe (C, +) sur (C*, x). 

5. La conjugaison complexe est un morphisme du groupe (€, +). 

6. La conjugaison complexe est un morphisme du groupe (C*, x). 

Exercice 19.41 S? 

{ Q Q 

^ ^ _i est un isomorphisme de groupes si et 

seulement si le groupe G est commutatif. 

Solution : L’ application f est bijective (verification immediate). 

1. Montrons que si G est commutatif, alors f est un morphisme. Soient deux elements {x, y) e G 2 . Alors 

fixy) = (xy )" 1 = y~ 1 x~ 1 = x^y" 1 - /(x)/(y) 

2. Montrons que si L application f est un morphisme de groupes, alors le groupe G est commutatif. Soient deux 
elements (x, y) e G 2 . Puisque 

/(x _1 y _1 ) = /(x _1 )/(y _1 ) (x“ 1 y- 1 )- 1 = xy (y -1 ) -1 ^ -1 ) -1 = xy yx=xy 

et done la loi est commutative. 

Exercice 19.42 W 

On considere deux groupes G et G' et une application tp : G >-► G'. On definit L ensemble 

H = {(x,cp(x)) | xe G} 

Montrer 1 ’equivalence 

(ip morphisme ) (H sous-groupe de G x G') 

(i) tii) 


( i ) 


Solution : 

=> (i i ) Puisque ip est un morphisme, on sait que ip(e) = e' . Done (e, e') = (e, tp(e)) e H. Soient deux elements X, Y de H. II 
existe (x,y) e G 2 tels queX- (x,cp(x)) et Y = (y,ip(y)). Comme P inverse de (y, cp(y)) est (y -1 ,cp(y)) -1 , 

XY -1 = (x, cp(x)) (y, cp(y)) — 1 = (xy _1 ,(p(x)cp(y) _1 ) = (xy -1 ,cp(xy -1 )) e H 
On a utilise la propriete d’un morphisme, ip(y _1 ) = ip(y) -1 . 

=3- [i) Soit (x,y) e G 2 , montrons que ip(xy) = tp(x)cp(y). Puisque (x,cp(x)) e H et que (y,cp(y)) e H, comme H est un 
sous-groupe de G x G', (x, tp(x)) (y, tp(yj) = (xy, tp(x)cp(y)) e H. Mais alors, par definition de H, il existe z e G tel 
que xy - z et ip(z) = cp(x)cp(y). Cela donne cp(xy) = cp(z) = ip(x)ip(y). 


Exercice 19.43 

Determiner tous les morphismes de groupes de (Q, +) vers (Z, +). 


Solution : Soit f un tel morphisme. Soit neN* . On a 

/(l) -/(“ + ••■ + “)- w /(“) 

or p- f(\)eZ et q n - /(±) e Z. Done 


p — nq n 


\P\ = n\q n \ 


737 


Cette relation etant vraie Mn £ N, en particulier pour n > \p\, on obtient que p — /(l) = 0 et que VneN* , = 0. 

d , , 

Alors , si x= — e Q , avec a e N etbeN , 
b 

f {x) = f( a l) = af(l\= O' 

On en deduit que f est nulle sur Q + , etpuisque f est un morphisme, f{—x) = - fix) ce qui montre que f est egalement 
nulle sur Q_. 


19.3.5 Anneaux 

Exercice 19.44 

On definit sur Z 2 deux lois de composition internes notees + et * et definies, pour tout [a, b ) , (c, d) el 2 , par : 

ia,b) + ic,d) - [a+ c,b+ d) et [a,b)-k{c,d) = [ac,ad + bc] 

1. Montrer que (Z 2 , +, ★) est un anneau commutatif. 

2. Montrer que A = {[a, 0) | a e Z} est un sous anneau de (Z 2 , +, ★) 

Solution : 

1. • Les deux lois sont internes. 

• L’ addition est commutative, associative, admet (0,0) comme element neutre et ( a,b ) admet [- a, — b ) comme 
oppose. 

• Associativite de la loi * : {{a,b)-k{c,d))-k{f,g) = (ac, ad + be) * (/, g) = {acf,acg+{ad+bc)f) — ( acf,acg + 
adf+bcf) et{a,b)-k{[c,d)-k{f,g)) = ( a,b)-k{cf,cg+df ) = {acf,a{cg+df) + bcf) = ( acf,acg+adf+bcf ), 
ce qu ’il fallait verifier. 

• La loi * est commutative, et admet (1,0) comme element neutre. 

• Distribudvite : [a, b ) * ((c, d) + if,g)) = (a,b) * (c + /, d + g) — [a[c + /), a{d + g) + b(c+ /)) = ( ac+ af, [ad + 
be) + [ag + bf)) - {a,b)-k ( c , d) + {a,b)-k (g, f) , ce qu ’il fallait verifier. 

Done (Z 2 , +, ★) est un anneau commutatif. 

2. On verifie facilement que A est un sous-groupe de (Z 2 , +) , que A est stable pour * et que (1, 0) e A. 


Exercice 19.45 Anneau de Boole 

On considere une anneau de Boole (A, +, x), e’est-a-dire un anneau non reduita {0} tel que tout element est idempotent, 
c ’est-a-dire verifie : M x e A, x 2 - x. 

1. Montrer que : V (x, y) £ A 2 , xy + yx- 0 \ et en deduire que Vie A, x + x - 0,\ . Ln deduire que L anneau A est 
commutatif. 

2. Montrer que la relation binaire definie sur A par x A y <=> yx- x est une relation d’ordre. 

3. Montrer que V (x, y) £ A 2 , xy (x + y) = 0 a- En deduire qu ’un anneau de Boole integre ne peut avoir que deux 
elements. 


Solution : 

1. Pour tout x, y £ A, on a x + y = (x + y) 2 = x 2 + xy + yx + y 2 = x + xy + yx + y. En soustrayant x + y aux deux 
membres, on a bien xy + yx — 0. 

On prend y-x,on obtient x 2 +x 2 - 0 soit x + x-O, ceci quel que soit xeA. 

On a xy + yx - 0, d’ou en a joutant xy a chaque membre, xy + xy + yx - xy d’ou 0 + yx - xy ce qu ’il fallait 
verifier. 

2. Reflexive : On a x 2 - x done x A x. 

Antisymetrique : On suppose x A y et y A x. On a done yx — x et xy — y. Comme la multiplication est commu- 
tative on en deduit x — y. 

Transitive : On suppose x =( y et y A z. On a done yx - x et zy - y. On en deduit zx - z(yx) = [zy)x - yx - x, 
soit x A z. 

Done A est une relation d’ordre. 

3. Soit x, y e A. On a xy(x + y) - x 2 y+ xy 2 - xy + xy - Oa- 

Supposons A integre. Soit x et y deux elements non nuls. On a, d’apres la question precedente, x + y — 0, done en 
addidonnant x a chaque membre, x + x + y - x, et comme x+ x - Oa, y - x. Il n’y a done qu ’un seul element non 
nul au plus. Ce qu ’il fallait demontrer. 
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C = {a e A | Vx e A ,xa- ax} 


Exercice 19.46 V 

Soit (A, +, x) un anneau et 


Montrer que C est un sous-anneau de A. 


Solution : Soient a,b e C, soit x e A, on a ax - xa et bx - xb. On en deduit : (a + b)x- ax+ bx - xa+ xb — x{a + b ) 
et ce pour tout x e A. Done a+b eC. De meme, ( ab)x = a(bx) = a{xb) — ( ax)b = ( xa)b — x(ab) et ce pour tout xeA. 
Done ab e C. Comme de plus 1 e C, C est bien un sous-anneau de A. 


Exercice 19.47 VO 

Soit un anneau (A, +, x). Rappelons qu ’un element a e A est nilpotent s’il existe un entier neN* tel que a n = 0. 

1. Montrer que si a est nilpotent, alors 1 - a est inversible et calculer son inverse. 

2. Montrer que si a et b sont nilpotents et commutent, alors ab et a+b sont nilpotents. 

{ A — > a 

. Calculer 1 ’application u p = 

x — > • u(x)-ax-xa 

uo... ou . 
p fois 

4. Montrer que si a est nilpotent , il existe peN* tel que u p soit 1’ application nulle. 

Indication 19.15 : Pour 3., commencer par determiner u z , u :] , puis devinerla formule generale que l’on demontrera 
par recurrence. 


Solution : 

1. Si a n = 0, alors (1 - a) (l + a+ ... + a” -1 ) = (l + a+ . .. + a” -1 ) (1 - a) — l- a 11 - 1. Done 1 + a+ ... + a n 
1 ’inverse de 1 - a. 

2. Puisque a et b commutent, on a ( ab )" = a n b n . Si a n — 0, alors on a ( ab)' 1 — 0, ce qu’il fallait verifier. 


est 


Puisque a et b commutent, on peut appliquer la formule du binome : (a + b) 1 ' = ^ 

k = 0 \ 

b' n = 0, alors en prenant p - n + m, pour tout entier k variant de 0 a p, on a k 5= n - auquel cas a K — 0 - ou 


a k b p ~ k . Si a’ 1 = 0 et 


verifier. 

3. Montrer par recurrence que 


p - k 3= m - et dans ce cas h 1 ' k — 0. Tous les termes \a k b p k sont done nuls et (a + b) 1 ’ — 0, ce qu’il fallait 


Vx e A, u?(x)= £ \ P \(-l) k a p ~ k xa k . 


4. Si l’on choisit alors p>2n—l, pour k 3= n, a p k xa k — 0, et si k sS n— 1, alors p - k 3= p - n+ 1 3= n et alors on 
a egalement aP~ k xa k = 0. Finalement, tous les termes de la somme sont nuls, et ceci quel que soit xeA. Done 
u p = 0. 


Exercice 19.48 W 

Soit un anneau (A, +, x) et deux elements a, b de A. 

1. Si ( ab ) est un element nilpotent, montrer que 1- ab est inversible et determiner (1 - ab) -1 . 

2. Si ( ab ) et (ba) sont nilpotents, exprimer (1 - ba ) - 1 en fonction de (1 - ab)~ l . 

3. On ne suppose plus ( ab ) ni (ba) nilpotents. Montrer que si 1- ab est inversible, alors 1 - ba est egalement 
inversible. 


Solution : 

1. On a (1 - ab) -1 = 1 + ab+ abab-\ +■ abab . . . ab si ab est nilpotent d’ indice n ; 

n- 1 facteurs ab 

2. Onaaussi (l-ba) -1 = l + ba+baba-\ +■ baba...ba si b a est nilpotent d’ indice p. Done, si ab est nilpotent 

p- 1 facteurs ba 

d ’indice n et si ba est nilpotent d ’indice p, on peut ecrire les formules precedentes pour q — max(n, p) : 

(1 - ba ) -1 = 1 + b( 1 + ab+ abab-\ 1 - abab... ab)a = 1 + £>(1 - ab)~ l a 
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3. Posons c = (1 - ab ) 1 . Montrons que (1 - ba ) est inversible et que (1 - ha) 1 = 1 + be a . Pour cela, calculons 


(1 - ba){ 1 + bca ) = 1 - ba+ bca- babca — 1 + fo[-l + (1 - ab)c]a = 1 + bxOx a- 1 
(1 + bca)( 1 - ba) -l-ba+ bca- bcaba = 1 + b [- 1 + c(l - ab)]a - 1 


Exercice 19.49 W Algorithme iP exponentiation rupide 

Soit un anneau A, un element de cet anneau aeAet un entier he hi. On rappelle que 

l 


a — a, 


et 


a — aa 


1. Combien de multiplications faut-il pour calculer a n avec cette methode ? 

2. Si Ton ecrit 

b- a 2 , c-b 2 , d- c 2 

combien de multiplications sont-elles necessaires pour calculer a 8 ? 

3. Plus generalement, si l’on ecrit : 

n j (a k ) x [a k ) sin -2k 

| a x {a k ) x {a k ) sin-2k+\ 

et si on note T (n) le nombre de multiplications necessaires pour calculer a”, trouver une relation entre T(/i) et 

T (LfJ)- 

4. Lorsque l’exposant n est une puissance de 2 : n — 2 P , calculer'Kn). 

5. Si un ordinateur met 10 -6 seconde pour effectuer une multiplication, comparer les temps de calcul de a 100000 
en utilisant a) et c). 

Solution : 

1. II faut en calculer n- 1. 

2. II faut en calculer 3 : une pour b, une pour c une pour d. 

3. On a T(n) = T ([§ J) + 1 si n est pair et Din) — T([-|J) + 2 si n est impair. 

4. On verifie que T(2 P ) = p. 

5. Un peu moins de 0, 1 seconde avec 1. Avec 3. on ecrit en binaire 100000 = (11000011010100000)2 autrement dit 
10 5 = 2 5 + 2 7 + 2 9 + 2 10 + 2 15 + 2 16 . On a done 16 + 6- 1 = 21 operations done 2, 1 x 10 -5 seconde avec 3. 

Exercice 19.50 W Sous-anneaux et morphismes de (Z, +, x) 

1. Trouver tous les sous-anneaux de (Z,+, x). 

2. Trouver tous les morphismes d’anneaux de Z vers Z. 

Solution : 

1 . Soit A' un sous-anneau deZ. Si leA', montrer par recurrence que V n eN, n e A'. Ensuite que A' - Z . 

2. De meme, soit f un morphisme de Z. Si /( 1) = 1, montrer par recurrence que VneN, f[n ) = n puis que f — id. 

Exercice 19.51 W Anneau Z [V2] 

On designe par Z\v2\ T ensemble Z x Z muni des deux lois : 

[a, a!) + ( b , b') = [a+ b,a' + b') [a, a') x [b, b') = [ab + 2a! b' , ab' + a! b ) 

1. Montrer que Z[\/2] est un anneau commutatif. Quel est T element neutre pour x ? 

2. Soit Z' 1 ’ensemble des elements de la forme (a, 0) . Montrer que Z' est un sous-anneau de Z [y/2] . 

3. On note pour ae Z, (a,0) ~ a. Montrer que tout element de Z[V2\ s’ ecrit de maniere unique sous la forme 
a+ a' x (0, 1) avec {a, a') e Z 2 . 

4. Montrer qu ’il existe X e Z [\/2] verifiant X 2 = 2 (2 admet une racine carree). 

Voir aussi exercice 19.58 p. 743. 
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Solution : La cle dela solution reside dans la notation Z [\/2] - Soit A- {x e R, 3 (a, b) e Z 2 ,x — a+ b\/ 2.}. On a l’unicite 
de la notation x = a+ b\/2 pour x e A et { a , b ) e Z 2 puisque \/2 £ Q. Done ® : x - a+ b\/ 2 eA — * ( a , b) e Z[\/2] est une 
bijecdon qui verihe <&{zz') = ® ( zj x <P(z'). Donnons une demonstration independante de cette remarque : 

1 . Verifons que la loi x est associative. Elle est interne, c ’est evident, et commutative. On a ((a, a'} x (b, b'j) x ( c , c') = 
{ab+2a'b ' , ab'+a'b) x (c, c') = {{ab+2a' b')c+{ab f + a' b)c' , [ab+2a' b') c 1 + [ab 1 + a' b) c) - {abc+2a' b' c+2a! be ' + 
2 ab'c', abc' + ab'c+ a' be + 2 a'b'c'). Sous cette forme on voit bien que la loi x est associative. (1,0) est element 
neutrepour x. Distributive : (( a , a') + { b , b')) x (c, c') = {a + b,a' + b') x (c, c') = ((a+ b)c + 2{a! + b')c' , ( a+ b)c' + 
(, a ' + b')c) = {{ac + 2a! c') + [bc + 2b'c'), {ac' + a! c ) + {be 1 + be')) = {a, a') x (c, c') + {b,b’) x (c, c 1 ). 

2. Z' est stable pour 1 ’addition, la multiplication et contient 1 ’element neutre (1,0). 

3. On a {a, a 1 ) - {a, 0) + (0, a’) — a+ (0, a’)-a + a’{ 0, 1). 

4. La remarque prelimininaire nous incite a considerer xi = (0,1) et x^ = (0, - 1) . Ce sont deux racines de X 2 = 2. 


Exercice 19.52 W 

Soit (A, +, x) un anneau commutatif et f : A — > • R + une application verifiant : V(x, y) e A 2 , 

f{x + y) « sup(/(x),/(y)) 
fix x y) = f[x)f{y) 
f{x) = 0 x = 0a 

Montrer que B = / -1 ([0, 1]) est un sous-anneau de A. 

Solution : 

1. B est non-vide puisque Oa e B. 

2. Puisque f{ l|) = /(1 a) 2 et que f est a valeurs dans 1R+, on en deduit que /(1a) = 1. 

3. Puisque 1 = /((-1a) x (-1a)) = /(-1a) 2 , on en deduit que f{- 1a) = 1. 

4. Soient {x, y) e B 2 . Puisque f{x,y ) ^ sup (/(x),/(y)) ^ 1, {x+ y) e B. Done B est stable pour + . 

5. Soit x e B. Puisque f{-x) = /(-1a x x) - f[x), on en deduit que x eB ==> -xeB. On a done montre que (B,+) 
etait un sous-groupe de (A, +). 

6. Soit (x,y) e B 2 . Alors f{x * y) = /(x)/(y) ^ 1 et done xxyeB. Done B est stable pour x. 

Done B est un sous-anneau de A. 


Exercice 19.53 W 

Soit (A, +, x) un anneau. Soient {a, b ) e A 2 tels que 

ab+ ba- 1 et a 2 b+ ba 2 = a 

1. Montrer que a 2 b- ba 2 et que aba+ aba — a. 

2. Montrer que a est inversible et que son inverse est b+b. 


Solution : 

1. En multipliant ab+ba - 1 a gauche par a : aab+aba - a- aab+baa d’ou aba - baa. De me me en multipliant 
a droite cette fois : aba+ baa -a - aab+ baa d’ou aba = aab. On en deduit baa = aba = aab et done l’egalite 
a 2 b+ ba 2 = a peut s’ ecrire aba+ aba - a. 

2. En multipliant a 2 b+ ba 2 — a a gauche parb : ab — aabb+ baab = ( baa)b+ baab = b{aab) + b{aab) = b{aba) + 
b{aba) — b{aba+ aba) = ba. On deduit de ab+ba - 1 que ab+ ab - a{b+ b) — 1 et que ba+ba- {b+b) a - 1 
ce qu ’il fallait verifier. 


Exercice 19.54 W 

Soit (A, +, x) un anneau. On pose 

(A — * A 
ip : 1 2 

( a > — * a 

Montrer que si tp est un morphisme d’anneaux surjectif, alors A est commutatif. 
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Solution : L’ application cp est un morphisme d’anneaux done cp (a + b ) = cp(a) + cp(/j) ou encore (a + b) 2 - a 2 + b 2 soit 
ab + ba — 0 et ce pour tous a,b e A. On a aussi cp (xy) = cp(x)cp(y) soit (xy) 2 = x 2 y 2 autrement dit x 2 y 2 = xyxy = 
x(-xy)y = -x 2 y 2 = y 2 x 2 . Soit a,b e A. Comme cp est surjectif, 3 x,y e A,a- cp(x) et b — tp(y). La derniere egalite 
s’ecrit ab — ba ce qu ’il fallait verifier. 


Exercice 19.55 

Soit un anneau (A, +, x). On dit qu’il est regulier lorsque 

\/ueA, 3x e A : u- uxu. 

1. Si 1 ’anneau A est integre, montrer que A est regulier si et seulement si A est un corps. 

2. Si A est un anneau, on definit son centre Z(A) par; 

Z(A) = {x £ A | V a e A, ax - xa} 

( a ) Montrer que Z(A) est un sous-anneau de A. 

(b) On suppose desormais que A est un anneau regulier. Soit u e Z(A) et x e A tel que u = uxu. On pose 
y = xux. 

i. Calculer pour ae A, uxa( 1 - ux) et (1 - ux)aux et en deduire que ux e Z(A). 
ii. Montrer que y - xux e Z(A) . 

Hi. Montrer que si A est un anneau regulier, son centre Z(A) est egalement un anneau regulier. 


Solution : 

1. 

: soit u e A. Si u = 0, il suffit de prendre x = 0. Si u ± 0, u est inversible. Posons alors x-u l . On a bien 
u — uxu. 

a : soit u e A, tel que u / 0. Comme A est regulier, il existe xe A tel que u = uxu, e’est-a-dire u{ \ - xu) = 0. 
L’ anneau etant integre, il vient que xu = 1. De meme, oi i a (1 - ux) u - 0 et done ux - 1. Par consequent, u 
est inversible avec u~ l - x. 

2. On verifie facilement que Z(A) est stable pour+, x et qu ’il contient 0 et 1. 

3. On a uxa( 1 - ux) - xau(l - ux) — xau - xauxu - xau - xau — 0. De meme, (1 - ux)aux = (1 - ux)uax - 
uax-{uxu)x — uax-uax - 0. Done uxa{\-ux) — (1 -ux)aux eten developpant, uxa-uxaux - aux-uxaux 
ce qui donne {ux)a — a(ux). On a done montre que (ux) e Z(A). 

4. Soit a e A. Calculous (xux) a = (ux)(xa) - (xa)(ux) = (xu)(ax) = (ux)(ax) - (ax)(ux) — 

ueZ(A) ux€ Z(A) ueZ(A) iceZ(A) uxr. Z(A) 

a(xux). 

5. Soit u e Z(A). Posons y - xux. On a vu que y e Z(A) et alors uyu - u(xux) u - (uxu)xu - uxu = u. 

Exercice 19.56 VOO 

Soit (A, +, x) un anneau tel que 

V(x,y) eA 2 , (xy) 2 -x 2 y 2 

1. Montrer que V(x,y) e A 2 , xyx- x 2 y = yx 2 . 

2. En deduire que A est un anneau commutatif . 


Solution : 

1 . Soit (x, y) e A 2 . En utilisant la propriete de 1 ’enonce avec x et (1 + y), on trouve que 

[x(l + y)] 2 = x 2 (l + y) 2 

==> x 2 + x 2 y+ xyx+ (xy) 2 = x 2 + 2x 2 y + x 2 y 2 
=> xyx = x 2 y 

(car (xy) 2 - x 2 y 2 ). De meme, en utilisant la propriete avec x et (1 + y) on demontre que xyx — x 2 y. 
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2. Soit ( x , y) e A 2 . En udlisant la propriete du 1 . avec (1 + x) sty, on trouve que 

(1 + x) 2 y = y(l + x) 2 
— => y + 2xy + x 2 y-y + 2yx + yx z 
=> 2 xy = 2yx 

Ce qui ne suffit pas a conclure que xy = yx ! 

Mais avec la meme idee, developpons (1 + x) 3 y. Comme x 3 y = x(x 2 y) = x(yx 2 ) = ( xyx)x = (yx 2 )x = yx 3 , 

(1 + x) 3 y = y(l + x) 3 

=> y + 3xy + 3x 2 y + x 3 y - y + 3yx + 3yx 2 + yx 3 
=> 3 xy = 3 yx 

Done 3 xy - 2xy — 3 yx - 2yx et par consequent, xy = yx. 

Exercice 19.57 

Soit f : R >->■ IK un morphisme de 1 ’anneau R vers lui-meme. 

1. Montrer que V application f est croissante ; 

2. Calculer f{r) lorsque reQ; 

3. Soit un reel x e R. Montrer qu’il existe une suite de rationnels (r n ) croissante et une suite de rationnels (q n ) 
decroissante qui convergent vers x ; 

4. En deduire tous les morphismes d’anneaux de R vers lui-meme. 


Solution : 

1. Soit z 5= 0. Ecrivons f{z) = f {sfz\fz) = f{\fz) 2 > 0. Soit alors (x,y) e R 2 tels que x =£ y. Calculons fly- x) = 
fly) - fix) S 0. Done V application f est croissante surM. 

2. En udlisant que f est un morphisme de groupe (classique) et que /( 1) = 1, on montre que VreH, fir) - r . 

3. Udlisons la densite de 0 dans K ; 

Ve > 0, 3(r, q) e<Q 2 : x-e<r<x<q<x + e 

Poure = 1, il existe (ri, q\ ) e Q 2 tels que x- 1 ^ r\ < x < q\ ^ x+ 1. Supposons construits les rationnels r\,...,r n et 

qi,...,q n . Posons e = min( q n - r n ) > 0. II existe alors (r„+i, q n + 1 ) e Q 2 tels que r n < r n+ 1 < x < q n+ 1 < q n 

n+ 1 

avec en plus x- ^ r n+ \ < q n+ \ ^ x+ On construit a insi par recurrence deux suites de rationnels, avec la 
suite (r n ) qui est croissante et la suite ( q n ) decroissante. D’apres le theoreme des gendarmes, puisque Mn 5= 1, 

l l 

x — ^ r n ^ x ^ q n ^ x + - 

n n 

ces deux suites convergent vers x. 

4. Soit xeU et ne N*. Puisque la fonction f est croissante, on a 

/(r„) « fix) s: f{q n ) 

or comme Vnsl, f(i' n ) - r n et f{q n ) — qn, et que les deux suites convergent vers x, il vient que f[r n ) * x 

n—*+oo 

et f(q n ) > x, et par passage a la limite dans les inegalites, on trouve que fix) = x. Par consequent, f -id et 

n • I 'X: 

reciproquement, id est bien un morphisme d’ anneau. 


Exercice 19.58 VW Anneau Z [%/7] 

1. On rappelle (exercice ?? p. ?? ) que tout sous-groupe de (R, +) non reduita {0} est soit de la forme aZ ou a e R* , 
soit dense dans R. 

Soit H un sous-groupe de (R*, x). 

Demontrer que 

• soit :BaSl:H = { a n , n e Z}, 

• soit : V(a,p) e R 2 , (a< (3) => (]a,|3[nH 0). 

(On pourra utiliser le logarithme.) 
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2. Dans toute cette partie, si - \ a+ b \/7 \ ( a,b ) e Z 2 3 }. On admet que V7 t Q. (voir l’exercice ?? p. 11.) 

(a) Demontrer que pour tout x e si , il existe un unique couple (a, b) e Z 2 tel que x-a + b\H . 

(b) Demontrer que si est un sous-anneau de (IR,+, x). 

(c) Demontrer que 1’ ensemble U (si) des elements inversibles de si est un sous-groupe de (M*, x). 

3. Pour x- a+ b\Jl e si , on note x le reel a- b\fl et on note N(x) - xx - a 2 -7b 2 . 

(a) Expliquer rapidement pourquoix et N(x) sont bien definis. 

(b) Demontrer que V(x,y) e si 2 , N(xy) = N(x)N(y). 

On admet que 1 ’equation N(x) = - 1 n ’admet pas de solution dans si . Voir a ce sujet 1 ’exercice 11 p. 11. 

(c) Demontrer que Mxesi , (x e U( si) <=> (N(x) = 1)). Le cas echeant, que vaut 1’ inverse de x? 

4. (a) Soit a+ b\/7 e \}(si). Demontrer que (a 3= 0 et b 3= (a + b\/7 ^ 1). 

(b) Demontrer que U [si) n’est pas reduit a {-1,1}. 

(c) Demontrer que V intervalle ] l,3\/7[ ne contient pas d’elements de II (si). 

(d) Demontrer qu ’il existe un element de u de U [si)n] 1, +oo[ tel que 

U [si) = {eu n ;e — +1 et n e Z}. 

Le nombre u evidemment ( 1) unique est appele unite principale de si . 

5. On pose pour tout neN, u n - a n + b n V 7. 

(a) Demontrer que les suites [a n ) n m et (b n )nm sont positives et strictement croissantes. 

(b) En deduire la valeurde u. 

(c) Donner dans l’ordre croissant des valeurs de x, les quatre pluspetites solutions dans N* x N* de 1’ equation 
dite de Pell-Fermat : 

x 2 - 7y 2 = 1. 

6. On pose a n = az* et (3„ = L»2« - 

(a) Etablir des relations de recurrence entre les a ll+ 1 et (:')„+ 1 d’une part et les tx n et d’ autre part. 

(b) Demontrer que — converge vers une limite finie A que l’on determinera. 

o n 

(c) Demontrer que M neN, 

P-t I 2v/7p£ 

(d) Donner une majoration explicite de l’erreurz n en fonction de n. 

( On pour ra, faute de mieux, demontrer que V n e N* , a n a 3 2 et p ;i 3= 3 2 .) 

(e) En deduire une approximation rationnelle de \fl a 10 -20 pres. 

Voir aussi exercice 1 9.51 p. 7 40. 

Solution : 

1 . On considere 1 ’image G de H par le logarithme. On verifie que G est un sous-groupe de (R, +). 

• Supposons que G soit de la forme mZ, m e R + . En posant a = e m , on a bien H = {a n , n e Zj. 

• Sinon G est dense dans R. Soit 0 < a < |3, on peut done trouver un element x de G dans \ In a, In h\ et e x appartient 
a la fois a H et a ]a, (3[. 

2. 1) Supposons a + b\H — a' + b'V7 soit a - a' - [ b' - b) V7. On a b' - b — 0 sinon on aurait \Jl = e Q ce qui 

b' — b 

est impossible. On en deduit a- a' -0 ce qu’il fallait demontrer. 

2) ► si est stablepourla soustraction : a+ b\/7 - [a! + b'\/7) = [a- a') + [b— b')y/7 e si. 

► si est stable pour la multiplication : [a+ b\fl) x [a' + b'\/7) = [ad + 7 bb') + [ab' + ba')\/7. 

► V element unite 1 de (R, + , x) appartient bien a si : 1 = 1 + 0\/7. 

Done sd est un sous-anneau de (R,+, x). 

3) On a l £ U [si). Si x,y e\J[si), on a y~ l e U [si) et par suite xy -1 e U [si). 

3. 1) Lorsqu ’on ecrit x = a + hy7 , les en tiers a et b sont uniques. Par suite x et N (x) sont definis. 

2) Soit (x,y) e si 2 . On pose x - a+ b\fl, y - a' - b'y/7, on a xy - [ad + 7bb') + [ab' + bd)\fl , xy = [ad + 

7 bb') - [ab 1 + ba')V 7. Ensuitexy - (ad + 7[-b)[-b')) + (a(-b')-ba')\/7 - ~xy. Puis N(xy) = xyxy = xyxy = 
N(x)N(y). 
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3) Si N(x) = 1, alors xx-let done x e U (. 5 / est bien l’inverse de x dans si . 

Reciproquement, si x est inversible dans si , il existe y dans si tel que xy — 1. Done N(x)N(y) = N(l) = 1. 
Done N(x) et N(y) sont des entiers dont le produit vaut 1, ils sont done egaux a 1 ou -1. Comme V equation 
N(x) = -1 n’admet pas de solution, e’est que N(x) = 1 . Ce qu’il fallait demontrer. 

4. (a) En effet, en posant x = a+ b\/7, on a — - a- bp, -x = -a- bp et — = -a+ bp . Parmi ces quatre 

x x 

nombre, le plus grand appartient a [1, +oo[, son inverse a ]0, 1], son oppose, a ] - 00 , -1] et V inverse de son 
oppose a [- 1, 0[. Comme le plus grand des quatre a ses deux coefficients positifs, la proposition en resulte. 

(b) On a 8 2 - 7 x 3 2 = 1, done 8 + 3\/7 e \J{si). 

(c) Tous les elements de U (. 5 /) plus grands que 1 ont des coefficients aetb positifs. On regarde done les valeurs 
de b e N* pour lesquelles a 2 - 7b 2 = 1. Les solutions b — 1 ou b- 2 ne conviennent pas, done on a b S 3. 
Comme a S 0, on en deduit que a + bp 3= 3 p . C’est bien dire qu’il n’y a pas d’ element de IJ (.&/) dans 
]l,3p[. 

(d) La question precedente montre que U(.s/) n R* n’est pas dense, puisqu’il evite ] l,3y7[. Done il est de la 
forme j u n \ ne Z}. En ra joutant les opposes, on obtient le resultat. 

5. 1) Comme u > 1, on a d\ 3= 1 et b\ 3= 1. Comme u n+l — ( a\ + b\P)[a n + b n p) on en deduit 

&n + 1 — rt n ci\ + 7 b n b\ > n n , et b n + \ — u n b\ + bnd\ > b n . 


D’ou le resultat. 

2) L’ image de la suite u n est IJ (s/l) n [l,+oo[ tout entier, done u\ - u est la plus petite valeurde IJ(.tZ)n| 1,+oo[, 
a savoir 8 + ?>p. 

3) D’apres ce qui precede ce sont les (<%-, bO fournis par les u k pourk — 1,2 et 3. Soit (8,3), (127,48), (2034,765), 


(32257,12192). 

6. (a) On aa n+ i + $ n+ iP - [a n + p„\/7)". On en deduit a„ +i = a 2 +7{5 2 etfi n+1 = 2a„(3„. 

(b) Commeona\/nEfM,a 2 -7fi 2 1 = l,endivisantparf!> 2 l on a 



La suite (Pn)neN est une suite d’ entiers strictement croissante, qui tend done vers + 00 . Done p tend vers 7 

et par suite A = p. 

(c) Demontrer que VneN, 

l“" T,|„ 

E n = \~ A « 


1 


2ptf t 

(d) On a Mn e l\l,a^ = 7p 2 + 1 > 7(h 2 . Done — + P > 2p . 

P« 

I OL n r- 1 1 1 

On en deduit p\ ^ — — — . 

IPb I 2V7P 2 

Pour n — 1, on a Pi = i >2 = P8 et ai = «2 = 127 3= p8 . On montre par recurrence que pour n 3= 1 ,a„ 

nt! ^_^p/2+l ^_^p/2+l ^_^p/2+l 

p8 et 3= \/48 . On a alors tx n + 1 = a^ + 7p 2 3= p8 + 7p8 3= p8 et p„ + i = 2a„p„ 

o/2 2 n o/2+l 

2p8 \/48 3= p8 , ce qu’il fallait verifier. 

Linalement, pour tt 3= 1, 


IM 


2p 48 2 " +1 

(e) On cherche a avoir 2p48 2 " 3= 10 20 . En prenant les logarithmes decimaux, cela revient a log 10 (2\/7) + 
20-log 10 (2V7) 


2"log 10 (48) 5 20. On calcule 


l°gio(48) 


■ < 11,5, done il suffit d’ avoir 2 n > 11,5, par exemple n — 4. 


n 

a„ 

Pfi 

0 

8 

3 

1 

127 

48 

2 

32257 

12192 

3 

2081028097 

786554688 

4 

8661355881006882817 

3273684811110137472 


Done p = 


8661355881006882817 

327368481111013747 


a 10 20 pres. 
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19.3.6 Corps 

Exercice 19.59 g? 

On definit sur R les deux lois ® et ® par x®y=x+y- 1 etx®y = x + y- xy. Montrer que (R, ® , ®) est un corps. 


Solution : On pose f{u)~ 1 - u. On a /(x® y) = /(x) + f{y) et /(x® y) = /(x) +/(y). De ce fait (R,®,®) est un corps 
et f realise un isomorphisme de corps entre (R, ®, ®) et (R, +, x). 


Exercice 19.60 S? 

Pour [a, b) e R 2 , on pose : 


aTb-a+b-1 et a-kb-ab-a-b + 2 


Montrer que (R,T,*) est un corps. 


Solution: On pose g(x) = x- 1 done g x (y) = y+ 1. On a aTb — a+ b- 1 = (a- 1) + {b- 1) + 1 = g 3 (g(a) + gib)) et 
a-kb- [a- 1 ){b- 1) + 1 = g _1 (g(a).g(fo)). 


Exercice 19.61 

Soit K et L deux corps et f: K ^ L un morphisme de corps. Demontrer que f est injectif. 


Solution : Soit x Ok. On a f{x).f{x 1 ) = /(Ik) = 1l- L’element /(x) est inversible dans L, done il est different de 

Ol. Par contraposee, si f[x) - 0^ alors x - Ok . Le noyau de f est reduit a Ok- Done f est injectif. 


Exercice 19.62 WO Corps a 4 elements 

On se propose de construire un corps (F4, +, x) sur un ensemble a qua tre elements :{0, 1, x, y}. 

1. En calculant 1 x x x y de deux faqons differentes, demontrer que x 3 = 1. 

2. Demontrer que necessairement x 2 = y et que y 2 = x. 

3. En deduire la table du groupe (F*, x). 

4. Demontrer que necessairement 1 + 1 + 1 + 1 = 0. 

5. En deduire que l + l = x+ x = y + y = 0. 

6. En deduire la table du groupe (F4, +). 

7. Demontrer quel’ on a bien construit un corps a quatre elements. 


Solution : 

1. Comme V application t x de F£ dans lui-meme, definie par T r (f) - xx t est une bijection, de bijection reciproque 

i x - i on a 

1 X X X y = Tjc(l) X T x (x) X T x {y) — (x X 1) x (x X x) X (x X y) = x 3 x (1 x x x y), 
on en deduit, en simplifiant par 1 x x x y, que x 3 = 1. 

2. Comme x ^ 0, on a x'= 0 puisqu ’un corps est integre. On a aussi x 2 / x. En effet, sinon on aurait (x- 1) x x = 0 d ’ou 

x- 1 ou x- 0, absurde. Supposons x 2 = 1. On aurait alors x 3 = x en contradiction a vec la question precedente. 
Done x 2 = y. Pour les memes raisons, y 2 = x. 


X 

1 

X 

y 

1 

1 

X 

y 

X 

X 

y 

1 

y 

y 

1 

X 


Remarque : Un argument plus savant aurait ete : il n ’existe qu ’une seule loi de groupe possible sur un ensemble a 
trois elements. 

4. Cette fois on calcule 

S = 0+ l + x + y=(0+l) + (l + l) + (l + x) + (l + y) = l + l + l + l + S, 

d’ou 1 + 1 + 1 + 1 = 0. 

5. On a 1 + 1 / 1. Supposons 1 + 1 = x, en elevant a u carre, on aurait l + l+ l + l - x 2 - y soit y - 0, absurde. De 
meme 1 + 1 - y n ’est pas possible. Il ne reste qu ’une seule possibilite : 1 + 1 = 0. En muldpliant cette egalite par x 
puis par y, on obtient x+ x - 0 et y + y - 0. 
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On a 1 + 0 = 1 done l + i^l, ooal+l = 0 done 1 + x^O on al^O done 
^ 1 + x x. II reste une seule possibility pour 1 + x, done on a necessairement 
1 + x - y et en ajoutant 1 aux deux membres, x—l + y. On a done la table du 
groupe (F 4 ,+). 


7. II reste a verifier la distributive, [a + b) x c — ax c+ b x c, ce qui donne a priori 4 3 = 64 verifications. Les cas ou 
c - 0 ou c - 1 sont evidents, meme chose si a - 0 ou b — 0 ou a — b. II reste done trois possibilites pour a, deux 
pour b done six pour ( a , b). La commutativite de + divise le nombre de cas par deux. Comme il y a deux choix 
pour c, il y aau total six verifications a effectuer. 

► {l + x)xx-yxx-letlxx+xxx-x + y-l. 

► [l + x)xy — yxy — xetlxy+xxy — y+1 — x. 

► ( l + y)xx-xxx-yetlxx+yxx-x+l-y . 

► [I + y)xy = xxy=\etlxy + yxy — y + x=l. 

► (x + y)xx-lxx-xetxxx + yxx-y+l-x. 

► (x + y)xy— lxy — yetxxy+yxy— l + x — y. 


+ 

0 

i 

X 

y 

0 

0 

i 

X 

y 

1 

l 

0 

y 

X 

X 

X 

y 

0 

i 

y 

y 

X 

i 

0 
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Chapitre 


20 


Arithmetique 


Le pere Rouault vint apporter a Charles le paiement de sa jambe remise, 
soixante-quinze francs en pieces de quarante sous. 
Gustave FLAUBERT, Madame Bovary, 1857. 


Pour bien aborder ce chapitre 

Un tres beau chapitre. Tellement beau que nous allons le traiter deux fois ! En effet, il a beaucoup de points communs avec 
le suivant. On peut expliquer ces points communs a l’aide de la theorie des ideaux d’un anneau, mais ce n’est pas l’objet 
ici. 

Par ailleurs T arithmetique a toujours fascine les hommes, les mathematiciens comme les profanes. Avec un peu de cu- 
riosite et d’observation, n’importe qui peut conjecturer des proprietes qui peuvent s’averer ardues a demontrer. On peut 
par exemple contempler le tableau des derniers chiffres de i J pour 0 < i < 9 et 1 < j 5. Une explication viendra plus 
tard... 


j\i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

1 

4 

9 

6 

5 

6 

9 

4 

1 

3 

1 

8 

7 

4 

5 

6 

3 

2 

9 

4 

1 

6 

1 

6 

5 

6 

1 

6 

1 

5 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 


Par ailleurs, on peut s’emerveiller devant les nombres premiers, le mystere de leur repartition et la beaute gratuite de 
leur etude. Gratuite ? Rien n’est moins sur ! La decouverte d’un algorithme rapide de decomposition en facteurs premiers 
mettrait a mal bien des codes secrets et F arithmetique est devenu un secteur d’etude strategique. 

Parmi les nombreux mathematiciens qui se sont interesses a 1’ arithmetique, le nom de Gauss se detache. Toute sa vie 
durant il est revenu sur des problemes d’ arithmetique. Mais on peut citer Euclide, Diophante, Fermat, Legendre, Euler et 
Ramanujan. 

L’ arithmetique est une ecole de rigueur. Mais une fois les mecanismes acquis, ce chapitre devient une recreation. 


20.1 Relation de divisibilite, division euclidienne 

20.1.1 Relation de divisibilite 


Definition 20.1 Divisibilite 

Soient deux entiers relatifs ( a , h) e Z 2 . On dit que Tender a divise Tender b si et seulement si 31c e Z tq b - ka. 


A Notation 20.1 On notera a \ I) (se lit « a divise b ») le fait que Tender a divise Tender b. 

Remarque 20.1 

- Vn £ LI, n | 0 ; 

- V n £ N, 0 | n ==> n = 0 ; 

- \/(a,b,c,d) e Z 4 , [a \ b et c\d] => ac\bd. 
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Proposition 20. 1 Proprietes de la divisibilite 

- La relation « divise » est reflexive : VaeZ, a \ a. 

- La relation « divise » est transitive : V [a, b, c) e Z 3 , [a\b et b\c] => a\c. 

- La relation « divise » n’est ni symetrique, ni antisymetrique. Done ce n’est ni une relation d” equivalence, ni une 
relation d’ordre sur Z ). Par contre : [a \ b et b \ a] <=> a - ±b. 


Demonstration 

1 . Soit a e Z. Comme n = 1 x a il est clair que a\a. 

2 . 

j a\b (3k e Z, b= ka 

[b|c [3k' eZ, c=kb 


==> c=kk'a ==> a\c 


3. On a : [a\b et b\a] ==> [3(fc, fc') e Z 2 : b=ka et fl=fc'Z?] => a = kk' a. Il vient aiors : 

- si a = 0 aiors b = ka = 0 et done a = b. 

- si a / 0, fcA:' = 1, comme k et k' sont des entiers, cette egalite n' est possible que si k= k' = 1 ou aiors si k = k! = -1. On 
a linalement bien a= ±b. 

Reciproquement si a = +/?, on a necessairement [a\b et b|a]. 


Proposition 20.2 

Soit a, b, c e Z et Aq , kz e Z. Aiors : 

[a|b et a|c] => a\[k\b+k 2 C) 

Demonstration En effet : 

{ BfceZ, b = ka , . 

=> k\b+ i'2C = i‘i ka+ k2k a = ( k\ k+ k2 k ) a => a\ [k\b+ k2C) 

-.k c Z, r - ka 

20.1.2 Congruences 

Definition 20.2 Congruence 

Considerons un entier strictement positif n e N* et deux entiers (a, b) e Z 2 . On dit que rentier a est congru a rentier b 
modulo n, et 1’ on note a = b [n\ lorsque 1’ entier n divise 1’ entier [b— a) : 

a = b[n\ <=> nl[b- a). 


Proposition 20.3 Compatibilite des lois avec les congruences 

Soient quatre entiers (a, b, c, d) e Z 4 et un entier n E N*. On suppose que 

1. a = b [n \ ; 

2. c = d [n\. 

Aiors 

1. a + c=b+ d[n]\ 

2. a x c = b x d [n] ; 

3. VfcEN, a k = b k [n\. 

v / 

Pour demontrer que a \ b il peut etre interessant de demontrer que b = 0 \a\. 

Exempt e 20.2 

On veut demontrer que 641 divise 2 32 + 1. 

On remarque que n - 641 = 1 + 640 = 1 + 5 x 2 7 = 625 + 16 = 5 4 + 2 4 . 

On en deduit 5 x 2 7 = -1 [n\. En elevant a la puissance 4, on a 5 4 x 2 28 = 1 [n\. Comme 5 4 = -2 4 [n], on obtient 
-2 4 x 2 28 = 1 [n\ soit en ajoutant 2 32 aux deux membres, 0 = 2 32 + 1 [n\, ce qu’il fallait verifier. 

Cet exemple historique est du a Euler et fournit un contre-exemple a une conjecture de Fermat : 

V n e N, 2 2 +1 est premier. 
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I Exemple 20.3 Pour un nombre entier n (ecrit en base 10) on a n = a [10] ou a designe le chiffre des unites de n. Ainsi 
la derniere ligne du tableau des / ' p. 748 peut se lire i 5 = i [10] pour tous entiers i. 

Exemple 20.4 On a 10 = 1 [9] et done \/k e N, 10 fc = 1 [9], En particular Z^ =0 %-10 fc = Z^ =0 a k [9]- Autrement dit, un 
nombre entier n = Z? =0 <*fclO fc (ecrit en base 10) est congru modulo 9 a la somme de ses chiffres, et done aussi a la 
somme des chiffres de la somme de ses chiffres, etc. C’est le principe de la preuve par neuf enseignee autrefois a l’ecole 
elementaire. Elle peut s’enoncer de la fagon suivante : « Le produit des restes des deux facteurs modulo 9 est congru au 
reste du produit modulo 9 ». 

L’ exemple suivant est du a Eugene Ionesco (La Legon 1951). 

Le Professeur 

...combien font, par exemple, trois milliards sept cent cinquante-cinq millions neuf cent quatre-vingt-dix-huit mille deux 
cent cinquante et un, multiplie par cinq milliards cent soixante-deux millions trois cent trois mille cinq cent huit ? 
L’Eleve, tres vite. 

£a fait dix-neuf quintillions trois cent quatre-vingt dix quadrillions deux trillions huit cent quarante quatre milliards deux 
cent dix-neuf millions cent soixante-quatre mille cinq cent huit... 

On prend a - 3755998251, b - 5162303508. La somme des chiffres de a vaut 54 done a = 0 [9] . De meme la somme des 
chiffres de b vaut 33 done b = 6 [9]. Done le produit ah est congru a 0 modulo 9. 

La somme des chiffres du produit c - 19390002844219164508 annonce par l’eleve vaut 76 done c = 4 [9]. 

Moralite, le resultat donne par l’eleve est faux. 

Exemple 20.5 On peut de demander quelle est valeur exacte du produit. Laute d’un logiciel de calcul formel qui 
donnerait la solution, on travaille avec une calculatrice qui donne quatorze chiffres significatif (en l’occurence il s’agit 
d’un tableur). 

II donne 3755998251 x 5162303508 = 19389602947179200000. II est clair que les derniers chiffres sont faux. Pour les 
trouver, on travaille modulo 10 7 , ce qui va donner les sept derniers chiffres : Soit a' - 5998251 et // = 2303508. On a 
a= a! [10 7 ] et b = b' [10 7 ]. On a done ab = a'b' [10 7 ]. Le tableur donne a'b' — 13817019164508 = 19164508 (mod 10 7 ). 
On peut done reconstituer ab — 19389602947179164508. 

Bien entendu, on verifie avec la preuve par neuf que ab = 0 [9] . 


Definition 20.3 Systeme complet de restes modulo m 

Soit m un entier 3= 2. On appelle systeme complet de restes modulo m un systeme d’ entiers contenant un et un seul 
representant de chaque classe. 


Exemples : [0, m— 1], systeme de m entiers consecutifs, m entiers non congrus modulo m deux a deux. 


Proposition 20.4 

Soit x ' — * f{x) = Xf =0 a-iX 1 tine fonction polynome ou les a, e Z. 

On suppose que Ton a fir) non congru a 0 modulo m pour r decrivant un systeme complet de restes modulo rn. On a 
alors \/x e Z, f(x) non congru a 0 modulo rn. 


Demonstration En effet, soit xeZ, il existe un r appartenant au systeme complet de restes modulo m, tel que x = r [m] . Comme 
par ailleurs. Z ”_ 0 a i.x l = Z ”_ 0 a i r 1 \ m \, le resultat en decoule. 

20.1.3 Division euclidienne 


0 a b iq + l)a 

PlGURE 20. 1 - Division euclidienne dans Z 


unique couple (q, r) e if tel que : 


Theoreme 20.5 W'? Division Euclidienne 

Soient deux entiers [a,b) el xN avec bf- 0. Alors il existe un 

1 a- bq+r 

2 0 ^ r < b 

On dit que rentier q est le quotient et rentier r le reste de la division euclidienne de a par b. 
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Demonstra tion 

| Unicite f| Soient ( q,r ) e Z 2 et (q' , r 1 ) e Z 2 tels que a = qb+r, 0 S r < b et a = q’ b+ r’ , 0 *£ r’ < b. Comme 0 ^ r < b etO *£ r’ < b, 
on a : b\q f - q\ = \r' - r\ < b ce qui n'est possible que si \q' - q\ =0, c’est a dire que si q = q' . Ceci enframe r = r' et done 
[q,r) = [q' ,r'). 

| Existence : \ - Supposons que a e N et considerons l’ensemble „# = In e N | nb^ a] des multiples de b inferieurs a a. est 
une partie de N. De plus, .# est : 

- non vide car 0 e . 

- majoree par a. En effet, si n e a lots, comme b>l, n^nb^a done n*S a. 

On en deduit que ^ a dmet un plus grand element (voir page 304), note q qui verifie : 

1 qb^acarqe^. 

2 (q + l) b > a car q + 1 > q et q est le plus grand element de , done q + It . 

Posons r = a- bq. On a bien a = bq+r. Par ailleurs 0 Sr car as bq et r < b car b = (q + l) b — qb > a - qb = r. 

- Supposons maintenant que aeZ. Si a est positif, on se ramene au cas precedent. Sinon -a est positif et il existe (q ' , r') e Z 2 
tel que :-a = q'b+ r' et 0Sr'< b. On a done a = b[-q ') - r' . Si r' = 0 alors on pose q = -q' et r = 0. On obtient ainsi le 
couple recherche. Sinon, si r' ^ 0, alors r' e [1, b - 1] et a = b[-q' - 1 ) + [b— r'). On pose alors q = —q' — 1 et r = b— r' et on 
obtient, ici encore, le couple recherche. 


20.2 PGCD, theoremes d’Euclide et de Bezout 


Definition 20.4 PGCD, PPCM 
Soient deux entiers non tous deux nuls (a, b) e Z* 2 . 

1. L’ensemble des diviseurs de N* communs a a et b admet un plus grand element note a A b. C’est le plus grand 
commun diviseur (PGCD) des entiers a et b. 

2. L’ensemble des entiers de N* multiples communs de a et b admet un plus petit element note : a v b. C’est le plus 
petit commun multiple (PPCM) des entiers a et b. 

Si a — b — 0, on pose ar\b-a\ib-0. 


Theoreme 20.6 9? Theoreme d’Euclide 

Soient deux entiers (a, b) e Z* 2 . Effectuons la division euclidienne de l’entier a par Lender b : 

3\(q, r) e N 2 : a-bq+r et 0^r<b 


Alors : 


a A b-bt\r 


Demonstration Comme r = a - bq, tout entier divisant a la fois a et b divise aussi r. L’ensemble des diviseurs communs a a et 
b est egal a l’ensemble des diviseurs communs a b et r. En particulier, ces deux ensembles ont le meme plus grand element, ce qui 
s’ecrit aussi : a r\b = b Ar . .. 


d 


b 


b 


r = a -2b 


Figure 20.2 - Euclide : si d \ b et d \ a, alors d \ r 


Le theoreme precedent justifie l’algorithme d’Euclide pour trouver le pged de deux entiers non nuls (a, b) e N* 2 . On pose 
ro = a, r\ — b et on definit ensuite Vfc 3= 1, les couples (q^, ip) en utilisant une division euclidienne : 

si r k ? 0, 3\(q k , r k+1 ) £ Z 2 tq r fc _ i = q k r k + r k+1 et 0 ^ r k+1 < r k 

Comme la suite d’entiers (r k ) est strictement decroissante, il existe un rang n 5 1 tel que r n Z 0 et r n+ \ = 0. D’apres le 
theoreme d’Euclide, on a VA; e [0, n— 1], a/\b= r k /\ r k +\. Comme r n divise r n - 1 , on a r n A r n - \ = r n . Par consequent, le 
dernier reste non-nul r n est le pged des entiers (a, b). 
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Exemple 20.6 Determinons le pgcd des entiers 366 et 43 en utilisant l’algorithme d’Euclide : 


366 




[T] x 21 + 0 


done 366 A 43 = 1. 


- Parametres : a, b (entiers). 

- Variables locales : A,B, r. 

- Initialisation : 

- A<— a, 

- B — b, 

- Corps : Tant que b 0 faire : 

- r <— A mod B, 

- A<— B, 

- B «— r, 

Fin tant que 

- Renvoyer A (A = pgcd(a, b)). 


MAPLE 

pgcd := proc (a, b) 
local A, B, r; 

A : = a ; 

B := b; 

while (b > 0) do 

r := irem(A, B ; 
A := B; 

B : = r ; 

od; 

A; 

end; 


ou sous une forme recursive : 

MAPLE 

pgcd := proc (a, b) 
if b = 0 then a 
else 

pgcd (b, irem (a, b i ) 
fi; 
end; 



Definition 20.5 Nombres premiers entre eux 

On dit que deux nombres a et b sont premiers entre eux si et seulement si leur plus grand diviseur commun est 1, 
autre ment dit si et seulement si a A b — 1. 
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.Bio 17 


Mathematicien francais. Auteur de differents livres d’enseignement 
qu’il redigea a V attention des gardes de la marine ou des eleves du 
corps de rartillerie. II est surtout connu pourle theoreme ci dessous 
mais il a travaille egalement sur les determinants et les equations 
algebriques. Son nom est attache a d’autres theoremes en geometrie 
algebrique et intersections de courbes. 


Etienne Bezout, , ne le 31 mars 1730 a Nemours, mort le 27 septembre 1783 a Basses-Loges) 


Theoreme 20.7 VW Coefficients de Bezout 

Soient deux entiers non nuls {a, b) e Z* 2 . II existe (u, v) e Z 2 tels que 

au + bv - a A b. 

Un tel couple {u, v ) est appele couple de coefficients de Bezout de a et b. 

Demonstration Quitte a considerer\a\ et\b\ a la place de a et b, on peut supposer a et b positifs. La preuve se fait par recurrence 
sur b. Si b = 0. alors aAb = aetl.a + 0.b = a done un couple de coefficient de Bezout est (1,0). On fixe beN* eton suppose que la 
propriete est vraie pour tout a e N et tout nombre n de l'intervalle d'entiers [0, b - 1] . Par division euclidienne. il existe (q,r) e l\J 2 
tels que a = bq+r et 0 ^ r =£ b- 1. D’apres le theoreme d’Euclide, on sait que a/\b = b r\r . On applique l'hypothese de recurrence 
ab et r. il existe (U,V) e Z 2 tels queUb+Vr = bAr. Done U f?+V (a - bq) = a Ab et Va + (U - Vq) b = a A b. La propriete est alors 
prouvee par recurrence. 

| Remarque 20.2 II n’y a pas unicite du couple de coefficients de Bezout de deux entiers. Voir exercice ?? p. ??. 


Theoreme 20.8 OO'i? Theoreme de Bezout 
Soient deux entiers non nuls [a, b) e (Z*) 2 . On a 


a A b = 1 <=> [3(zr, v) e Z 2 : 

1 = au + bv] 


Demonstration 

E C’est une consequence directe du theoreme precedent. 

E Supposons qu'il existe (u,v) e Z 2 tel que au + bv = 1. Si d est un diviseur commun a a etb alors d est un diviseur de 1. Il est 
alors clair que a A b = 1. 


Remarque 20.3 Soient deux entiers ( a , b) e Z x N* premiers entre eux. L’algorithme d’Euclide permet de trouver un 
couple de Bezout ( u , v) e Z 2 tel que au+bv - 1. On definit les suites [rf] et ( q f) des restes dans Falgorithme d’Euclide. 
Notons r n — a A b = 1 le dernier reste non-nul. On pose ro - a, r\ - b et par recurrence, on definit 

Vfc 2* 1, r k - 1 = q k r k + r k+l avec 0 < r k+1 r k 

On definit simultanement deux suites (u k ) et ( v k ) telles que 

\/k e [0, n], r k = u k a+ v k b 


Pour que cette propriete soit vraie pour tout k e [0, nj , on doit poser : 


(uq, vq) = (1,0), [ui, v\) = (0, 1) etVfcs[2, n], 


J Wfc+i = u k - 1 - Ok Uk 

\ Rfc+i = v k -i~ q k v k 


On a alors 1 = au n + bv n . 


1 

r\- b 

ri 


r k 


1 

<7i 

02 


Ok 


tfri 

0 

u 2 


Uk 


u n = u 

0 

1 

V2 


Vk 


V n = V 
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Voici une procedure Maple qui prend comme parametres a et b et qui retourne a A b, ainsi qu’un couple de Bezout (U,V) 


bezout := proc (a, b) 

local R, RR, Q, U, UU, V, VV, temp; 

R := a; 

RR := b; 

U := 1; 

UU := 0; 

V := 0; 

W := 1; 

#Cond entree : R = rO, RR = rl, U = uO, V = vO, UU = ul, W = vl 

while (RR > 0) do 
Q : = iquo (R, RR) ; 
temp := UU; 

UU : = U - Q * UU; 

U : =temp; 
t emp : = W ; 

VV : = V - Q * VV; 

V : = t emp ; 
t emp : = RR ; 

RR := irem(R, RR) ; 

R : = t emp ; 

# INV : R = rk, RR = r_{k+l}, U = uk, UU = u_{k+l}, V = vk, W = v_{k+l}, 
# Q = qk, k : nombre de passages dans la boucle while 
od; 

#Cond sortie : RR = u_{n+l}=0, R = r_n = pgcd(a, b) , U = u_n, V = v_n 
R, U, V; 
end; 


Exemple 20.7 Determinons grace a 1’algorithme d’Euclide un couple de Bezout pour a = 22 et h = 17. 


| r 0 = 22 

n = 17 

f‘2 = 5 

r 3 = 2 

II 



<12 = 3 

C]3 = 2 

<74 - 2 

U 0 = 1 

U\ = o 

u 2 = 1 

u 3 = -3 

U 4 = 7 

O 

II 

o 

Vl = 1 

V 2 - -1 

l/ 3 =4 

1/4 = -9 


et 1 = 7 x 22 - 9 x 17 


Bio 18 ^' ar ^ Fricdrieh Gauss, ne le 30 avril 1777 a Brunswick (Saint-Empire romain germanique), mort le 
— 23 fevrier 1855 a Gottingen (Royaume de Hanovre) 

Mathematicien allemand. C’est un des plus grands mathematiciens de tous les 
temps. Certains Font meme surnomme le « prince des mathematiques ». Alors age 
de trois ans, on raconte qu’il sut corriger son pere dans un calcul de salaire. II est re- 
marque par ses instituteurs qui le poussent a poursuivre ses etudes. A dix-neuf ans, 
il resout un probleme qui date d’Euclide, celui de la construction a la regie et au 
compas du polygone regulier a dix-sept cotes. Cette decouverte fut a l’origine de sa 
decision de consacrer sa vie aux mathematiques. II effectue sa these sous la direc- 
tion de Johann Pfaff a Funiversite de Brunswick. Celle-ci porte sur une demonstra- 
tion du theoreme fondamental de Falgebre 21.24 page 778. Gauss s’interessa a de 
nombreuses branches des mathematiques : F arithmetique, la geometrie, les proba- 
bilites, etc. II a permis des avancees enormes en theorie des nombres, en geometrie 
non-euclidienne, . . .Mais il s’est aussi interesse, entre autres, a l’astronomie ou a la 
cartographie a chaque fois avec genie. Meme si la portee de ses travaux ne fut pas 
completement comprise par ses contemporains - Gauss ne publiant que tres peu - 
ce fut la posterite qui comprit la profondeur et l’etendue de son travail a la lecture 
de son journal intime qui fut publie apres sa mort. Il eut comme eleves Richard 
Dedekind et Bernhard Riemann. 



Theoreme 20.9 Theoreme de Gauss 
Soient trois entiers non nuls (a, b, c) eZ' 3 . 

[a\bc et a/\b-l] ==> a\c 
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Demonstration Si a A b = 1 alors, d’apres le theoreme de Bezout 20.8, il existe ( u , u ) e Z 2 tel que au + bv = 1. On a done aussi 
auc + bvc = c. Mais conmie a divise be et que a divise auc, a divise auc+bvc = c. 


Proposition 20. 10 Caracterisation des diviseurs et des multiples 

Soient deux entiers (a, b) e Z 2 . 


1 . Soit un entier d £ Z . j 

d \ a 

<=> d \ (a A b) 

d\b 


2. soit un entier m £ Z. < 

[ a\m 

. <=> (a v b) | m. 

yb\m 




/ 


Demonstration 

1. Supposons que que d divise a et b et notons 8 = af\ b. D’apres le theoreme 20.7. il existe (u, v) e Z 2 tels que au+ bv = 8. 
Comme d \ a et que d\ b, on sait que d \ 8. La reciproque est facile. 

2. Supposons que a etb divisent m et notons p = av b. Il existe k, k' e N tels que [i = ka et p = k'b. Il existe aussi 1,1' e IM tels 
que m= la et m = I'b. De plus, par application du theoreme 20.5, il existe un unique couple (q,r) e N 2 tel que m = p\i + r 
et 0 ^ r < |i. On peut alors ecrire la = pka+r et I'b = pk'b+r et done a\r etb\r. Si r / 0 alors r est un multiple commun 
a a etb. Par definition de p, il vient r^pce qui est impossible. Done r = 0 ef p divise m. La reciproque est evidente. 


Proposition 20.11 

Soient deux entiers non nuls (a, b) e Z* 2 . Pour un entier k e N*, 


{ ( ka ) A (kb) = k(a/\ b) 
(ka) v (kb) = k(av b) 


Demonstration 

- Posons 8 = a /\b et A = kaAkb. Il est clair que k8 | A. Montrons que A | k8, ce qui prouvera la premiere egalite. Comme k | A il 
existe me Z tel que A = km. Mais alors km \ ka et m\ a. De meme, km \ kb et done m \ b. L’ entier m est done un diviseur de 8 
et A = km \ k8. 

- Posons maintenant d = avb et D = kavkb. L' entier kd est un multiple de ka et kb done D | kd. Si on montre de plus que kd | D 
alors la seconde egalite sera prouvee. Comme ka | D ef que kb | D. il existe des entiers m\ et m 2 tels que D = kam\ = kbmz- 
L’ entier k est done un diviseur de D et il existe un entier D' tel que D = kD' . Par suite, on a D' = ami = bmz et D' est done un 
multiple commun a a etb ce qui amene d | D' ainsi que kd | D. 


/'Proposition 20. 12 V Autres proprietes du PGCD 
Soient trois entiers non nuls (a, b, c) £ Z* 3 . 


Soient trois entiers (8, a' , b') £ N* x ; 

Z 2 tels que a — 8a', b = 8b', alors 



(8 = a A b) <=> [a 1 Ab' -l) 

J a A b — 1 

1 a A c — 1 

<=> a A (be) = 1 ; 


f a | c 



lb\c 
1 a A b — 1 

=> ab \ c ; 



4 pour tout couple (p, q) e N* 2 , si a A b = 1, alors A b^ — 1 ; 

5 pour tout entier keN*, a k A b k = (a/\b) k . 


Demonstration 

1 C’est une consequence directe de la proposition 20. 1 0. 

• a Si a A b = 1 et a A c = 1, alors par application du theoreme de Bezout 20.8, il existe des entiers s, t, u, v tels que 

sa+ tb = 1 et ua+ vc = 1 . Si on multiplie membre a membre ces deux egalites, on obtient 1 ’egalite de Bezout : 
(sua + vsc+ tub ) a+ (tve) b = 1 et en conclusion ar\ (be) = 1. 

\B Reciproquement, si a A (be) = 1 alors il : est clair que a est premier a la fois a vec b et c. 

3 Comme a \ c, il existe ke 1 tel que c = ka. Mais comme b \ c= ka et que a A b = 1 alors par le theoreme de Gauss 20.9. il 
vient que b \ k. En conclusion ab \ c. 

4 Considerons A,B e N* tels que AaB = 1 et m e N*. Si on applique la deuxieme regie avec a = A. b = B et c = B, on obtient : 
A A B 2 = 1 . En 1 ’appliquant une nouvelle fois avec n = A. b = B et c = B 2 , il vient que A A B 3 = 1 . Si on 1 ’applique encore 
m — 3 fois, il vient que : A A B m = 1. En resume, on a prouve que si A A B = 1 alors A A B m = 1. Considerons a,beN* tels 
que a A b = 1 et p,q eN* . On applique ce resultat a A = a, B = b et m = q. Il vient a/\b9 = 1. On V applique alors une 
nouvelle fois mais a A = bl , B = a et m = p et on trouve : aP r\b9 = 1 . 
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Soit k eN* . Posons 8 = a A b. Grace a la premiere regie, on a : | A | = 1 et grace a la quatrieme : (|| j A (§] 
appliquant a nouveau la premiere regie, 11 vient que : a k A b k = 8 k = (a A b) k . 


1. En 


Theoreme 20.13 Relation entre PGCD et PPCM 

Soient deux entiers non nuls [a, b) e I* 2 . 

1 . Si a a b = 1 alors a v b = \ ab \ ; 

2. (a A i?)(av b) — \ab\. 


Demonstration 

1. Supposons que a et b sont positifs et premiers entre eux. Soit d un multiple commun a a etb. Alors il existe ke N tels que 
d = ka. Comme b | d et que a A b = 1. on en deduit, grace au theoreme de Gauss 20.9, que b \ k et qu’il existe done k' eN 
tel que d = k' ab. Comme d est le plus petit commun multiple de a et b, il vient forcement que k ' = 1 et que d = ab. Si a et 
b ne sont pas tous deux positifs, on applique ce resultat a \a\ et \b\. 

2. Notons 8 = a\b et a= 8a', b = 8b' a vec a' ,b' e Z. Montrons que 1’ ensemble des multiples communs a a etb est P ensemble 
des multiples de 8 a'b' . Il est clair que tout multiple de 8 a' b’ est un multiple commun a a etb. Reciproquement, si m est un 
multiple commun a a etb alors il existe k, k 1 e 1 tels que m=ka = k’b. On a aussi : m = k8a ' = k’8b’ . Comme a' et b' sont 
premiers entre eux, cette egalite implique, par application du theoreme de Ga uss 20.9 que b' \ k. Done m est un multiple 
de 8 a'b' . Il s’ensuit que le ppcm de a et b est le plus petit multiple de 8 a'b' , e’est a dire que av b= |8fl'//|. Il vient alors 
8(av b) = 8|8a , fc , | = \ab\ d'ou l’egalite. 

20.3 Nombres premiers 

20.3.1 Nombres premiers 


Definition 20.6 Nombre premier, nombre compose 

Un entier n e N est dit premier si n 3= 2 et si ses seuls diviseurs dans N, sont 1 ou lui-meme : 

MkeN*, kin ==> ke{I,n} 

On note P F ensemble des nombres premiers. 

Si un entier neH n’est pas premier, on dit qu’il est compose. 


| Remarque 20.4 Un entier positif est premier si et seulement si le cardinal de Fensemble de ses diviseurs est egal a 2. 


Proposition 20.14 Proprietes des nombres premiers 

1 . Soit un entier p eM premier, et a e Z un entier. Alors, p \ a ou bien p A a - 1. 

2. Si n et m sont deux nombres premiers distincts, ils sont premiers entre eux : n 4 m ==> n r\m = 1. 

3. Si n est un nombre premier et si {a\, . . . , a^) £ Z fc , 

n\ai...aic => [3; e [[!,«]]: n \ a{\ 


Demonstration 

1. Si n et a ne sont pas premiers entre eux alors 8 = n A a > 1. Mats comme 8 | n et que n est premier, 8 = 1 ce qui n’est pas 
possible ou 8 = n. En conclusion, n \ a. 

2. n est premier et peut diviser m done d’apres le point precedent n A m = 1. 

3. D’apres le theoreme de Gauss et une petite recurrence. 


Proposition 20.15 

Tout entier superieur a 2 admet un diviseur premier. 


Demonstration Effectuons une recurrence forte. Sip = 2 alors p possede un diviseur premier : lui meme. Supposons lapropriete 
verihee pour tout entier p e [2, n\ et montrons la pour p = n+ 1. Soits/ V ensemble des diviseurs de n+ 1. On a \srf\ S 2. Si \d\ = 2 
alors n + 1 est premier et cela demontre la propriete sinon srf contient un entier q e [2, n] qui divise n + 1. On applique l'hypothese 
de recurrence a q : q possede un diviseur premier. Ce diviseur premier divise necessairement aussi n + 1 et done n+ 1 possede un 
diviseur premier. La propriete est done demontree par recurrence. 
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Proposition 20.16 

L’ ensemble P des nombres premiers est infini. 

Demonstration Supposons que ce ne soit pas le cas. P forme alors une partie finie de N. P possede done un plus grand element 
n. Considerons le nombre entier N = n\ + 1. On a : N > n. D’apres la proposition precedente, N possede un diviseur premier p 
different de 1. Ce dernier est necessa irement element de l'ensemble [2, n\ . p divise done aussi n\. Mais alors p divise 1 ce qui est 
impossible. L'ensemble P des nombres premiers est done infini. 


20.3.2 Decomposition en facteurs premiers 


Lemme 20.17 

Soit m e N*. On considere m nombre premiers e P distincts deux a deux et des entiers naturels non nuls 

ai,...,a m . On forme le nombre entier . Alors tout diviseur premier de n est l’un des p, ou i £ [1, m\. 


Demonstration Considerons l'ensemble si des entiers de la forme n = ... p“™ avec meN*. p\,...,p m e P distincts deux a 

deux et aj , . . . , ct m e N* qui admettent un diviseur premier different de chacun des pp La propriete sera prouvee si on montre que 
s/ est vide. Supposons que ce n 'est pas le cas. Alors comme s/ est une partie de N, s/ admet un plus petit element n o = p” 1 . . . p^ m 
et d’apres la proposition 20.15, no admet un diviseur premier p qui n'est. par definition de sf , aucun des pp L’ entier p divise done 
le produit pi.p'j* 1 1 . . . p^” . Les entiers p et p\ sont premiers entre eux car premiers. On en deduit, par application du lemme de 
Gauss, que p | p” 1 1 . . . p^[” . Mais comme no est le plus petit element de s/, 1 'entier p” 1 1 . . . p”[" n 'est pas element de si et p est 
1 'un des pi pour ie [1, m\ ce qui rentre en contradiction avec 1 ’hypothese faite sur p. Le lemme est alors prouve par 1 ’ absurde . 


Theoreme 20. 18 111 Decomposition en facteurs premiers 

Soit un entier n e N \ {0, 1}. Cet entier n s’ecrit de facon unique de la maniere suivante : 

n = p^ ... p“ n m 

ou m £ N*, pi < ... < p m sont m nombres premiers et ou eN*. Ce resultat se formule aussi sous la forme 

suivante : n s’ecrit de maniere unique, a l’ordre des facteurs pres, comme 

n = n P Vp{n) 

peP 

ou Mp(n) e N est appele la p-valuation de Tender n. 


Demonstrati on 

| Existence \ La preuve se fait par recurrence sur n. Si n = 2 alors comme 2 e P. la proposition est vraie. Soit heN\{0,1). 
Supposons que tout entier < n se decompose comme indique dans le theoreme. Si n est premier alors le theoreme est vrai pour 
n. Sinon n admet un diviseur premier p e P et il existe 0 < m < n tel que n = pm. Mais par application de l’hypothese de 
recurrence, m se decompose comme indique dans le theoreme et il en est alors de meme de n. L’existence de la decomposition 
est alors prouvee par recurrence. 

| \3nicit& \ La preuve se fait a nouveau par recurrence. Supposons que 2 = p“ 1 . . . p“f’ avec pour tout i e [1, mi , pi e P, oq e l\l* et 
pi < ...< p m . Comme 2 est le plus petit des nombres premiers, il vient : 2 = p” 1 . . . p“f' & 2 ai x . . . x 2 am ce qui n 'est possible 
que si m = 1, p\ = 2, aj = 1. L’unicite de la decomposition de 2 en facteurs premiers est alors prouvee. Soit neN. Supposons 
que tout entier < n admet une unique decomposition en facteurs premiers et supposons que que ce ne soit pas le cas pour n, 

e’est a dire que n admet au moins deux decompositions en facteurs premiers : n = pp 1 . . . p“™ = p^ 1 . . . p^ 1 • Tar application du 
lemme precedent, il vient p\ = p'. pour un certain ie [l, m'\ et p j = pj pour un certain j e [1, m\ . Mais p\ =£ pj = p^ ^ p' t = pi 
et forcement p i = p^ . On peut alors ecrire : 


ai-l a m la 

Pi •••Pm = Pi 


L’hypothese de recurrence nous permet d'affirmer que la decomposition de ntpi en facteurs premiers est unique done : m = ml , 

pi = Pj, P 2 = p' 2 Pm = p' m , a l = a p a m = tx' m . Les deux decompositions de n en facteurs premiers sont done egales. 

L’unicite est ainsi prouvee par recurrence. 


Remarque 20.5 Tout entier relatif neZ non nul s’ecrit de facon unique sous la forme : 

n = ± ]1 p v P (|,i|) . 

peP 


Pour des entiers a, b e l\l*, et p e P, 

v p (flx b) - Vp[a) + Vp[b) a\b ==> v p (a) ^ v p (b) 


757 











Theoreme 20. 19 V Expression du PGCD et du PPCM a l’aide des facteurs premiers 

Soient deux entiers non-nuls [a, b) e N* 2 . Leur decomposition en facteurs premiers s’ecrit : 

a= n P vpla) b=X\p^ {h) 

peP peP 

Alors la decomposition de a A b et de av b en facteurs premiers s’ecrit : 

a/\b= I] p min| V a) - v p (W1 Yl p maxfv P (a) ’ v P (fo)! 

peP peP 


Demonstration Posons 8 = flpep p min b/p(.a),\ p tb)} etmontrons que 8 = a A b. Considerons a',b' e N tels que a = 8a' et b = 8b' . 
D'apres la proposition 20.12, on aura montre que 8 = ar\b si et seulement si a! r\b' = 1. Supposons que ce ne soit pas le cas alors 
il existe un diviseur d / 1 commun a a etb qu'on peut supposer premier. On a done : 


d \ — p v p( n ) _min l v p( fl )> v p( i, W 

a pe p 


et d I — = fl p v P (fo)_minlv P t,j) ’ v P (b)! 
d pe p 


II vient alors que d est un facteur de chacun des deux produits ci dessus et que v^(a) -min!v^(fl),v^(b)} & 1 a insi que v^(fo) - 
min fvrf(a), v^(fo)} & 1 ce qui constitue une contradiction et prouve par l’absurde que a' A b' = 1. La formule pour le pged est ainsi 
demontree. On procede de meme pour le ppem. 


Exemple 20.8 

Soit beN non nul, n = FlpeP Les diviseurs positifs d de n s’ecrivent d - FlpeP, p\n avec M p e IP, v p ([d|) 

v p (|re|). Pour chaque pe P qui divise n, on a v p (|«|) + 1 choix pour v p ([d|), a savoir 0, 1,... , v p (|rc|). On obtient ainsi 

fl (v p (|n|) + l) 

peP,p\n 

diviseurs positifs de n. Ces diviseurs de n sont distincts deux a deux a cause du theoreme de decomposition en facteurs 
premiers. 


758 





20.4 Exercices 


20.4.1 Divisibility 

Exercice 20.1 O 

Determiner le nombre de diviseurs de 10! 


Solution : On saitque 10! = 1 x2 x3x ... x 10 done 10! = 2 8 .3 4 .5 2 .7 et un diviseurde 10! est done de la forme 2 a .3 b .3 C .7 d 
avec a e [0, 8 ] , b £ [ 0, 4 ] , c e [0,2|| et d £ [0, 1 1 | . Reciproquement, tout nombre de cette forme divise 10!. On compte alors 
9x5x3x2 = | 270 | diviseurs de 10!. 


Exercice 20.2 O 

Resoudre dans Z 1’ equation x- 1 1 x + 3. 


Solution : On remarque que 1 n’ est pas une solution de 1’ equation. On suppose done que x / 1 et on ecrit : 

x + 3 4 

X — 1 I X + 3 v > — 1 H £ Z. 

x- 1 x- 1 

Mais les diviseurs de 4 sont + 1, +2, +4. Done x est solution de P equa tion si et seulement si x- 1 est egal a un de ces 6 
nombres. On trouve alors pour 1 ’ensemble solution {-3, - 1, 0, 2, 3, 5} . 


Exercice 20.3 O 

Sachant que 3285 = 25 x 123 + 210 trouver, sans effectuer cette division, lereste et le quotient de la division euclidienne 
de 3285 par 123. 


Solution : On sait que le reste doit etre plus petit que le quotient. Alors 3285 = 25 x 123 + 123 + 87 = 26 x 123 + 87 et 
par unicite du couple quotient-reste on trouve que le quotient est 26 et le reste 87. 


Exercice 20.4 

Prouver que pour tout n £ N, n(n + \)(n + 2) [n + 3) est divisible par 24. 


Solution : On remarque que dans 4 nombres successifs, il y a toujours un diviseur de 2, un de 3 et un de 4. Done il est 
clair que le produit de ces 4 nombres est divisible par 24. 


Exercice 20.5 O 

Montrer que Mn 3= 0, 6 | 5 n 3 + n. 


Solution : Par recurrence. La propriete est vraie a u rang 0. Soit n e N. Supposons que 6 | 5 n 3 + n et montrons que 

6 | 5 [n + l) 3 + n + 1. On calcule : 5 [n + l) 3 + n + 1 = 5 n 3 + n + 15 n 2 + 15 n + 6. Mais 6 | 5 n 3 + n d’apres l’hypothese de 
recurrence. Comme 3 1 15 que et 2 | n 2 + n - n (n + 1 ) ( n ou n + 1 est pair), 6 | 15 m 2 + 15m et la propriete reste vraie au 
rang n+ 1. On termine en appliquant le theoreme de recurrence. 


20.4.2 Bezout, PGCD, PPCM 

Exercice 20.6 O 

Calculer le pged des couples 

1. (120,230) 2. (210,135) 3. (211,112) 


Solution : On applique P algorithme d’Euclide et on trouve : 

1. 120 A 230 = 10 

2. 210 a 135 = 15 

3. 211 A 112 = 1 

Exercice 20.7 O 

Soient a, b des nombres premiers entre eux. Montrer que : 

1. a A (a+ b) - b A [a+ b) - 1. 

2. (a+b) A ab- 1 . 
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Solution : 

1. On suppose que a et a+ b ne sont pas premiers entre eux. Alors soit k un diviseur commun a a et a + b different 
de 1. Comme k\ a et que k\ a+b, k\b et done k \ a A b — 1 ce qui n ’est pas possible. Done a /\ (a+ b) = 1. La 
seconde relation se prouve en echangeant les lettres a et b dans la premiere. 

2. Comme avant, on suppose que ab et a + b ne sont pas premiers entre eux. Alors soit k un diviseur premier 
commun a ab et a+b different de 1. Comme k \ ab, k \ a ou k \ b. On suppose que k \ a, alors comme avant, 
comme k \ a+ b, k \ b et done k \ a A b — 1 ce qui n ’est pas possible. 


Exercice 20.8 0 

Trouver tous les couples d’entiers naturels [a,b) eN 2 ( a b) tels que a/\b - 18 et a+b- 360. 


Solution : Soient ( a , h) e N 2 un couple solution du probleme. Alors il existe ( a ' , b') e M 2 tel que a = 18 a! , b — 1 8// 

et a' A b' = 1. De plus comme a+b - 360, on sait que a' + b' - 360/18 = 20. En resume, [a', b ') est un couple de deux 
entiers premiers entre eux et de somme 20. Les seuls couples a verifier cette propriete sont 

(1,19), (3, 17) (7, 13), (9, 11). 

On multiplie ces couples par 18 pour retrouver le couple (a, b ) : 

(18, 342) , (54, 306) , (126, 234) , (162, 198) . 

Reciproquement, chacun de ces couples verifie les deux conditions. 


Exercice 20.9 S 

Trouver tous les couples d’entiers naturels ( a,b)eN 2 (a-+ b) tels que a A b - 18 et ab = 126. 


Solution : Soient ( a , b ) e N 2 un couple solution du probleme. Alors il existe [a 1 , //) e N 2 tel que a = 18a', b — 18 b' et 
a' A b' — 1. Comme ab - 126, on sait que a'b' = 7. Les seuls couples a verifier cette propriete sont (1,6) , (2,5) , (3,4). On 
multiplie par 18 pour retrouver les couples ( a,b ) ; (18, 108) , (36, 90), (54, 72). Reciproquement, chacun de ces couples 
verifie les deux conditions. 


Exercice 20.10 W 

Resoudre dans Z T equation 1665x + 1035y = 45. 


Solution : Comme 1665 A 1035 = 45 cette equation est equivalente a 37 x + 23y = 1. Comme 37 et 23 sont premiers 
entre eux cette equation admet des solutions par le theoreme de Bezout. Une d’ entre elles est par exemple donnee par 
x - 5 et y - -8. Les autres s’en deduisent, elles sont de la forme (5 - 23 /c, - 8 + 37 /c) . En effet, elles sont de la forme 
(5+ a, -8+b) avec ( a,b ) e Z 2 . On injecte dans 37x + 23y = 1 et il vient que 37a + 23b - 0. Comme 23 et 37 sont 
premiers, on en deduit que 23 | a et 37 [ b. Done il existe k, k' e Z tels que a — 23 k et b- 37k' . On injecte dans l’egalite 
37 a + 23 b — 0 et on trouve que k- -k! d’oii la forme des solutions. Reciproquement, toute couple de cette forme est 
solution de T equation. 


Exercice 20.11 W 

On se donne trois entiers non nuls (A,B,C) e Z* 3 , et on considere 1’ equation diophantienne : 

(E) : Ax+By = C (x, y) e Z 2 

Resoudre cette equation consiste a determiner T ensemble des solutions SC = {(x, y) e Z 2 | Ax+ By = C}. 

1. Notons 8 — A A B. Montrez que si 8 ne divise pas C, alors SC — 0 ; 

2. On suppose desormais que 6/C. Il existe trois entiers non nuls (A',B',C') eZ’ 3 tels que A = SA', B = 8B' avec 
A' A B' = 1, et C = 8C'. Montrez que T equation (E) a meme ensemble de solutions que 1’ equation 

(E') : A'x + B'y = C' 

3. Comment trouver une solution pardculiere de 1 ’equation (E') ? 

4. En deduire T ensemble SC de toutes les solutions ; 

5. Resoudre dans Z 1’ equation 

(E) : 24x + 20y = 36 
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Solution : 


1 . Par contraposee, si SP P 0 alors il existe {x, y) e Z 2 tel que Ax + By = C. Comme 8|Aet8|B, 8|C. 

2. Soit [x, y) une solution de (E). Alors Ax+By — C. Comme A,B,C sont divisibles par 8, on peutecrire A'x+B'y = C' 
et (x,y) est solution de (E'j. Reciproquement, si ( x, y) est solution de (E') alors A' x + B'y = C' et en multipliant 
par 8, on obtient Ax + By - C et ( x, y) est solution de (E). 


3. Comme A' et B' sont premiers entre eux, on peut determiner un couple (u, v) de coefficients de Bezout tels que 
A'u + B'v- 1. Alors [C'u, C' v) est une solution de (E'J . 

4. On considere une solution particuliere (u, v) de (E'). On cherche une autre solution de (H'j . On peut l’ecrire 
{u+ a, v + b) ou a, be Z. On doit alors avoir A' (u + a) + B' {u + v) — C' soit A'a+ B'b — 0. Comme A'aB'= 1, on 
en deduit que grace a u theoreme de Gauss que a est un multiple de B' et que b est un multiple de A! : a — IcB' 
et b - /A'. On injecte dans A ' a + B'b = 0 et on trouve que l - -k. Done une solution de (E') est de la forme 
( u + kB' , v - kA') oil keZ. Reciproquement, on verifie facilement que tout couple de cette forme est solution de 


(E'). On en deduit que y - {[u + k,B' , v- kA 1 ) \ k e Z} 


5. On applique les questions precedentes. Les solutions de (E) sont celles de (E') : 6x + 5y = 9. Un couple de 
coefficients de Bezout pour 6 et 5 est (1,-1). Done une solution particuliere de (E') est (9, -9) Les solutions de 
(E) sont les couples | (9 + 5A:, -9-6fc) | ou (k, /) eZ 2 . 


Exercice 20.12 VO 

Soient Hi et H 2 deux sous-groupes du groupe (Z, +). On definit V ensemble 

Hi + H 2 = {h! + h 2 ; {hi, h 2 ) eH iX H 2 } 

1. Montrer que Hi + H 2 est le plus petit (au sens de P inclusion) sous-groupe de {Z,+) qui contient la panic H 1 uH 2 ; 

2. Determiner le sous-groupe 4Z + 6Z ; 

3. Comment interpreter 1’ inclusion aZ u bZ c cZ en termes de divisibility ? 


Solution : 

1. On verifie facilement que Hi + H 2 est un sous-groupe de (Z, +). II contient de plus clairement Hi et H 2 et done 
Hi u H 2 . Montrons que c ’est le plus petit sous-groupe de (Z, +) a verifier cette propriete. Soit H' un sous-groupe 
de (Z,+) qui contient Hi u H 2 . Alors H' doit contenir toutes les sommes h\ + h 2 avec hi e Hi et h 2 e H 2 . Done 
HcH'. 

2. Determinons le sous-groupe H = 4Z + 6Z . Ces elements sont de la forme 4a + 6b avec a, be Z. Comme 4 A 6 = 2, 
d’apres le theoreme de Bezout, il existe u,v eZ tels que 4 u + 6v — 2 done pou r tout keZ, 4 uk + buk ~ 2k et H 
contient tous les entiers pairs. Reciproquement, tout element de H est pair done | 4Z + 6Z - 2Z | . 

3. En suivant le meme raisonnement que precedemment, on pourrait montrer que aZ+bZ- [a/\b)Z done aZubZ c 
cZ si et seulement si c\ ar\b. 


Exercice 20.13 W 

Soient deux entiers non nuls ( n , m) e N* 2 . On suppose que \/m e <Q>. Montrez qu ’alors \fm e N* . 


Solution : Comme \fm e <Q>, il existe deux entiers ip, q) e EJ * 2 tels que f/Tn — pi q avec p A q = 1. Alors, p" = mq n . 
Mais puisque p et q sont premiers entre eux, on sait que p n et q" sont egalement premiers entre eux. Puisque p" lmq n 
avec p n A q n — 1, d’apres le theoreme de Gauss, il vient que p" divise m. Done il existe k e M* tel que m - kp n . Mais 


alors on a k- — 
q n 


et done q" - 1. Par consequent, m = p n et done \/m — p. 


Exercice 20.14 W 

Soient deux entiers non nuls [a, b ) e Z 22 . On note 8 = a/\b leurpbed et \i = av b leurppem. Montrez que 

{a+ b) /\p- 8 


Solution : On sait qu’il existe {a! ,b') e Z* 2 tels que a = 8a' , b = 8b' et a' /\b' = 1. On a de plus 8[i = ah done 

|i = 8a' b'. Par consequent, 

{a+ b) A |i = (8 [a! + b ')) A {8a! b') — 8 x ((«' + b') A a'b' 

Mais puisque a' et b' sont premiers entre eux, on a egalement a' A {a' + b')— 1 et h' a {a 1 + b') - 1 (il suffit d’ecrire une 
relation de Bezout. Done puisque a' /\b' — 1, a'b' A {a' + h') - 1. Finalement, {a+ b) A |a = 8. 
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Exercice 20.15 V 

Trouverles couples d’entiers (x, y) e N* 2 verihant 

llx-5y= 10 et x A y - 10 


Solution : Supposons que (x,y) soit un couple d’entier satisfaisant les hypotheses. Comme x A y = 10, on peut ecrire 
x = 10x' et y- 10 y' avec x' A y' - 1. Alors le couple d’entiers ( x', y') verihe 

llx'-5y' = 1 


Un couple de Bezout evident est (x',y') = (1,2). On trouve alors (voir F exercice 20.11) qu’il existe un entier ke Z tel 
que 

x' — 1 + 5k et y' - 2 + 11A; 


d’ou necessairement 


x — 10 + 50 Ic et y = 20 + lOOfc 

On verihe reciproquement que tout couple de cette forme convient. 


Exercice 20.16 S? 

Considerons deux entiers ( a,b ) e I * 2 premiers entre eux : a A h — I et un couple de Bezout {uq, vq) e Z 2 tel que 
auo + bv o = 1. Determiner F ensemble de tous les couples de Bezout [u, v) e Z 2 verihant au+bv — 1. 


Solution : Par soustraction on a a[u- uq ) - b [vq - v). Done b divise a[u- uq ) . Puisque [a, b sont premiers entre eux, 
d’apres le lemme de Gauss, b divise necessairement u - uq, done 3 1c e Z, u - uq — kb ou u - uq + Icb. En remplagant 
u - uq par leb, on obtient alors akb — b[v o - v), d’ou v — vq - ka. 

Reciproquement, les couples ( uq + kb, vq - ka), ke Z sont bien solutions. 

Exercice 20.17 O 

Soient deux entiers non nuls la, b) e I * 2 premiers entre eux. Montrez qu ’il existe deux entiers ( u, v ) e Z 2 tels que 


au+ bv = 1 et \u\ < \b\, |i>|=S[a| 


Solution : Le resultat est faux dans le cas (sans interet) oil a et b sont egaux a +1. Dans les autres cas : 

Quitte a changer a et/ou b en leurs opposes, on peut toujours supposer a et b positifs. 11 sufht pour cela de changer 
le/les signe/s de u ou v selon les cas. 

On ecrit une relation de Bezout auo + bv o = 1. Reste a avoir -b < u < b et - a < v < a en posant u = uq + kb et 
v - vq - ka (voir exercice precedent). On a bien au + bv - 1 . Pour avoir \u\ < b, il sufht de prendre -b < v < b soit 

Uq Uq 

-1 — —<A;<1 — — . On choisit k entier dans un intervalle ouvert de longueur 2. On a deux possibilites , sauf lorsque 
b b 

Uq Uq 

— est entier (pour h - + 1 ), auquel cas on peut (et on doit) choisir k - — — et done u - 0 et par suite bv — 1 entraine 
b b 

bien v — +1 et done |y| \a\ puisque dans ce cas on n ’a pas \a\ = 1. 

Uq 

Lorsque — n’estpas entier, on a done deux possibilites pour (u\, v\) et (u\ + b, v\ - b ) qui verihent u\ < b. 
b 

Comme au+ bv — 1, on a 0 sS au+ bv = 1 < ab. Done ab < -au bv < ab- au < ab+ ab. 

Done -a < v < 2a. Deux cas se presentent : Si -a <u< a, alors e’est gagne. Sinon e’est qu’on s’est trompe dans le 
choix de a\ et on considere cette fois v - a qui verihe 0 *£, v - a < a et e’est encore gagne. 


Exercice 20.18 W 

Soit un entier n e N*. Montrer qu’il existe ( a n , b n ) e Z 2 tels que (1 + \/2) n - a n + V2b n . Montrer ensuite que les 
entiers a n et b n sont premiers entre eux. 


Solution : Par le binome . 


a+V2) n =z\ Jv^ = E [ 2p \ 2P + ^ E 


11 sufht de poser 


- E "2* b H = E 


S) \2p 


p = 0 


p = 0 


2p+l 


I n \zP 
\2p+ lj 


2 P 


De la meme faqon, on montre 1 ’existence de ( c n , d n ) e Z 2 tels que (V2- 1 ) n = c n + \f~dn - En effectuant le produit, 
1 = (\/2- l)”(v / 2+ 1)" = a n c n +2b n d n + V2[b n c n + d n a n ) 
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Mais puisque dans le Q-espace vectoriel R, le systeme (1, \/2) est libre, il vient que b n c n + a n d n = 0 et done on obdent 
une relation de Bezout entre les enders a n et b n : 

Cn & n + 2 dyi hyi — 1 

ce qui montre que les enders a n et b n sont premiers entre eux. 

Exercice 20.19 W 

Le but de cet exercice est de determiner 1 ’ensemble E des triplets (x, y, z) eN* 3 veridant 1 ’equation de Pythagore : 

2 2 2 
x + y = z 

1. Montrer que pour tout couple (a, h) e M* 2 , le triplet ( a 2 - h 2 ,2ah, a 2 + b 2 ) appardent a 1’ ensemble E. Donner3 
elements distincts de 1’ ensemble E. 

2. On considere un triplet (x, y,z)e E veridant x A y- 1. 

a. Montrer qu ’alors xAz-letyAz-1. 

b. Montrer que les enders x et y lie sont pas de me me parite. 

c. On suppose par exemple que x est impair et que y est pair. Montrer qu’il existe deux enders non nuls 
[p, q) e LJ * 2 premiers entre eux tels que 

x = p-q, y-p + q, y 2 = 4pq 

Montrer que p et q sont des caires parfaits. 

3. En deduire 1 ’ensemble E. 


Solution : 

a. Par un calcul simple. 

b. Si x et y etaient pairs, 21 x A y, impossible. Si on suppose x impair, et y impair, alors x 2 + y 2 = 2 mod (4), ce qui 
est impossible car z 2 = 0 mod (4) (regarderla decomposition de z en facteurs premiers, et la puissance de 2). 

c. Posons p - [z+ x)/2 et q - (z- x)/2. Ce sont des enders car z et x sont impairs. Ils sont posidfs car z > x. Comme 
xaz - 1, d’apres Bezout, il existe (u, v) e I 2 tels que ux+vz- 1, mais alors (u+ v)p + [v - u) q = 1 ce qui montre 
que p A q - 1. Alors 4pq - z 2 - x 2 - y 2 . 

d. Comme p A q - 1, ils n ’ont pas de facteurs premiers en coimnun dans leur decomposition. Comme pq — y 2 est 
un carre, tous les exposants dans la decomposition de p et q sont pairs, ce qui montre que p et q sont des carres. 

3. Soit ( x,y,z ) e E. si x Ay 1, en posant 8 = x Ay, on a 8 2 (x' 2 + y' 2 ) = z 2 et done 8 2 1 z 2 , par consequent, il existe 
z' e N tel que z 2 - 8 2 z’ 2 (comme z 2 est un carre, z 2 18 2 en est encore un comme on le voit en examinant la 
decomposition en facteurs premiers). Alors x’ 2 + y' 2 = z! 2 avec x’ Ay' - 1. D’apres la question precedente, il 
existe (a, b) eld* 2 tels que (x, y, z) = 8 2 (a 2 - b 2 ,2 ah, a 2 + b 2 ). On a done montre (avec la premiere question) que 

E = {8 2 {a 2 -b 2 ,2ab,a 2 + b 2 ) ; [a,b)E N* 2 , 8el\l} 


Exercice 20.20 W 

On appelle nombres de Fermat, les enders de la forme 

F„ = 2 2 " + 1, n e N 

a. Montrer que pour tout ender xe N, Vender x 2P - 1 est divisible par x+ 1. 

b. Montrer que deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux. 


Solution : Soient deux enders n< m. Posons p-m-net ecrivons 

F m - 2 = 2 2 " 1 - 1 = 2 2 " +P - 1 = 2 2 " 2P - 1 = [2 2 ") 2 - 1 
Mais pour tout ender x. Vender x 2P - 1 est divisible par x + 1. Il existe done un ender ijeM tel que 

F m -2 = (2 2q + l)q 

c ’est a dire 

Fm ~ F n q — 2 

Il en resulte que F m A F„ est un diviseur de 2. Mais puisque les nombres de Fermat sont impairs, le seul diviseur possible 
est 1. 
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Exercice 20.21 W 

On considere la suite de Fibonacci definie par 

uq - 0, ui = 1. et V/z e N, u n+ 2 = u n+ 1 + u n 

a. Montrer que \/n 5= 1, u n+ iu n -\ - u 2 t — (-1)". 

b. Montrer que deux termes consecutifs de la suite de Fibonacci sont premiers entre eux. 

c. Montrer que Mn e N, Vp £ N*, 

Un+p — U n Up-i + U n +\llp 

et en deduire que 

ll n A Up — U n A Un+p 

d. Montrer que V [n, m) eM 2 , 

Un A U m — U n Am 

e. Montrer que pour tout entier n S 5, si u n est un nombre premier, alors n est un nombre premier. La reciproque 
est-elle vraie ? 


Solution : 

a. Par recurrence, en ecrivant 

Un+2 u„ - U 2 n+1 = [Un+l + Un)U n - U 2 n+l - U n +\(.U n - U n +\) + u\ = (-l) n+1 

b. L’identite precedente fournit une identite de Bezout entre u n et u n +\. 

c. Par recurrence sur p, en ecrivant u n + p + 1 = u n + \+ p et en remarquant que 

Un+p+l — Un+lUp—i + U n + 2 llp 

— U n + 1 Up- 1 + [u n + 1 + Un) Up 
— Un+liUp—i + Up) + U n U p 
— Ufi+lUp+i + U n Up 

d. De la relation precedente, tout entier qui divise u n et u p divise u n+p et tout entier qui divise u n et u n+p divise le 
produit u n + 1 tip, mais comme il est premier avec u n +\, il divise u p . Done 

ll n A Up — U n A U n +p 

e. Appliquer le resultat precedent en faisant tourner 1 ’ algorithme d ’Euclide. 

f. Soit n un entier superieur a 5, tel que u n soit premier. Si n n’etait pas premier, on aurait un diviseur propre d ^ 3. 
Mais alors u n serait divisible par u,j avec 2 ^ u ( [ < u n , ce qui est impossible. La reciproque est fausse avec n — 19, 
et Fig = 5181 = 37 x 113. 


20.4.3 Nombres premiers 

Exercice 20.22 

Soit p un nombre premier. 

1. Montrer que Vfc£ [l,p- l] , p\ 

2. En deduire le petit theoreme de Fermat : 

\/neZ, p\n p - n. 



Solution 


1. Soit k £ [l, p - l] . On sait que I. Mais p \ A k p - p [p - l) . . . [p - n + l) done comme p est premier p \ k\ 


ou p | | . Si p | lc\ alors p divise un des entiers 1,2 ,...,k< p ce qui n ’est pas possible et prouve la propriete. 
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2. On effectue un raisonnement par recurrence. Si n - 0 alors la propriete est verifiee. Soit n eN. On la suppose 
vraie au rang n : p\n p - n et on montre que p \ (n + l) p - (n +1). On utilise la formule du binome : 

(?i+i) p -(?i+i) = y, 1) = nP ~ n + £ 

Comme p\ n p -net que p | pour Ice [l, p— l] , on sait que p\ {n+ l) p -(«+ 1) etle petit theoreme de Fermat 

est prouvee par recurrence pour n S 0. Si n <0 et si p — 2 alors n 2 - n- n ( n- 1 ) est clairement divisible par 2. 
Si p > 2, comme p est premier il est impair et en notant m — -n, on a n p - n - -m 1 ' + m = - {m p - m) qui est 
divisible par p. 


Exercice 20.23 V 

Soit neN. Montrer que 


2" - 1 premier 


n premier 


Solution : Soit p et q deux entiers naturels. On a 2 pq -1- [2 p ) q - = (2 p - 1) (2 p( ' ?_1) + 2 p( ' ?_2) + . . . + 2 P + l) . Si on 

prend p et q plus grands que 1, alors 2 P - 1 3= 3 et la somme 2 ptp_1) + 2 p(l?_2) + . . . + 2 P + 1 comporte q termes tous plus 
grands que 1. Done 2 pq - 1 est compose. En resume, si pq est compose, alors 2 pc/ - 1 est compose. Par contraposee, si 
2 n - 1 est premier, alors n est premier. 


Exercice 20.24 V 

Montrer que le nombre n A - n 2 + 16 a vec neZ est compose. 


Solution : On factorise : n 4 - n 2 +16= [n 2 + 4) 2 - 9 n 2 - [n 2 - ?>n + 4) [n 2 + 3« + 4) . Les deux trinomes x 2 - 3x + 4 et 
x 2 + 3x + 4 tie s ’annulent pas sur R et done pas sur Z. On verifie qu ’il en est de meme des trinomes x 2 - 3x + 4±1 et 
x 2 + 3x + 4 ± 1 . Le nombre n 4 - n 2 + 16 est done bien compose. 


Exercice 20.25 00 

1. Prouver que pour tout x eC et p eN, 

x p + 1 = (x+ 1) (l - x+ x 2 + ... + x p_1 ) 

2. Soit aeN et neN tels que a n + 1 est premier. 

(a) Montrer qu ’il existe keN tel que n — 2 k . 

(b) Que penser de 1 ’affirmation :VneN, 2 2 " + 1 est premier ? 


Solution : 

1 . On developpe la seconde partie de 1 ’egalite et on simplifie par telescopage. 

2. (a) On va effectuer un raisonnement par contraposee. On suppose que n n ’est de la forme n — 2 k pour aucun 

k e N. Alors n est de la forme pq a vec p > 2 premier et qeN. On ecrit alors 

a n + 1 = a pq + 1 = + 1 = [a q + l) (l - a q + [a p f -...+ K) p_1 ) 

et on remarque que les deux facteurs de ce produit sont strictement plus grand que 1. Done a n + 1 n’ est pas 
premier. 

(b) Avec un logiciel de calcul formel, on montre que 2 2 ’ + 1 = 641 x 6700417. 


Exercice 20.26 W 

A la suite d’un hold-up, on interroge quatre temoins qui on t vu les malfaiteurs s’enfuir en voiture : Antonin dit que le 
numero d’immatriculadon comporte quatre chiffres. Bebert, que les deux premiers chiffres sont identiques. Corentin 
que les deux derniers chiffres sont identiques. Dudule le matheux a remarque que le nombre en question est un car re 
parfait. Quel est ce numero d’immatriculation ? 
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Solution : Le numero d’immatriculadon s’ecrit N = aabb — 11 x 100a + 11/;= 11 (100a + b ). Done 11 | N. Comme N 
est un cane parfait, l’exposant de 11 dans la decomposition de N on facteurs premiers est pair. Done ll 2 = 121 divise 
N : soit N = 121 A;. Comme N est un carre parfait, k l’est aussi ( regarde r sa decomposition en facteurs premiers). Done 
N = 121M 2 avec M e N. Les essais pour M variant de 1 a 9 montrent que seul ,V1 = 8 convient, et alors N = 7744 = 88 2 . 
Remarque : On pourrait aller plus vite en remarquant qu'un nombre dont les deux derniers chiffres sont impairs n’est 
jamais un carre parfait. Mais e’est un autre exercice... 


Exercice 20.27 QQQ 

Au cours d’un congres de mathematiques, des mathematiciens (en nombre n) sont loges dans les n chambres d’un 
hotel. Ils decident (dans des circonstances qui restent a determiner), de s’attribuer le numero de leur chambre. Avant 
que la horde ne se mette a envahirl’ hotel toutes leurs chambres sont fermees. Le mathematicien numero k doit changer 
l’etat (ouvert/ferme) des chambres qui portent un numero multiple du sien. 

1. Quel est le nombre de portes qui seront ouvertes apres le passage des mathematiciens ? 

n I H I 

2. Demontrer que ^ — - [\fin\ est un entier pair. [x\ designe la partie entiere de x. 

k= i LfcJ 


Solution : . Flagons nous du point de vue d’une porte. Elle sera ouverte apres le passage des mathematiciens si son 

etat (ouvert/ferme) a ete modifie par un nombre impair de mathematiciens (et fermee sinon). Autrement dit elle sera 
ouverte in fine si son numero m admet un nombre impair de diviseurs (positifs). On decompose m en facteurs premiers : 
m - II p Vl ’ <m> ■ Les diviseurs d de m s’ecrivent done d = ]~[ p v ' ,<rl] avec VpeP, v p (d) s= v p (/;;). Pour chaque choix 

peP pEP 

de nombre premier p divisant m on a v p (m) + 1 puissances de p qui divisent m, a savoir 1 , p, p 2 , p v i’ (ini il y a done 
un total de ]~[ (v p (m) + 1) diviseurs de m. Maintenant un produit de facteurs est impair si et seulement si chacun des 

pEP 

facteurs est impairs, done dans notre cas on doit avoir tous les v p (m) + 1 impairs e’est-a-dire tous les x p (m) pairs ce 
qui signifie que m est un carre parfait. 

Une autre fagon de voir : Si d est un diviseur de m alors '-j est aussi un diviseur de m. On peut ainsi regrouper les 
diviseurs de m deux par deux, sauf si, par extraordinaire, m et sont egaux, e’est a dire lorsque m-d 2 done lorsque 
m est un carre parfait. 

Notre probleme devient done : Combien y a-t-il de carres parfaits entre 1 et n ? II y en a Lv/nJ . 


2. Flagons nous du point de vue du mathematicien numero k. II change l’etat (ouvert/ferme) des portes k,2k,.... De 

I 72 I n I 72 I 

combien de portes change-t-il l’etat ? En n combien de fois k? II va \ — \.Ilya done eu au total ^ — changement 

L/c-l k= jLfcJ 

d’etat. Si on enleve les Y\fn\ portes exceptionnelles, toutes les portes ont change un nombre pair de fois. C’est bien dire 

n I 72 I 

que ^ — — [\/n] est un entier pair. 

1 . — 1 L £ J 


20.4.4 Divers 

Exercice 20.28 W 

On considere un polyndme P(X) = aX 2 + bX + c e Z [X] . Montrer que s’il admet une racine rationnelle, alors au moins 
un des coefficients est pair. 


p 

Solution : Soit — une racine rationnelle oil on a pris p et q premiers entre eux En particulier p et q ne peuvent pas etre 
0 

tous les deux pairs. On a alors ap 2 + bqr + cq 2 - 0 en chassant les denominateurs. 

• Si p est pair, alors ap 2 + bqr est pair, q et q 2 sont impairs. Comme cq 2 est pair, necessairement, c est pair. 

• Si q est pair, alors, de fagon symetrique, a est pair. 

• Si p et q sont impairs, alors si on suppose de plus que les trois coefficients a,b etc sont impairs, alors ap 2 + bqr + cq 2 
serait la somme de trois nombres impairs et done serait impair. Contradiction (zero serait impair). 
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Chapitre 


21 


Polynomes 


. . .polynomials are notoriously untrustworthy when extrapolated. 

WG Cochran, GM Cox Experimental designs. 


Dans tout ce chapitre : 

• IK designe un corps (08 ou C). 

• IK n ou S? (IK) represente l’ensemble des suites a coefficients dans K. 

• m, n, p, q, r e N sont des entiers. 


Pour bien aborder ce chapitre 

Les polynomes remontent a la plus haute antiquite. Le premier usage du mot semble remonter a Frangois Viete (1540- 
1603). Cependant les babyloniens savaient resoudre les equations du second degre. Plus generalement, la resolution des 
equations polynomiales a ete un moteur de F etude des polynomes. Nous avons deja evoque Tartaglia et Cardano eprou- 
vant le besoin d’introduire les nombres complexes pour resoudre les equations du troisieme et quatrieme degre, ainsi que 
Galois aux prises avec les equations du cinquieme degre. Par ailleurs, le mot polynome lui-meme semble d’une origine 
discutable. 

Pour autant, qu’est-ce qu’un polynome ? Prenons un exemple. Soit 

/ :R — > R 

x ' — » f(x) = 3x 4 - 2x 2 + x+ 1 

On peut resumer toute l’information contenue dans fix) a l’aide de la liste de ses coefficients : 

1 ; 1 ; -2 ; 0 et 3. Un autre polynome g(x ) = x 2 - x— 2 se verra attribuer -2 ; -1 et 2 comme liste des coefficients. On voit 
par la que la liste est a longueur variable ce qui n’est pas confortable. 

Pour que tous les polynomes soient loges a la meme enseigne, on considere une suite (done infinie) de coefficients pour 
chaque polynome en rajoutant des zeros. Autrement dit, un polynome est assimile a une suite de coefficients tous nuls 
sauf (peut-etre) un nombre fini d’entre eux. 

C’est cette definition purement algebrique qui va etre suivie dans ce chapitre. Faudra-t-il pour autant oublier nos bonnes 
vieilles fonctions polynomiales ? Certes non ! D’abord elles sont a la base de cette nouvelle definition et elles permettent 
d’etablir, via le TVI, que tout polynome reel de degre impair admet au moins une racine. 

Ce chapitre a beaucoup de points communs avec le precedent. Cependant il faudra une fois de plus attendre les espaces 
vectoriels pour bien comprendre les tenants et les aboutissants de celui-ci. 


21.1 Polynomes a une indeterminee 

21.1.1 Definitions 


Definition 21.1 Z> Polynomes 

On appelle polynome a coefficients dans IK une suite ia n ) d’elements de IK nulle a partir d’un certain rang : 
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0 a n ) - («o, «i, — , «fc, 0, — ) 

On note IK [X] l’ensemble des polynomes a coefficients dans K. 


Definition 21.2 O’ Operations sur K [X] 

On definit les operations suivantes sur les polynomes : Soient les polynomes P = (ao,ai,...,a n ,0 , ...) eK[X], Q = 
{b 0 ,bi,..., b n , 0, ...) G IK [X] et le scalaire A e IK : 


P + Q = (a 0 + bo,ai + bi,...,a n + b n ,0,...) 
X- P = (A - ao,X- a\, ..., X ■ a n , 0, .. .) 


PxQ = (cq, Ci,. . ., c U y ■) ou : Vfc e N, 


+oo 

c k ~ ^ Clkbn-k 
k = 0 


Remarque 21.1 

- A partir d’un certain rang (exercice !), la suite (Cfc) est nulle. La multiplication est done bien definie dans IK [X]. 

- L’ addition et la multiplication par un scalaire precedemment definies coincident avec 1’ addition et la multiplication 
definie sur Fespace des suites a coefficients dans K : IK N . Ce n’est par contre pas le cas de la multiplication entre 
polynomes, qui ne coincide pas avec celle definie entre les suites. 

- Pour une suite de nombres {a^) qui sont tous nuls sauf un nombre fini, le nombre 

+oo 

Y a k 

k = 0 


est la somme de tous les nombres non nuls de cette suite. 


Proposition 21.1 
Structure de IK [X] 

- (IK [X] , + , •) est un sous-espace vectoriel du IK-espace vectoriel K N . Le vecteur nul est le polynome (0, . . .) 

- (IK [X] , + , x) est un anneau commutatif unitaire. L’ element neutre de la loi x est le polynome (1,0,...). 


Remarque 21.2 

- Attention, en raison de la remarque precedente, (IK, +, x) n’est pas un sous-anneau de (K n , +, x], 

- Comme (IK [X] ,+, x) est un anneau commutatif, la formule du binome est vraie dans IK [X]. 

Notations definitives : 

On note : 

• 1 le polynome (1,0,...). 

• X le polynome (0, 1,0,...). 

En multipliant le polynome X par lui-meme, on obtient pour X", le polynome : 

(0, ...,0, ... ,1, 0,...) 

I 

place d’indice n 

Avec ces notations, si P e IK [X] est donne par P = ( ao , a n , 0, . . .), on a : 

P = ao (1,0,...) + ai (0,1,...) + ... + a„ (0,..., 0,1,0,...) 

— cifl • 1 + a\ * X + . . . + ciji * X" 

— ClQ + fl^X + . . . + 

Demonstration Du fait que la multiplication des polynomes est abstraite, il est necessaire d’effectuer un certain nombre de 
verifications qui n 'auraient pas lieu d’etre avec des fonctions polynomiales. La plupart de ces verifications sont immediates. 

La multiplication est commutative : Soit P = ao + . . . + a p X p eIK|X] et Q = bo + . . . + bpXl e IK [X] , on a : PQ = cq + . . . + Cp+qXP + 1 
avec, pour k = 0, ... ,p + q, c^ = X«L 0 a^b n _^ = + a \bk-i + ... + + apbq. En effectuant la somme de droite a gauche, 

e’est-a-dire en effectuant le changement d' indice p = k-£, cj- = aj c bo + a^_ib\ + ... + a\b] c _i + flof’fc ce <3 UJ est l e coefficient 
d’indice k du polynome QP. Done PQ = QP. 
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Associativite : Soit P = ^ a z X z , Q = ^ bjX 'j , R = ^ b^x} 1 • On a PQ = ^ avec C£=J^ ai b%_i . On a alors (PQ)R = ^ / m X” 


fm — ^ df: Cm — £ 

£=0 

m I £ \ 

— X- a £-j bj c m-£ 
avec ^ =0 '^ =0 ' 

m £ 

= E E a t-jbj c m-(. 
t=oj=o 
m m 

— E^ El a P-jbj c m-C 
j=oe=j 

On effectue un changement d’indice p = (- j c’est-a-dire (.= p + j. 




m m—j 

fm = El El a pbj c m-p-j 

j= 0 p= 0 
m m-p 

E_ E_ a pbjC m -p-j 

p= 0 j= 0 
m m-p 

~ E a P E b j c m—p—j 
P= 0 ;'=o 

m 

— El a pSm-p 

p= 0 

n 

ou g n = ^ bqC n -q designe le n-ieme coefficient de QR. Autrement dit f m est aussi le m-ieme coefficient de P(QR). 
q= 0 

Le principal interet de 1 ’algebre lineaire (qui ne va plus tarder maintenant) est d’eviter ce genre de demonstration particulierement 
indigeste. Void comment nous pourrons rediger une demonstration tres bientot. 

Soit Q et R deux polyndmes. On cherche a demontrer que ^ ^ (P(^)R P(QR) es t 1 ’application nulle. O/'Oqr 

est une application lineaire. Pour demontrer que son image est reduite a u vecteur nul, il suffit de demontrer que toutes les images 
d’une famille generatrice sont nulles. Par exemple que V ne M,®q,r(X”) = (X n Q)R-X”(QR) = 0. 

'Pn.R : K [X] — K [X] 

Q —► (X"Q)R-X"(QR) 

nulle. Or v P n ,R esf une application lineaire. Pour demontrer que son image est reduite au vecteur nul, il suffit de demontrer que 
toutes les images d’une famille generatrice sont nulles. Par exemple que V m e N, 'T , „ r (X m ) = (X n X m )R - X” (X m R) = 0. 

&n,m :K[X] K[X] 

Q 

nulle. Or & n ,m est une application lineaire. Pour demontrer que son image est reduite au vecteur nul, il suffit de demontrer que 
toutes les images d'une famille generatrice sont nulles. Par exemple que M p e N,'P„ r(XP) = (X”X m )XP -X”(X m XP) = O. Or cette 
derniere egalite est verffiee immediatement. Ce qui etablit le resultat. 


Pour cela, soit n e N et R e K [X] On cherche done a demontrer que 


Pour cela, soit n e N et m e N On cherche done a demontrer que 


est V application 


est P application 


21.1.2 Degre d’un polynome 


Definition 21.3 O Degre d’un polynome, terme dominant 

Soit un polynome P = do + . . . + a p XP e K [X] avec a p 0. 

• On appelle degre de P et on note deg(P) Pentier p. 

• Par convention, le degre du polynome nul est -oo. 

• On appelle terme dominant de P le monome a p X p . 


Definition 21.4 Polynome normalise 

On appelle polynome normalise un polynome dont le terme dominant est egal a 1. 


Theoreme 21.2 O Degre d’un produit, degre d’une somme 
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Soient P, Q £ IK [X], on a : 

l deg (P + Q) max (deg (P) , deg (Q)) 


2 deg (P x Q) = deg (P) + deg (Q) 


Demonstration 


1 


Si P = Q = 0 alors degP = degQ = -oo ef deg (P + Q) = -oo ef la formule est prouvee dans ce cas. 

Si P on Q est non nul alors, supposant, quitte a interchanger P et Q, que P / 0, on a : P = 

Q = £jL 0 £ , jtX i: ou n = max(degP,degQ) ef oil les flj- pour k e [l,n] ne sont pas tous nuls (en l’occurence, 
les bfc peuvent etre tous nuls). On a done ; P + Q = £? (afc + Si a n + b n 0 alors deg(P + Q) = 

max (degP, degQ) et sinon deg(P + Q) S max (deg (P) , deg (Q)) 


St P = 0 ou Q = 0 alors PQ = 0 et deg(PQ) = -oo = degP + degQ d'apres les lois d’ addition dans M. 

Sinon, on suppose que : P = L^_ 0 «fcX^, Q = oil a n ^ 0 et ou b m jt 0. Par consequent, n = degP 

et m = degQ. Quitte a echanger le role de P et de Q, on peut supposer que n S m. Soit l e N. Notons ci le 
coefficient d’indice l dans PQ. D’apres la definition du produit de deux polynomes 21.2 et utilisant la remarque 
suivant cette definition, on a : 


ci 


E[. = o a kb,-k si l<m + n 
0 si l> m + n 


Necessairement, deg(PQ) ^ m+n . Mais le coefficient d' indice m + n dans PQ est a n b m / 0 done deg(P x Q) = 
deg(P) + deg(Q). 


| Remarque 21.3 Si deg(P) ^ deg(Q) alors deg(P + Q) = max (deg (P) , deg (Q)). 


Proposition 21.3 

Integrite de l’anneau des polynomes IK [X] 

Soient P,QeK[X], 

I P x Q — 0 =» P = 0 ou Q = 0 


Demonstration Si P x Q = 0 alors deg(P x Q) = -oo = degP + degQ ce qui n' est possible que si degP = -oo ou degQ = -oo et 
done que si P = 0 ou Q = 0. 


Proposition 21.4 

Elements inversibles de l’anneau IK [X] 

Les seuls elements inversibles de l’anneau IK [X] sont les polynomes de degre 0, e’est a dire les polynomes constants non 
nuls. 

Autrement dit, si P, Q e IK [X] et si P x Q = 1 alors il existe a e IK* tel que P = a et Q = a -1 . 

Demonstration Soit P e IK [X] un polynome inversible. II existe alors un polyndme Q e IK [X] tel que : PxQ = 1. On a done : degP + 
degQ = 0. Cette egalite n ’est possible que si degP = degQ = 0 et done que si P est un polyndme constant non nul. Reciproquement, 
si P est un polyndme constant non nul alors il est clair que P est inversible. 


21.1.3 Valuation d’un polynome 


Definition 21.5 V Valuation d’un polynome 

Soit un polynome P = cto + . . . + a p X p e IK [X] non nul. On appelle valuation de P le plus petit entier k tel que a p ^ 0. On 
le note vaZ(P). 

Par definition, la valuation du polynome nul est val{ 0) = +oo 


Theoreme 21.5 O Valuation d’un produit, valuation d’une somme 

Soient P, Q e IK [X], on a : 

2 I val (P x Q) = val (P) + val (Q) I 
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21.1.4 Composition de polynomes 


/ 

Definition 21.6 O Composition de deux polynomes 

Soient deux polynomes P, Q £ IK [X] . On suppose que P = ao + a \ X + . . . + a n X". On definit le polynome compose de Q 
par P, note P o Q, par : 

P°Q= £akQ k 

k= 0 


Proposition 21.6 

Soient deux polynomes non nuls P, Q £ IK [X] . Alors : 


deg (P o Q) = deg (P) x deg (Q) 


Demonstration Supposons que P = oq + tqX + . . . + a n X n . Comme P ^ 0 . on a a n X 0 . Alors P o Q = E^_ 0 <^kQ k et deg (P ° Q) = 
degQ” = ndegQ = degP x degQ car Q ^ 0 . 

21.1.5 Division euclidienne 


Definition 21.7 O Divisibility 

Soient deux polynomes A, B £ K [X] . On dit que A divise B si et seulement si il existe Q £ IK [X] tel que B = QA. On le 
note A|B . 


Exemple 21.1 

- (X- 1) divise X 2 - 2X+ 1. En effet : X 2 - 2X+ 1 = (X- l) 2 

- (X- 1) divise X 2 - -1. En effet : X 2 - 1 = (X- 1) (X+ 1). 

- (1 — X) divise 1-X” +1 . En effet : 1-X' i+1 = (l +X + X 2 + ... +X”) (1 -X). 


Proposition 21.7 

Polynomes associes Soient A, B £ IK [X] deux polynomes non nuls. On a equivalence entre : 

1 A|B et B|A. 

2 3A £ K* : B = AA 

Deux tels polynomes sont dits associes. 


Demonstration 

E Supposons que A|B et B|A. Alors il existe des polynomes Qi,Q2 £ IK [X] tels que : A = QjB ef B = Q2A. On a alors : A = 
(Q1Q2) A ou encore : A (1 - Q1Q2) = 0 . Par integrite de IK [X] 21 . 3 , comme A 5^ 0 , ceci n’est possible que si 1 - Q1Q2 = 0 c’est a 
dire si : Q1Q2 = 1 . Par consequent, Qi et Q2 sont des polynomes inversibles inverses l’un de V autre. Appliquant la proposition 
21 . 4 , il existe a e IK* tel que Qi = a ef Q2 = a -1 . On a alors B = aA. A et B snt done bien associes. 

E La reciproque est triviale. 


Theoreme 21.8 O Division euclidienne 


Soient A, B £ K [X] deux polynomes. On suppose que B ^ 0. Alors il | existe | un 
de IK [X] verifiant : 


unique 


couple (Q, R) de polynomes 


1 A=BQ+R 
\ deg(R) < deg(B) 


Demonst ration 

| Unicite \ Soient (Qi,Rt) e (IK [X]) 2 ef (Q 2 ,R2) e (IK [X]) 2 tels que : 


|A-BQi+Ri ^ JA-BQ2+R2 

|deg(Ri) < deg(B) }deg(R 2 ) < deg(B) 

alors ; B (Qi - Q2) = Ri -R2 et done, si Qi -Q2 5^ 0 : deg(B (Qi - Q2)) - deg(Ri -R2) < degB et parailleurs : deg(B (Qi - Q2)) = 
degB + deg(Qi -Q2) & degB ce qui constitue une contradiction. Si Qi = Q2 alors Rj -R2 = 0 etRi = R2. 


Ill 















| Existence \ La demonstrations se fait par recurrence sur n = degA. Fixons pour toute la suite B = bo + fcjX+ ... + b m X m a vec 
b m 0 ef pour tout n e N, notons P n la propriete : 


P (i : pour tout A e IK [X] de degre n, il existe (Q,R) e (IK [X]) 2 tels que 


1 A= BQ + R 

2 deg(R) < deg(B) 


| 1 ere etape j Pq, Pi , Pm-1 sont vraies. Si A est un polyndme de degre n e [1, m - 1] , il suffit de prendre Q = 0 et R = A. On 
a bien : A = BQ + R et degR = degA = n< m. 

| 2eme etape | Soit n S m. 

| 3eme etape | Supposons que la propriete P n est vraie. C’est notre hypothese de recurrence et montrons que P ;! +i est vraie. 
SoitA = aq + fliX+ ... + a n+ \X n+l un polyndme de degre n + 1. Posous Ai = A- a !‘ +l X n ~ m B. A\ est un polyndme de degre 


n. On lui applique alors l'hypothese de recurrence : il existe (Qj.Rj) e (IK[X]) 2 tels que \ 
Q = Ql + 2ji±Lx n ~ m et R = R : . On a : 


1 Ai = BQi + Rj 

2 deg(Ri) < deg(B) 


QB + R = Qi + — X" - " 1 B + Ri = BQi + R + -^-X" - "' B = A x + ^-X" _m B = A 


4eme etape Le theoreme est alors prouve par application du theoreme de recurrence. 


Exemple 21.2 


X 2 + X + 1 

-(X 3 + X 2 ) 

-X 2- + X 

-(-X 2 - X) 

W + 1 

-(2X + 2) 

T 


X+l 
X--X + 2 


I On a done : X 3 +X+ 1 = (X+ 1) (X 2 -X + 2) - 1 et deg(-l) = 0 < deg(X+ 1) = 1. 

21.1.6 Division selon les puissances croissantes 

La division des polynomes suivant les puissances croissantes est hors programme. 


Theoreme 21.9 Division selon les puissances croissantes 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. On suppose que le terme constant de B n’est pas nul et on note p 
un entier superieur ou egal au degre de B. Il existe un unique couple de polynomes (Q,R) tels que A= BQ + X P+1 R et 
degQ ^ p. 


I Exemple 21. 3 A = 1 + 3X + 2X 2 - 7X 3 , B = 1 + X - 2X 2 p — 3. La presentation est celle de la division des nombres 
decimaux lorsqu’on veut un quotient a Le role de X etant joue par 10” 1 . 


1 +X -2X 2 
1 +2X +2X 2 — 5X 3 


Ce qui s’ecrit : 


1 +3X +2X 2 -7X 3 

+2X +4X 2 -7X 3 

+2X 2 -3X 3 

-5X 3 +4X 4 

+9X 4 -10X 5 


1 + 3X+ 2X 2 - 7X 3 = (1 +X- 2X 2 ) (1 + 2X+ 2X 2 - 5X 3 ) +X 4 (9- 10X) . 


Interpretation en termes de developpements limites en zero : 


1 + 3x + 2x - Ire 
1 + x - 2jc 2 

Demonstration 


- 1 + 2x + 2x 2 - 5x 3 + o(x 3 ). 


Unicite. On suppose l’existence de deux couples (Qi>Ri),(Q2»R2) resultat de la division selon les puissances croissantes de 
A par B a 1 ’ordre p, on v a montrer qu ’ils sont egaux. On dispose des egalites : 

A= BQi +X p+1 Ri, A=BQ 2 +X^ +1 R 2 done (1) B(Q X -Q 2 ) =X P+1 (R 2 -R^. 
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On regarde les valuations des deux membres. Par hypothese val B = 0. Done val B(Qi -Q 2 ) = val B+val (Qi -Q 2 ) = val (Qi - 
Q 2 ). D’ autre part val Xl ,+1 (R 2 — Ri ) & p + 1. Conclusion : Qj -Q 2 est un polyndme dontla valuation est superieure au degre. 
e’est done le polyndme nul. Done Qi = Q 2 ef par suite Ri = R 2 . 

• Existence. Comme dans 1 ’exemple, on va poser notre division, supposer qu ’on a reussi a 1 ’ordre p et passer a 1 ’ordre p + 1 . 


A — tiQ + • • • + ciji—iX* 1 1 + cijilC 1 et 
On raisonne done par recurrence sur p. Si p = 0 : 


bo -1 \-b n -iX n l + b n X n avec foo^O 


A= — B+X.Rq avec R 0 = ( ai - + L 2 - 


bo 


bo I 


bo I 


Xh — + \a n — 


ao br 
bo 


Qo = — et on a bien degQo *5 p. 
bo 


On suppose maintenant le resultat vrai pour V ordre p et montrons le a P ordre p+ 1. L'hypothese de recurrence montre 
l’existence d’un couple (Qp.Rp) tel que : 

A= QpB+X^ +1 Rp avec degQp ^ p. 

On applique la division selon les puissances croissantes a 1 ’ordre 0 pour R p et B ; 

3 A p g IK, 3 Rp + i g IK [X] Rp = ApB + XRp+j 
En remplagant la valeur de Rp dans l’egalite au-dessus on obtient : 

A= QpB + X^ +1 (ApB + XRp + i) et si Qp+i = Qp + A p X p+1 alors A= Q p+ iB + X p+2 R p+ i avec degQ p+ i<Sp + l 
Ce qu’il fallait verifier. 


21.2 Fonctions polynomiales 

On cherche a demontrer que tout polynome qui admet une infinite de racines est le polynome nul. On peut le demontrer 
par recurrence grace au theoreme de Rolle dans le cas oil K - Vi ou Q. Dans le cas de C, il n’y a plus de theoreme de 
Rolle... 


21.2.1 Fonctions polynomiales 

Definition 21.8 V Fonctions polynomiales 

Soit P = ao + fl| X + . . . + fl„X" e K [X] un polynome. On appelle fonction polynomiale associee a P la fonction donnee 
par : 

p.I K — K 

( x > — * ao + a\x+ ... + a n x n 

Nous noterons & le sous-espace vectoriel de ■'¥ (IK, IK) des fonctions polynomiales. 

| Remarque 21.4 2? est a la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de & (IK, IK) 


Proposition 21.10 

L’ application 

n ( K[X] — & (IK, IK) 

0: | P — P 

est un morphisme de IK-espaces vectoriels et d’anneau. En particulier, si P, Q e IK [X] et si A, p e IK, on a : 

AE+~pQ = AP+pQ 
p!Tq = PxQ 
p7q = PoQ 

De plus Ime^edKIXD^^. 


Demonstration Laissee en exercice. 


21.2.2 Racines d’un polynome 
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Definition 21.9 Racine d’un polynome 

Soit P e K [X] un polynome. Soit a £ IK. On dit que a est une racine de P si et seulement si P (a) = 0. 


Theoreme 21.11 O 

Soient P e K [X] un polynome et a £ K un scalaire. On a equivalence entre : 

1 a est une racine de P. 

2 On peut factoriser P par X- a, c’est a dire : (X- a) |P. 


Demonstration 

i 1 ~ ■) f P = (X - a) Q + R 

=> Soit a une racine de P . Alors P fa) = 0. Par division euclidienne, il existe (O.R) e (K 1X1) tels que : { 

1 | deg (R) < deg (X - a) = I 

On a alors deux possibilites, soit degR = 0, soit degR = -oo, c’est a dire R = 0. Montrons que la premiere n’est pas possible : 
si on avail degR = 0 alors il existerait yeK* tel que R = y ef on aurait : A = (X - a) Q + y, mais alors ; P = (X - a) Q + y et 
0 = P (a) = R (a) = y / 0 ce qui est une contradiction. On a done bien R=0etP = (X-a)Q. 

E Supposons que (X- a) |P. Alors il existe Q e K [X] tel que P = (X- a) Q. Par consequent : P = (X-a) Q et P (a) = 0 ce qui 
prouve que a est une racine de P. 


COROLLAIRE 21.12 

Si sont p racines distinctes d’un polynome P £ K [X] alors le polynome 



P 

(X-ay)...(X-ap) = n (X-a*) 
k= 1 



divise P. 





Demonstration La demonstration se fait par recurrence sur le nombre p de racines distinctes de P considerees. 

1 La propriete vient d’etre prouvee au rang 1 dans le theoreme precedent. 

2 Soitp>l. 

3 On suppose que la propriete est vraie au rang p - 1 et prouvons-la au rang p. Soient ay , . . . , a p p racines de P. Par application 
de l'hypothese de recurrence, il existe B e K [X] tel que : P = (X- ay) ... (X-ay,_y) B. Comme a p est une racine de P, on a : 

0 = P (a) = (ay, - ay) ... (a p - a p _y) B (a) . 

Comme : Mi e [l,p-l], a,- / a p , le nombre (a p -ay) ... (a p - a p _y) est non nul et done necessairement B(a) = 0. 

e’est-a-dire ay, est une racine de B. Appliquant le theoreme precedent, il existe C e K [X] tel que : B = (X- a p ) C et done 
P = (X- ay) ... (X- ay,) C. On a alors prouve que (X-ay) ... (X- ay,) divise P. 

4 Le theoreme est alors prouve par application du principe de recurrence. 


Theoreme 21.13 O Un polynome non nul de degre st n admet au plus n racines 

Soit P £ K [X] un polynome non nul de degre sS n. Si P admet au moins n + 1 racines distinctes alors P est nul. 


Demonstration Supposons qu'il existe ay a )i+ y n+ 1 racines distinctes du polynome P non nul de degre S n. Appli- 

quant le theoreme precedent, le polynome de degre n+ 1 : (X-ay)... (X-a„ + y) divise P. Il existe done B e K [X] tel que : 
P = B (X-ay) ... (X- a n+ y). On a alors n = degP = degB + n + 1. Comme degP S 0, cette egalite n'est pas possible et done notre 
hypothese de depart est absurde. 

On en deduit : 


Theoreme 21.14 O 

Tout polynome qui admet une infinite de racines est le polynome nul. 


Theoreme 21.15 O Identification polynomes et fonctions polynomiales 

L’ application 

_ ( K[X] — J?(K,K) 

0: 1 P ~ P 

qui envoie un polynome sur sa fonction polynomiale associee est injective. 
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Demonstration Soit P ef Q deux polynomes verifiant 0(P) = 9(Q) soit P-Q = O.P-Q possede done une infinite de racines (tous 
les elements de IK ), ce qui n ’ est possible, d’apres la proposition precedente, que si P - Q = 0. 

Ce theoreme permet de confondre polynomes et applications polynomials. Attention, ceci est vrai a condition que IK 
contienne une infinite d’ elements, ce qui est bien notre cas car K = R ou C. 


On convient desormais de confondre les notations P et P. 


21.2.3 Schema de Horner 

C’est une t'acon de calculer les valeurs d’un polynome en minimisant le nombre d’operations, en particulier les multi- 
plications. Soit P = «o + a{X + «2X 2 + fl3X 3 + . . . + a n - 2X" -2 + a n - iX” _1 + a n X n - On aP = flo + X(ai + X(«2 + X(«3 + . . . + 
X{a n - 2 +X[a n - 1 + a n X)) . . .))) Done pour calculer P(a) on initialise avec a n ensuite on effectue une boucle : multiplier par 
a puis ajouter le coefficient a^. Cet algorithme utilise n additions et n multiplications pour un polynome de degre n. 

On peut aussi obtenir le quotient de la division euclidienne de P par X - a : P = (X - a) Q + P(a) avec Q = bo + b\X + . . . + 
b„_iX” _1 . En effet, on a 


P(X) - P (a) = (X - a) {b n - iX”" 1 + ... + b 1 X+b 0 ) 
a n X n + .. . + aiX+ a 0 - P(a) = (X- a)(b„_iX” _1 + .. . + hX+ b 0 ) 
a n X n + ... + rziX+ «o - P(a) = b n -\X n + [b n - 2 - ab n - i)X" _1 + ... + (bo - abi)X- abo 

Par identification, on obtient le systeme ( d’inconnues bo, b\ b„_i , P(a) ) : 


bn-\ 

— CL n 


bn 1 

— u n 

b n - 2 - ab„_i 

... 

= &n- 1 

soit ■ 

b n - 2 


bo - abi 

= CL\ 


bo 

= ci\ + a^i 

. -ab 0 

= flo-P(a) 


P(a) 

= do + abo 


Autrement dit, les differents coefficients du polynome quotient Q sont les nombres obtenus a chaque etape de la boucle. 


21.2.4 Racines multiples 


Definition 21.10 O Racine d’ordre p, racine multiple 

Soient P G IK [X] un polynome, a e K, peN*. 

• On dit que a est une racine d’ordre p (ou de multiplicity p) de P si et seulement si (X- a) 1 ’ divise P et (X - «) /,+ l 
ne divise pas P. 

• Si a est une racine d’ordre 1 de P, on dit que a est une racine simple de P. 

• Si a est une racine d’ordre 5= 2 de P, on dit que a est une racine multiple de P. 


Proposition 21.16 
Caracterisation de l’ordre d’une racine 

Soient a e IK un scalaire et P e IK [X] un polynome. On a equivalence entre : 

1 a est une racine multiple de P d’ordre p. 

2 II existe Q e IK [X] tel que P = (X - a) 1 ’ Q et Q(a) X 0. 


Demonstration 

H Supposons que a est une racine multiple de P d’ordre p. Comme (X-a)P divise P, il existe Q e IK [X] tel que P = (X-a)P Q. 
Montrons que Q (a) / 0. Si c ’etait le cas, alors a serait une racine de Q et il existerait Q' e IK [X] tel que : Q = (X - a) Q' . Par suite, 
on aurait : P = (X - a) P + 1 Q' et (X - a) P + 1 diviserait P, ce qui n ’est, par hypothese, pas possible. Done Q (a) ^ 0. 

| <= | Supposons qu’il existe Q e IK [X] tel que P = (X- a)P Q et Q (a) ^ 0. Pour montrer que a est une racine multiple de P d’ordre 
p, il faut montrer que (X-a)P +1 ne divise pas P. Par division Euclidienne de Q parX-a, il existe A, B e IK [X] tels que : 
Q = (X-a) A + B et degB < deg(X-a) = 1. Par consequent degB & 0 ef comme a n’ est pas une racine de Q, B est un polynome 
constant non nul. On a alors : 

P= (X-a) p ((X-a)A + B) = (X-a)^ +1 A+ (X-a)^B 

Par unicite du couple quotient-reste dans la division Euclidienne de P par (X-a)P, (X-a)^B est le reste de cette division et 
comme B ^ 0, ce reste est non nul. Par consequent. (X - a) p+ 1 ne divise pas P . 
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21.3 Polynomes derives 

21.3.1 Definitions et proprietes de base 

Definition 21.11 O Polynome derive 

Soit P = ao + fl| X H h a n X n e IK [X] un polynome. On definit le polynome derive de P par : 

P' — + 2 .CI 2 X.+ * • • + na n X n ^ 

= E fca/txW 

fc= 1 


Remarque 21.5 

• Cette definition est purement algebrique. 

• Elle coincide avec la derivee des fonctions polynomiales sur le corps IK- 


Proposition 21.17 

Soit P £ IK [X] un polynome. On a : 

1 Si deg(P) > 0 alors deg(P') = deg(P) - 1. 

2 P est constant si et seulement si P' = 0. 

. - 

Demonstration 

1 Si deg(P) = p > 0 alors P = a k^ k avec ap ^ 0 ef P' = La^X k . Le coefficient de terme dominant de P' est pcip 

qui est non nul. Par consequent degP' = p- 1. 

2 Si P est constant, il est clair que P' = 0. Reciproquement, si P n' est pas constant, alors degP > 0 ef degP' SO ce qui prouve 
que P' est non nul. 

Proposition 21.18 
Linearite de la derivation 

Soient P, QeK [X] deux polynomes et a, p e IK deux scalaires. On a : 


(aP + PQ)' = aP' + |3Q' 


Demonstration Laissee en exercice. 


Proposition 21.19 
Derivee d’un produit 

Soient P, Q £ K [X] deux polynomes. On a : 

~pq)' = p'q + pcy~| 


Demonstration Supposons que P = ZfceN d^X k ef Q = ZfceN kfcX*- On a done : PQ = Z~!"“_ 0 dibjX i+ i et : 

+°o 

(PQ)' = ^ [i + j) ajbjX ,+ l~ 1 par linearite de la derivation 

<+7=0 

+°o , t +oo 

= ^ ^ jajbjX’xi -1 

<+7=o <+7=o 

= p'q + pq' 


21.3.2 Derivees successives 


Definition 21.12 O Polynome derive d’ordre n 

Soit P £ IK [X] un polynome. On definit par recurrence la derivee n-ieme (ou d’ordre n) de P par : 

. p(0) _ p 

• ViIEIM, P ( ” +1) = [P tn) ]' 
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Remarque 21.6 L’ application 


.[X] — K [X] 


est lineaire comme composee de n applications lineaires. 



Demonstration C’est la meme demonstration que celle ecrite pour les fonctions n fois derivables. 


Remarque 21.7 


(x p r= ?! 


^£^XP-”=A p XP-" sinon 


Theoreme 21.21 7 ? Formule de Taylor pour les polynomes 

Soit P un polynome de degre inferieur ou egal a n et a £ K. Alors 


r (U) 1 

P = y (X-a) 

k\ 


Demonstration Soit P = Ep=o fl pX p = Z p=0 flpQp- 

• Soit p =£ n. La formule est vraie pour le polynome Q p = XP : en effet, Q p = pXP~ l , ..., Q® = p(p - 1) . . . (p - A: + l)X p_ 

• Maintenant, utilisant la formule du bindme de Newton : 


Qp =X P = ((X-fl) + fl) p = V HflP- fc (X-a) fc = V — — «P“ fc = f 

p *=o fc! (P-W k=0 fc! ' 


En rajoutant des termes nuls, Q p = (X Q p fc) (a). 


P - H flpQp 

p= o 

” " (X-a)* 

= Z «P E — 

p= o fc=o 

” (X-a)* A ru) 

= L — L «pQp («) 

fc=0 p=0 

" (X-a)* 

= V -P (A0 (a) 

fc! 


Lemme 21.22 

Soient reN* et P e IK [X]. Soit a e IK. Si a est une racine d’ordre r de P alors a est une racine d’ordre r - 1 de P'. 
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Theoreme 21.23 O Caracterisation des racines multiples 


Soient un polynome P e IK [X], un scalaire a e K et un entier r > 0. On a equivalence entre : 
l a est une racine d’ordre r de P. 




Demonstration 

| => | Par application du lemme, si a est une racine d’ordre r de P a lors a est une racine d’ordre 1 de p( r- P et d’ordre 0 de P^ 
done P (a) = P' (a) = . . . = P (r_1) (a) = 0 et P (r) [a] t 0. 

E Reciproquement, si P (a) = P' (a) = . . . = P^ r ^ (a) = 0 alors, par application de la formule de Talor : 


" P®(«) , 

P= V (X-a) fc = (X-a) r B 

k = 0 k] 


avc B e IK [X] tel que B (a) jt 0. 


21.4 Polynomes scindes 

21.4.1 Definition 

Definition 21.13 O Polynome scinde sur K 

Soit P e K [X] de degre p. On dit que P est scinde sur K si et seulement si il s’ecrit : 

P 

P - a p (X- ai) ... (X- a p ) = n (X- ajt) 
k=o 

ou les scalaires a^- e K sont les racines de P comptees avec leur multiplicite et a f , est le coefficient du terme dominant 
^de P. 


21.4.2 Factorisation dans C [X] 


_BlO 19 Jean le Rond D’Alembert, ne a Paris le 16 novembre 1717 et mort a Paris le 29 octobre 1783 


Muthcmuticicn Frangais. II fut avec Diderot a l’origine de l’Encyclopedie qui 
se voulait une synthese et une vulgarisation des connaissances de l’epoque. 
Tous deux durentjouer a cache-cache avec la censure pourfaire paraitre cette 
oeuvre monumentale. D’Alembert abandonna le projet, fatigue des controver- 
ses et se consacra a la partie mathematique. Son oeuvre fut considerable en 
mecanique, a stronomie et mathematiques. II enonce le theoreme fondamen- 
tal de l’algebre dans son Traite de dynamique en 1743. Musicien, il etablit 
F equation des cordes vibrantes. Enfant trouve sur les marches d’une eglise, il 
n ’eutpas droit aux obseques religieuses, car considere comme athee. 




Theoreme 21.24 O theoreme fondamental de l’algebre 

Soit P un polynome de C [X] de degre 3= 1 (e’est a dire non constant) alors P possede au moins une racine dans C. 


Demonstration Admise. Il existe de nombreuses demonstrations. Aucune n'est a ssez elementaire pour etre exposee ici. La 
premiere demonstration rigoureuse est due a Gauss (1 799). Ce theoreme est aussi appele theoreme de d’Alembert-Gauss. 


I Remarque 21.8 Attention ce theoreme est faux dans R. Par exemple P = X 2 + 1 est non constant mais ne possede aucune 
racine dans R. 
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COROLLAIRE 21.25 
Factorisation dans C [X] 

Tout polynome de C [X] est scinde sur C, c’est a dire tout polynome P e C [X] s’ecrit sous la forme : 

ou les scalaires oifc sont les racines de P comptees avec leur multiplicite et a p est le coefficient du terme dominant de P. 

Demonstration Supposons que P est non constant, sinon la propriete est evidente. Soient aj , . . . , tx p e € la liste des racines de P. 
Par application du theoreme fondamental de l’algebre cette liste est non vide. II existe Q e € [X] tel que : P = nf_j (X-cq) Q. Si 

Q est non constant alors il possede une racine a et a est necessairement aussi une racine de P. Done la liste ai a p n 'etait pas 

celle de toutes les racines de P, ce qui constitue une contradiction. Par consequent, Q est un polynome constant et la proposition est 
demontree. 

Une formulation equivalente du theoreme fondamental de Talgebre est la suivante : 


Theoreme 21.26 V 

Un polynome P e C [X] de degre p possede p racines (comptees avec leur multiplicite) dans C. 


Demonstration C’est un corollaire immediat de la proposition precedente. 

Exemple 21.4 Soit P = X” - 1. V k e [0, n - 1], - ex P est une racine de P. Done P est divisible 

72-1 

des X-^ic. Comme les sont distincts deux a deux, P est aussi divisible par leur produit : X” - 1 = K ]~[ 

k = 0 

regardant les degres des deux memebres, on a degK = 0 e’est-a-dire que K est constant. En regardant les 


dominants on en deduit que K = 1 et done 
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x n - 1 = n (x - tfc) 

k = 0 


par chacun 

(X-C fc ). En 
coefficients 


21.4.3 Interlude : polynomes conjugues 

Definition 21.14 Polynomes conjugues 

Soit P = ciq + a{K-\ 1 - a p XP e C [X] un polynome. On appelle conjugue de P le polynome, note P et donne par : 

P — uq + ri\X + • * * + a p X p 


'Proposition 21.27 ' 

Soient P, Q e € [X] et r e N. On a : 

1 p+Q=p+Q 

2 p xQ^PxQ 

3 VaeC, P (a) = P (a) 

4 p(r) - p ,r) 

5 peR[X]»P = P. 

v 

Demonstration Demontrons par exemple le troisieme point : Soient aeCetP=ao + a lX+... + a p X p e € [X] . On a : 

P (a) = flo + flja + . . . + a p oP et P (a) = Hq + aja + . . . + a p aP 

d’ou l’egalite. 

LEMME 21.28 

Soient P e C [X] et r e N*. Soit a e C. On a equivalence entre : 

1 a est une racine de P d’ordre r. 

2 a est une racine de P d’ordre r. 
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Demonstration On a la serie d’ equivalences : 


a est une racine d'ordre r de P 
o P(a) = P'(a) = ... = P (r_1) (a) = 0 et P (r) (a) ± 0 
o P(a) = P' (a) = ... = p( r_1 ) (a) = 0 et PL) (a) f 0 
o a est une racine d'ordre r de P 


COROLLAIRE 21.29 

Soit P £ R [X] un polynome a coefficients reels. Si a est une racine d’ordre r de P alors a est aussi une racine d’ordre r 
de P. 

Demonstration Exercice laisse a u lecteur. 

| Remarque 21.9 On en deduit que les racines de P e 08 [X] sont ou reelles ou complexes conjuguees. 

21.4.4 Factorisation dans U [X] 


Proposition 21.30 
Factorisation dans R [X] 

Soit P £ R[X] un polynome non nul. Alors, il existe aj,...,a r £ R non necessairement deux a deux distincts, 

(b\, Ci) ( b s ,c s ) £ R 2 non necessairement deux a deux distincts tels que A/ = it 2 - 4c/ < 0 pour tout i £ [l,s], et 

X £ R* tels que : 

P = a n (X- a fc ) n (X 2 + b e x+c e ) 

k=i e=i 


Demonstration Appliquant la proposition 21.25 , P est scinde sur € et ses racines sont. d’apres la derniere remarque, ou reelles 
ou complexes conjuguees : 

P = a (X - a i ) . . . (X - a p ) (X - to i ) (X - wl) . . . (X - w r ) (X - wf) 

ou cq a p e R sont les racines reelles de P et ou (Ui,u)7,...,w r ,(I)7 sont les racines complexes conjuguees de P. On a. pour tout 

fce [l,r] : 

(X-w fc ) (X-w^) =X 2 -(a) fc + w^) + (n fc w^ = X 2 -2Re (a) fc )X + at 2 = X 2 - p k X+ q k 
avec pfc, q j- e R. Le resultat annonce s'en suit. 


21.4.5 Polynomes irreductibles 

/ ' 

Definition 21.15 V Polynome irreductible 

Soit P £ K [X] un polynome | non constant | . On dit que P est irreductible si et seulement si : 

p = QH => Q £ K ou H £ IK 

Autrement dit : un polynome P non constant est irreductible si et seulement si ses seuls diviseurs sont les polynomes 
constants et les polynomes proportionnels a P. 


Proposition 21.31 

Les polynomes de degre 1 sont irreductibles 

Soient a £ IK un scalaire et P = (X- a) un polynome de degre 1. Alors P est irreductible. 


Demonstration Soit P un polynome de degre 1. P est clairement non constant et si Q e IK [X] est un diviseurs de P alors il existe 
H e IK [X] tel que : P = QH. Par consequent : 1 = degP = degQ + degH. Une des deux possibilites suivantes est alors vraie : 

- degQ = 1 ef degH = 0 done Q est un polynome proportionnel a P 

- degQ = 0 (et degH = 1) et Q esf un polynome constant. 

Par consequent P est irreductible. 


Theoreme 21.32 O Polynomes irreductibles de C [X] 

Les polynomes irreductibles de C [X] sont les polynomes de degre 1. 

Demonstration On vient de prouver que les polynomes de degre 1 sont irreductibles dans C [X] . Reciproquement, si P e € [X] est 
un polynome irreducible de € [X], montrons qu’il est de degre 1. Si ce n’etait pas le cas, alors comme P est non nul : 
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- soit degP > 1 et par application du theoreme fondamental de l'algebre P possede au moins une racine a dans €. Par consequent 
le polyndme X - a divise P et done P n ’est pas irreductible. 

- soit degP = 0 et dans ce cas P est un polyndme constant non nul et ne peut etre irreductible. 

Dans les deux cas, on aboutit a une contradiction et la proposition est alors prouvee par V absurde. 


Theoreme 21.33 T Polynomes irreductibles de IR [X] 

Les polynomes irreductibles de R [X] sont : 

• les polynomes de degre 1. 

• les polynomes de degre 2 dont le disciminant est negatif. 


Demonstration 

- Les polynomes de degre 1 sont irreductibles dans R [X]. 

- Soit P e R [X] un polyndme de degre 2. II est irreducible si et seulement si iln’est pas divisible par un polyndme de degre 1, e’est 
a dire si et seulement si il n 'a pas de racine reelle, ce qui est equivalent a dire que son discriminant est strictement negatif. 

- Tout polyndme de degre > 3 se decompose, d’apres le theoreme de factorisation dans R [X] 21.30, comme le produit de polynomes 
de degre 1 et de degre 2. Un tel polyndme ne peut etre irreductible. 

21.4.6 Relations coefficients-racines 


Definition 21.16 0 Polynomes symetriques elementaires 

Soit ai,...,ap £ K. On definit les polynomes symetriques elementaires en les variables ai,...,a p par : 

CTi = Oi H h(Xp 

O'* ^ Ot/j OC/2 

i\<h 


Op — OCl * * * Op 

Plus precisement, pour tout ke [l, pj 

h<—<ik 


J 


Theoreme 2 1 .34 T Relations entre les coefficients et les racines d’un polynome 


Soit P = aa + ci\X-\ 1 - a p X p e K [X] un polynome scinde de degre p. Soient on , . . . , a p £ IK les p racines de p. On a : 


VfcE [l,p], 


CTfc = (-D 


k a P- k 


Demonstration On demontre ces egalites en identihant les coefficients des monomes de meme degre dans Tegalite : 
P = a p (X - cq) . . . (X - (x p ) = (i p (xP - ciiXP -1 + o 2 XP~ 2 + . . . + (-l)P 

Remarque 21.10 

- En particular, si p - 2, on a : 

P = a 2 (X-a 2 ) (X-aD = a 2 (X 2 - (ai + a 2 )X + aia 2 ) 

et done : 

U\ CIq 

ct 1 = ai + a 2 = et cr 2 = aia 2 = — 

Cl2 Cl2 

- Si p - 3, 

P = a 3 (X-ai) (X- a 2 ) (X- a 3 ) = a 3 (X 3 - (on + a 2 + a 3 )X 2 + (aia 2 + a 2 a 3 + aia 3 )X- aia 2 a 3 ) 

et : 

CL2 Cl\ CIq 

Cti = on + a 2 + a 3 = — Ct 2 = aia 2 + a 2 a 3 + ona 3 = — et a 3 = aia 2 a 3 = 

(13 a 3 «3 
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21.5 Arithmetique dans K [X] 

Nous allons definir le PGCD, comme pour les entiers relatifs. Ici il y a une difficulte : que veut dire "plus grand" ? Cela 
veut dire avec le plus grand degre. Mais que se passe-t-il lorsqu’il y a deux polynomes de meme degre en concurrence ? 
Cela ne se produit pas (ou alors ils sont associes) et c’est ce qu’il faut etablir. 

21.5.1 Diviseurs communs 


Proposition 21.35 Proprietes de la divisibilite 

- La relation « divise » est transitive : V(P,Q,R) e K [X] 3 , [P I Q et Q I R] => P [ R. 

- SoitP,Q,REK[X] etU,VEK[X]. Alors : [P | Q et P | R] => P | (UQ + VR) 


On note pour la suite d(P,Q) = d{ P) n d{ Q) l’ensemble des diviseurs communs a P et a Q. 
Remarque : Si D e d(P,Q), alors tout polynome associe a D est aussi dans 


Proposition 21.36 

Soit P un polynome non nul. d{ P, 0) - d{ P). 


Proposition 21.37 

Si P = BQ + R alors d(P,Q) = d(Q,R). 


Demonstration En effet, si D e d(P,Q), alors D | Q et D | P - BQ done D | Q et D | R done D e ri(Q,R) : d(P,Q) e d(Q, R). 
Inversement, si D e d(Q,R), alors D | Q et D | BQ + R done D | Q et D | P done D e c/(P, Q) : rf(Q,R) c d(RQ). 


Theoreme 21.38 

Soient P, Q e K [X],non tous les deux nuls, il existe un unique polynome DeK|X] unitaire, tel que d(l]Q) - d(D). 


Demonstration Unicite : Si Di et D2 sont solutions alors d(Di) = ri(D2) done Dj | D2 et D2 I Di done ils sont associes. Ils sont 
unitaires et associes done egaux. 

Existence : Quitte a echanger P et Q on peut supposer Q ^ 0. Posons Po = P et Pj = Q. On realise ensuite les divisions euclidiennes 
suivantes tant que les restes obtenus sont non nuls (c’est l'algorithme d’Euclide) : 

Po = P1B1+P2 avec degP2 < degPi, 

„ „ „ . „ , „ Ce processus s’ arrete puisqu' on a une suite strictement decroissante 

P m —2 = Pm-l B m-l + Pm avec deg P m < deg P m _i, 

P»;-l = PfflBm+0- 

d’entiers naturels degPi > degP2 > .... On a alors d(P,Q) = d(Po,Pi) = ... = d[P m , 0 ) = d( P m ) Le polynome D unitaire associe a 
P m convient. 

21.5.2 PGCD, theoremes d’Euclide et de Bezout 


Definition 21.17 O PGCD 

Soient P et Q deux polynomes de IK [X] non tous les deux nuls. 

L’ensemble des diviseurs communs a admet un polynome unitaire de plus grand degre A note 8 = P A Q. C’est le plus 
grand commun diviseur des polynomes P et Q. 


Demonstration On choisit A unitaire pour que d( P, Q) = d( A) avec les notations du paragraphe precedent. C’est dire que tout 
diviseur commun a P et a Q divise A. Done son degre est inferieur ou egal a celui de D. 

Par a illeurs l'algorithme d'euclide fournit un moyen de calculerle PGCD : on normalise le dernier reste non nul. 


Proposition 21.39 

P A Q = Q A P. Si un polynome divise deux polynomes, alors il divise leur PGCD. 


Theoreme 21.40 Bezout 

Soient P et Q deux polynomes de K [X] non tous les deux nuls, soit A = PaQ. 
Il existe deux polynomes U et V tels que 

PU + QV = A. 
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Exemple 21.5 P = X 5 - 2 X 3 - 2X 2 - 3X- 2, Q = X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X. On descend avec l’algorithme d’Euclide : 


X - 2X - 2X - 3X - 2 = 

X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X = 


3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2 = 


(X b - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) 
(3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2) 


5 , 10 , 5 10 

( — X 3 X 2 --X ) + 

9 9 9 9 


+ (3X 7 "- 4X Z + X z - 4X - 2) 

5 o 10 , 5 10 

+ ( — X 3 X 2 --X ) 

9 9 9 9 




(18X 2 + 18) 
0 


dividende quotient diviseur reste 

T 

1 5 

( X+18) 

5 , 10 , 5 10 5* 5 9 

— X 3 X 2 --X = ( X ) X (18X 2 + 18) + 

9 9 9 9 162 81 

Le dernier reste non nul est 18X 2 + 18, qui normalise, donne X 2 + 1 comme PGCD de P et Q. 

Maintenant on remonte en partant de l’avant-derniere ligne : 

, , o , 27 5 , 10 , 5 10 

18X 2 + 18 = 3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X — 2 — ( X+ 18) x ( — X 3 X 2 - -X ) d’ou 

5 9 9 9 9 

27 r 15 1 

18X 2 + 18 = 3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2 - ( X+18) x X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X- (-X- -) x (3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2) 

5 [ 3 9 J 

d’ou 

18X 2 + 18 = (1 + (— y X + 18) x (lx ■ - ^)) x (3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2) - (- y X + 18) x (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) soit 


18X 2 + 18 = (- -X 2 + 9X - 9) x (3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2) - (- —X + 18) x (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) d’ou 
5 5 

18X 2 + 18 = (-^X 2 + 9X- 9) x [(X 5 - 2X 3 - 2X 2 - 3X-2) - (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X)] - (-yX + 18) x (X 5 - 

3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) soit 

18X 2 + 18 = (--X 2 + 9X- 9) x (X 5 - 2X 3 - 2X 2 - 3X- 2) + (--X 2 + 9X- 9) - (-— X+ 18) x (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X) 
5 [ 5 5 | 

9 9 82 

18X 2 + 18 = (--X 2 + 9X- 9) x (X 5 - 2X 3 - 2X 2 - 3X- 2) + (--X 2 + — X- 27) x (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X) 

En divisant par 18 : 

(-—X 2 + -X- -)(X 5 - 2X 3 - 2X 2 - 3X- 2) + (—X 2 - -X- i)(X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X) = X 2 + 1. 

10 2 2 10 5 2 


Demonstration L’exemple montre comment conduire la demonstration. Par recurrence sur n = min (deg P, deg Q). 

Si n = -oo ou n = 0 la propriete est claire. Pour fixer les idees degP S degQ = n + 1. On ecrit la division euclidienne de P par Q, 
P = BQ+R avec degR =£ n. En utilisantla propriete de recurrence, il existe deux polynomes Uj efVi de IK [X] tels que A = UjQ+ViR 
avec A = Q aR. Or A = P A Q d'une part, et d’autre part A = UiQ + Vj(P - BQ) = VjP + (Uj -BVi)Q. D’ou le resultat en penant 
U = Vi et V = Ui - BVi . 


Remarque 21.11 Soient P et Q deux polynomes de K [X] non tous les deux nuls. S’il existe trois polynomes U,V et D 
verifiant PU + QV = D, alors D est un multiple de A = P A Q. 

En effet on ecrit P = PiA et Q = QiA. On obtient alors D = (PiU + QiV)A done A | D. 


Proposition 21.41 

Si C est unitaire alors AC A BC = C(A A B). 


Demonstration Posons A = AC A BC etD = AAB. On a DC AC et DC | BC done DC ] A. 
Dans l’autre sens D = AU + BV done DC=ACU + BCV d’ouA|DC. 


21.5.3 Polynomes premiers entre eux 


Definition 21.18 O Polynomes premiers entre eux 

Soient P et Q deux polynomes de K [X] . 

On dit que P et Q sont premiers entre eux si leur PGCD est egal a 1. 


Proposition 21.42 Bezout 
Soient P et Q deux polynomes de IK [X]. 

P et Q sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux polynomes U et V de IK [X] tels que 

PU + QV = 1. 


Demonstration Dans un sens c ’ est le theoreme de Bezout deja vu. Dans 1 ’autre sens, comme PU + QV = 1 on en deduit que P A Q 
divise 1. II n'y a qu’un seul polyndme unitaire qui divise 1, e’est 1 lui-meme. 
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Proposition 21.43 Leirune de Gauss 

1 P | QR 

Si P, Q et R sont trois polynomes verifiant •< alors P | R. 

2 P A Q = 1 

Demonstration La condition P A Q = 1 permet d’ecrire une relation de Bezout : PU + QV = 1 qui multipliee par R donne PUR + 
QRV = R. Mainteant la condition P | QR assure l'existence d'un polyndme A tel que AP = QR et done PUR + APV = P(UR + AV) = R 
et done P divise R. 

Proposition 21.44 

P Q 

Soient P et Q deux polynomes de K [X] non tous les deux nuls et soit D = PaQ. — et — sont des polynomes et ils sont 
premiers entre eux. 

P Q 

Demonstration On ecrit P = PiD et Q = QiD. On a — = Pi et — = Qi . De plus 

D = P aQ = PiD aQiD = D(Pi aQQ 
puisque D est unitaire. Ceci etablit le resultat (K [X] est integre). 

Proposition 21.45 

Si un polynome P est premier avec Qi et avec Q2 alors il est premier avec QiQ2- 

Demonstration On ecrit une relation de Bezout pour (P,Qi) PU 1 + Q 1 V| = 1 puis une autre pour (PQ2) : PU2 + Q2V2 =■ 1. On 
effectue le produit de ces deux egalites : P 2 UiU2 + PU1Q2V2 + PU2Q1V1 + Q1Q2U1U2 = 1 soit P(PUiU2 + U1Q2V2 + U2Q1V1) + 
Q1Q2 (U1U2) = 1, ce qui donne le resultat. 

Autre demonstration : Soit D un diviseur commun a P et a Qi Q2 . D est premier avec Qi . En effet, soit d diviseur commun a Qi et 
D. Comme d | D et D | P. on a d | P ef done d diviseur commun a P et Q done deg d = 0. Maintenant d’apres le lemme de Gauss. 
D | Q1Q2 et D a Qi = 1 done D | Q2. done D | P A Q2 , ce qu’il fallait demontrer. 

Proposition 21.46 

Si un polynome P est premier avec Qi , Q2, . . ■ , Q m alors il est premier avec leur produit. 

Demonstration Par une recurrence sans malice. 

Corollaire 21.47 

Soient P et Q deux polynomes de IK [X] non tous les deux nuls et premiers entre eux. Alors 

• Pour tout entier m, P est premier avec Q m . 

• Pour tous entiers m et n, P” est premier avec Q m . 

21.5.4 PPCM 

Proposition 21.48 

PQ 

Soient P et Q deux polynomes de IK [X] non tous les deux nuls et soit D = P A Q. -y est un polynome, multiple commun 
a P et a Q. 

PQ 

Demonstration On ecrit P = PiD et Q = QiD. On a — = PiQ = PQi ce qui etablit le resultat. 

Proposition 21.49 

Soient P et Q deux polynomes de IK [X] non tous les deux nuls et soit D = PaQ. 

PQ 

Tout multiple commun a P et a Q est multiple de -y . 

Demonstration Soit M un multiple commun a P et a Q. On ecrit M = AP = APjD = BQ = BQiD. Apres simplification par D on 
a APi = BQi avec Pi et Qi premiers entre eux. Maintenant Pi divise BQi et Pi A Qi. Done d’apres le lemme de Gauss, Pi | B. 

PQ 

Autrement dit, on peut ecrire B = B1P1. Done M = BQiD = B1P1Q1D = Bi -y . Ce qu’il fallait demontrer. 

Cette propriete permet d’enoncer la 

Definition 21.19 PPCM 

Soient P et Q deux polynomes de IK [X] non tous les deux nuls. 

L’ ensemble des polynomes de IK [X] multiples communs de P et Q admet un polynome unitaire de plus petit degre p 
note : p = P v Q. C’est le plus petit commun multiple des polynomes P et Q. 
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ainsi que la 


Proposition 21.50 

Soient P et Q deux polynomes de K [X] non tous les deux nuls. 

(P A Q) x (P v Q) est associe a PQ. 


ce qui fournit un procede de calcul au PPCM de deux polynomes. 


21.5.5 Polynomes irreductibles 

Ou Ton revient vers les polynomes irreductibles. Nous avions vu quels etaient les polynomes irreductibles de C[X] ou 
ceux de K [X]. Le theoreme fondamental de l’algebre permet de decomposer tout polynome de C [X] ou K [X] en produit de 
facteurs irreductibles. Mais qu’en est-il des polynomes irreductibles de Q [X] ? Nous ne repondrons pas a cette (difficile) 
question, mais nous allons etablir un resultat a la fois plus general et plus elementaire (il se passe du theoreme fondamental 
de l’algebre que nous avons du admettre). C’est le pendant pour les polynomes de la decomposition en facteurs premiers. 


Proposition 21.51 

Soient P et Q deux polynomes irreductibles de K [X] . P et Q sont soit associes, soit premiers enre eux. 


Demonstration Soit D = P A Q. Comme D | P et que P est irreductible, a lors D = 1 ou D est associe a P. Dans le deuxieme cas, 
comme D | Q et que Q est irreductible, a lors D = 1 (impossible) ou D est associe a Q. Done P est associe a Q. 


Theoreme 21.52 Decomposition en produit de facteurs irreductibles. 

Soit P un polynomes de K [X] non nul. 

II existe a e K* , il existe m e N, m polynomes Pi , . . . , P m unitaires et irreductibles tels que 

m 

p^n p t- 

k= 1 

a, m sont uniques et les I\ sont uniques a l’ordre pres. 


Demonstration 

m n 

• Unicite : On suppose P = a n p ft=priQf- 

k = 1 t=l 

De/a, a est egal au coefficient dominant de P, ainsi que fi. Done a = |3. 

Pour etablir que m = n et que la liste des P^ egale celle des Q( nous allons raisonner par recurrence sur min (tn, ri). Pour fixer 
n 

les idees, m S n. Si m = 0 a lors J^[ Q(. Comme degQj > 0, on a bien n = 0. 
t= 1 

m+ 1 n n 

Supposons done que J^[ Pj. = ]”[ Q( avec n> m+1. Prenons P m +1- Pm+1 divise Q(. D’apres la proposition precedente, 
k= 1 e= 1 <=1 

il n’y a que deux possibilities : soit P m+ i est premier avec chacun des Q/> soit il est associe a l’un d'entre eux. Le prmier cas 
ne se presente pas, car si P m+ i etait premier avec chacun des Q( il serait premier avec leur produit ce qui n’est pas possible 
(deg pi & 1). Reste done le second cas. Il existe (q g [1,h] tel que P m +i soit associe a Q( 0 auquel cas ces deux polynomes - 

m 

unitaires - sont egaux. On en deduit que n p fc= n Q(. Maintenant, en utilisant la propriete de recurrence u rang m, on en 

k= 1 

deduit que m = n— 1 et que les (Pfc)l sonf ^ es ^ e ^ fallait demontrer. 

• Existence : Elle se demontre par recurrence sur le degre. Tout polynome non nul de degre S 1 est soit constant, soit irreductible. 
On considere done un polynome non nul. Soit il est irreductible et il n’y a rien a faire, soit il peut s ’ecrire comme produit de deux 
polynomes de degre strictement inferieur et a lors on applique la propriete de recurrence a chacun de ces deux polynomes. 

Le chapitre fut copieux. Pour s’en convaincre, il convient de jeter un coup d’ceil au diagramme : 
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Formule 
de Leibniz 


Bolzano- 

Weierstrass 


Theoreme 
de Rolle 


16. Suites 
a valeurs 
dans C 


Fonctions 

derivables 


25. Ma- 
trices 
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21.6 Exercices 


21.6.1 L’anneau des polynomes 

Exercice 21.1 V 

Calculer P = (1 + X) (1 + X 2 ) (1 + X 4 ) . . . (l + X 2 "] . 


2 n+1 -l 

Solution: Le produit (1-X)P se telescope en (l-X)P = 1-X 2 " + . On en deduit queP - Y X k . 

k=0 


Exercice 21.2 V 

Soit P le polyndme P(X) = (1 +X)(1 + <yX) (1 + q 2 X) ... (1 + q n ~ l X), ( q 1). 

Etablir line relation entre P{qX) et P(X). En deduire la valeurdes coefficients de P. 


Solution : On a (1 + X)P(t/X) = (1 + q n X)PQQ. En posant P(X) = Y on en deduit que pour 1c 5= 1, (l - q k ) = 

k = 0 

1 - q n q~q n q k ~ l - q n 


afc-i ( q k 1 - q"). On en deduit, puisque do — 1 , a/ ( - 


1 -q 1 - q r 


1- q k 


Exercice 21.3 

Determiner les coefficients de 

1. (l+X + X 2 + ...+X”) 2 . 

2. (l-X + X 2 + ... + (-l) n X n ) 2 . 

3. (l+X + X 2 + ...+X n ).(l-X + X 2 -... + (-l)”X n ) 


Solution 


1 . En developpant (1 + X + X 2 + . . . + X”) x (1 + X + X 2 + . . . + X”) = Y on trouve a^-k+l pourO k *£ n et 

k = 0 

a^-2n+l-k pour «« A: 2 n. 


2. D ’apres le resultat precedent, en composant par le polyndme -X, on trouve : 

n 2 n 

(l-X + X 2 + ... + (-l)”X”) 2 = £(-l) fc (fc+l)X fc + Y {-l) k {2n+l-k)X k . 

k-0 k-n+l 

3. Si k sS n, le coefficient at de X k est { — l) fc (1 - 1 + 1 - . . .) sachant qu’il y a k+1 termes dans la parenthese. Done 
flfc = 1 lorsque k est pair et — 0 lorsque k est impair. Maintenant, lorsque n ^ k 2 n, on ecrit k= n + i etle 
coefficient deX k est (-l) f + (-l) f+1 + .. .+(-1)" soit n-i+\.La encore si n-i+ 1 est pair tous les termes s’ annulent 
et le coefficient est nul. Cela se produit lorsque n-{k-n) + \ est pair c ’est-a-dire lorsque k est impair. Sinon, 
lorsque k est pair ci^ est egal au premier (ou au dernier) terme de la somme, a savoir (- 1 ) 1 = (-l) k ~ n = (-1)” 
puisque k est pair. 

Exemples : n - 4. n est pair, (1 +X + X 2 +X 3 +X 4 )(1 -X + X 2 -X 3 -X 4 ) = 1 +X 2 +X 4 +X 6 +X 8 . 
n = 5. n estimpair, (1 +X + X 2 +X 3 +X 4 + X 5 )(1 -X + X 2 -X 3 -X 4 +X 5 ) = 1 +X 2 +X 4 -X 6 -X 8 -X 10 . 


Exercice 21.4 O 

Calculer S = (n - 1) + {n - 2) x 2 + . . . + 2 (n - 2) + [n - 1). 


Solution : 

n n n 

1. Tout d’abord un calcul sans malice : S = Y k) = nY k~ Y^ 2 

k = 0 k = 0 k = 0 

n{n+ 1) n{n+\)(n-\) 

[3n-2n-\] = . Mais ou sont les polynomes ? 


n{n+ 1) n(n+ \)(2n+ 1) 

! 

2 6 


n n n 

2. Soit P = Y on a P' = Y kX k_1 et P" - Y k(k - 1)X* -2 . S est le coefficient de degre n - 1 dans le polyndme 
k=0 k = 0 k = 0 

(P') 2 . 

Par ailleurs (P 2 )' = 2PP' et (P 2 )" = 2P' 2 + 2PP". 

Le coefficient de X n+1 dans (P 2 ) e’est n + 1. En derivant deux fois, 

Le coefficient de X n ~ l dans (P 2 )" c’est(n+l){n+l)n. 

n n 

D’ autre part le coefficient de X n ~ l dans (P 2 )" e’est [n + \)n + n[n - 1) + ... + 2 x 1 = ^(fc+l)fc = Y k 2 + 

k= 1 fc= 1 
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V’ , n{n+Y)[2n+l) n{n+ 1) 2 ra(ra+l)(2ra+l) . oc 

2_k 1 . O/i e/i deduit n[n + 1) = 2S H 1- «(« + 1), d ou 2S 


k = 1 


«(«+ 1 ) (72 + 1 ) - 1 - 


2n+l] n(n+ l){n- 1) 


. On retrouve bien le in cm e risultat. 


Exercice 21.5 V 

Trouver tous les polynomes P, Q e C [X] virifiant : 


1. Q z (X) = XP 2 (X) . 

2. PoP = P. 


3. P(X 2 ) = P(X) 

4. P(X+1)=XP(X) 


Solution : 

1. Soient P et Q deux polynomes verifiant l’igaliti. On a alors : 2degQ = 2degP + 1 ce qui est impossible a moins 
que P = Q = 0. On virifie riciproquement que si P = Q = 0 alors P et Q virifient 1 ’igaliti. 

2. Le polyndme nul est solution de Liquation. Soit P un polyndme non nul verifiant V egalite. On a : (degP) 2 = degP 
ce qui amene degP = 1 ou degP = 0. Si degP = 1 alors il existe a, be C tels que P - aX+ b. On a alors P o P = P 
si et seulement si a - 1 et b- 0 done si et seulement si P = X. Si degP = 0, P est alors un polyndme constant et on 
verifie facilement queP est solution de 1 ’equation. L’ ensemble des solutions de 1 ’equation est done | {X, a | a e C} | . 

3. Le polyndme nul est solution de l’equation. Soit P un polyndme non nul verifiant V egalite. On a : 2 degP = degP 
ce qui n ’est possible que si degP = 0 e’est a dire que si P est un polyndme constant. On verifie que tout polyndme 
constant est solution de l’equation et l’ensemble des solutions de Liquation est l’ensemble des polynomes con- 
stants. 

4. On verifie que le polyndme nul est solution de 1’ equation. Supposons qu’il existe un polyndme P e M (X| non nul 
solution de Liquation. Alors degP = degP (X+ 1) = 1 + degP ce qui n’a pas de sens. Done la seule solution de 
1 ’equation est le polyndme nul. 

Exercice 21.6 X? 

Trouver tous les polynomes P, Q e C [X] verifiant : 

1. P(X 2 )=XP(X) 

2. P(X) 2 =XP(X+1) 


3. P(X)-P(X-1)=X 2 

4. (X + 3)P(X) = XP(X+ 1) 


Solution : 


1. Le polyndme nul est solution de Liquation. Soit P un polyndme non nul verifiant l’egalite. On a : 2degP = 
degP + 1 ce qui n ’est possible que si degP = 1. P est done de la forme P - aX + b avec a,b e C. Mais P doit 
verifier : aX 2 + b - X(aX+ b ) et done on a : b- 0. Reciproquement, on verifie que les polynomes de la forme aX 
avec a e C sont solutions de l’equation. 

2. Le polyndme nul est solution de Liquation. Soit P un polyndme non nul verifiant l’igaliti. On a : 2degP = 
degP + 1 ce qui n ’est possible que si degP = 1. P est done de la forme P - aX+ b avec a, b e C. Mais P doit 
verifier : (aX + b) 2 — X [a (X + 1) + b) ce qui n ’est possible que si a - b — 0. Seul le polyndme nul est solution de 
T equation. 


3. Soit P un polyndme solution de Liquation. Comme deg(P (X) - P (X- 1 )) = degP - 1 , on a : degP - 1 = 2 et done 
degP = 3. On pose Pi = P - P(0). Pi est aussi une solution et est de la forme Pi = aX 3 + bX 2 + cX avec a,b,ce C. 
Injectant dans 1 ’egalite on trouve alors Pi = JrX 3 + |x 2 + |X qui est 1 ’unique solution de 1 ’equation dontla valuation 


egale 1. On obtient toutes les solutions de Liquation en ajoutantles termes constants 


P = -X 3 + -X z + -X 


4. On virifie que le polyndme nul est solution de Liquation. Soit P = a n X n + . . . + rt () e R | X ] un polyndme non 
nul de degri neN solution de Liquation. On identifie les coefficients des termes de degri n dans l’igaliti 
(X+3)P(X) = XP(X+ 1) et on obtient : na n = ?a„ 1 . Comme a n X- 0, nicessairement n - 3 et degP = 3. Cherchons 
alors les polynomes de la forme P = aX 3 + bX 2 + cX + d e IR [X] solutions de 1 ’iquation. On obtient le systeme 


{ b — 3a — 0 
2c- a- b- 0 
d = 0 


qui admet comme ensemble solution {[a, 3a, 2a, 0) \ a e K(. Les polynomes solutions de Liquation sont alors les 
a (X 3 + 3X 2 + 2X) ,ael. 
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Exercice21.7 V 

Soit f{z)~ do + ci\z+ ...+ a n z n une fonction polynome definie sur C. do ,ci\,...,a n sont n + 1 nombres complexes tels 
que VzeC,/ (z) = 0. On se propose de redemontrer que les sont tous nuls. 


Pourcela on calculera pour tout k e [0, nj P integrate ■■ 


T '(•")■ 


d\) de deux fagons differentes. 


Solution : On a f{z) = 0 pour tout z complexe, c’est done vrai a fortiori pour tous les complexes de module 1. Done 
V9 e [0,2tt], f[e lk> ) = 0 et done 1^ — 0. 

27t i n 


n r 2 

= L a m[ 

m = 0 JO 


M P = 

Jo 


D’autre partly - J a m e lm ® Je lk ®d\)= ^ a m j e 1(m k)d dQ. Orpour peZ* I e lpv dQ- 

0 et Jo = 2tt. Done Ifc = 2n a^. 

On en deduit a^-O et ce pour tout 1c e [0, n\ 


ip 


Exercice 21.8 W 

On considere un polynome P = «o + fl| X H h a n X n eC[X] a coefficients complexes etl’on note 

M= sup |P(z)| 

zeC, \z\=l 

1 . On note pour tout k e [0, nj , les n + 1 racines (n + 1 )ieme de P unite. Pour p e [[0, /?]] , calculer la somme 

n 

s P = E w/p(w fc ) 

k = 0 


2. En deduire que Mp e [0, nj , \ a p | s; M. 


Solution : 

1 . En notant o> la racine nieme primitive de 1 ’unite, 

k = 0 j = 0 j = 0 k = 0 


Mais 


n 


E 

k=0 



Par consequent, Mpe [0, nj, S p = ( n+ 1 )a p . 
2. Soit p e [[0, n\\. Avec l’ine galite triangulaire. 


J ( 77 + 1) si j = p 

[ 0 sinon 


(77 + 1) U p | = | £ (D fc P P((O jt )| 
( fc =0 


£|P(u> fc )|*(n+l)M 

k= 0 


d’ou /e resultat. 


21.6.2 Derivation, formule de Taylor 

Exercice 21.9 op 

Trouver tous les polynomes P e R [X] verffiant : 

1. P-XP'=X 2. P' 2 = 9P 3. (X 2 + 4) P" = 6P. 


Solution : 

1. Soit P £ IR [X] . Supposons que P-XP' = X. Alors P f 0. Notons n — degP. Comme deg(P-XP') ^ n, il faut 
que 7Z 3= 1. Mais si l’on cherche le coefficient de X' 1 dans P - XP', on trouve ( n - 1) a n . Par consequent, si n = 1, 
deg(P-XP') 0 et ce n’ est pas possible, etsi n S 2, deg(P-XP') = n, ce qui n’est pas possible non plus. Iln’existe 
done aucun polynome verffiant la propriete. 

2. Le polynome nul est solution de V equation. Supposons que P e H (X| soit solution de P equation. Alors : 
2(degP- l) = degP et done degP = 1. On a alors P = aX+ b avec a, b e RL Mais a et b doivent verifier : 
a 2 = 9 1 ’ aX + b ce qui n’est possible que si a = b — 0. La seule solution de P equation est done le polynome 
nul. 
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3. Le polyndme nul est solution de 1’ equation, c’est memo le seul polyndme de degre ^ 1 solution de T equation. 
Supposons que P e IR [X] soit solution et de degre n S 2. Raisonnant surle mondme de degre n dans P, on obtient : 
n {n - 1) = 6 ce qui donne n — 3. On verifie par ailleurs que les seuls polynomes de la forme aX 3 + bX 2 + cX+ de 
K-j [X] solutions de T equations sont ceux de la forme : aX 3 + 4 aX a vec a e K. 


Exercice 21.10 00 

Determiner les polynomes non-constants P e IR [X] tels que P' divise P 
Indication 21.5 : Etudier le degre du quotient, et udliser la formule de Leibniz 

Solution : Soit P e IR [X] line solution de l’equation. 11 existe Q e IR [X] tel que P = QP'. On a forcement degQ = 1 et 
done Q = A(X - a) oil a, A e IR. En identifiant les coefficients de X n , on trouve A = j- et done : 

wP = {X-a)P' 

On utilise alors la formule de Leibniz. Pour tout k e N, il vient : nV (k> - (X- a)P tfc+1) + fcP® . D’ou (n - lc)P (k> = 
(X- a) P lfc+1) . On a alors P®(a) = 0 pour k £ [0, nj et done (X - a) 11 \ P. Alors P = A(X- a) n . On verifie reciproquement 
que tout polyndme de cette forme convient. 

Exercice 21.11 W 

Determiner tous les polynomes P e IR [X] verifiant : 

P(X+1)-2P(X) + P(X-1)=0 
Indication 21.5 : Utiliser une formule de Taylor. 

Solution : Ecrivons les deux formules de Taylor : 

P(X+ 1) = P(X) + P'(X) + -P"(X) + • • • + — P w (X) 

2! nl 

\ f— 11” 

P(X- 1) = P(X) - P'(X) + -P"(X) + • • • + P (,!) (X) 

2! n\ 

Alors la condition de Tenoned dit que : 

P"(X) + ip (4) (X) + ■•• = () 

Mais alors P"(X) = 0. En effet, si P"(X) / 0, P"(X) = a n X n + ... avec a n ^ 0. Mais en cherchant le terme en X n dans 
T egalite precedente, on trouve qu’il vaut a n X n (tous les polynomes P (4) , . . .sontde degre strictement inferieur a n. Done 
P est un polyndme de degre ^ 1 ; 

P(X) = aX+b 

Et on verifie reciproquement que tout polyndme de cette forme convient. 

Une autre solution : On resout P(X + 1) - P(X) = 0. L’ ensemble des solutions c’est 1 ’ensemble des polynomes constants. 
On resout ensuite P(X+ 1) - P(X) = c. L’ ensemble des solutions c’est l’ensemble des polynomes cX+ d. Maintenant 
P(X + 2) - 2P(X+ 1) + P(X) = D(D(P)) avec D(P) = P(X+ 1) - P(X). On en deduit que les polynomes de degre s; 1 sont les 
solutions de P(X+ 2) - 2P(X+ 1) + P(X) = 0 puis que les polynomes de degre « 1 sont les solutions de P(X+ 1) - 2P(X) + 
P(X-1) = 0. 

Exercice 21.12 

1 . Quels sont les polynomes de C [X] tels que leur fonction polyndme associee soit une surjection de C sur C ? 

2. Quels sont les polynomes de IR[X] tels que leur fonction polyndme associee soit une surjection de IR sur IR ? 

Solution : 

1. Ce sont tous les polynomes P de degre Si . En effet, soit zeC, le polyndme P - z admet au moins une racine a 
d’apres le theoreme fondamental de l’algebre. Cela signifie que P(a) = z et done que la valeurz est atteinte par P. 
Done P est une surjection de C sur C. 

2. Ce sont les polynomes de degre impair. 


21.6.3 Arithmetique des polynomes 

Exercice 21.13 V 

Prouver que le polyndme A divise le polyndme B et determiner le quotient correspondant : 
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1. A = X-1 etB = X 3 +X 2 -X-l 

2. A = X + 2 etB = 2X 3 + 5X 2 +X-2 


3. A = X - j et B = X 3 -2iX 2 - i 

4. A = X+1 etB = X 3 +X 2 -X-l 



Exercice 21.14 V 

Trouver tous les polynomes de R;>,[X] divisibles par (X- 1) ay ant meme reste dans les divisions euclidiennes par 
(X- 2), (X- 3), (X- 4). 


Solution : Soit P e R 3 [X] un polynome verifiant ces proprietes. On pose |_i = P(2) P(X) - P(2) est par hypothese divisible 
parX-2, X 3 etX-4. II est done divisible par leur produit. Comme degP ^ 3, on peut ecrire PQQ- [i — A(X-2)(X-3)(X-4). 
La condition P(l) = 0 se traduitpar - 6 A + |a = 0. Done P(X) = A(X 3 - 9X 2 + 26X- 18). Par division euclidienne : 

P = A(X-1)(X 2 -8X+18) 


Exercice 21.15 

Soit A = X 1 00 - X 4 + X - 1 et B = X 3 +X 2 + X+ 1. Trouver le reste de la division de A par B. 
Indication 21.5 : Considerer X 100 - X 4 . 


Solution : On a B = (X+ 1) (X — /)(X + i). -1, i et -i sont aussi racines de X 100 -X 4 , done X 100 -X 4 est divisible par 
(X + 1) (X - i) (X + i) . On en deduit que le reste de la division de A par B est X - 1 . 
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Exercice 21.16 W 

Soit n>l. Trouver une CNS pour que (X- l) 2 | aX " + 1 + bX" + 1 dans 1 [X]. Trouverle quotient. 


Solution : Notons P = aX n+] + bX n + 1. Le polynome (X - l) 2 divise P ssi 1 est racine double au moins de P, c ’est a 
dire P(l) = P'(l) = 0. On trouve done que a - n et b — -(re + 1). On a alors 

P = rcX' H - 1 -(ra+l)X” + l = raX"(X-l)-(X"-l) = (X-l)[rcX n -X"- 1 -X”- 2 X-l] 

Mais en factorisant, 

nX"-X n ~ 1 X- 1 = (X - 1) [ttX n_1 + {n- l)X n “ 2 + • • • + 3X 2 + 2X + 1] 

Done 

72-1 

Q= L(fc+i)X fc 

k = 0 


Exercice 21.1 7 

1 . Montrer que X 5 - 1 et X 2 + X + 1 sont premiers entre eux. 

2. Determiner explicitement une relation de Bezout entre X 5 - 1 et X 2 + X + 1 


Solution : 

1. j est racine deX 2 +X+ 1. Mais il n ’est pas racine deX 5 - 1. Par conjugaison, j n’ est pas non plus racine deX 5 - 1. 
Aucune racine dans C deX 2 +X+ 1 n’est racine deX 5 - 1. Par consequentX 5 - 1 etX 2 +X+ 1 sont premiers entre 
eux. 

2. On descend : 

dividende quotient diviseur reste 

X 5 - 1 = (X 3 - X 2 + 1) x (X 2 +X+ 1) - (X + 2) 

X 2 +X+l - (X-l) X (X+2) + 3 

ce qui redemontre que X 5 - 1 et X 2 + X + 1 sont premiers entre eux. Maintenant, on remonte : 

3 = X 2 + X + 1 - (X - 1) x (X + 2) = X 2 + X + 1 - (X - 1) x [(X 3 -X 2 + 1) x (X 2 +X+ 1) - (X 5 - 1)] = 
(X 2 +X+ 1) [1 - (X- 1)(X 3 -X 2 + 1)] + (X- 1) (X 5 - 1) = (X 2 +X+ 1) (-X 4 + 2X 3 - X 2 - X + 2) + (X- 1) (X 5 - l). 


Exercice 21.18 

Soit P £ K [X] et a e IK . Montrer que a est racine double de P ssi a est une racine de PaP'. 


Solution : 

Si a est racine double de P, alors (X- a) divise P et P' et done divise PaP', ce qui montre que a est racine de PaP'. 
Reciproquement, si a est racine de Pa P', comme (X- a) divise P A P', (X- a) divise a la fois P et P', et done est racine 
de P et P'. Done a est racine double de P. 


Exercice 21.19 

Trouver une CNS pour que [X h - X a ) | {X d - X c ) dans € [X] . 


Solution : En utilisant les congruences, il faut que (b - a) \ [d - c). 


Exercice 21.20 

Soit P, Q e H|X|. Montrer que 

(P-Q) [PoP-QoQ => (P-Q)| (PoQ-QoP) 


Solution : Soit zeC une racine de P-Q, autrement dit biz) - Q(z). Dire que (P-Q) | PoP - QoQ, e’est dire que 

toute racine complexe de P-Q, est aussi une racine de PoP - QoQ. Done on a P(P(z)) = Q(Q(z)). Mais alors on a aussi 
P(Q(z)) = Q(P(z)). Mais on demontre ici que PoQ - QoP a toutes les racines de P-Q. C’est insuffisant. Il faut encore 
demontrer que les ordres de multiplicity pour PoQ - QoP sont superieurs a a ceux pour P-Q. On pourrait deriver, mais 
les formules (de Faa di Bruno) deviennent vite compliquees. Il vaut mieux chercher une autre vote : 

P P P 

On pose P(X) = £ a k X k . On a done PoQ - PoP = ^ a k (Q fc - P fc ) = £ a k (Q fc - P fc ]. Or pour k > 1, P - Q | Q fc - P fc = 
k = 0 k = 0 V ^ fc= 1 V ' 

(Q - P) (Q fc_1 + Q fc_2 P + . . . + QP fc-2 + P^ -1 ). Done P - Q | PoQ - PoP. De meme P — Q | QoQ - QoP. Done P-Q divise 
la somme PoQ - PoP + QoQ - QoP. Comme par hypothese P - Q | PoP - QoQ, on en deduit que (P — Q) | PoP - QoQ. 
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Exercice 21.21 

Soit un entier n A 2. Montrer que le polynome 


P= (X-3) 2 ” + (X-2)"-l 


est divisible par (X - 2) (X - 3) et calculer le quotient. 


Solution : On calcule P(3) = P(2) = 0 et done (X-2)/P, (X-3)/P et comme (X-2) A (X-3) = 1, il vient que (X-2)(X- 
3) /P. Pour le quotient par (X - 2) (X - 3) , developper avec le binome. 


Exercice 21.22 

Soient deux entiers ( n , p)eNi 2 et un polynome A e K [X] . Montrer que 

A 2 +A\A 2n + (A+l) p -l 


Solution : Soit T = X 2 " + (X+ l) p - 1. 0 et -1 sont racines de T, done X(X + 1) | T. Autrement dit T = X(X+ 1)Q pour un 
certain polynome Q. Done ToA-A 2n + (A+ l) p - 1 = A(A+ l).QoA. Done A(A+ 1) | P. 


Exercice 21.23 

Soit un entier n A 2 et un complexe non-nul X e C*. Determiner les couples de polyndmes (A,B) e C [X] 2 verifiant : 

A n + B n -X 


Solution : Soient deux polyndmes A, B e C [X] verifiant A n + B” = A. En derivant, on trouve(n S2) : A” -1 A' = -B" _l B'. 
Mais AaB = 1 (si D est un diviseur commun a A et B, il doit diviser X) et done A” -1 A B” _1 = 1 egalement. Done 
puisque A"~ 1 /B'B” -1 , d’apres le theoreme de Gauss, on doit avoir A" -1 / B'. Il existe done un polynome Q e € [X] tel que 
B = A” _1 Q. Mais en notant p - degA et q — degB, d’apres P equation on trouve que p-qet alors puisque B' = QA” _1 , 
en examinant les degres, on a degQ + (n-l)p - p—1, ce qui donne degQ = (2 - n)p - 1 < 0. Par consequent, B' -0 et 
done B - b est constant. On a egalement A - a constant, avec les complexes ( a , b ) verifiant a n + b n — X. 


Exercice 21.24 

Soit P n la suite de polyndmes definie par Pi = 1;P2 = X et V n 3= 2,P n = X.P„_i - P„_ 2 . Demontrer que V n A 2P 2 - 
P/i-i-Pfi+i = 1. En deduire que P n et P, ;+ i sont premiers entre eux. 


Solution : On a P 3 = XP 2 - Pi = X 2 - 1 et done P 2 - PiP 3 = X 2 - (X 2 - l) x 1 = 1. 

Pf i+ 1 — P«P n+ 2 — P«+l (XP n — P/i-i) — P n (XP n +l — Pn) — XP n+lPn — P n+lPn—1 ~ XP nP n +1 + P« — P« — Pn+lPn -1 ■ L& recur- 
rence tourne toute seule. 


Exercice 21.25 

Soit neN*. 

1. Demontrer qu’ il existe un unique couple (P,Q) e Q„_i[X], tel que (1 - X)"P(X) + X"Q(X) = 1. 

2. Demontrer que P(X) = Q(l-X). 

3. Demontrer que 3 a e Q>, (1 -X).P'(X) - rc.P(X) = aX" -1 . 

4. Calculer P(0). 

5. Determiner les coefficients de P. 


Solution : 

1. Unicite : Soit (Pi,Qi) un autre couple. On a (1 -X)”(P- Pi) +X"(Q- Qi) = 0. Done X” divise (1 -X) n (P - Pi). 
Comme X" et (1 -X)' 2 sont premiers entre eux, d’apres le lemme de Gauss, X” divise P - Pi. Comme ce dernier 
est de dege < n, P - Pi = 0. Par suite, Q-Qi- 

Existence : Les polyndmes X et 1 - X sont premiers entre eux. Il en est done de meme pour (1 -X)' 2 et X”. 
D’apres la propriete de Bezout, il existe deux polyndmes Po et Qo tels que (1 -X)”Po(X) +X' 2 Qo(X) = 1. Reste a 
regler le probleme des degres. Or pour tout polynome A de 0 [X] , le couple (Po - AX' 2 , Qo + A(1 - X) ") est aussi 
solution. A partirde la, on effectue la division euclidienne de Po par X” ; Po = AX' 2 + P avec degP < n. En posant 
Q- Qo+A(l-X)” on a X' 2 Q (X) = 1 - (1 -X)”P(X). En regardant les degres, on a n+ degQ = n + degP et done 
degQ < n. 

2. En substituant 1-X aXon aX”P(l -X) + (1 -X)”Q(1-X) = 1. Comme degQ(l -X) = degQ < n, d’apres l’unicite 
pecedente, on en deduit que Q(1 - x), quijoue le role de P est egal a P. 
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3. En derivant (1 -X)"P(X) +X"Q(X) = 1, on trouve -n( 1 -X)"" 1 ? + nX n-1 QCX) + (1 -X) n P' +X"Q'(X) = 0, soit 
(1 -X)” _1 ((l -X)P' - nP) +X” _1 (XQ' + nQ) = 0. On applique a nouveau le lemme de Gauss car X” -1 divise 
(1-X)"- 1 ((1-X)P'-«P) et est premier avec { 1-X)' i_1 doncX n ~ l divise (l-X)P'-nP. Comme deg((l-X)P'-?tP) ^ 
n— 1, on en deduit V existence d’un aeQ (eventuellement nul) tel que (1 -X)P' - nP = aX"~ l . 

4. On a (1 - 0)“P(0) + 0"Q(0) = 1 done P(0) = 1. 

72— 1 n - 1 72-1 

5. On ecrit P = 1 + Y a k X k , P' = £ ka k X k ~ l , XP' = Y ka k X k . D’ou 

k= 1 k= 1 k= 1 


(l-X)P'-wP = Y (fc+ l)a k+ \X k - Y ka k x k - Y na k X k -n = aX n 
k = 0 k= 1 k= 1 


On regarde, suivant les valeurs de k, le coefficient de X . 

► k-n-\:-(n - l)a n -\ - na n -\ - n = (1 - 2ri)a n -\ - n- a. 

, , , . , , n+k 

► k = 1,..., n-2 : [k+ l)a k+ i - ka k - na k = 0 soit [k+ l)a k+ \ - [n+ k)a k ou a k+ \ = a k . 

k+ 1 

► k= n - 1 : a\ = n. 

On trouve 

n-2+ n 2n-3 n + 1 

a n - 1 = x x ... x x n 

■Jl-' n - 1 n-2 2 

k=n- 2 ' — - — ' = fl i 

k = l 


soit a n - 1 : 


(2n - 2)! 


(n-l)!(n-l)! 

^ n + k-1 n+1 (n+k-l)\ m +k- 

De meme ai- = x . . . x x n = — = - 

k k 2 kKn-l)\ y k 1 


21.6.4 Division euclidienne 

Exercice 21.26 

Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants : 


1. A = X 3 + X 2 - 2X + 3 et B = X 2 + 2X - 1 

2. A = X 4 + 2X 2 - 3X 3 - 2X + 4 et B = X 2 + 1 

3. A = X 2 + IX+ 3 et B = X + 2j 


4. A = XetB = X 2 + l 

5. A = 2X 2 + 4X - 1 et B = X 2 + 3X - 1 

6. A = X 2 -1 etB = X 3 + 2X-l 


Solution : 

1. X 3 + X 2 - 2X + 3 = (X - 1) (X 2 + 2X - l) + (X + 2) 

2. X 4 + 2X 2 - 3X 3 - 2X+ 4 = (X 2 - 3X+ l) (X 2 + l) + (X + 3) 

3. X 2 + IX+ 3 = (X- i) (X+ 2 /) + 3 

4. X = 0(X 2 + 1)+X. 

5. 2X 2 + 4X-1 = 2(X 2 + 3X-1)-2X+1 

6. X 2 - 1 = 0 (X 3 + 2X - l) + X 2 - 1 


Exercice 21.27 V 

Soit PeK[X] et r et s les restes de la division de P par (X- a) et par (X - h) . Quel est le reste de la division de P par 
(X- a) (X - b) ? (on determines ce reste en fonction de r,s lorsque b et si a - b, en fonedon de P(a) et P'(a). 
Indication 21.5 : Lorsque a - b, udliser la formule de Taylor. 


Solution : Par division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) £ 

degRsS 1. Done R = aX+ 13 ou a, (3 e K. 

Si a ^ h, alors l’egalite precedente amene P(a) = aa+p et P(£>) = ah + 1 

P(a)-P(&) bP(a)-aP(b) 
ces deux equations et on trouve R = X+ . Comme r = P(a) et s - P{b), il vient 


; [X]) 2 tel que P = (X- a) (X- b) Q + R et 
On resout le systeme forme par 


R = 


r-5 br - as 

X+ 

a- b b- a 
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- Si a - b, on ecrit la formule de Taylor : 



P(X) = 

P(«) + (X- a)P'(a) + (X- a) 2 Q(X) 

et le reste vaut a lors 

R = P(fl) + (X- a)P'(a) 



Exercice 21.28 0 

Trouver le reste de la division euclidienne deX" par (X- l) 3 . 


Solution : En utilisant la formule de Taylor, on trouve 

X” = l + n(X-l) + (X-1) 2 + (X-1) 3 Q 

oil Q eR[X|. Par unicite du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynomes, on trouve pour le 
reste 



Exercice 21.29 

Soient a e K et P e IK [X] . Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X - a) 2 en fonction de P (a) et P' (a) . 


Solution : Par division euclidienne, on a : 

P = Q(X-a) 2 + ctX + |3 

ou Q e IK [X] et a, p e IK et il vient P' = (Q' (X - a) + 2Q) (X - a) + a. On remplace X par a dans ces deux egalites et on 
obtientle systeme : 

Jp(a) =fla + p 
|P'(a) =a 


Le reste est done : P' (a)X+ (P (a) - aP ' (a)) 


Exercice 21.30 V 

Soient a e U et n e N* . Determiner le reste de la division euclidienne dans R [X] de (Xsin a + cos a) n parX 2 + 1. 


Solution : Par division euclidienne, on a : 

(Xsina+ cos a)” = Q (X 2 + l) + aX + p 

avec Q e R [X] et a, |3 e R. On remplace X par les racines i et -i de X 2 + 1, on obtient : 

I e ia = at + p 

|e _!a =od + p 

On resout ce systeme, il vient : a — sin a et p = cos a. Done le reste recherche est : | Xsin a + cos a 


Exercice 21.31 

Pour m e l\l*et 9 e R, on considere F m> g = X 2m - 2X m cos mQ + 1 e C[X]. Verifier que F m g est divisible par Fi g. 

Calculerle quotient. 


Solution : D’abord, il est bon de remarquer que F m g = | X m - (e' B ) J | X m - (e 
egale [X m ~ * l * * * * * + e id X m ~ 2 + . . . + e nm ~ l)% ] [X m ~ l + e - i9 X m ~ 2 + . . . + e ~ m ~ m 
} m ~ 2 , e w + e~ w = 2 cos 9 pourX 2m ~ 3 , ~ 2i ' s 
PourO sS k sS m— 1, le coefficient deX k egalee H "‘ _ ' t_JJU .e _H "‘ _iJU +e 

somme d’une suite geometrique de k + 1 termes de raison e zw soit e 
sin(A:+ 1)9 


. On en deduit que le quotient 

+ ... + e H "‘ -±;u J [X"‘ _1 + e-^x" 1- "" + ... + e~ n '"- ±lu \. Les coefficients se calculent plutot bien. 1 
pourX 2m ~ 2 , e w + e~ w = 2cos9 pourX 2 ' n ~ 3 , e 2lQ + 1 + e~ 2lS = 1 + 2cos29 etc. Pour la suite on prendra 9^0 (mod it). 

k „/(m-fc-l)0 „-t(m-U0 + e ((m-fc-2)0 e -t(m-2)9 + e ~i{m-k-l)d e i{m-l)d Q na \ a 

„2i(jfc+l)0 i o ik0 „i{k+ 1)0 --/(fc+l)e 

.2(0 „-ifc0 e i - ! ^ e e e 


ikd 1 


> 2/0 


-1 


— e 


-id 


-. Les coefficients sont symetriques, e’est-a-dire que le coefficient deX 2 


sin(A;+ 1)9 


sin 9 sin 9 

Line derniere verification, car il en faut pour tous les gouts : Il s ’agit de calculer les coefficients de 

(X 2 - 2Xcos9+ 1) (sin9X 2m “ 2 + sin29X 2m_3 + . . . + sin(m - l)9X m + sin m9X m_1 + sin(w - l)9X m_2 + . . . + sin 9) . 
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Le coefficient constant vaut sin 9, pour 2 sS k sS m— 1, le coefficient de X k vaut sin(fc + 1 ) 9- 2 cos 9 sin /c9 + sin(fc- 1)9 = 
sin fc9 cos 9 + cos A;9 sin 9 - 2 cos 9 sin fc9 + sin fc9 cos 9 - sin 9 cos kQ — 0. 

le coefficient de X m vaut sin(m + 1)9 - 2 cos 9 sin mQ + sin(m - 1)9 = sin mQ cos 9 - cos m9 sin 9 - 
2 cos 9 sin mQ + sin mOcosO - sin 9 cos mQ = -2 cos m9 sin 9. En udlisant les symetries des co- 
efficients (on dit que ces polyndmes sont reciproques. Voir aussi l’exercice 21.47 p.801 ), 

le coefficient de X k pour m + 1 k 2m - 1 est nul et celui de X 2 ’ 1 vaut sin9. D’ou 
(X 2 - 2Xcos9 + 1) (sin9X 2m_2 + sin29X 2m " 3 + . . . + sin(m - l)9X m + sin m9X m_1 + sin(m - l)9X m " 2 + . . . + sin 9) 

= sin9 (X 2m - 2X m cos m9 + l) . 


Exercice 21.32 V 

Verifier que X n sin 9 -X. sin nQ + sin(n - 1)9 est divisible dans C[X] par X 2 - 2X. cos 9+ 1 et calculerle quotient. 


Solution : Les racines deX 2 -2Xcos9+ 1 sont e‘ s et e ,9 . Verifions qu ’elles sont aussi racines du dividende. Pour e' 9 : 

pit) _ „-(!> pint) _ p-inQ _i(n-l)8 _ „-/(n-l)9 i 

c int> e 6 e it) _ e | _ _ \ e i{n+l)t) _ gi(n-l)8 _ e Hn+l)t) + e ~i(n-l)tl + e i(n-l)tl _ e ~i{n~ 1)- 

2 i 2 i 2 i 2 i 

0. Comme le dividende est un polynome reel, le conjugue de e i9 est aussi racine. 

On pose la division sans se degonfler : 


X n sin 9 

-X. sin «9 

sin(n- 1)9 

X 2 -2Xcos9 

+ 1 

X"' 1 sin 29 X' 1-2 sin 9 

-X. sin n9 

sin(n- 1)9 

X"" 2 sin 9 +X” -3 sin 29 


2X n ~ 2 sin 29 cos 9 

= X n " 2 sin 9(4 cos 2 9-1) 

= X"" 2 sin 39 

-X. sin n9 
-X. sin rc9 
-X. sin n9 

sin(tt- 1)9 
sin(tt- 1)9 
sin(n- 1)9 

+X n ~ 4 sin 39+ ... 



On peut done supposer que le quotient est X” 2 sin9 + X” 3 sin29 + ... + sin(n - 1)9. En re mar- 
quant que sinx = lm{e lx ) on est amene a calculer (X' i_2 e' 9 +X n_3 e 2i9 + ... + e' tn_1)9 ) (X- e' 9 ) = 

e' 9 (X” -2 + X”- 3 e' 9 + . . . + (X - e‘ 9 ) = (X"” 1 - e «"-9 9 ) = e ' 9 X n -' - e in '\ En multipliant le resultat 

precedent par X- e‘ e , (X n "V 9 +X n - 3 e 2i ' e + ... + e i{n ~ l) ®) (X 2 -2Xcos9+ l) = e ! ' 9 X" - e in% X-X n ~ l + e i(n ~ 1)d . 

En prenant les parties imaginaires des deux membres, on a bien le resultat annonce. 

La partie imaginaire d'un polynome P c ’est bien sur le polyndme jj |p - P j . 

Remarque : On a aussi demontre queX n cos9-X” -1 - cos «9X + cos(« - 1)9 est divisible par X 2 - 2X cos 9 + 1 et que le 
quotient est X n ~ 2 cos9 + X” -3 cos 29 + ... + cos(n- 1)9. 


Exercice 21.33 

Soit n et m deux entiers naturels. 

1. Demontrer que si d \ n alors X d - 1 1 X” - 1. 

2. On pose n = mq+ r ala faveur d’une division euclidienne. 

Demontrer que X n — 1 A X m — 1 = X m — 1 A X r — 1 . 

3. Demontrer que X n - 1 A X m - 1 = X” Am - 1. 

4. Soit a un entier naturel. Demontrer que ci n — 1 A a m - 1 = a n ^ m - 1. 

5. Montrerque si a et b sont deux entiers premiers entre eux alors VP e IK[X], (P a - l).(P b -l) divise (P- l).(P nfa -l) 


Solution : 


1. On ecrit n - dk et on a immediatement X" - 
de conclure. 

Sinon on ecrit X d -1- ]~[ fx - exp ( 2lixkm ) j _ 

m= V n 11 


1 = (X d ) k - 1 = [X d - 1) (1 + X d + X 2d + . . . + X d[k ~ l) ) ce qui permet 
Cela veut dire que toutes les racines de X d - 1 sont aussi racines de 


X n - 1. Cela veut dire queX n - 1 est divisible parchacun des X- exp 0 2mkm done parleur produit puisque toutes 
ces racines sont notoirement distinctes. 


2. On ecrit X n - 1 = X mc > +r -X r +X r - 1 = X r (X m q- l) +X r - 1 = X r (X m - 1) (l +X m +X 2m + ... +X m(< ?" 1) ) +X r - 1. 
Comme degX r - 1 = r < m = degX m - 1 on en deduit que X r - 1 est le reste etX r (l +X m +X 2m + ... +X m(<?_1) ) 
est le quotient. Par application de l’algorithme d’Euclide, on en deduit X n - 1 AX m — 1 = X m - 1 AX r - 1. 

3. On effectue en parallele 1 ’algorithme d ’Euclide pour lie tm d’une part, et pourX n - let X m -Id ’autre part. Dans 
le premier cas on appelle ro, r p ,0 la suite des restes. D’apres le resultat precedent, la suite des restes pour 

X n - 1 et X m - 1 est X r ° - l,X ri - 1 X'" - 1 , 0 . Dans les deux cas le PGCD est le dernier reste non nul. On en 

deduit bien que X n - 1 A X m — 1 = X'/' - 1 avec r p — n A m. Ce qu ’il fallait demontrer. 
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4. On peut parfaitement appliquer la methode precedente. 

5. On va commencer par demontrer le resultat pour P = X. On sait queX a - 1 divise X ab - 1 soitX ab - 1 = Qi (X a - 1). 
De meme X ab - 1 = Q 2 (X* - 1 ) . Or on sait aussi que le PGCD deX a - 1 etX b - 1 egaleX- 1. Done on peut ecrire 
X a — 1 — (X- 1 )Q 3 etX b - 1 = (X- 1 )Q 4 avec Q 3 AQ 4 = 1 . Done on a Q 1 Q 3 = Q 2 Q 4 . Q 3 divise Q 2 Q 4 et Q 3 AQ 4 = 1 , 
done d’apes le lemme de Gauss, Q 3 divise Q 2 . Autrement dit Q 2 = Q 3 D. Resumons-nous : [X ab - l) (X- 1) = 
Q 3 (X- 1)DQ 4 (X- 1) = D(X) (X fl - 1) [X b - 1). 

En toute generalite, on a [P ab - l) (P - 1) = D(P(X)) (P fl - 1) (P h - 1 ). Ce qu ’il fallait demontrer. 


Exercice 21.34 

Soit tp : Z^K[X] un morphisme de d’anneaux. Alors V {a, b) e Z 2 ,tp(a) Atp(Z?) = cp(a A b). 


Solution : Soit d-a/\b. On ecrit a - da' , b - db', avec a' /\b' — 1. 

Soient u,v eZ tels que ua! + vb' - 1. On a alors (p(w)cp(a') + cp(y)cp(fo') = cp(l) = 1, et done ip(fl') et tp [b') sont premiers 
entre eux. 

Comme ip (a) = tp(rf)cp(a') et tp [b) = tp(d)tp(fo'), on a le resultat. 


21.6.5 Racines d’un polynomes 

Exercice 21.35 V 

On considere le polyndme : P = - 6 X 3 + 4X 2 + X 4 + X 3 + 3X + 9. 

1 . Montrer que 3 est une racine double de P. 

2. Factoriser P dans K. 

3. En deduire toutes les racines de P dans C. 


Solution : 

1. Comme P (3) = P' (3) = 0 et que P" (3) / 0 , 3 est une racine double de P. 

2. P est done de la forme : P = (X — 3 ) 2 [aX + bX + c) . Par identification, on trouve : 

P= (X-3) 2 (X 2 +X+1) . 


ry 2.L1V _£L)\. 

3. Les racines deX 2 +X+ 1 sont les racines troisiemes de P unite : eZT et e ZT done: 



2in 

2in 

P = (X-3 ) 2 

X-e^~ 

. 

X-e “3" 

t 


2in _2ztt 

et P comporte une racine double : 3 et deux racines simples complexes conjuguees : eZT et e ZT . 


Exercice 21.36 r 2 

Montrer qu'il existe un unique polyndme unitaire P e K 3 [X] verifiant : 

P(0) = P(l) = P'(l) = 0 et P'(0) = 2 


Solution : 0 est une racine simple de P et 1 est une racine au moins double de P. Done P est de la forme 

P - X(X- l ) 2 (aX+ b ) avec ,b eR. Comme P' (0) = 2, on obtient b - 2 et comme P est unitaire, on a : a = 1. Done 
P = X(X- l ) 2 CX + 2) . 


Exercice 21.37 r 2 

Soient a, b, c trois elements non nuls et distincts de IK. Demontrer que le polyndme 

X(X-b){X~c) X (X - c) (X - a] X(X-a)(X-b) 

P — 1 1 

a(a-b)(a- c) b(b-c)(b-a) c(c-a)(c-b) 

peut s ’ecrire sous la forme P = A (X - a) (X - b) (X - c) + 1 ouX est une constante que 1 ’on determinera. 
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Solution : Par division euclidienne, il existe un unique couple (Q, R) e R> [IK] tel que P = Q (X- a) (X- b) (X- c) + R ou 
R = aX 2 + px+ y £ IK [X] . Remarquons que P (a) - P (b) - P (c) = 1 done a, b, c sont trois racines disctinctes du polynomes 
R-l. Ce polynome etant de degre sS 2, ceci n’est possible que si R-l = 0. On a done R = 1 etP = Q (X- a) (X- b) (X- c) + 
1. Bn raisonnant sur les degres, il est clair que degQ = 0 done Q = A est une constante. Le coefficient du terme dominant 
de P est 

1 1 i _ i 

a {a- b){a- c) b(b—c){b—a ) c{c-a){c-b ) abc 

doncl A = 1/ [abc) \. 


Exercice 21.38 

Quel est l’ordre de multiplicity de la racine 1 dans le polynome X 2 ” - nX" +l + riX n ~ l - 1 ? 


Solution : On calculeP {\ ) = 1 - n+ n- 1 = 0, P'(l) - 2 n— n{n + 1) + n[n— 1) = 0, P"(l) = -n 2 {2n- 1 ) ^ 0, et done 1 
est une racine d’ordre 2. 


Exercice 21.39 V 

On considere le polynome 


Montrer qu ’il n ’a pas de racine multiple. 


x n 

P„(X) = 1 + X+ — + ••■ + — 
2 ! nl 


Solution : Supposons que P„ admet une racine a £ € d’ordre au moins deux. Alors P n (a) = P', (a) = 0. Mais 

2 Yl— 1 

a a , a a 

P*2(a) = l + a+ 1 h — et P„(a)=l + a+ — I 1 . 

2 ! n\ n 2! (n-1)! 

a" 

Done par soustraction de ces deux egalites, on a — = 0 et forcement a - 0. Mais P„ (0) = 1 et on aboutit a une contra- 

n\ 

diction. 


Exercice 21.40 V 

Trouver P £ K 5 [X] tel que - 1 soit racine triple de P + 1 et que 1 soit racine triple de P - 1. 


Solution : Soit P un polynome repondant aux hypotheses de l’enonce. Alors il existe S = aX 2 + bX 2 + c £ [R 2 [X] et 

T = dX 2 + eX 2 + / £ R 2 [X] tels que 

P= (X+1) 3 S-1 = (X-1) 3 T+1. 

On developpe ces expressions et on identffie les termes de meme degre. On obtient le systeme : 


a 

3 a + b 
3a + 3b+ c 
a + 3b + 3c 
b + 3c 
c — 1 


= d 

= e- 3d 
= f-3e + 3d 
= -3f + 3e- d 
= 3 f-e 
= -/+! 


dont l’unique solution est a = 3/8, b — -9/8, c — 1, d — 3/8, e — 9/8, / = 1. On en deduit que P = (x+ l) 3 (3/8x 2 - 9/8x + 
1) - 1 = 3/8x 5 - 5/4x 3 + 15/8x . Reciproquement, on verffie que ce polynome est solution de notre probleme. 


Exercice 21.41 

Soit 


V 


P„ = (X+ 1 ) 2 ” +1 -X 2,,+ l -leR[X] 


Montrer que (X 2 +X) divise P n . Est-ce que (-1) est racine double de P ? 


Solution : Comme X 2 +X = X(X+ 1) et que P n (-1) = P n (0) = 0, le polynome X 2 +X divise P. Par ailleurs, P' n = 

[2n+ 1) (X+ l) 2n - [2n+ l)X 2n et P' n (-1) = - [2n + 1) ^ 0 done- 1 est une racine simple de P. 


Exercice 21.42 V 

Soit «eN* . on considere P„ £ DS[X] dehni parP n (X) = (2 n — 1)X ” +2 - (2 n+ 1)X ” +1 +X 2 +X. 
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1. Calculerle quotient euclidien Q„ de P n par (X- l) 2 . 

2. Demontrer qu’il existe un unique reel x n 3= 0 tel que Q n (x n ) = 1. 

3. Etablir que la suite (x n ) est convergente et preciser sa limite. 


Solution : 

1. On a P„(l) = 2n - 1 - (2n + 1) + 1 + 1 = 0. P' n = (2 n - 1 ){n + 2)X n+1 - (n + 1) (2 n + 1)X" + 2X + 1. D’ou 
P' n (l) = (2 n - l)(n + 2) - (n+ l)(2n + 1) + 2 + 1 = 0. Done 1 est racine de P d’ordre au moins 2 et done (X- l) 2 
divise P n . On pose la division : 


(2n- 1)X” +2 —{2n + l)X n+1 

—{2n— 1)X” +2 + (4n-2)X n+1 

(2n-3)X n+1 


— {2n— 1)X” 
—{2n— 1)X” 


X 2 - 2X + 1 
+ (2n- l)X n + ... 


II semblerait done que P n = (2 n- l)X”(X 2 -2x+ 1) + P„_i en posants’il lefaut Po = -X 2 -X+X 2 +X = 0. Verifions- 
le : 

P„_i + (2 n - 1)X" (X 2 - 2x + 1) = (2n - 3)X n+1 - (2 n - l)X n + X 2 +X+ (2n - 1)X ,2+2 -2(2 n- 1)X” +1 + {2n- 1)X" = 

n 

(2 n - l)X n+2 + [{2n - 3) - 4n + 2] + X 2 + X = P n . On en deduit que P n = (X 2 - 2x + 1) £ (2 k - l)X k . 

k = 1 

2. On a Qn(x) - x + 3x 2 + ... + (2n- l)x n . Q n est une fonction strictement croissante sur [0, +oo[, avec Q„(0) -0 et 
lim Q- n(x) — +oo. Done V equation Q„ (x) = 1 admet une unique solution positive. Comme Q n (l) = n 2 , on a 

x — *+oo 

1. 


3. On a Q n +i(x n ) = Q„(x„) + (2 n+ l)x” +1 = 1 + +(2n + l)x” +1 > 1 = Q n+ i(x n+ i). Done, comme Q n +i est croissante, 
la suite (x„) est strictement decroissante. Comme elle est minoree par zero, elle converge. Soit I = lim x n . Pour 


xe [0, 1 [, on a lim (2 n— l)x” +2 = 0 et lim (2 n+ l)x” +1 = 0. Done lim 


(2 n - l)x' i+/ - (2n + l)x n+1 + x 2 + x 
(x-1) 2 


X + X 


On pose Q(x) : 


X + X 


(x — l) 2 (X— l) 2 

\/l3 - 1 1 

On a 1 - Q(£) = Q n (x„) - Q{x n ) + Q(x„) - Q(I). Pour n ^ 2 on a 0 *£ x n *£ X 2 = - D’apres la continuite 

„n+ 2 ro„ , li „h+1 


de la fonction Q sur [0, 1 [ on a lim Q(x„) - Q(() = 0. Par ailleurs Q n {x n ) - Q(x H ) = 


(2n - l)x„ - (2n + l)x„ 


done \Q n (x n ) - Q(x„)| ^ 


2n-l+2n+l 1 1 

— et comme - ^ l-x„ ^ 1, on a - 

(x„-l) 2 2 (x„-l) 2 


{X n ~ l ) 2 

; 4 ( toujours pour n 3 2). 


On en deduit que lim Q„(x«) - Q(x„) = 0. 

n— oo 

Finalement, 1 - Q{£) = 0, done t 2 + £ = £ 2 - 2£ + 1 d’ou (. = —. 


Exercice 21.43 

On considere deux polynomes (P, Q) e C [X] 2 verifiant 

VzeC, |P(z)| = |Q(z)| 

Montrer qu’il existe ueC, \u\ = 1 tel que P = uQ. 


Solution : Pour tout a e C, on a P(a) = 0 Q(a) = 0. Done P et Q ont les memes racines. Comme tout polyndme de 

m 

€ [X] est scinde, le resultat est immediat.Du moins tant que les racines sont simples. Sinon on ecrit P = A ]~[ (X-a k ] Pk 

k=l 

m 

et Q = (x ]~[ (X-a k ) qk - Soit ko e [1, m] Pour fixer les idees, on peut supposer p^ () ^ q t t 0 . En divisant par {z- a^ n ) l>kn 
k= 1 


on obtient, pour z ^ a^, 


A Yl {z-a k Y 


k= 1 
ko 


\i[z- <x ko ) qk °- pk °n m k=1 (z-at)* 

k^ ko 


. Supposons l’espace d’un instant que 


cjk a > p k 0 , on obdendrait, en faisant tendre z vers a ko , 


A n ( et ko -a k Y 


k= l 
k^ ko 


0 contradiction. Done q ko = p ko , et ce 


V A'o e [ 1 , m || . Ce qu’il fallait demontrer. Finalement, e’etait bien immediat. 


Exercice 21.44 W 

Soit I’ei [X] un polyndme de degre n > 0. 
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1 . On suppose que P a dmet n racines reelles distinctes. Montrer que P' admet n-l racines reelles disctinctes. 

2. En deduire que pour tout aeU*, le polyndme Q = P 2 + a 2 n ’a pas de racines complexes multiples. 


Solution : 

1. Notons les racines de P dans l’ordre croissant. Soit i £ [1 ,n— 11. P est continue et derivable sur le 

segment [a;,(X; + i] et P (ai) = P (a i+ i) = 0. D’apres le theoreme de Rolle, il existe Cj e |a, ,a 1+ i [ tel que P' ( c,- ) = 0. 
On demontre ainsi queP' admet uneracine Ci £ ]a,-,a i+ i [ pour tout i £ [1, n— 1] . Done P' admet done n-l racines 
et ces racines sont toutes distinctes. 

2. Par V absurde, s’il existe a e C tel que Q(a) = Q'(a) = 0, on aurait 

j P 2 (a) + a 2 - 0 
[2P(a)P'(a) = 0 

etdonc a n’ est pas reel car P 2 (a) + a 2 > 0. On nepeutpas avoir P(a) = 0 (car P est scinde), et done P'(a) = 0. Mais 
comme P' est scinde, on aurait ael ce qui est absurde. 


Exercice 21.45 VO 

Trouverles racines de 

P (X)= Y. ( ?)x" _fc cos fca 

k=0 yk 


Solution : Introduisons le polynome Q = E£ =0 [ jx” k e lka _ // e st clair que P = |q + Qj 12. Mais d’apres la formule 

du binome, Q = (X+ e la )" et Q - (X+ e~ la ) n . L’ensemble des racines de P est exactement l’ensemble des racines de 
Q + Q. Soit a une racine de P. Comme Q(a) + Q (a) = 0, [a + e m ) " = - [a + e~ m ) " et il existe k £ [0, n - 1] tel que 

. 2kn ) 

a + e m -e i n >(a+e~ ia )et 


! 2kn \ 


e i[n + 2M)_ 1 

On obtient ainsi n valeurs possibles pour a. Comme P est de degre n, il a exactement n racines dans C et les n nombres 
complexes de la forme precedente forme 1 ’ensemble de toutes les racines de P. 


Exercice 21.46 W 

On definit par recurrence la suite de polynomes (P„) : 

jPo = 2, Pi=X 
j Vn e N, P/i +2 — XP,j+i — Pn 

1. Calculer P 2 et P 3 . 

2. Determiner le degre et le coefficient du terme dominant de P„ pour tout nelM. 

3. Montrer que pour tout n e N et pour tout z £ <C* ; 


4. En deduire une expression simple de P„ (2cos0) pour tout 0 £ R. 

5. Determiner les racines de P„ et en deduire une factorisation de P. 


Solution : 

1 . P 2 = X 2 - 2, P 3 = X 2 - 3X. 

2. Par recurrence, montrons que pour tout n 5= 1, le coefficient du terme dominant de P n est 1 et degP„ = n. La 
propriete est clairement vraie aux rangs 1 et 2. Soit n~» 2. Supposons que le coefficient du terme dominant de 
P n et de P n -i est 1 et que degP„ = n, degP„_i = n-l. Comme P n+ i - XP n - P n -i, il est clair que degP n+ i = 
degP„ + 1- n + 1 et que le coefficient du terme dominant de P n est 1. La propriete est prouvee par recurrence. 
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3. Demontrons a nouveau cette propriete par recurrence : Celle ci est vraie au rang 0. Soit tie N Supposons que la 
propriete est vraie au rang n et au rang n + 1 et prouvons la au rang n + 2 : 

Pn+2\Z+-} = \Z + -]P„+i (z+ - | -P n \Z + - 


= lz+ l)(^ + -U-U + l 


1 

7 n+ 2 


La propriete est alors prouvee par recurrence. 

4. Soit 0 e M. Par application de la question precedente et utilisation des relations d’ Euler : 

P„(2cos0) = P„(e i0 + -^ 

= e in 6 + — r-TT 


= 2cos(n0) 


5. La question precedente nous invite a chercher les racines de P n sous la forme z = 2cos0. Remarquons que 
si z £ [-2,2], il existe un unique 0 £ [0, tt] tel que z - 2cos0. Considerons done 0 £ [0, tt] tel que P n (2cos0). 

(2k + l);i I (2k + 1) tt ^ 

On a alors : cos (m) - 0 c est a dire 0 = a vec k £ [0, n— 1]. Les n nombres 2 cos pour 

2 n \ 2n ) 

k £ [0, n - 1J sont tous distincts et comme deg = n, ce sont les n racines de 7 n . Le coefficient du terme dominant 
de P etant 1 on obtient : 


A 1, 

(2k+l)n\\ 

P = II X - 2 cos 
fc=A 

2„ )) 


Exercice 21.47 

Polynomes reciproquesOn appelle polynomes reciproque un polyndme dont la suite des coefficients est symetrique. 
Par exemple 1-2 X + X 2 ou 1 + 2X + 2X 2 + X 3 sont reciproques. Voir aussi le paragraphe BAA p.ll 76. 

1. Demon trer qu’un polyndme de degre n est reciproque si et seulement si Vx e K*,P(x) = x n P 

2. Demontrer qu ’un polyndme reciproque de degre impair admet - 1 comme racine. 

3. On suppose que P = (X+ 1)Q. Demontrer que si P est un polyndme reciproque alors Q l’est aussi. 

4. Demontrer que le produit de deux polynomes reciproques est reciproque. 

5. Resoudre x 5 + 3x 4 - 2x 3 - 2x 2 + 3x+ 1 = 0. (On utiliserci les questions precedentes et on se souviendra de 
I’exercice precedent). 

6. On considere la suite de polynomes : Po = 1 et P n = (1 + nX) P„_i +X(1 — X)P'_ p (n 5= 1). Demontrer que les P n 
sont des polynomes reciproques. 



Solution 


On d n -l 


Cl\ 


1. Si on pose P(x) = a n x n + a„- \x n 1 + ... + a\x+ ao on a P — = 1 + ... h h a.Q et done x n P — = 

\x) x n x n ~ L x 

a n + a n -\x+ ... + a\x n ~ x + a^x 11 . D’oii le resultat. 

2. PourP polyndme reciproque de degre 2p+ 1, on a P(-l) = (-l) 2 l l+1 P |— | = -P(-l). D’ou le resultat. 


3. Soit n - degP. On a degQ = n-1 etVxe K*,P(x) = x n P — ; on en deduit x n P — = x n (— + 1)Q — d’ou 


(x+ l)Q(x) = (x+ l)x” 3 Q — d’ou Q(x) = x" — ce qu’il fallait verifier. 


4. Soit P et Q deux polynomes reciproques de degres respectifs n et m. On a P(x) = x n P — et Q(x) = x m Q 


PQ est un polyndme de degre nm et on a PQ(x) = x P | — J Q | — J = x PQ J ce qu’il fallait verifier. 

5. On a un polyndme reciproque de de degre impair. - 1 est racine (evidente 7). On peut factoriser par (x + 1) et on 
trouve (algorithme de Horner) x 5 + 3x 4 - 2x 3 - 2x 2 + 3x + 1 = (x + 1) (x 4 + 2x 3 - 4x 2 + 2x + 1) . On est done amene 
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a resoudre x 2 lx 2 4 — - + 2 (n — ] — 4 ] = x 2 (y 2 4- 2y - 6) avec y - x -\ — . on trouve y — 1 + \fl ou y — 1 - \fl ■ 


„ , 1 , /= .. . 1 + v/7 + V4 + 2\/7 l + /7-V / 4 + 2V7 

On resout done n — = 1 + v 7 ce gin donne deux racines x\ = et X 2 = . 

* + i = 1— \/7 donne aussi deux racines X3 = ssns „ uW L 5 = -1. 

6. Par recurrence, Po = 1 est reciproque. On suppose que P n _i l’est aussi. On a alors P n -i (x) = x' i_1 P„_i j et 

p w = ("• n.v" 2 p„ , (i) - x" 3 p'„ : (i). iron 

= [x+ n)P n -i[x) - x 2 P' n _ 1 {x') + {n - 1) x n l P n -i(x) + xP , n _ l {x)-(n-\)x n 2 P„_i(x) = P„_i(x)((x+ ri) + (n- l)x- 
n + 1) + PJj_j (x) (-x 2 + x) 

= P„_i(x)(nx+ 1) + P'_ j(x)x(l - x). Ce qu’il fallait verifier. 


Exercice 21.48 90 

Determiner tous les polyndmes P e C [X] verifiant : 


VieR, P(z) e [ 


Solution : Soit P = a,,X n h h oq e C [X] verifiant la condition de l’enonce. Puisque do - P(0), cio e R . Montrons que 

tous les coefficients de P sont reels. Considerons le polynome 

P — 7%X" + ■ ■ • + Oq 


et H = P - P. Soit xeR, 


P(x) e R 


Mais P(x) = a n x n H h oq — P(x). Par consequent, 


P(x) = P(x) 


Vx e R,H(x) = 0 

Le polynome H a done une infinite de racines, il est nul et done V/ e [0, n \\.~aj - at . Done PeR [X] . Reciproquement, 
tout polynome a coefficients reels verifie la propriete. 


Exercice 21.49 999 

Determiner tous les polyndmes complexes P tels que P(1 - 2X) = P(X) 


Solution : Soit z une racine de P dans C. 1-2 z est aussi une racine de P. On s’interesse done a la suite z n definie 

par zq - z et z n+ \ — 1 - 2 z n . L’etude est classique : on resout x- 1-2 x ce qui donne x = Ensuite on regarde la suite 
auxilliaire v„-z n -^. On a v n +\ = 1 - 2 z n - | = 1 - 2v n - | - | = -2v n , autrement dit [v n ) est une suite geometrique 
de raison -2. Elle prend une infinite de valeurs sauf pour vq - 0 soit z-^.Ona done deux possibilites, 

• P = 0. 

• p = x|x-i| , A/O. 

I n m 

Dans le deuxieme cas, P admet X comme coefficient dominant et P(1 - 2X) = A 1 1 - 2X - — I admet (— 2) m A comme 

coefficient dominant. On en deduit ( -2) m — 1 et m — 0. 

Reciproquement, les polyndmes constants conviennent bien. 


Exercice 21.50 999 

Trouver tous les polyndmes P e K (X| verifiant : 

P(X 2 ) = (X 2 + 1)P(X) 

Indication 21.5 : Trouver des racines de P, les mettre en facteur . . . 


Solution : Soit P un tel polynome. Alors P(/ 2 ) = 0, done- 1 est racine deP : ilexiste QeR[X] telgueP(X) = (X+1)Q(X), 
mais alors (X 2 + 1)Q(X 2 ) = (X 2 + 1)(X+ 1)Q(X), done Q verifie 

Q(X 2 ) = (X+ 1)Q(X) 
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(on peut simplifier par un polyndme non-nul). Alors Q((-l) 2 ) = 0, et done 1 est racine de Q : il existe ReR(X] tel que 
Q(X) = (X- 1)R(X). R verifie alors (X 2 - 1)R(X 2 ) = (X+ 1)(X- 1)R(X), e’est a dire 

R(X 2 ) = R(X) 

Mai's si on introduit le polyndme S(X) = R(X) - R(2), alors on montre par recurrence que \fn e S(2 2 ") = 0, done S 
possede une infinite de racines, done S - 0 et alors R est constant. Finalement, il existe A e K tel que 

P(X) = A(X+1)(X-1) 

Reciproquement, tout polyndme de cette forme convient. 

Exercice 21.51 

Trouver tous les polynomes P e K |X| verifiant 

P(X 2 ) = (P(X)) 2 

Solution : Supposons P non-nul. Soit aeC une racine complexe de P. On montre par recurrence que VkeN, a 2 * est 
encore racine de P. Mais puisque P n ’admet qu ’un nombre fini de racines, il est necessaire qu ’il existe k e N* tel que 

2 k 

cr = a 

Par consequent, a = 0 ou alors a 2 * -1 = 1, et alors |a| = 1. On peut alors no ter a = e‘ s avec 0 e [0,2ir]. 

0 

/ 0 ~ -A ,-0 i r. 

Comme (P(e ?)) = P(e ), alors e 2 est encore racine. Par recurrence, on montre que Vfc e l\l*, e 2 K est encore racine. 
La seule possibility pour qu ’il y ait un nombre fini de racines est que 0 = 0, e’est a dire a = 1. 

Les seules racines de P sont done 0 et 1. Done P = AX"(1 -X) p , A e K. Alors P(X 2 ) = P(X) 2 => AX 2 ”(1 -X) p (l + X) P = 
AX 2n (l-X) 2p et necessairement, 

| P _ X” | 

On verifie reciproquement que les polynomes de la base canonique et le polyndme nul conviennent. 

Exercice 21.52 

Trouver tous les polynomes P e C [X] verifiant : 

P(X 2 ) + P(X)P(X+1) = 0 (*) 


Solution : Soit P un polyndme solution de 1 ’equation eta eC une racine de P. En udlisant 1 ’egalite (*), on montre par 
une recurrence facile que pour tout n eN, P(a 2 ) = P(a) = 0. Mais P possede un nombre fini de racines done il existe 
NeN tel que a 2 = a Forcement, a = 0 ou alors a 2 -1 = 1, et alors |a| = 1. 

Mais F egalite (★) amene aussi P((a- l) 2 ) = P(a)P(a- 1) = 0, done (a - l) 2 est aussi une racine de P et on doit avoir 


a- 1 = 0 ou |a- 1| = 1. 

Les seules racines de module 1 sont -j ou -j 2 (a 1 ’intersection des cercles de rayon 1 centres respeedvement en 0 et en 
1) ou 1. 

Mais - j ne peut etre une racine de P. En effet, comme (- j - l) 2 - j, j devrait aussi etre une racine de P ce qui n ’est pas 
possible car on n’apas \j - l| = 1. De meme comme (- j 2 - l) 2 = j 2 , - j 2 ne peut etre une racine de P. 

En conclusion, les seules racines eventuelles de P sont 0 et 1. Done P = \X k ( 1 -X) p ou k, p e N et A e C.. Comme P doit 

verifier (★), il vient que A = -1, et finalement 


P = X fc (l-X) p 


La reciproque est immediate. 


Exercice 21.53 

Soient deux polynomes (P, Q) e R [X] 2 et ke N*. 

1. Montrer que (X- 1) [ P(X fc ) => (X- 1) | P. 

2. Montrer que (X 2 +X+ 1) | (P(X 3 ) +XQ(X 3 )) => (X- 1) | P et (X- 1) | Q. 

Solution : 

1. Si P = do + ajXH 1 - a n X n , alors P(X fc ) = do + a\X k + — v a n X nk . Par consequent, en notant Q = P(X fc ), si 

(X- 1) | Q, alors Q(l) = P(l) = 0. Done (X- 1) | P. 

2. En notant H = P(X 3 ) +XQ(X 3 ), puisqueX 2 +X+ 1 = (X- j)(X- j 2 ), on a H(j) = H(; 2 ) = 0, e’est a dire 

JP(l) + yQ(l) =0 
|p(1) = 7 2 Q(1) =0 

On en deduit que P(l) = Q(l) = 0, e’est a dire que (X- 1) | P et que (X- 1) | Q. 
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Exercice 21.54 000 

1 . On considere le polyndme P = a n X n + . . . + do e Z [X] un polyndme a coefficients entiers tel que a n ^0 et ao^O. 

p 

On suppose que P admet une racine rationnelle — e<Q ou p /\ q = 1. Montrer que p \ uq et que q \ a n . 

q 

2. En deduire une factorisation de P = 2X 3 - X 2 - X - 3 dans C. 

3. Verifier si le polyndme P = X 5 + 3X 2 + 2 est irreductible dans 0 [X] ? 

4. Demontrer que p- q\ P(l) puis, sans effort, que p+ q | P(l). 

5. Factoriser dans IR le polyndme 3X 4 - 19X 3 + 9X 2 - 19X + 6. 

Voir aussi le paragraphe B.4. 3 page 1174 de 1 ’annexe B. 


Solution : 

Ip) p n p 

1. Comme P — = 0, il vient : a n 1 - . . . + ci\ — I- uq - 0 ce qui amene : 

\q) q n q 

a n p n + an-ip"- 1 q + . . . + a\pq " _1 + aoq n — 0. 

Comme a n p n = - [a n -\p n ~ l q + . . . + a\pq " _1 + aoq' 1 ), q divise a n p n et comme p et q son t premiers entre eux, 
q divise a n . On montre de me me que p | do ■ 

2. Le resultat prouve dans la question precedente nous invite a verifier si 3/2 est une racine evidente de P, ce qui est 




2in 

2 nr 

le cas. On verifie alors que 

P= (2X-3) 

X— e~3~ 

. 

X-e T- 


3. Si le polyndme P n ’etait pas irreductible dans 0 [X] , il aurait une racine p/q e Q avec p /\ q - 1. Comme p\2 et 
q\l, cette racine doit etre un des entiers relatifs : ±2 ou + 1. On verifie qu ’aucun de ces nombres n ’est une racine 
de P. P est done irreductible dans Q [X] 

4. On ecrit q n P{l) = q n |p(1) - P jj = a n [q n - p n ) + a n -\q[q n ~ l - p n ~ l ) + ...a^q n ~ k [q k ~ l - p k ~ l ) + ... + 
aiq n ~ l (q-p). 

Or V Ice [1, «] ,p- q divise a^q n ~ k [q k ~ l - p* -1 ) = aj c q n ~ k (q - p) [ q k ~ 2 + pq k ~ 2 + ... + p k ~ 2 ) done il divise leur 
somme q n P(l). 

Maintenant, q est premier avec p- q (Bezout, algorithme des differences ou tout ce que vous voudrez) done q n 
est premier avec p- q. 11 estl’heure d’utiliserle lemme de Gauss : p- q divise P(l). 

Pour demontrer sans effort que p+ q \ P(l), on applique le resultat precedent a Q = P(-X). 

5. Comme il n ’existe pas de methode simple pour factoriser un polyndme de degre 4 un jour d ’oral, il faut chercher 
les racines rationnelles : On a oq - 6 et a n = 3. P(l) = -20 et P(-l) = 56. 



Les candidats sont done — — , — — , 3, -3,6. On trouve enfin - et 6. Apres division par (3X- 1)(X- 6) on a 3X 4 - 
19X 3 + 9X 2 - 19X+ 6 = (3X - 1)(X- 6)(X 2 + 1). 

Remarque : Lorsqu’on programme la recherche des racines rationnelles, le raffinement avec P(l) et P(-l) est 
inutile. Lorsqu ’on travaille a la main, il n ’est pas de trop. 
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Exercice 21.55 

Soit P e C[X], non constant, n’admettant aucune racine complexe. P(X) = do + a{X + ... + a n X n , ( a n / 0, n ^ 1) 

1. Demontrer que ao / 0. 

2. On considere f : z < — » . 

J [P(z)l 

72-1 

► Demontrez que Vz e C, |P(z)| 3= \a n \.\z\ n - E \ a k\-\ z \ k - 

k= o 

► Demontrez que Ve > 0, 3M E > 0, |z| > M E => f(z) < e. 

► Demontrez que si (u n )neN est une suite de nombres complexes qui converge vers f: e C alorsla suite (f iu,,)) n&i 
converge vers /{(.). 

3. On pose e- /(0). 

► Demontrez que f est majoree surD e = {z e C, |z| sS M E }. (On pourra penserau theoreme de Bolzano-Weierstrass 
au milieu d’une demonstration par Vabsurde.) 


► Demontrez qu’il existe une suite telle que (f{u n )) n£ t%i converge vers la borne superieure des /(z) 

pour z E D E . (On pourra penser au theoreme de Bolzano-Weierstrass ). 

► Demontrer que f est majoree sur C, et que m = sup/(z) existe. 

zeC 

► Demontrez que 3z' e C,/(z') = m. Deduisez-en que m V 0. 

„ _ P(z+z') 

4. On pose Q(z) = . 

F P(z') 

► Demontrez que 3(Lfc)isfcsn e C", Q(X) = 1 + b\X+ . . . + b n X n avec b n 0. 

► Demontrez que inf |Q(z)| = 1. 

zeC 


5. Soit p la valuation de Q(X) - 1, c’est-a-dire le plus petit indice k 30 tel que b k # 0, et soit a une racine p ieme de 

— bp. 

n (Z 

► Demontrez que V z e C, 1 ^ 1 1 - z p | + E bA- 

k=p + l 0 

► En prenant z reel dans |(), 1 ( et en faisant tendre z vers zero, quel theoreme avez-vous demontre '. 


Solution : 

1. On a ao — P (0) . Comme P n ’a pas de racine, a tl ^ 0 . 

72-1 

2. ► On a E o k z k = P(z) - a n z n , done d’apres l’inegalite triangulaire, 

k=0 


72-1 

E a k zk 

k = 0 


« |P(z)| + |a„||z| 


Done |P(z)| 3 \a n \\z\ n - 


72-1 

L I 

a k z 

k= 0 


; \a„\\z\ n - E 


On pose, pour r > 0, g(r) = \a n \r n - E \a k \r k -\a n \r n \l- E — 

l-=o \ i- = n a n T 


\Uk\ 1 


1 


Comme lim 1- Y' — - = 1, on a lim g(r) = +oo. Done Ve > 0,3M E > 0,r > M E g(r) > -. Et 

r—+oo j^ Q | a n I r n ~ k r —+ oo £ 

comme /(z) 3 g(|z|), on a pour\z\ 3 M E ,/(z) < e. 

► La demonstration est identique a celle de la propriete pour les fonctions (continues) de R dans R et les suites 
reelles. On remplace simplement les valeurs absolues \ \ par des modules \ |, e’est dire si qa ne se voitpas ! 

3. ► Supposons que f ne soit pas majoree sur D E . Alors V/ie l\l, 3 u n e D e ,flu n ) 3 n. Comme la suite {Un) n m est 
bornee, d’apres le theoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite (u, lk ) . <J UJ converge 
vers i. On aurait alors f [u nk ] 3 3 k et done lim f[u nk )-+ooet lim f (u nk ) - f (i) . Contradiction. 

► L’ ensemble {/(z) | z e D e } est non vide et majore. II admet done une borne superieure m. D’apres la carac- 
terisation de la borne superieure, V n e N*,3 u n e D E ,m - ^ f(u n ) ^ m . Toujours d’apres le theoreme de 
Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite (u nk ) kf . qui converge vers z! . On a alors 
m -7T k ^f( u nic ) sS in. La limite de la suite f ( u nk ) est m d’apres la propriete des gendarmes, et f(z') d’apres 
la question 2. 

► On a Vz e D E ,/(z) m et V z £ D E ,/(z) S£ = /( 0) ^ m. Done m est un majorant de {/(z) | z e €}. C’est aussi 
la borne superieure et le maximum puisque m — f{z'). 


► L’ existence de z! a ete vue plus haut. m - 0 voudrait dire que 


1 


0 ce qui est impossible. 


4. ► Q est un polyndme de degre n qui verifie Q(0) = 


P(z') 


|P(z')l 

x P(z') = 1 . D’ ou leresultat. 
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► On aV zeC,\Q(z)\ = f(z') 


1 1 m 

= m— ^ — = 1. Com me |Q(z)| = 1 , on a bien inf |Q(z)| = 1. 

f{z + z r f{z + z r m zeC 


5. ► On a done + b p [^) p + £ bJ-) =l-z p + 

k=p + l v “ ; 


I H 

k-p+l 


puisque bpl-y = b p — = b p — 


-z p .11 ne reste plus qu’a ecrire l^|Q(^)|^|l-z p |- 


E M 

fc=p+l 


grace a 1 ’inegalite triangulaire. 


► O/i prend z = t reel dans ]0, 1[, on a |1 - t p \ = 1 - t p . On a done t p t p+1 

t ~ k t k - p ~ l 


t- n k 

k=p+ 1 u 


puis U ( 


fc=p+i 

L’hypothese de depart, a savoir que P n ’admet aucune racine complexe est done absurde. 
On a done demontre par P absurde le theoreme fondamental de V algebre. 


On fait tendre t vers zero pour obtenir ISO. 


21.6.6 Factorisations de polynomes 

Exercice 21.56 V 

Decomposer en produit de polynomes irreductibles dans C [X] puis dans R [X] les polynomes suivants : 


1. Pi=X 4 -l 

2. P 2 =X 5 -1 

3. P 3 =X 4 +X 2 + 1 

4. P 4 =X 6 + 1 


5. P 5 = (X 2 -X+l ) 2 + l 

6 . P 6 = X 6 -X 5 +X 4 -X 3 +X 2 -X+1 

7. P 7 = (X 2 + l ) 2 + (X 2 -X- l ) 2 

8. P 8 = X 8 +X 4 + 1 

Solution : 

1. Dans C [X] ; p, = n fc=0 3 |x- 

2ikn\ | 1 

e 4 = (X- 1) (X+ 1) (X- i) (X+ i) et dans R [X], en appariant les deux racines 

complexes conjuguees : Pi = 

(X-1)(X+1)(X 2 + 1) 



2. Dans C [X] : p x = n fc=0 4 X - e 



2 m 

4m 

6 zji 

8 m 

CX-1) 

X— e~5~ 

. 

X-e“5" 

, 

X-e“5~ 

, 

X-e“S~ 

, 


et dans R [X] , en ap- 


parent les racines complexes conjuguees : P 2 : 



o 2 tt 

( ? 471 

(X-l) 

X 2 - 2 cos hi 

X 2 - 2 cos — + 1 

5 

5 


3. On a : X 4 + X 2 + 1 = (X 2 + l ) 2 - X 2 = 


(X 2 +X+1)(X 2 -X+1) 


Les discriminants des deux polynomes 


de ce produit sont negadfs, done la decomposition de P 3 dans R[X] est P 3 = (X 2 + X + 1)(X - X + 


1) . Par ailleurs : X 2 + X + 1 = X + 


l+iV3 


X + 




et X-X+l = X - 


l+i'v / 3 


l+zV3^ 

x+ 

x+ 

l+iy/3\ 

X 

l+iy/3\ 

X 

2 , 

, 2 , 

, 2 , 

, 2 


X- 


l±h/3) 


et P 3 = 


. (2 k + 1)tt 

4. Les six racines de - 1 sont donnees par les complexes e B avec k e [0,5]. La factorisation dans € de 

; ( 2 fc+l): 


P 4 est done : X° + 1 = ]l;._n X-e' 


IX- e 


3 ) (x- e~ M6 ) (x- e /5n/6 ) (x- e- ! ' 5,t/6 ) 


(X- i) (X+ i). 


En appariant les racines complexes conjuguees, on obdent la factorisation de P 4 sur R : P 4 = 
(X 2 - v/3X+ 1) (X 2 + V3X+ 1 ) (X 2 + 1 ). 

5. P 5 = (X 2 -X+ l ) 2 + 1 = (X 2 -X+ 1 + /) (X 2 -X+ 1 - i) = (X- 1 + i) (X- 1 - i) (X+ i) (X- i) = (X 2 - 2X+ 2) (X 2 + l) 

6 . Com me 1 - X 7 = (l +X+ ... + X 6 ) (1 -X), (1+X)P 6 = 1+X 7 . Mais 1+X 7 = n ® =0 (X- e i(2fc+1)Jl/7 ) done P 6 = 
n® = (X- e 2lknl7 ). On apparie les racines conjuguees pour obtenir la factorisation de P (l dans R. On obdent : 


P 6 = (X 2 -2cos2ti/7+1)(X 2 -2cos4;i/7+1)(X 2 -2cos6;t/7+1) 
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7. 

P 7 = (X 2 + lf + (X 2 -X-l) 2 

= (X 2 +X- 1 + i (X 2 + 1)) (X 2 +X- 1 - i (X 2 + 1)) 

= ((1 + t)X 2 +X- 1 + i) ((1 - i)X 2 +X- 1 - i) 

= [x-^](X+l-i)(x-^](X+l + i) 

On en deduit la factorisation sur R : P 7 — (X 2 - X + 1 12) (X 2 + 2X + 2) 

8. Comme dans la question 3., on commence par decomposer le polyndme bicarre Y 4 + Y 2 + 1. On a : Y 4 + Y 2 + 1 = 
(Y 2 + l) 2 - Y 2 = (Y 2 + Y+ 1)(Y 2 - Y+ 1). Alors P 8 = (X 4 +X 2 + 1)(X 4 -X 2 + 1). On recommence pour ces deux 
polynomes bicarres. On obdent finalement que 

P 8 - (X 2 +X+ 1)(X 2 -X+ 1)(X 2 + s/3X+ 1)(X 2 - \/3X + 1) 
et on en deduit la factorisation de P 8 dans C : 

P 8 = (x- e 2i7t/3 j (x- e“ 2,,l/3 ) |x- e !7T/3 j (x- e~ inl3 } (x- e 5ill/6 ] (x- e“ 5i7l/6 ] (x- e ilt/6 j (x- e~ M 6 ] . 


Exercice 21.57 00 

Factoriser sur C[X] et sur M[X] le polynome X 2n - 2X n cosa+ l(aeB) . Ecrire l’egalite obtenue en substituant 1 a X. 



Exercice 21.58 00 

Factoriser sur 1 le polyndme 


n X(X- 1) X(X- 1) (X- 2) X(X-l)(X-2)...(X-n+U 

P = 1-X + + ... + (-1) . 


Solution : Soit k e [1, n\ . Prouvons que k est une racine de P : 

, , k(k-l) k(k- 1) (fc-2) uk{k-\){k-2)...{k-k+Y) 

P(fc) = l-fc+ + ... + (-1) — 

- '-(HI-®*''-* 

= (1 - 1 ) k d’apres la formule du binome 

= 0 


Comme P est de degre n, il admet au plus n racines et necessairement : 


(- 1 )” 

P = - — ■— (X - 1) (X - 2) ... (X - ?z) 
n\ 


Exercice 21.59 OO 

Soit n e N, n 5= 2. 

1 . Factoriser dans C [X] le polyndme : (X + 1) ” - (X - 1) ” 

2. En deduire pour tout meN*, n 2 j!^ 1 cotan 2 m+\ et ^k=i cotan Jm + T • 

3. En deduire aussi pour tout meN* , cotan 2 ^+i ■ 


Solution : 
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1. Remarquons que degP — n—1. 11 nous faut a lors trouver les n- 1 racines de P dans C. Remarquons que 1 n’est 
pas une racine de P. Soit jceC\{1}. On a, avec <n = e 2lnln : 


P (x) = 0 


x + 1 
x-1 


= 1 


<=> 3k e [1, n- 1] , 
3k e [1, n- 1] , 
3fc e [1, n- 1] , 
3fce[l,n-l|], 


X+ 1 i- „ ] , . v 

= (i) on reconnait des racines meme de 1 unite 

x-1 

u k + l 

x = 

ut k - 1 

e iknln _j_ e ~iknln 

x - iknjn -ij-Tx/,, en factorisant par les angles moities 

kn 

x- - /cotan — d’apres les formules d’Euler 

n 


Comme le coefficient du ferine dominant de P est 2 n, on obtient alors 



2. On suppose ici que n = 2m+ 1. On identifiers termes constants entre V expression developpee et F expression fac- 


torisee de P. On trouve alors que : [2m + 1) JJlTi ( - * cotan 2 I^ + i ) = 2 ce qui amene : 


[m + k)n [m-k+ 1) tt 

Remarquons que pour tout k e [1, ml, -it done 

2m + 1 2m + 1 


kn (-l) m 

cotan = 

2m+l 2m +1 


2m 


n 


m , m 

T1 cotan T1 cotan 

k= i 2m+l k=\ 


( m-k+l)n 
2m+l 


m 


n 


kn 

cotan x 

2m+l 


m kn 

(~l) m x fj cotan 

2m+l 


(-l) m l f] cotan — 


2 


car pour tout x^O [tt], cotan (tt - x) = - cotan x. Finalement : 


m 

]^[ cotan 
fc= t 


kn 

2m+l 


2m+ 1 


3. En developpant avec la formule du binome, on remarque que le coefficient du terme de degre n-2 dans P est nul. 
On en deduit que la somme des racines de P est nulle, ce qui donne XJt } cotan jpjTT ■ On retrouve facilement ce 
resultat en utilisant la relation cotan [it- x) - - cotanx. 


Exercice 21.60 VOO 

On note 

= {P e K [X] | 3(P, Q) e IR [X], avecP = Q 2 + R 2 } 

1. Montrer que 8 est stable pour la multiplication. 

2. En deduire que 8 = {P e U [X] | Vx e U, P(x) S 0}. 


Solution : 

1. Si Pi = Q 2 + R 2 e 8, P 2 = Q 2 + R 2 e 8, alors P^ = (QiQ 2 + RiR 2 ) 2 + (QiRi - Q 2 R 2) 2 et PiP 2 e 8. 

2. Effectuons un raisonnement par double inclusion. L’ inclusion direct c est clair. Montrons 1’ inclusion reciproque 
=>. Soit PeB |X] un polynome positif. Decomposons P en produit de polyndmes irreductibles normalises de K [X] : 

P = AP“ 1 ...P“ fc 

on les P{, pour i e [1, fc] sont soit des polyndmes de degre 1, soit des polyndmes de degre 2 a discriminant 
strictement negatif. 

Si cette decomposition contient effectivement des polyndmes de degre 1 alors P ne pent etre positif. II change 
de signe en la racine de ces polyndmes. Done la decomposition de P ne contient que des termes de degre 2 de 
la forme X 2 + pX + q ou p, q eU sont tels que p 2 - 4q < 0. Mai's un tel polynome est element de 8 car il s’ecrit 
X 2 + pX+ q = (X- p/2) 2 + (\J q- p 2 l 4) 2 e 8. Comme 8 est stable pour le produit, on en deduit que P £ 8 ( la 

constante A est necessairement positive et elle s ’ecrit par exemple A = O 2 + I \/A . 
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21.6.7 Relations entre coefficients et racines 

Exercice 21.61 V 

Trouver une condition necessaire et suffisante sur A pour que 

P = 2 X 3 - X 2 - 7 X + A 


possede deux racines de somme 1. 

Solution : Notons x\ , +2, X3 les racines de P. Supposons, quitte a re-indicier les racines, que x\ + X2 — 1 . D’apres les 
relations c oeffic ien ts - ra cin es , on sait que x\ + x^ + X3 = — . Une condition necessaire est done que la troisieme vale — — . 
Par consequent, P(-l/ 2 ) = 0 d’ou A- - 3 . On verifie facilement que la reciproque est vraie. 

Exercice 21.62 V 

Soit P(X) = X 3 + 2 X 2 - 7 X + A e C [X]. Trouver A pour que le carre d’ une racine de P soit egal a la somme des carres des 
autres racines. 


Solution : Notons X 1 .X 2 .X 3 les trois racines de P. On suppose, quitte a les renumeroter, que x 2 = x 2 + x|. On ecrit les 
relations coefficients racines : 

0 1 = Xi + X2 + X3 = -2 02 = X\ X2 + Xi X3 + X2X3 = -7 CT3 = Xi X2X3 = - A. 

Done 2X3 == ct 2 - 2ct2 = 18 et x 2 = 9 . On trouve alors A = -24 ou A - - 12 . On verifie que A = -24 convient. En effet, 
dans ce cas les racines de P sont X3 = 3 , X] = - 5/2 + i \/ 7/2 et X2 = - 5/2 - i v 7/2 et on a bien x 2 = x 2 + x 2 . Si A - - 12 
alors les racines de P sont x 3 = -3 et x\ = l/ 2 +\/l 7 / 2 , X2 = l/ 2 -\/l 7/2 et on n’apas x| = x 2 + x|. Done seul | A - - 24 ~| 
convient. 


Exercice 21.63 VO 

Montrer qu ’il n ’existe pas de triplet de reels (u, v, w) verifiant : 

u+v+w - 3 et uv+vw+wu -6 

Indication 21.5 : Utiliser les relations coefficients-racines et le theoreme de Rolle. 


Solution : Si un tel triplet (u, v, w) existait, les reels u, v, w seraient racines de P(X) = X 3 - 3 X 2 + 6X+ c d’apres les 

relations coefficients-racines. Mais d’apres le theoreme de Rolle, P' possederait alors deux racines reelles distinctes, ce 
qui est faux. Un tel triplet n ’existe done pas. 


Exercice 21.64 W 

Trouver les racines dans C du polynomeX 4 -X 3 - 7 X 2 + X+ 6 sachant qu’il possede deux racines dontla somme est 0 . 


Solution : Notons cti, 0:2, 013, 04 les racines de P et supposons que cni +04 = 0 . Ecrivons les relations coefficients racines 
pour P ; 

0(i + (X2 + (X3 + OI4 = 1 

040(2 + 0+0(3 + aiC4 + 0:20:3 + 0(204 + 0404 = -7 

- 

040(20(3 + 040404 + 040(304 + 040:30(4 = -1 
04040(30(4 = 6 

De la premiere, on tire que 04 + 04 = 1 . La seconde se re-ecrit (04 + 04) (03 + 04) + 0404 + 0304 = -7 et il vient que 
0404 + 0404 = - 7 . La troisieme equivaut a 0404 to + ° 4 ) + 0404 (04 + 04) = -1 et done on a 0404 = - 1 . Comme les reels 
04 ,04 satisfont le systeme 

J 0(1 + a 2 = 0 

} 04 04 = -1 

ce sont les racines du trinome X 2 - 1 . Done on a par exemple 04 = 1 et 04 = - 1 . Il vient alors que 04,04 satisfont le 
systeme 

((X3 + CI4 =1 

{0404 = -6 

ce sont les r acines du trinome X 2 - X- 6 = (X- 3 ) (X+ 2 ). Done 04 = 3 et 04 = - 2 . Les racines de P sont alors : 
I - 2 ,- 1 , 1,3 I. 
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Exercice 21.65 00 

Soit P = X 3 + X — 1 g C [X] . On note Xfc a vec 1 c e [ 1 , 3 1] ses trois ratines complexes. 

1 . Verifier (sans chercher a les calculer) que les trois ratines sont distinctes. 

2 . Effectuer la division euclidienne de X 5 par P. 

3 . En deduire la valeur de 

s ~ H -4 

k= 1 

Solution : 

, i 

1 . Parl’absurde, si x est uneracine double deP, alorsP{x] - P (x) = 0 . MaisP(x) - 0 => 3 x +1 = 0 =^> x=+ — 
qui ne sont pas des ratines de P. Done toutes les ratines complexes de P sont simples. 

2 . On trouve queX 5 = (X 2 - 1 )P(X) +X 2 +X - 1 . 

3 . Si Xk est une ratine de P, alors x? = (jc? - 1 )P(Xjt) + x? + Xfc - 1 = x| + x^ - 1 . On peut alors exprimer la somme 
cherchee en fonction des fonctions symetriques elementaires des ratines de P. Si 0+ = x\ + x^ + X3 = 0 et si 
ct 2 = X1X2 + X1X3 + X2X3 = 1 alors 

3 

S = ]T x| + Ct! - 3 = ct 2 - 2ct2 + (Ji-3 = -2-3 = | -5 | 
k= 1 


Exercice 21.66 00 

Trouver me C pour que le polynome 

P = X 3 + X 2 + mX + 6 e € [X] 

possede deux ratines X| , X2 verifiant 

xi + x 2 - xix 2 

Determiner alors explicitement ces ratines. 

Solution : Notons x\ , X2, X3 les ratines de P. En ecrivantles relations coefficients-racines, il vient que : 
xi + X2 + X3 = - 1 xi X2 + xi X3 + X2X3 = m xi X2X3 = -6 
En supposant que xi + X2 = X1X2, de la deuxieme et la troisieme relation, on tire 

(xi + X2)X3 = -6 ==> X1X2 = m + 6 . 

Mais de la premiere, on tire aussi 

(-1-X3)x 3 = -6 => xf + x-6 = 0 

et par consequent, l’une des ratines de P doit etre egale a 2 ou alors a - 3 . Etudions les deux cas : 

- X3 = 2 : comme P( 2 ) = 0 , m - -9 et alors P = (X- 2 )(X 2 + 3 X- 3 ). Alors comme xi,X2 sont les ratines du trinome 
X 2 + 3 X- 3 , X1X2 = -3 et X1 + X2 - -3 conviennent. 

- X3 = -3 : comme P(- 3 ) - 0 , m - -4 et alors P = (X+ 3 )(X 2 - 2 X + 2 ) et dans ce cas, x\ X2 = 2 , x\ + X2 - 2 conviennent 

egale me nt. 

En conclusion, | m - -9 | ou | m - -4 | . 

Exercice 21.67 000 

Trouver les triplets ( x,y,z ) e C 3 solutions de 


x + y + z 


= 1 


„ x^ + -9 

111 

=1 

x y z 


Solution : Exprimons ces trois quantites en fonction de 0+ = x + y + z, 02 = xy + xz + yz et <73 = xyz. On a x 2 + 

2 2 1 1 1 CT2 

y^ + z = CTj — 2(T2 et — h t- - = — . Si x,y,z sont solutions du systeme d’equations de l’enonce, alors on doit avoir 

9 ^2 

cti = 1 , ctt - 2ct2 = 9 et — = 1 d'ou Von tire o 1 = 1 , 02 = -4 et 03 = - 4 . Alors x,y,z sont ratines du polynome 
03 


X 3 -CT 1 X 2 + a 2 X-CT3=X 3 -X 2 -4X+4= (X- l)(X- 2 )(X+ 2 ) etdonc (. x,y,z ) - ( 1 , 2 , - 2 ) 
que reciproquement, ces valeurs, a permutation pres, donnent des solutions au systeme. 


a permutation pres. On verifie 
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Exercice 21.68 000 

Resoudre dans C, 


) z\ + z 2 + z 3 = 0 
|zil = |z 2 | = |z 3 | = l 
ziz 2 z 3 = 1 


Solution : II est clair que les racines cubiques de 1 ’unite 1 , j et j 2 sont un triplet de solutions. 

Soient trois complexes (zi,Z2,Z3) veridant les conditions. Ils sont racines du polynome 

P(X) = (X- zi)(X-z 2 )(X-z 3 ) = X 3 - (zi + z 2 + z 3 )X 2 + (ziz 2 + ziz 3 + z 2 z 3 )X- ziz 2 z 3 = 0 

Maispuisque |zi| = [Z2I = IZ3I = 1, et que Z1Z2Z3 = 1, 

1 1 1 _ _ _ 

Z1Z2 + Z1Z3 + z 2 z 3 = — + — + — = z 3 + z 2 + Zi = Zi + z 2 + z 3 = 0. 

Z3 Z2 ZI 

Par consequent, les complexes zi , Z2, Z3 sont racines du polynome P(X) = X 3 - 1. Ce sont done les racines cubiques de 
P unite : {Z1.Z2.Z3} = {l,j,j 2 }. 

Sinon, en considerant les points Mfc d’ affixes respectives z^, l’egalite zi + Z2 + Z3 = 0 se traduit par O est le centre 
de gravite de M1M2M3. Comme on a |zi | = |Z2 1 = IZ3 1 = 1, O est aussi le centre du cercle circonsrit. Les medianes 
sont done aussi mediatrices, done M1M2M3 est equilateral. Quitte a changer la numerotadon, il existe a tel que z ^ = 
exp |ta + L'i troisieme egalite Z1Z2Z3 = 1 dit alors que a 3 - 1 ce qu’il fallait verifier. 


Exercice 21.69 00 

On considere une vraie ellipse 


x[t ) = acosf 


, a 2 ■£ b 2 Demontrer que quatre points sont cocycliques 


y(t ) = asinf 

si et seulement si leurs parametres ( tfc ) verident t\ + tz + % + h = 0 [2tu] (passer en e lt ). 


Solution : Une intersection se determine simplement lorsqu 'un ensemble est determine par une equation cartesienne 

et 1’ autre en parametrique. Ici cela fournitla solution. On considere un cercle d’ equation x 2 + y 2 + 2ax + 2fiy + y = 0 qui 
coupe P ellipse en quatre points M, (acos ft, fosin tO qui verident a 2 cos 2 + b 2 sin 2 f*. + 2aacos + 2fo(')sin t*. + y = 0. 

»2it k + 2 _j_ g-Ziffc e 2it k _ 2 + e -2it k e it k + e ~2it k e it k _ e ~2it k 

+ 2 Z?p : + y = 0. En multipliant par e 2ltk : 


Soit a‘ 
a 2 - b‘ 


- b 2 


■ + 2aa- 


2 i 


4 

a 2 + b 2 ■ a 2 -b 2 

e 4,tk + ( aa - ibfi)e 3ltk + e 2ltk + ( aa + ib[\)e ltk + = 0. Done les e ltk sont des racines distinctes 

a 2 -b 2 a 2 + b 2 a 2 - b 2 

du polynome : X 4 + (aa - i Z?(3)X 3 H X 2 + (aa + i /?f>)X h . Le produit des racines vaut d’une part 


q 2 -b 2 


exp (i (f| + tz + t% + Z 4 )) et d’autre part ■ 


- 1. D’ ou le resultat. 


Exercice 21.70 OOO 

Juliette se reveille a la dn du cours d’algebre du mardi a pres-midi. A ce moment precis, elle entend le professeur 
dire : ". . . etje vous donne comme indication que toutes les racines sont positives et reelles. " E11 levant les yeux vers le 
tableau, elle decouvre une equation du 2() crnc degre a resoudre a la maison, qu ’elle essaie de recopier a toute vitesse. 
Elle arrive seulement a voir les deux premiers termes : x 20 - 20.x 19 avant que le professeur n ’efface completement le 
tableau. Heureusement elle se souvient que le terme constant est + 1. Pouvez- vous aider notre heroine a resoudre cette 
equation ? 


Q\ + . . . + CL20 

Solution : Facile ! Si on appelle a\,..., «20 les racines. On a — — — - a\ #20 = 1. On est dans le cas d’ egalite 

de l’inegalite arithetico-geometrique, done tous les a k sont egaux a 1. 
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Fractions rationnelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Les fractions rationnelles sont aux polynomes ce que les nombres rationnels de Q sont aux entiers relatifs de Z. On 
construit ainsi un corps contenant l’anneau des polynomes. Cette construction peut s’ adapter a tous les anneaux integres. 
Elle ne sera qu’evoquee dans les lignes qui suivent. 

Comme les polynomes, les fractions rationnelles sont des objets abstraits, plus algebriques qu’analytiques. Par exemple 
la derivation est purement formelle. 

L’essentiel est de savoir calculer avec les fractions rationnelles, et ce ne sont pas les calculs qui manquent. 

Vous devrez done apprendre un certain nombre de techniques qui pourront vous eviter de vous noyer. Apres quoi, vous 
verrez en fin de chapitre des applications surprenantes des fractions rationnelles. 

Lapartie la plus utilitaire de ce chapitre reste F application au calcul de primitives. 

22.1 Fractions rationnelles 

Dans tout ce chapitre IK designe le corps DR ou C. 

22.1.1 Definition 


Definition 22.1 V Fractions rationnelles 

P(X) 

Une fraction rationnelle est un « quotient » de deux polynomes P,Q e K[X], On la note F(X) = . On note IK (X) 

Q(X) 

F ensemble des fractions rationnelles. 


22.1.2 Egalite de deux fractions 

Pi P2 

On dit que deux fractions — et — sont egales si et settlement si 

4 Qi Q 2 g 


PlQ2 = P 2 Ql. 


Autre ment dit — et — sont des ecritures d’une meme fraction. 

Qi Q 2 

Remarque 22.1 Si 8 = P A Q, alors P = Pi8 et Q = Qi8 avec Pi A Qi = 1 et alors ^ On peut egalement 

diviser au numerateur et au denominates par le coefficient dominant du polynome Qi. Dans la suite, on considerera 
done uniquement des fractions rationnelles de la forme F = ^ avec P A Q = 1 et Q un polynome unitaire. 


22.1.3 Polynomes 

p 

On assimile les polynomes P de K[X] aux fractions — de IK (X). En particulier le polynome nul de K[X] est assimile a la 
0 

fraction nulle - de IK (X). 

1 


812 





22.1.4 Operations sur les fractions 

On peut definir la somme et le produit de deux fractions rationnelles par les formules suivantes : 


Fi(X) = 


Pi(X) 

QiCX)’ 


f 2 (X) = 


P 2 (X) 

Q 2 (X) 


et 


Ft + F 2 - 


PiQ 2 + P 2 Qi 
Q1Q2 


FiF 2 - 


PiP 2 

Q1Q2 


Les sommes 011 produits de fractions ne dependent pas des ecritures choisies. 

Muni de ces lois, (IK (X), + , x) est un corps commutatif. K[X] en est un sous-anneau. 


22.1.5 Degre d’une fraction 


Definition 22.2 0 Degre d’une fraction rationnelle 

\ 

P 

Soit une fraction rationnelle F = — £ IK (X). On appelle degre de F : 


degF = degP - degQ e Z 



On verifie que la notion de degre d’une fraction rationnelle ne depend pas de Fecriture choisie. 

On verifie que le degre des fractions rationnelles prolonge le degre des polynomes, c’est-a-dire que 

P 

degP = degy 


Proposition 22.1 

On a les memes proprietes que pour le degre des polynomes : 

deg(Fi + F 2 ) s; maxfdeg F 1 , deg F 2 ) , deg(FiF 2 ) = degFi + degF 2 
Lorsque F ^ 0, le degre de F est un entier relatif. Lorsque F = 0, degF = - 00 . 


Definition 22.3 O Zeros, poles d’une fraction rationnelle, fonctions rationnelles 


Soit F = — e IK (X). On rappelle que P et Q sont premiers entre eux. Les racines de P s’appellent les zeros de F et les 

racines de Q les poles de F. Si 2? designe Fensemble des poles de F, on peut definir la fonction rationnelle associee a 
F : 


F: 


K\&> 


x 


K 

PM 

Q(x) 


Remarque 22.2 Un pole a e IK de la fraction F = est dit de multiplicity k e N, lorsque le scalaire a est un zero de 
multiplicity k du polynome Q. 


f ' 

Definition 22.4 O Derivee d’une fraction rationnelle 

P 

Soit une fraction rationnelle F = — e K (X). On definit formellement la derivee de cette fraction rationnelle par la formule 

w P'Q-PQ' 

F=_ 
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Remarque 22.3 On associe la function rationnelle derivee associee F' : K \ 3? >-► K. Cette fonction derivee coincide 
avec la derivee usuelle de la fonction F lorsque K = WL On verifie aussi que cette derivee des fractions prolonge celle des 
polynomes. 


22.2 Decomposition en elements simples d’une fraction rationnelle 

Proposition 22.2 O Partie entiere d’une fraction rationnelle 

A 

Soit une fraction rationnelle F = — e K (X). II existe un unique couple (E,G) e K [X] x K (X) tel que 
B 

|f=e+g 

|degG< 0 

Le polynome E est appele la partie entiere de la fraction F. 


Demonstration 

• Unicite. 

On suppose que F = Ei + Gj = E2 + G2 avec Ei,E 2 e IK [X] ef Gj,G 2 e IK (X) avec degGi < 0 ef degG2 < 0. On en deduit 
Ei - E2 = G2 - Gi . Done deg(G2 - Gi) < 0 soit deg(Ei - E2) < 0. Le seul polynome qui a un degre negatif est le polynome nul. 
Done Ei = E2 ef done G2 = Gi. Ce qu'il fallait verifier. 

• Existence. 

on effectue la division euclidienne du polynome A par le polynome B ; A = BE + R avec degR < degB ef a lors F = E h — avec 

B 

E e IK [X] ef G = — de degre strictement negatif. 

B 


Proposition 22.3 V Partie polaire d’une fraction rationnelle 

jy 

Soit une fraction rationnelle F = — e K (X) et un pole a e IK de multiplicite k : 
B 

B = (X- a] k B avec B {a) / 0 

II existe un unique couple (C,D) e IK [X] 2 de polynomes tels que 


F=S + . 


D 


B (X-aY 


et deg(D) < k 


La fraction rationnelle 


A2 


[X-a) k 


est appelee partie polaire de la fraction F relative au pole a. 


Demonstration 

• Unicite. 

Ci Di C2 D2 Ci — C2 D2 — Di 

On ecrit F = — h r = — H r avec deg(Di) < ket deg(D2) < k. On en deduit que — — — = r et done 

B (X-a) fc B (X-a) fc B (X-a) fc 

(Ci -C2 )[X- a) k = (D 2 -Di)B. On en deduit que a est une racine d’ordre au moins k du polynome (D2~Di)B done du 
polynome (D2 - Di) puisque B (a) ^ 0 . a est une racine d’ordre S k d'un polynome de degre < k : Ce polynome est nul. D2 = Di 
et par suite Ci = C2. Ce qu’il fallait verifier. 

• Existence. 

Dans un premier temps on ne s’occupe pas du degre de D ; Comme B(a) 5^ 0 . B ef X- a sont premiers entre eux. II en est done 

de meme pour B et (X - a) k . D ’apres la propriete de Bezout, il existe deux polynomes U ef V verifiant 

A(X) = U(X)(X- d) k + V(X)B(X). 

Dans un deuxieme temps on s’occupe du degre de D ; On effectue la division euclidienne de V par (X- a) k . II existe deux 
polynomes Q ef D avec degD < k tels que 

V = Q{X- a) k + D. 

En remplaganCV, on obtient A= (U + Q)(X- a) k +DB. ce qui donne le resultat en prenant C = U + Q. 


Proposition 22.4 Coefficient associe a un pole simple 
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Si une fraction rationnelle F = — cst de degre < 0 avec Q(X) = (X- a)V(X), ou V[a) / 0, la partie polaire de la fraction F 
relativement au pole simple a est de la forme : 

F = — — — F — (22.1) 

X-a V 


C’est le resultat precedent dans le cas particulier k- 1. 

Remarque 22.4 

Pour trouver le scalaire A, on peut : 

P(fl) 

• Multiplier (22.1) par (X- a), puis faire x-a dans la fonction rationnelle associee. On trouve que : A = . 

Via) 

P ia) 

• Utiliser la formule de Taylor pour Q, et obtenir A = — — - . Cette formule est tres utile lorsqu’il est difficile de trouver 
le quotient V du polynome Q par [X-a). 

22.2.1 Decomposition en elements simples dans C (X) 


Theoreme 22.5 T Decomposition dans C (X) 

P 

Soit une fraction rationnelle F = — e C (X), avec la decomposition du polynome Q en elements irreductibles qui s’ecrit : 

Q = (X- a\) ai ... (X- a n ) an 

Alors la fraction F s’ecrit de fagon unique sous la forme 


An 

Al2 

I Alai ) 

X- a\ 

+ (X-ai) 2 + 

(X-ai)«ij 

^ nl 

A„2 

^ na n 

X cifi 

+ (X- a n ) 2 + 

+ (X- 


oil la partie entiere E e C [X] est un polynome nul, ou de degre deg(P) - deg(Q) et ou les coefficients A ,-y e C sont 
complexes. 


Demonstration 

• Unicite. 

On part de l’ecriture 


^•11 

i Al2 i 

, Al “i ) 

X- a\ 

(X-ai) 2 

CX-«i)“iJ 

^nl 

l Xn 2 l 

^ na n 

X — Clyi 

(X- a n ) 2 

+ (X -«„)«». 


et on reduit chaque partie polaire au meme denominates : 

Di(X) D„(X) 

F = E + i-— + ••• + - 

( X-a n ) a n 

Chaque polynome Dj. = Aj-j(X- aj.) 01 * -1 H r Afc a xerifie deg(Dj-) < a*.. D’apres la proposition 22.3. les polynomes Dj- sont 

uniques. II en est de meme des coefficients Aj.^,,1 SfiSaj qui sont les coordonnees du polynome Dj- dans la famille libre 
iX u k )"< I’. 

Existence. 

La proposition 22.3 utilisee jusqu' a epuisement des parties polaires donne 

Di(X) D„(X) 

F = E + i--— + ••• + ——— 

(X-ai)“i (X-a„)“» 

avec deg(Dfc) < a^. La fraction rationnelle E est une fraction sans pole, c’est done un polynome. Comme la fraction 

Dl (X) Dk(X) 

(X-ai)“i + "' + (X-a„) a » 
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est de degre strictement negatif, E esf done la partie entiere de F. 

II ne reste plus qu’a obtenirles coefficients A k p, 1 ^ p =£ a k qui sontles coordonnees du polynome D k dans la famille generatrice 
(X-a k ) a k-P. 


Remarque 22.5 Tous les coefficients \ kak sont differents de zero. 


Exercice 22.1 

Decomposer les fractions rationnelles F(X) 


X — 4 

(X-1)(X+1)X 


et G(X) — 


1 

X n -1 


dans C (X) . 


Solution : Pour chaque fraction, tous les poles sont simples. 

PourF, en multipliant parX- a oil a vaut successivement 1,-1 et 0, on trouve : 

X-4 _ -3/2 -5/2 4 

(X-1)(X+1)X “ X-l + X+1 + x' 

x-4 

En effectuant un developpement limite a l’infini a l'ordre 1 de f(x) = de deux facons differentes on 

(x- l)(x+ l)x 

,,, -3/2 -5/2 4 . , , 

trouve d’une part : /(x) — o(^J et d’autre part : /(x) 1 1 1 - o(^J. Ce qui est bien coherent. Cette 

verification simple et rapide est a retenir. 


PourFQQ = ^ - on utilise A„ = — . Les poles sont les exp ( o ^ k *£, n- 1. 

Q(X) Q'(fl) n >’ 


Q(X) =X" — 1, Q'(X) = nX n ~\ Q' fexp(^l) = 


exp 


On en deduit ■_ 


X' 1 


i — r 


exp(2fl) 


k = o n X- exp 


f 2itn \\ 


Recherche des coefficients associes aux poles multiples 
P 

On suppose que F(X) = — avec degF < 0 et Q(X) = (X- a)”V(X) avec (\'(a) / 0). La decomposition de F s’ecrit alors 


Ai A 2 X n U(X) 

(X- a) + (X-a) 2+ "' + (X-a) n + V(X) 


( 22 . 2 ) 


En multipliant (22.2) par (X- a)' 1 et en faisant x- a, on trouve A„ ; 

Aj] 

Si n est petit, (ns 2), on retranche a F, et on recommence pour trouver A„_ | etc ; 


[X-ay 

Si n S 3, on fait le changement de variables Y -X- a, F(Y) = 
croissantes (ou un DL(0, n - 1)) a l’ordre n - 1 : 


Pt(Y) 
Y”Vi (Y) 


, et on effectue une division selon les puissances 


Pi = Vi(ao + fliY H 1 a n - iY” x ) + R avec val(R) 5= n 


On a alors : 


F(Y) 


a 0 a\ a n -\ 

yn y n ~ l Y 


et on trouve les coefficients Ai = a n -\, A 2 = fl n - 2 , .... 

Exercice 22.2 

Decomposer dans C (X) les fractions rationnelles F(X) 


X 5 + l 
X(X-1) 2 


et G(X) = 


X+l 

(X-1) 4 X‘ 


Solution : Pour F, on commence par determiner la partie entiere en posant la division euclidienne de X b + 1 par 

X(X- l) 2 . On trouve X 5 + 1 = (X 2 + 2X+ 3)X(X- l) 2 + 4X 2 - 3X+ 1. On obtient done E(X) = X 2 + 2X+ 3. Done F(X) = 
C 

+ ; 


A B 

X 2 + 2X + 3 H 1- 

X (X-l) 


X-l 


On trouve A- 1 par multiplication par X. Pour la partie polaire relative a 1, on poseX- 1 + Y. En udlisantles techniques 


des developpements limites : 


(1 + y) + 1 


i + y 

X 5 + l , 12 3 

— — X + 2X + 3 H 1 r H . 

X(X-l) 2 X (X-l) 2 X-l 

Autre methode, en utilisant le fait qu ’il n’y a qu : un seul pole d’ordre 2 : 


= (2 + 5y)(l - y) + o(y) = 2 + 3y + o(y). D’ou B = 2 et C = 3. Finalement, 
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, 4X 2 - 3X + 1 , A 

On determine la partie entiere et on ecnt F(X) = X' + 2X + 3 H 7 — = X + 2X + 3 H 1 - 

^ X(X-1 ) 2 X 


B c ~ 

77 H . On 

(X-l ) 2 X-l 


determine A - 1 comme precedemment, et B = 2 en multipliant par (X- 1 ) 2 . Ensuite en ecrivantle developpement limite 

4x 2 -3x+1 ... 12 

a Finfini a l’ordre 1 de /i(x) = 5 —. On trouve d'une part : /i(x) = 0 ( 7 ] et d’ autre part : fi(x) — — + 


1 C 1 
■ = - + — + o 


On ecrit G(X) = — i 

X (X-l) 

pose x = 1 + y. g(l + y) = 


x[x- l ) 2 
D’ou l + C = 4etC = 3. 
BCD 


x (x-l ) 2 


■ + ■ 


■ + ■ 


, , „ , . On a A = 1 facilement. Pour la partie polaire relative a 1, on 

(X— l) d (X— l ) 2 X— 1 

2 + y 2 + y 1 

— ; . On determine done un developpement limite a l’ordre 3 de = 1 H = 

y 4 (i + y) i + y i + y 

2 - y + y 2 - y 3 + o(y 3 ). D’ou B = 2,C = -1,D = 1,E = -1. On verifie apres coup que A + E = 1 + (-1) = 0, le coefficient 
de 7 dans le developpement limite a Finfini a l’ordre 1 de g(x). 

X+l 12 1 11 

Finalement, — = — 1 7 7 H 7 . 

(X-1) 4 X X (X-l ) 4 (X-l ) 3 (X-l ) 2 X-l 


Remarque 22.6 Trois astuces a retenir pour obtenir des relations entre coefficients : 

- multiplier par x p et faire x — « • +00 (ou prendre la partie entiere des fractions resultantes) ; 

- Utiliser la parite eventuelle de la fraction ; 

- Donner une valeur particuliere a x (x = 0). 


Exercice 22.3 

Decomposer dans € (X) les fractions rationnelles F(X) = 


X+2 

(X- l) 2 (X — 2 ) 2 


et G(X) = 


X 

(X 2 - 1) 2 ' 


A B C D 

Solution : On ecrit la decomposition a priori : F(X) = h 1 h . On pose x = 1 + y, 

F F (X-l ) 2 (X-l) (X-2 ) 2 (X- 2) y 

3+y 3+y 

on a F(1 + y) - — — r et on determine un developpement limite a l’ordre 1 de = (3 + y) (1 + 2y) + o(y) = 

y 2 (y- 1) 2 (y- 1) 2 

3 + 7y + o(y). D’ou A - 3 et B = 7. On determine C = 4 en calculant F(X)(X- 2 ) 2 en 2. En ecrivant le developpement 
limite a 1 ’infini a l’ordre 1 de F(x) on obtient B + D = 0 soit D = -7. 

X+2 3747 

Finalement. 7 = 7 h h ■ 

" ' “ " (X-2) z (X-2) 

D 


(X- 1) 2 (X- 2 ) 2 (X-l ) 2 (X-l) (X-2 ) 2 (X-2)' 

A B C 

On ecrit la decomposition a priori : G(X) = ^ H 1 ^ H . On pose x — 1 + y, on a G(1 + y) 

(X-l ) 2 (X-l) (X+l ) 2 (X+l) 

1 + y 1 + y 1 — y 1 1 

— = 7 et on determine un developpement limite a l’ordre 1 de 7 = (1 + v) 1 - o(y) = - + o(y). D’ou A - — 

y 2 (2 + y ) 2 (2 + y ) 2 y 4 y 4 y 4 

A B C D ABC 

et B = 0 . On ecrit aussi G(X) = -G(-X) = - — — — 77^ + —^7 — 7- + —^7 — 7-77 + —^7 — 7- = - 777 — 7777 + 777 — 7- - 777 — 7-77 + 


D 


(-X-1 ) 2 (-X-1) (-X+1 ) 2 (-X+1) (X+l ) 2 (X+l) (X-l ) 2 


(X-l) 

D’ apres l’unicite de l’ecriture de la decomposition en elements simples, C = -A = — — etB = A=0. Finalement, 


X 


1 


1 


(X 2 - l ) 2 4 l (X-l ) 2 (X+l ) 2 


22.2.2 Decomposition en elements simples dans IR (X) 

Une fraction rationnele de R (X) est aussi dans C(X). On peut comme telle lui appliquer le theoreme 22.5. Comme ses 
poles non reels sont conjugues deux a deux, on peut additionner les parties polaires correspondant a ces poles conjugues 
pour obtenir : 


Theoreme 22.6 O Decomposition dans R (X) 

P 

Soit F = — e R (X), ou la decomposition en facteurs irreductibles dans IR [X] du denominateur s’ecrit : 
Q = (X- fli) ai ... (X- a n ) an (X 2 + b\X+ ci) pl ... (X 2 + b p X+ c p )“p 
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Alors la fraction F s’ecrit de fa£on unique : 


F = E + 


An 

X- a\ 
Anl 


A 12 


(X-fli) 2 

An 2 


X cin (X dn) 2 
E11X + Sn P12X + 812 

X 2 + b\X + c\ + (X 2 + /7iX+ci) 2 

B/jlX+Spi Pp2X+8p2 


(X- a ,) 0 * 1 j 
A na n 

(X-fl„) a « 

|aip,X+ 8 


1 P 1 


X 2 + b p X + Cp (X 2 + b„X + c p ) 2 


(X 2 + b\X+ ci)P 
^pPp X+ *VPp 
(X 2 + bpX+ c„)Pp 


ou la partie entiere EeIR[X] est un polynome nul ou de degre degP - degQ, et tous les X jj, p,y, 8 sont des reels. 

Le premier groupe est forme d’ elements simples de premiere espece et le second groupe d ’ elements simples de seconde 
espece. 


La recherche de la partie entiere et des coefficients des elements simples de premiere espece se fait comme precedem- 
ment ; 

On peut utiliser une decomposition dans C (X) et regrouper les elements simples correspondant aux poles conjugues 
pour obtenir les elements simples de seconde espece ; 

Si X 2 + pX+ q - (X - a)(X-Ti), 011 peut multiplier la decomposition par (X 2 + pX + q) k et faire x — a, puis x-Tr, 
Utiliser les remarques precedentes pour trouver des relations entre coefficients. 

Exercice 22.4 


Decomposer dans K (X) les fractions rationnelles F(X) = 


1 


X 2 ” - 1 


, G(X) = 


1 

(X 2 +X+l ) 2 


et H(X) = 


(X 2 + 1) 2 (X-1) 2 ' 


J n - 1 

Solution : On a deja vu la decomposition sur C : F(X) = — Y' 

2 n 


exp(ats) 


».-„|X-exp|2gs)) 


On regroupe les poles conjugues 


qui correspondent aux valeurs de k opposees. Restent k- -n, (pole - 1 ) et k — 0 . (pole 1). Enfin 




exp[- 2 -gr) 


2cos X-2 


X-exp(^) X-exp(-^) X 2 -2cos(^) 


. Done 


X+l 


1 

X 2 " - 1 


1 

2 n 


1 _ + J_ + n f 1 2cos(^)x-2 1 
X+l X- 1 fc= iX 2 -2cos(^]x+l j 


Unjourl’Empereur voulut engager un conseiller qui soit aussi sage que savant. A cette Bn il Btreunir tous les pretendants 
au poste dans une piece fermee par une lourde porte surlaquelle etait une serrure aussi imposante que complexe. 11 leur 
Bt savoir que le premier qui passerait cette porte serait nomme mais qu ’ils devaient prendre garde a ne pas bloquer la 
serrure auquel cas tous seraient livres a leur sort. 

Tous les pretendants se mirent febrilement a observer, a mesurer la serrure, a effectuer de longs et savants calculs pour 
percer le mystere du mecanisme. Tous sauf un qui meditait dans un coin de la piece, insensible au brouhaha. Alors 
que 1 ’excitation etait a son comble parmi les doctes savants, l’adepte du zen se leva, alia droit sur la porte, en tourna la 
poignee et s’ en alia. 

La serrure G(X) est deja un element simple. Les Empereurs et les interrogateurs sont parfois facetieux. 


AX+B CX + D 

On eent la decomposition a prion : H(X) = — — + — ; — — + ■ 


. . , , — 4 . On s’occupe de la partie polaire rel- 

(X 2 + l ) 2 X 2 + l (X-l ) 2 X-l F F F 

1 + y 

ative au pole 1. On pose y - x-l, H(1 + y) = — -. On determine un developpement limite a l’ordre 1 de 


i + y 


((1 + y ) 2 + l) 2 y 2 ' 


1 + y 1 1 1 

((1 + y ) 2 + l) 2 y 2 4(1 + y 2 7 4 y y 4 4 

Calcul de A et B : On multiplie par (X 2 + l ) 2 et on calcule la valeur des deux membres en i. hi + B = 

i i 1 , . 1 

: = 7 = — . D ouA-OetB- — . 

— 1 + 2/ + 1 —2 i 2 2 

Calcul de C et D : On soustrait - 


H-1Y 


a chaque membre. Or 


X 


1 


1 


1 


I X 2 + l 


2 ((X 2 + 1 ) 2 ) l(X-l) 2 J 2 (X 2 + 1)(X— l ) 2 


1 


2 (X 2 + 1 ) 2 w ‘ (X 2 + 1) 2 (X-1 ) 2 2 (X 2 + 1 ) 2 

Maintenant on multiplie par (X 2 + 1 ) 2 et on calcule la valeur des deux mem- 
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breseni. Cz‘ + D = 
Finalement. 


11 i 1 

7 D ou C = - et D = 0. 

2(z - 1 ) 2 -4 i 4 4 

X 1/2 X/4 1/4 1/4 

+ — n + ' 


(X 2 + 1) 2 (X-1 ) 2 (X 2 + l ) 2 X 2 + l (X-l ) 2 X-l' 


Exercice 22.5 

Decomposer dans IR(X) la fraction F(X) : 


1 


(X+1) 3 (X 2 +X+1) 2 ' 


Solution : On ecrit la decomposition a priori : F (X) = 


A 


B 


| C | 


DX + E 


FX+G ^ , 

■ h — . On s oc- 


(X+l ) 3 (X+l ) 2 X+l (X 2 +X+l ) 2 X 2 +X+l 

1 

cupe de la partie polaire relative au pole 1. Onposey — x+l, F(y-l) - — — . On determine un developpement 


limit e a 1 ’ordre 2 de 


1 


(i-y + y 2 ) 2 


y 3 (l - y + y 2 ) 2 
= 1 + 2y + y 2 + o(y 2 ). D’ou A = 1,B = 2 et C = 1. 


Calcul de D et E : On multiplie par (X 2 +X+ l ) 2 et on calcule la valeur des deux membres en j. Dj + E = 


1 


(7 + D d 


= -1. D’ou D = 0 et E = -1. 


1 + 3 j + 3 j 2 + 1 
Calcul de F et G : On soustrait - 
1 [ 1 


■ + 1 = 


(X 2 + X+l ) 2 

1 X 3 + 3X 2 + 3X + 2 


a chaque membre. Or 


(X+1) 3 (X 2 +X+1 ) 2 (X 2 +X+l ) 2 

(X + 2)(X 2 +X + 1) 


„ ol . _ - , . Miracle ? Non. Comme on a 

(X 2 +X+l ) 2 [(X+l ) 3 J (X 2 +X+l ) 2 (X+l ) 3 (X+1) 3 (X 2 +X+1 ) 2 

transforme le pole d’ordre 2 en pole d’ordre 1, on est sur que la factorisation existe ! Maintenant on multiplie par 

r. / + 2 

X + X + 1 et on calcule la valeur des deux membres en j. Fj + G 


Finalement, 


1 


1 


1 


(7 + 1 ) 3 

1 


-(7 + 2). D’ou F = -l etG- -2. 
X + 2 


(X+1) 3 (X 2 +X+1 ) 2 (X+l ) 3 (X+l ) 2 X+l (X 2 +X+l ) 2 X 2 +X+l' 


Exercice 22.6 

Utiliserla decomposition de la fraction F(X) : 


1 


X(X+ 1)(X + 2) 


pour trouverla limite de la suite de terme general 


s „ = £ 


^ jfc(fc+ l)(fc + 2) 


Solution : Tous les poles sont simples, et on obtient simplement F(X) = 


1/2 


1 1/2 ^ ■ 

+ — — - . On peut done ecrire 


1 

[ 1 

1 1 

1 [ 

2 

[k~ 

1c + 1 J 

2 l 


1 


X X+l X + 2 


. La somme S n se telescope en — \ 1 - 


r i l 

1 

[ 1 

1 1 

[ zz + 1 J 

2 

[2 

Yl + 2 J 


. La limite de S, 


egale done — . 


Exercice 22.7 

a. Soit f la fonction arctan. Decomposer fix) dans C (X), puis utiliser cette decomposition pour calculer explicite- 
ment / (n) (x) . En deduire les zeros de / (,i) . 

b. Calculer les derivees successives de F - 


c. Calculer les derivees successives de G - 


1 - 2XcosD + X 2 
1 -Xcosi) 

l-2Xcos9 + X 2 


Solution 


f ^ x 2 + l 2i\ x - i ~ ' 


1 

x + i 


[n - 1 )! 
2 1 


1 


1 


En derivant n-1 fois cette egalite, on obtient f 1 "* (x) = 

6 2 2 i [ (x-i) n (x+i) n J 

(— l) n_ 1 (n— 1)1 (x+ /)" — (x— Zl” 1 

On peut ecrire / w (x) = — 1 2 ^ ; . Le polyndme P„(X) = — ((X+ i) n - (X- /)") est reel, 

de degre zz- 1. Son coefficient dominant egale n. Les racines sont les solutions de (x+ i) n = (x 


i = exp 


(x - z), k — 0 , . . . , n - 1 , soit pour k = 1 ,.. . , n - 1 , x = i - 


exp 


2ikn \ 


+ 1 


exp 


i) n , soit x + 

ikn\ 


+ exp - J 


exp 


r 2ikn \ _ 


exp 


cotan — . Ces zz - 1 racines sont distinctes car la fonction cotan est strictement decroissante sur ]0; 7 t 


ex P[-TJ 

. Ce sont done 


les zz - 1 racines de P„. Done f in) (x) = 


(-l) r 


(x 2 + d» 


zz! " 1 zfczn 

[ [ x - cotan — 
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b. F(X) = 
(X- e _!f 


-1 


1 


1 


2/sinQ lx-e‘ s X-e~ id 


Done F ( ” 1J (x) = 


(-l)' 2 (n- 1)! 


2 i sin 9 


(X - e~ i6 )” - (X- e‘ 


(l-2Xcos9 + X 2 )" 




Le polynome 
soit z - e -20 = 


- (X- e 20 ) n est de degre n- 1. Ses ratines sont les solutions de ( z - e *“j - [z- e 

e -m+knln) _ e W+kn!ri) sin( c, + kn/n) 
soit z = 77— rz = — : — — — — — ,k = 


Soit z( l- e 


,2ikn/n\ _ 


-id 


e - e LXJ e‘ 


id s,2iknln 


iknln _ 0 iknlr, 


sm(knln) 


Comme le coefficient dominant de (X-e -20 ) -(X-e 20 ) egale -2;«sin9 on en deduit que F f,2_l, (x) = 

sin(9+A:jT/n) \ 


(— 1) 1 77! f] x- 


sin(A:7T/ 72 ) ) 


(l-2Xcos9 + X 2 )' 


Exercice 22.8 

n 

Soit un polynome P = ^ a k X k de degre n a coefficients reels n ’admettant que des ratines reelles simples. 
k= 1 


P' 

a. Decomposer en elements simples la fraction rationnelle F = — . 

b. En deduire que Vx e K, P"(x)P(x) P'(x) 2 . 

c. En deduire que le polynome (P') 2 - PP" n ’a aucune ratine reelle. 

d. Verifier que Vfce ,n— l}a k -\.a k+ \ ^ ab- 


solution 


Comme les ratines (x k )i^ k ^ n de P sont simples on peut ecrire — — = — . 

PCX) k=l X- x k 

,, . P'CX) " 1 

d ou = > . 

P(X) 


On calcule Aj - = ^ — = 1, 

P'CJCjfc) 


P"(x)P(x)-P'(x) 2 

P 2 (x) 


- y — ' — 

k^\ (x- Xfc) 2 


< 0. L’ine- 


b. On derive les deux membres (en dehors des poles) pour obtenir 
galite reste vraie pour les ratines de P. 

c. Done les seules ratines reelles de (P') 2 - PP" ne peuvent etre que les ratines de P. Mais si x k est ratine de 
PP" - (P') 2 , alors a k serait aussi ratine de P' et done ratine double de P ce qui est impossible. 

d. D’apres le theoreme de Rolle, P' est aussi un polynome a coefficients reels n’ admettant que des ratines reelles 

simples. II en est de meme de sa derivee k- 1-ieme. On en deduit que Vx e B5, P tfc+ 0(x)P (i:_1) (x) P tfc) (x) 2 - En 
particular pour x= 0, P (fc+1) (0)P (fc_1) (0) P (fc) (0) 2 , soit (k+ l)\a k+1 (k-l)\a k -i (fc!) 2 a 2 

r-2 

done a k+ ia k -\ ^ a 


k k(k+ 1) " k ' 


22.2.3 Moralite 

• On peut traiter les parties polaires separements. 

• II est deconseille de soustraire la partie entiere. 

Traduction du theoreme d’existence et unicite : Pour obtenir les coefficients, tous les coups sont permis ! 

• Pour les poles simples : multiplication par (X- a) et valeur en a, ou P/Q' lorsqu’on ne connait pas explicitement la 
fraction. 

• Pour les poles multiples : Division suivant les puissances croissantes ou developpementlimite. 

• Exploiter la parite ou plus generalement les symetries. 

• Regarder le comportement a Finfini. 

• Prendre une valeur particuliere. 
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22.3 Exercices 


22.3.1 Fractions rationnelles 


Exercice 22.9 

Resoudre dans 1, 

111111 1 1 

1 1 1 

x x + 2 x + 4 x+6 x + 8 x+10 x+12 x+14 


Solution 


1 

- + ■ 


x+14 


x + 2 x + 12 


14) 


1 


x + 4 x+10 

= 0 


1 1 
x+6 x + ( 


= 0 


(2x + 


x(x+14) (x + 2) (x+12) (x + 4) (x+10) (x+6)(x + 8)j 

-7 est solution. Pour trouverles autres solutions, on suppose x / -7, en posant y - (x+ 7) 2 V equation devient : 


’ - 7 2 v - l 2 


y-5 2 y-3 2 


= 0 o 


(y-7 2 )(y- l 2 ) (y-5 2 ) (y-3 2 ) 


0 o y 2 - 38y + 181 = 0 avec y ^ 


1 2 ,3 2 ,5 2 ,7 2 <s> y = 19 + 6\/5 ox- -7+ \/l9 + 6\/5 soit x = -7+ \/l9 - 6\/5 sontles seules solutions autres que x = -7. 


Exercice 22.10 

Soit F e C(X). On suppose qu’il existe Pi,P 2 ,...,P n dans C[X] tels que : F” + PiF' i_1 + .. . + P„ = 0(/i 3= 1) Demontrer 
que F e C[X]. Commentaire. 


Solution : On pose F = P/Q, P et Q sont deux polynomes de C[X] premiers entre eux. En chassant les denominateurs 
on a P" + PiP" -1 Q + ... + P„Q” = 0, soit P" = -Q(PiP n_1 Q + ... + P„Q" _1 ). Done Q divise P n . Comme Q est premier 
avec P” -1 , d’apres le lemme de Gauss, Q divise P, done F = P/Q est un polynome. 

Sinon, on peut appliquer le resultat de F exercice suivant pour etablir que F n’a pas de pole. 

Exercice 22.11 

Soit FeC(X). On suppose qu’il existe Gi,G 2 ,...,G n dans C(X) tels que : F” + GiF” -1 + ... + G„ = 0[n 3= 1) Demontrer 
que 1 ’ensemble des poles de F est inclus dans la reunion de 1 ’ensemble des poles de (GQ l^fcsn- 

Solution : On pose F = P/Q, P et Q sont deux polynomes de C[X] premiers entre eux. En chassant les denominateurs 
on a P' ! + GiP n_1 Q + . . . + G n Q n = 0. Soit z un pole de F. z est done une racine de Q. Supposons que z ne soit un pole 
d’aucun Gfc. C’ est done aussi une racine de P" = - (G| P"~ 1 Q + ... + G„Q"). C’ est done une racine de P. Ce qui contredit 
le fait que P et Q sont premiers entre eux. 

Sinon, on peut appliquer le resultat de l’exercice precedant : On pose Gfc = Pfc/Qs; oil les P^ et Q / v - sont deux polynomes 
de C[X]. On appelle M le ppcm des Q k- En muldpliant F egalite par M " on obdent (FM)” + GiM(FM)” -1 + ... + G n M' ! = 0. 
Chacune des fractions P* = G^M^, k - l...,n est un polynome, done P = FM est un polynome, done les poles de F = P/M 
sontparmi les racines des (GQi 

Exercice 22.12 

Quelles sont les fractions de C(X) qui sont des derivees (de fractions rationnelles) ? 


Solution : Ce sont les fractions rationnelles dont les coefficients A des elements simples sont tousnuls. Exemple 

X- z 

1 If 1 1 1 , , 

— = = — n est pas une derivee. 

X 2 + l 2 i[X-i X+/J F 


Decomposition sur C 

Exercice 22.13 

Decomposer en elements simples dans C(X), F(X) = 


X n -1 


Solution : La decomposition s’ecrit 


'L, 1 Ai- 2 i fcit 

F(X) = £ 7r -^~ = e~ 


fc=0 X u>k 


On utilise la formule A* = 


P(w fc ) 


.n - 1 
J k 


i 


Q'(Wfc) no” 1 n 


— — et done 


1 't, 1 1 

F(X) - - ^ 


n ^ 0 X-(o k 
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Exercice 22.14 

Decomposer les fractions F(X) ■ 

Solution : On trouve . 


X 2 


(X+1) 3 (X-1) 2 


G(X) = 


X(X-1) 2 


F{X) = 


X+l (X+l) 2 (X+ 1) 3 X-l (X-l) 2 

2 


2 2 
G(X) = - - 


X X-l (X-l) 2 


Exercice 22.15 

X 2 + l 

Decomposer x2 ^_ ; ] l . 


„ X 2 + 1 4 1 4 3 2 2 

Solution : — — r = — + : 


X 2 (X-1) 4 X X 2 X-l (X-l) 2 (X-l) 2 (X-l) 4 


Exercice 22.16 

Decomposer F(X) : 


1 


X(X- 1)” 


puis G(X) : 


1 


X 2 (X- 1)"' 


(- 1 )" 

Solution : La partie polaire de F relative au pole nul est obtenue par multiplication par X : — — — . La partie 

polaire de F relative au pole 1 est obtenue par developpement limite a l’ordre n - 1 de y”F(l + y) = = 

i + y 

1 - y + ... + (-1 )»— iy"— 1 + o(y” _1 ). 

, 1 1 1 (-l)"” 1 (-D” 

X(X-1)” (X-l)” (X-l)”- 1 X-l X 

La partie polaire de G relative au pole 1 est obtenue par developpement limite a 1 ’ordre n - 1 de 

y”F(l + y) = 1 , = - — — = 1 - 2y + ... + (-1 ) n - 1 ny n ~ 1 + oty"" 1 ). 

(1 + y) 2 dyl + y 

La partie polaire de G relative au pole nul est — H . Ai s’ obtient par multiplication parX 2 : A| = (-1)”. X 2 s’obtient 

X X 

par developpement limite a l’infini de G(x) a V ordre 1 qui donne X 2 + {-l) n ~ l n - 0. D’ou X\ = (-1 ) n n. Finalement, 

11-1 


1 


1 


2 (-1 ) n ~ l n (-1)” (-1 ) n n 

X 2 (X-1)” “ (X-l)” ~~ (X-l)”” 1 + '" + X-l + X 2 + X ' 


Exercice 22.17 

Decomposer F(X) = 


1 


(X-1)”(X+1)' 


sur K. Ecrire une relation de Bezout entre (X+l)” et (X- 1)' 


Solution 


On ecrit 


- = y 

n t—t 


a k 


. + Y — - . , . On deter- 

(X- l)”- 1+fc £1 (X+l)”- 1+fc 

y = x-l, (2 + y)-” = 2 _ ”(1 + = 

1 x 3 x ... x (2 n+ 1) y” 


(X-1)"(X+1) 

mine les a k par developpement limite 

if y 3y 2 t.1 x 3 x ... x (2/c + 1) y k 

— 1 - — + — ... + (-1)* — + ... + (-1) 

2” ^ 2 8 2 k k\ 

. fc lx3x...x(2fc+l) 1 

D ou a k = (— 1) - 


2 ” 


n\ 


, (2fc+l)! 


+ o(y” J ). 


2 n+k 


— = (-1 ) K 2 ^ + 2 fc (/ ., )2 - F est une faction paire, done b k = (-1 ) k a k . 


Exercice 22.18 

Soient a\, 0 , 2 ,.. a k , k nombres complexes deux a deux distincts et non nuls. 

PCX) 

Soit P(X) = (X- «i).(X- « 2 ) (X- a k ) et soient F i QQ = -—-(Uii^k). 

X- at 

X” X” k a ” 

1. V«eN, montrer que la decomposition de — est : — = E n + 2_, — - • Quel est le degre de E n ?. 

P P ■ j P [af) (X — a i) 

Former une relation de recurrence entre E„ et E n+ i. Determiner les coefficients de E n . 

k eft- k a k ~ k 

2. En deduire Ml e {0, .., k- 2} Y — = 0. Que vaut Y — 

1 ’ ’ ’ L^ ^ L-.ni 


it) P'(fl/) 




1 


3. Ecrire la decomposition en elements simples dc — . On fera apparaitre les derivees successives de P aux points 

a,. 
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Solution : 

1. L’ecriture de la decomposition piovient de ce que les poles sont simples. E n est la partie entiere. Elle est nulle 
lorsque n< 1c et de degre n-k sinon. 


V= xe * + l^ 


fr [ P '(a,) (X- af 
k a? (X- at + ai) 

= xE n + y — 

fr[ P '{affX-af 

£ a?{X-af £ a " +1 
- XE,J + ^ TJ/ f _ •> fY _ ^7.1 + E P'f 


7 | P'(«,-) (X- cii) ,tiP'( at) 


D’ou E„+i = XE„ + Y — ■ — . Les Y — ■ — , m - 0 , sont done les coefficients de E, ;+ i. 
^ P'{af P'(a,) 


2. Puisque les E n ,n e {0,..,k - 1} sont nuls, on en deduit que les coefficients y — e {0 , k - 2} le sont aussi. 

2 = 1 P (®i) 

k af -1 af -1 

Le premier coefficient non nul est obtenu pour n + 1 = 1c : 1 = E^ = XE„_] + y —1 soit y —j- = 1 . 

f = l P {of} ] P {df) 

3. On pose Q(X) = P 2 (X) eton ecrit la formule de Taylor it ford re 3 : Q(x) = Q{af+ {x— afQ' {af+ ^{x— af 2 Q'' {af + 
i (jc— af 3 Q"' [af) + o[x- a,) 3 = (x-a,-) 2 (Q"(fl;)/2 + Q" (a;) /6) + o{x-af 3 . On en deduit un developpement limite 


en a; de 


(x- af 


1- 


Q "'{af 


P(x) Q "{af) [ 3Q"{af 
2Q '"{af 


+ o(x- af). On a done -j— = y 


et Lij = ^ . Q' = (P 2 )' = 2PP', Q" = 2P ' 2 + 2PP" et Q'" = 4P"P' + 2P'P" + 2PP'". Comme P {af = 0, 

K 3(Q"(a2-)) 2 


P 2 (X) {X-af 2 X-a 
P' + 2P 
P "{af) 


Pi , 2 

H avec A i = 


Q"{af 


Q "{af = 2P '{af 1 et Q "'{af = 6P"{afP'{af. D’ou A, = et u; = ■ 

V 1 1 V 1 ' ! P ’{af 2 P ’{af 

1 „ . 

Remarque : En regardant de developpement limite dc — a l’innni al’ordre 1, on en deduit que y — 

p i= l p 


P" {a f 

{ af 3 


= 0. 


Exercice 22.19 

Trouver Pe C[X] tel que 


P(X) 

X n -1 


n-l e 2iknln 

E. Y _ a 2iknln 
k = 0 A e 


Solution : 


n-l 


E 

k= 0 


X _l_ g2ikn/n 
X — gZiknln 


n-l 


= Ii 

k=0 


2e 2iknln 2n 

— — = n 

X—gZikn/n X n -1 


- f - ■ D ’ oil P ® = n{X n -3). 


Exercice 22.20 

On appelle O T ensemble des racines n-iemes de T unite. Demontrer que — V 

««D X -“ 

^ d) A(X) 

Trouver A et B appartenant a K[X] tels que G(X) = y = . 

wen x_a) BOO 


Trouver C et D appartenant a K(X| tels que H(X) = y 

wen 


(oX+1 

(i) 2 X 2 + (oX+l 


C(X) 

D(X) 


1 

X n -1' 


Solution : On obtient — y = en decomposant en elements simples sur C. 

n.tUX - to X" - 1 1 


X n -\ 
nX n ~ l 


En derivant le relation precedente : — y - „ 

« oSx (X-oj ) 2 (X”-l ) 2 


On decompose EI(X) en elements simples surC : 


Hex) = y 


toX+ 1 


1 - / ,.T7n (i) \ X — 7 0) X-Pdl 1-1 


(I) 2 X 2 + < 1 )X + 1 


' J wen ( 


1 


:T= E 


1 


2 =i etS =E 


~i=E-^==E 


wen w I-'- 7‘ W J wen 7 W J (nefl x 7 W wen-'' 7 W 

..1 - n 1 

deduit de la premiere question que S = — — 7 , et comme T = S = 


car to > — » to est une permutation de Cl. On 


j j 2n X n — 1 ’ 


D’ouH(X) = 


n I -1 


+ j 2n+l )X n + l-j 
1 - j \j 2n X n - 1 ' j n X n - 1 J _ 1 - j X 2n -{j 2n + j n )X n + 1 


7 2 j«X« - 1 ' 


823 


n = 0 (mod 3) : H(X) = — n = 1 (mod 3) : H(X) = ” tX + ^ n = 2 (mod 3) : H(X) = — - 

X»-l X 2 »+X» + l X 2 »+X» + l 

Exercice 22.21 

Decomposer en elements simples sur C : 


1 X 4 + l 
X(X 2 - 1) ' 

2 2 l 

(X- 1) 4 (X 2 + 1) 


3. 

(X-1)(X“-1) 

4 I 

(X-1) 3 (X 3 + 1) 


(X 2 -X+l ) 2 

X 2 (X-1 ) 2 

(X - 1) (X - 2) ... (X - 7? + 1) 
(X+l )...(X+n) 


Solution : 

, X 4 + l 1 1 1 

1. T. — X 1 1 . 

X(X 2 -1) X X-l X+l 


2. 


X b 


■ = 1 + - 




B 


- + - 


D E F 

+ — — - + — — : + — — :. On trouve A, B,C etD enposant X-l = Y 


(X- 1) 4 (X 2 + 1) " (X- 1 ) 4 (X- 1 ) 3 (X-l ) 2 X-l X-i X+ i 

et en effectuant la division suivant les puissances croissantes de 1 + 6 Y + 15Y 2 + 20Y 3 par 2 + 2Y + Y 2 . On trouve 


± + §Y-fY 2 + ^Y 3 d’ou A - ± B = § , C = D= 4?. E = — 

2 2 4 2 2 ’ 2’ 4’ 2 (j _ l ) 4 2 7 

X 6 1/2 5/2 39/4 37/2 1/8 1/8 

= 1 + + r + + h 


-4 x 2 i 


Done F = - . Done 


(X-1) 4 (X 2 + 1) 

3. On pose ( = exp (^p). 


(X-l ) 4 (X-l ) 3 (X-l ) 2 X-l X-i X+i 

1 A B "- 1 A fc 

= r + + Y — . En posant P(X) = (X- 1)(X" - 1),P'(X) = 

(X- 1)(X" - 1) (X-l ) 2 X-l fcT'jX-^ 


(X"-l) + ? 7 (X-l)X , 2 ” 1 ,P'(C fc ) = ti 2 — d’ou - 

if nilf-1) 


tiplie 


1 


C fc -1 

At = 

x-l 


(x-l)(x n -l) 


par h z - (x- 1) 2 pour obtenir 


. Pourle calcul de A et B, on pose x-l - h et on mul- 


+ o(h) - — \ 1 — h | + 


h 


1 


x n -l {h+l) n -l n + Bd^Rh 

1 1 


1 n-1 

o{h). D ou A — — et B = .Done- - „ , , 

?i 2 ti (X-1)(X»-1) 7 i(X-l ) 2 2ti(X- 1) £i n{lf-l)iX-lf) 

n— 1 rk 


n-l " 1 

■+L 


On peut aussi multiplier par la fraction = y 

^ ^ F X-l X"-l tfr 


V 


Or 


1 


^nix-ify (x-D(x-s fc ) (i-( fc )(x-i) 

n-l ^ k n-l rk 


d-( fc )(x-(; fc ) 


. Done 


+ E 


(X-1)(X»-1) 77 (X —l ) 2 ^71(1-^) (X-l) tl 7l(( fc -l)(X-^) 




c* 


ce qui donne 


n-l ^ k 

le meme resultat si l’on sait que y 


( 1 -^) 


n ~ 1 r , V ^ 1 1 

En cf ret, on a ) — = 

^7l(X-( fc ) X»-l 71 (X — 1 ) 


2 71 


X-l 1+X+...+X' 3 ' 


— . On pose f{x) = 


1 


1 + ... + 77- 1 


77-1 


1 + X+ ... + X : 
71-1 


i=r- f' {x) = - 


1 + ... + (71- l)X n 


[l + X+... + X n 1 ) 2 


done f'i 1 ) = 


= . Done y — = , ce qu ’il fallait demontrer. 

277 ^ rk ' 


fcT, 71(1 ~( fc ) 


277 


Ceci dit on peut demontrer plus simplement ce resultat sans fractions : S = V — — - , 

fc=1 ?7(i - <; fc ) k . - " ir ~ k 


y — - — 

t\ Tl(^-l) 

i n-l 

s = ^L 


en sommant de n- 1 a 1. Done S egale ia demi-somme de ces deux sommes : 




1 


2 fcT'i ^ 77(1 - if) niff — 1) 
1 A 

+ 


77-1 
2 71 


B 


c D E 


(x-d 3 (x 3 + d (x-i ) 3 (x-i ) 2 ' x-i x+i x+j ' x+f 

— — - — = - (l- \h + |/ 7 2 ) + Oih), d’ou A - B = — — , C = -. D = 

2 1 + f/i+f/i 2 2 V 4 8 1 2 4 8 

-1 


E = 


1 


1 


Soit x = 1 + h, 
1 

(— 2) 3 (1 — 1 + 1 

1 


i nif~ k - 1 ) 


1 

2 + 3/1 + 3/1 2 


1 


ij + 1) 3 (1- j )(- 7 + j 2 ) ij + l)Hl~j) 2 j il-j 2 ) 2 il + j)j (1 - 2j 2 + j)il + j)j 3(1 + j 2 )j 3 j 2 

j ^ j 2 _ , 1 1/2 3/4 3/8 1/8 j 13 j 2 1 3 

-. Done F = — . Finalement 3 5 = 5 - 7 H 1 1 7 . 

3 3 (X-1) 3 (X 3 + 1) (X-l ) 3 (X-l ) 2 X-l X+l X+j X+j 2 

X 2 -X+l 1 1 (X 2 -X+l ) 2 112 2 2 

5. =1 1 . En elevant an cane : — = = 1 H — 7 H 7 1 = 1 + 

X(X-l) X X-l X 2 (X-1 ) 2 X 2 (X-l ) 2 X X-l X(X-l) 

1 + 1 2 2 2 + 2 ! 1 


X 2 (X-l ) 2 X X-l X-l X 


X 2 (X-l ) 2 
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, (X- 1)(X- 2) ... (X- ?i+ 1) £ Afc 

6. Thus ies poles soot simples : = > avec Ai- = 

(X + 1) . . . (X + n) ^ X + k 

(-1) {n+k-l)\ _ , 

*:!(*:— 1)!(— l) fc - 1 (w— *:)! 1 " 

(X - 1) (X - 2) . . . (X - n + 1) ^ 

(X+l)...(X+w) ^ X+fc 


(-fc-l)(-fc-2)...(-fc-ra+l) 
(-A;+ 1) ... (-1) • 1 ... (X+ n) 


Decomposition sur IR 

Exercice 22.22 

Decomposer dans R (X) , la fraction : 

F(X) = 7 

(X 2 + 1)(X-1) 4 


Solution : Puisque degF = -6 < 0, il n ’y a pas de partie entiere et la decomposition de F en elements simples s ’ecrit : 

ci\ 02 as 04 otX + fi 

F = 1 — H — H — H - 

X-l (X-l) 2 (X-l) 3 (X-l) 4 X 2 + l 

Cherchons les coefficients associes a u pole multiple en utilisant la methode du DL. Posons y- x-l et calculons 

1 1 1 


fW = 


y 4 (2 + 2y+y 2 ) 2y 4 1 + (y+ ^ 


On effectue ensuite le DL(3,0) de avec u - y + 4- 

1 + u z 


- 1 - u + u 2 - u 3 + ... 

1 + u 


/(r) = ^ I l 1 -(y+Ri + ()'+ J r) ! - ( y+A)» + . 


= _Lf 1 _ J , + JL + 0 y + . 

2y 4 { 2 


1 1 1 
2y 4 2y 3 4y 2 


(on ne garde dans la parenthese que les termes de degre ^ 3 ) et alors a\ = 0, 03 = — — , 0,4 - — . 

Ensuite, en multipliant F par x en en faisant x — 00 . on trouve a\ + a = 0, d’ou a - 0. 

Ensuite, en faisant x = 0. on trouve 1 = -<21 + cti - 0,4 + a 4 + (3 d’ou (3 = Finalement : 


1/4 -1/2 1/2 -1/4 

(X-l) 2 + (X-l) 3 + (X-l) 4 + X 2 + 1 


Exercice 22.23 

a) Decomposer dans R(X) la fraction — — 

b) En deduire la decomposition dans R (X) de 

1 

X 3 (X 3 + 1) 


Solution : 


Puisque 


1 

X(X+1) 


1 

X 


, il vient 

X+l 


que 


1 1 1 

X 3 (X 3 + 1) ~ X 3 ~~ X 3 + 1 


et il ne reste qu ’a decomposer 


1 1 | 1 X- 2 

X 3 + l _ (X+1)(X 2 -X+1) "X+1~3X 2 -X+1 
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Exercice 22.24 

Decomposer en elements simples dans 05 (X), 


1 


(X 2 + l) 2 -X 2 ' 


Solution : Udliser la parite de la fraction pour trouver des relations entre coefficients. Finalement . 

x-i x+i 

F(X) = -1/2 + 1/2- 


x 2 +x+i 


Exercice 22.25 

Decomposer dans 05 (X) 


X 


(X+1)(X 2 + 1) 2 ' 


Solution : 


1 1 1 X-l 1 1 

■ + ^ + ■ 


4X+1 4 (X 2 + 1) 2 (X 2 + l) 2 


Decomposer dans 05 (X) la fraction 

X 2 + 2 
X 2 (l+X 2 ) 2 

Solution : 

2 2 1 


X 2 X 2 + 1 (X 2 + l) 2 


Exercice 22.27 

X 3 +X 

Decomposer ■ 


(X+ l) 2 (X — 1) 


Solution 


1 + 


1 


1 


2(X- 1) (X+l) 2 2(X+ 1) 


Exercice 22.28 

Soit un en tier I . Decomposer en elements simples dans 05 (X) la fraction rationnelle suivante : 


F (X) = 


1 


X 2 ” + 1 


Solution : Les solution de z 2n +1 = 0, soit z 2n - e m sont les Zk = exp 


(2fc+l)z 


, 0 ^ k 2n - 1. On a 


1 


2 't ^ , 1 

£ ^— avecX 


X 2n + 1 


fc= 0 X z k 

1 1 n_1 

— - — =-- y 

X Zn + 1 n tfc 


- — r = — — . En regroupant zu avec Zon-^-k = Zk, on obtient 

P '(**) 2 nz 2 "- 1 2 n £ F 


' C2fc+l)ji 


X-l 


to X 2 - 2XCOS ( [2k 2n n ) 


X+l 


Exercice 22.29 

Decomposer — — - en elements simples sur I 


Solution : X 4 + 1 = X 4 + 2X 2 + 1 - 2X 2 = (X 2 + l) 2 - 2X 2 = (X 2 + 1 + i/2X)(X 2 + 1 - \/2X). 

1 AX + B A'X+B' 

Done la decomposition s eent a prion : — = — h — . 

X 4 + 1 X 2 + n/2X+1 X 2 - \/2X + 1 
1 AX+B A'X+B' 

La fraction est paire. Done, comme — = — 1 — . 

X 4 + l X 2 + V2X+1 X 2 -V2X+1 

1 -AX+B -A'X + B' 

en changeant X en -X on obtient — = — 1 — . D apres 1 unicite de la decomposition, on en 

x 4 + 1 x 2 -v^x+i x 2 + v^x+i 

deduit que A = -A' et B = B'. Pour x - 0 on trouve 1 = B + B' d’ou B = B' = -. 
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1 A i+\ -A i+\ l 2A 

Pour x- i on trouve - = — H — , done - = — — , 

2 — is/2 2 ^2 


Finalement 


1 s/2 

s/2 + X i v/2-X 


X 4 + l 4 

X 2 + s/2X + 1 X 2 - \/2X + 1 


soitA- 


V2 


Exercice 22.30 

SoitneN* Demontrer qu’il existe un unique polyndme P n tel que P„ I X H — -X n -\ . Quelles sont ses racines ? 

I X) X n 

Decomposer — en elements simples sur P. 

Pfl 


Solution : Unicite : On a Vx e P, P„(2chx) = 2ch nx. Deux solutions coincideraient sur un ensemble infini et seraient 
done egales. 

Existence : Par recurrence, on a Po(Y) = 2, Pi(Y) = Y et comme |x' ! + |x + = |x” +1 + j- 1 + |x' !_1 + j-j 

d’ou YP n (Y) = P, i+ i(Y) + P„_i(Y). 

T„ est un polyndme de degre n qui verifie aussi Vx e P, P„(2cosx) = 2 cos nx. Done P n (2cosx) = 0 lorsque nx - j + kn 
soit x/c = ^ 2k 2 ^ n ce c l 11 ' fournit n racines distinctes en prenant k - 0, 1. Ce sont done les n racines simples de P„. 

1 n_1 At 1 

On en deduit = V avec A;- = — — . En derivant I’egalite P„(2cosx) = 2 cos nx 

p »(X) tt' 0 X-2coste)ZI p/Jzcosto 


on trouve -2sinxP n (2cosx) = -Insinnx d’ou At = 


P«(2cos(^£M)) 




Exercice 22.31 

Decomposer en elements simples sur P : 

q 1 c 3X 2 - 2X + 5 

■ {X2+1)*(X2 + X+1)2 1 (X2-X+1)S(X3+1)2 

4 £ 

X 4 -2X 2 cos9+ 1 


^ x 5 + 2 
(x 2 + x+ l) 3 

2 I 

(X 2 + 1)(X 2 +X+1) 


Solution : 

1. On effectue la division euclidienne de x 5 + 2 par x 2 + x + 1 : x 5 + 2 - (x 3 - x 2 + l)(x 2 + x + 1) - x + 1, d’ou 


x +2 


x J - x z + 1 


■ + 


-x+ 1 


(x 2 + x+l) 3 (x 2 + x+l) 2 (x 2 + x+l) 3 

x 5 + 2 — x+1 x + 3 

(x 2 + x+l) 3 (x 2 + x+l) 3 (x 2 + x+l) 2 

1 AX + B CX + D 


On reitere : x 3 - x 2 + 1 = (x - 2)(x 2 + x + 1) + x + 3. Finalement, 
x- 2 


X 2 + X + 1 


1 


„ - . . On multiplie parX z + 1 et on regarde en i pour avoir Ai + B = - = —i 

(X 2 + 1)(X 2 +X+1) X 2 + l X 2 +X+l F F b f 

y 1 1 , 

d’ou A — -1 et B = 0. On multiplie parX +X+ 1 et on regarde en j pour avoir Cj + D - — — - = -i = — : = — j = 

1 X X+1 

1 + j d ou C = 1 et D = 1. Finalement 


3. D ’a pres 1 ’exemple precedent, 
(X+1) 2 X 


(X 2 + 1)(X 2 +X+1) X 2 + l X 2 +X+l' 
1 X X+1 


X 


(X 2 + 1) 2 (X 2 +X+1) (X 2 + l) 2 (X 2 +X+1)(X 2 + 1) 

X-l X ^ , 1 

. En elevant au carre : 


X(X+1) 
' (X 2 + l) 2 ~ X 2 + 1 
X 2 (X-l) 2 


(X 2 + l) 2 X 2 + l X 2 +X+l 
2X(X- 1) 2X 2 


2X(X- 1) 


(X 2 +1) 4 (X 2 +X+1) 2 (X 2 + l) 4 (X 2 + l) 2 

1 1 1 2X 


X 2 +X+l 
X 2 

(X 2 +X+l) 2 1 (X 2 + l) 3 (X 2 +1) 2 (X 2 +X+1) (X 2 + 1)(X 2 +X+1) “ (X 2 + l) 3 (X 2 +1) 4 'X 2 + 1 (X 2 + l) 2 ' 

1 X+1 2 2(X+ 1) 2 2(X+ 1) 2 2(X+ 1) 

X 2 +X+ 1 ~ (X 2 +X+ l) 2 + (X 2 + l) 2 ~ (X 2 + l) 3 ~ (X 2 + l) 2 + (X 2 +X+ 1)(X 2 + l) 2 ~X 2 + 1 + (X 2 +X+ 1)(X 2 + 1) “ 
1 11 2X1 X+1 2 2(X+ 1) 2 

(X 2 + l) 3 _ (X 2 + l) 4 + X 2 + l ” (X 2 + l) 2 + X 2 +X+l ” (X 2 +X+l) 2 + (X 2 + l) 2 _ (X 2 + l) 3 ~ (X 2 + l) 2 + 
2X(X+ 1) 2(X- 1)(X+ 1) 2X(X+ 1) 2 2(2X+1)(X+1) 2(2X+1)X 1 1 1 


X 2 +X+l 
2X 

(X 2 + l) 2 4 X 2 +X+l (X 2 +X+l) 2 ' (X 2 + l) 2 (X 2 + l) 3 (X 2 + l) 2 


X 2 + l 

1 


(X 2 + l) 2 X 2 + 1 
X+1 2 


X 2 +X+l 
2 (X+1) 


X 2 + l 
+ 2 - 


(X 2 + l) 3 (X 2 + l) 4 X 2 + 1 

2 4 2 

2+ 

X 2 +X+l X 2 + l X 2 + l 
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2(X— 1) 2 - 2(X- 1) 2(X- 2) 

- (X 2 + l) 2 + 4+ — - — — — _- 4 - . 


1 


(X 2 + 1) 2 
2X-3 

X 2 +X+l 

X 2 


X 2 +X+l 


X 2 + l 


2X+ 1 -4X + 2 -2X+5 

■ + — ; r + ■ 


X+l 


1 


X 


(X 2 + l) 4 (X 2 + l) 3 (X 2 + l) 2 X 2 + l (X 2 +X+l) 2 


1 X 


X 4 -2X 2 cos 9+ 1 4 cos f X 2 -2Xcos| + l 4cos| X 2 + 2Xcos| + l' 


Si cos j = 0(0 = ji + 2kn); F(X) = - 
3X 2 - 2X + 5 


1 


1 


(X 2 + l) 2 X 2 + 1 
3X 2 - 2X + 5 


„ ooo-o c Oil commence par ecrire une relation de Bezout entre (X 2 -X+l) 3 = 

(X 2 -X+1) 3 (X 3 + 1) 2 (X 2 -X+1) 5 (X+1) 2 F 

X 10 - 5X 9 + 15X 8 - 30X 7 + 45X 6 - 51X 5 + 45X 4 - 30X 3 + 15X 2 - 5X+ 1 et (X+ l) 2 - X 2 + 2X+ 1. 

On trouve X 10 - 5X 9 + 15X 8 - 30X 7 + 45X 6 - 51X 5 + 45X 4 - 30X 3 + 15X 2 - 5X + 1 = (X 8 - 7X 7 + 28X 6 - 

/ 1 2\ 243 

79X 5 + 175X 4 - 322X 3 + 514X 2 - 736X + 973) (X 2 + 2X + 1) + 243(-5X + 4) X 2 + 2X + 1 = — x - - (-5X + 

{ 3 5J405 

4) + D’oii 243 = 3 5 = (-5X 9 + 29X 8 - 98X 7 + 227X 6 - 401X 5 + 560X 4 - 638X 3 - 449X + 79) (X + l) 2 + 

, , 3X 2 - 2X + 5 15X 3 + 8X 2 + 13X+ 30 

(5X + 6)(X 2 - X + l) 5 . En multipliant par 3X 2 - 2X + 5 : 243 — — = h 

F y (X 2 -X+1) 3 (X 3 + 1) 2 (X+l) 2 

- 15X 11 + 97X 10 - 377X 9 + 1022X 8 - 2147X 7 + 3617X 6 - 5039X 5 + 5864X 4 - 5729X 3 + 4589X 2 - 2719X + 1 185 

(X 2 -X+l) 5 ' 

On effectue ensuite les divisions euclidiennes successives pour trouver les elements simples : 

, , , 15X 3 + 8X 2 + 13X + 30 42 10 

15X 3 + 8X 2 + 13X+30 = (15X-22)(X 2 + 2X+ l)+42X+52. D’ou- "" “ 


= 15X-22+ - 


(X+l) 2 X+l (X+l) 2 

De meme - 15X 11 + 97X 10 - 377X 9 + 1022X 8 - 2147X 7 + 3617X 6 - 5039X 5 + 5864X 4 - 5729X 3 + 4589X 2 - 2719X + 
1185 = (- 15X+ 22) (X 2 -X+ l) 5 - 42X 9 + 242X 8 - 812X 7 + 3392X 6 - 5486X 5 + 4424X 4 - 4844X 3 + 4184X 2 - 2594X+ 
1163, -42X 9 +242X 8 -812X 7 + 3392X 6 -5486X 5 +4424X 4 -4844X 3 +4184X 2 -2594X+ 1163 = (-42X+ 74)(X 2 - 
X+ 1) 4 -96X 7 + 1980X 6 -3504X 5 +2346X 4 -3240X 3 + 3276X 2 -2256X+ 1089, -96X 7 + 1980X 6 -3504X 5 + 2346X 4 - 
3240X 3 + 3276X 2 - 2256X+ 1089 = (-96X+ 1692) (X 2 -X+ 1) 3 + 2148X 5 - 8478X 4 + 9180X 3 - 7164X 2 + 2916X- 603, 
2148X 5 - 8478X 4 + 9180X 3 - 7164X 2 + 2916X - 603 = (2148X - 4182) (X 2 - X+ l) 2 - 5628X 3 + 9678X 2 - 
7596X + 3579, -5628X 3 + 9678X 2 - 7596X + 3579 = (-5628X - 1578)(X 2 -X+l) - 5124X + 5157. D’ou 
-15X 11 + 97X 10 - 377X 9 + 1022X 8 - 2147X 7 + 3617X 6 - 5039X 5 + 5864X 4 - 5729X 3 + 4589X 2 - 2719X+ 1185 


-15X + 22 + 


-42X+74 -96X+ 1692 


■ + ■ 


(X 2 -X+l) 5 

2148X- 4182 -5628X- 1578 -5124X + 5157 


X 2 -X+l (X 2 -X+l) 2 (X 2 -X+l) 3 

3X 2 - 2X + 5 


(X 2 -X+l) 4 (X 2 -X+l) 5 


Finalement, „ , , , 

(X 2 -X+1) 3 (X 3 + 1) 2 

1 / 42 10 -42X+74 -96X+1692 


2148X- 4182 -5628X- 1578 -5124X+5157) 


243 (X+l (X+l) 2 X 2 -X+l (X 2 -X+l) 2 (X 2 -X+l) 3 (X 2 -X+l) 4 


(X 2 -X+l) 5 )' 


Calcul de primitives 

Exercice 22.32 

Calculer les primitives des fonctions suivantes :( a,betc sont non nuls et distincts deux a deux). 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 


7 . 


dx 

g 

f dx 

15. 

f dx 

x(l - X 2 ) 


1 (x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) 

1 (x 2 - 1) 2 

(2x + 3) dx 

9. 

f xdx 

16. 

f dx 

x(x — l)(x + 2) 

1 (x 2 + a 2 )(x 2 + b 2 ) 

1 x 2 (l-x) 2 

x 2 dx 

10. 

f x 2 dx 

17. 

f x 2 dx 

(x- l)(x- 2)(x- 3) 

! (x 2 + a 2 )[x 2 + b 2 ) 

1 x 2 (l-x) 2 

(2x + 3) dx 

11. 

f x 3 dx 

18. 

f dx 

(x 2 - 1) (2x + 3) 

1 (x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) 

1 x 2 (x 2 — l) 2 

xdx 

12. 

f xdx 

19. 

f (3x + 2) dx 

CM 

1 

1 

1 (x+l)(x + 2) 2 

1 x(x+l) 3 

dx 

13. 

f x 2 dx 

20. 

f dx 

x 3 + 3x 2 - 4 

1 (x+l)(x + 2) 2 

1 (x 2 -l) 3 

x 2 dx 

14. 

f dx 

21. 

f (x+l) dx 

(x - a) (x - b) (x - c) 

1 x 3 - x 2 - x + 1 

1 x(x 2 + 1) 
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22 . 

23. 

24. 

25. 


f 

/ 

/ 

/ 


dx 

1-x 4 
x 2 dx 
1-x 4 
dx 

1 + x 3 
xdx 
1 + x 3 


26. 

f dx 

30. 

f x 2 dx 

1 (l + x)(l + x 2 ) 

1 (x-l) 2 (l + x 2 ) 

27. 

f x 2 dx 

31. 

f (x 2 - 1 ) dx 

1 (l + x)(l + x 2 ) 

1 X 4 + X 2 + 1 

28. 

f x 2 dx 

32. 

f dx 

1 x 4 + x 2 - 2 

1 x 4 (l + x 2 ) 

29. 

f x 2 dx 

33. 

f x 3 dx 

1 x 4 + 3x 2 + 2 

1 (x 2 + 1) 3 


Solution : Cfc designant une constante qui depend de l’intervalle d’ integration considere. 


■I 

l f 

<f 

5 7 : 

’I 

if 

if 

f 

f 

f 

f 

f 

f 

f 

f 

f 

f 

f 

f 

f 


— , =ln|x|- iln(|l-x 2 |) + Cfc 
x(l — x 2 ) 2 1 J 

(2x + 3 )dx 5 3 1 

— - = -ln|x-l|--ln|x|--ln|x + 2| + C fc 

x(x-l)(x + 2) 3 2 6 

x 2 dx 1 9 

- -ln|x- 1| - 41n|x- 2| + -ln|x- 3| + Cfc 

(x- l)(x- 2 )(x- 3) 2 2 

(2x + 3) dx 5 1 12 

— = — In | x + 1 1 In | x — 1 1 ln|2x + 3| + Cfc 

(x 2 - l)(2x + 3) 2 10 5 


xdx 


— = i In I 
2 6 


x 2 - 2 | 
x 2 + 1 


+ C k 


f 


dx 111 

— ; = + - In 

x 3 + 3x 2 - 4 3(x + 2) 9 I 


x- 1 1 
x + 2 


+ Cfc 


x 2 dx 


(x- a){x- b)[x— c) ( a-b){a-c ) 


dx 


1 


ln|x- a\ + 


1 


( b-c){b - a) 


ln|x- b\ + 


(c- a)(c- b ) 


ln|x - c| + Cfc 


(x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) b 2 - a 2 \a 
xdx 1 


— arctan | | — arctan | — J | + C 


(x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) 2 [b 2 -a 2 ] 

x 2 dx 1 


In 


t x 2 + a 2 \ 
1 x 2 + b 2 J 


b 
+ C 


(x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) a 2 -b 2 ( 
x 3 dx 1 

(x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) 2 [b 2 - a 2 ) 


[ a arctan; — - b arctan | — JJ + C 


( a 2 ln(x 2 + a 2 ) - b 2 ln(x 2 + b 2 )) + C 


xdx 


(x+l)(x + 2) 2 
dx 


■ + In 


.. = - In 

x 3 - x 2 - x + 1 4 


x + 2 
x+ 1 
x- 1 


x + 2 
x+ 1 


dx 


x 2 (l - x ) 2 
dx 


= 2 In 


x 


I x+ 1 1 


+ ■ 


_ _3 . I 

x 2 (x 2 — l ) 2 4 | 


x- 1 
x+ 1 


2 (x- 1 ) 
2 x - 1 

Cjt 

x(l - x) 

I 1 1 X 


+ Cfc 

+ Cfc 


dx 3,1 

— ^ ? = — In 

(x 2 - 1) 3 16 | 


x- 1 
x+ 1 


+ ■ 


x 2 x 2 - 1 
3 x 1 


+ Cfc 


f 

f 

f 

■f 


x 2 dx 


(x+l)(x + 2) 2 x + 2 


dx 1 I 

(x 2 - 1 ) 2 4 | 

x 2 dx 1 

^5 n = - In 

x 2 (l-x ) 2 4 


+ In | x + 1 1 + Cfc 


(3x + 2) dx 
x(x+ l ) 3 


= 2 In 


x+ 1 1 
x- 1 1 
x- 1 1 

X+ 1 I 
X I 


2 (x 2 -) 

1 X 


2 x 2 - 1 
2 


+ Cfc 
+ Cfc 


1 


x+ll x +1 2 (x+l ) 2 


+ Cfc 


(x+ 1 ) dx 
x(x 2 + 1 ) 


= In 


I V x 2 + 1 


x 2 - 1 4 (x 2 - 1)' 

+ arctan x + Cfc 


■ + Cfc 


C dx 1 I x + 1 1 1 

22. / 7 = -In +-arctanx+Cfc 

J 1 -x 4 4 x -1 2 


x 2 dx 1 I 

7 = - In 

1-x 4 4 


1 


dx 1 

r = — In 

1 + x 3 6 

xdx 1 

r = - In 

1 + x 3 6 

dx 


x +1 
x -1 
x 2 - x + 1 


- — arctanx + Cfc 


(x+ 1) 2 ) 


X 2 - X + 1 

(x+1) 2 J 




arctan 


1 2 x-l 


) + ^ 


arctan - 


(2x-l 


73 


+ Cfc 
+ Cfc 


1 1 , 1 
. = — In | x + 1 1 — ln(x+l)+-arctanx+Cfc 
(l + x)(l + x 2 ) 2 4 2 

y? 1 dx 11 1 

--ln|x+l| + - ln(x 2 + 1 ) arctanx+Cfc 

(l + x)(l + x 2 ) 2 4 2 
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28. 

29. 

30. 

31. 

32. 


x 2 dx 1 

— = - In 

x 4 + x 2 - 2 6 


x 2 dx 


x- 1 1 sfi I x \ 

+ — arctan — — + C+ 

x + 1 1 3 

1 , 


x 4 + 3x 2 + 2 
x 2 dx 


= ln(x +2) — — ln(x + 1) + C 


1 1,9 1 

, =-ln|x-l| ln(x 2 + l) 

(x-l) 2 (l + x 2 ) 2 4 2(x- 

(x 2 - 1 ) dx 1 , x 2 - x + 1 

— 5 = — In — r. 1 - C 

x 4 + x 2 + 1 2 x 2 + x + 1 

dx 11 

— = arctanx+ 5 - +Ct- 

x 4 (1 + x 2 ) x 3x 3 


1 + c fc 


33 I 


x 3 dx 
(x 2 + 1) 3 


2 x 2 + 1 

9 9 3" C 

4(x 2 + 1 ) 2 


Exercice 22.33 

Calculer les primitives suivantes : 


1. 

2 . 

3. 


f 

f 

f 


dx 

x(x 2 + 1) 2 
(x+ 1 ) dx 
(x 2 + 4x + 5 ) 2 
( 1 -x 2 ) dx 
(x 4 - X 2 + l) 


(X 4 +l) 


dx 


x 6 + l 
x 2 - x + 2 
x 5 + 2x 3 + 3x 2 
x 4 + 4x 

dx 


dx 


(x 2 - 1) 3 


7. 


9. 


/ 

/ 

/ 


x 4 dx 
(x 4 + 1) 2 
dx 


dx 

(X + l)^ — X — 1 


Solution 


C dx f xdx 1 r 

J x(x 2 + 1) 2 J x 2 (x 2 + l ) 2 2 J 


dt 


1 


x(x 2 + 1) 2 

1 

= -1 -h+o(h) on trouve B = -1 et C = -1. Done 


_ A i 

r(r+l) 2 ' t(i+ 1) 2 “ 7 (t+l ) 2 ' r+i 


H . On trouve A - 1 eten developpant 


-1 + li 
1 

2 (x 2 + 1 ) 


dx 


1 I 

9 9 = - In 

x(x 2 + 1) 2 2 | 


t I 1 II 

n (- C — — In 

r+i 2(1+1) 2 | 


x 2 + 1 


+ C. 


2 (zz 2 + 1 ) 

1 

2 (zz 2 + 1 ) 
2) + C. 


zz 2 du 

{u 2 + 1) 2 _ 
(x+ l)dx 

(x 2 +4x+ 5 ) 2 

zzl zz+11 x + 3 1 

- arctan zz ; + - arctan zz + C = arctan u + C- ; arctan(x + 

2(zz 2 + 1) 2 2(zz 2 + 1) 2 2 (x 2 + 4x + 5) 2 


o o r(zz-l)dzz f udu f du f 

H ^ J (zz 2 + 1) 2 J (zz 2 + l) 2 J zz 2 + l J 

- arctan zz + J" zz- — ^ , et en integrant par parties la derniere integrale, J ■ 


3. Le denominates est (x 2 + \/3x + 1) (x 2 - \/3x + 1). D’ou 


Done 

1 

2\/3 


f 


2u 


(1 - x 2 ) dx 
(x 4 - x 2 + l) 2\/3 J u 2 + \ 


- —[■ 

2x/3J 


V3 


+ - -In 


^3 


du - 
+ C. 


(1-x 2 ) dx 
(x 4 - X 2 + l) 
1 

2^3 ( 


v/3 




• + ^X+1 


’-y/3x+l 


f t- dv = — ^(ln(zz 4 + -) - ln(zz 4 + -)) + C = 

J zz 2 + 7 2 v/3 


r (x 4 +i)dx r 

J j: 6 +1 J 


((x 4 -x 2 +l)+(x 2 +l)-l)rtx 

{x 2 +l)(x 4 -x 2 +l') 


C dx C dx r dx 

J x 2 +l J x 4 -x 2 +l J 1+x 6 

r dx r dx r x 2 

J l+x 2 J JC 4 -X 2 +1 J 

f dx f 

J x 4 -x 2 +l~ J c 

f dx f 

J x 4 -x 2 +l~ J ~x 


— arctan x + 
= arctan x + 


X + 1 

x 2 +l dx 


/ x 2 dx 
l+x 6 


■ + - arctan x 


1 1 

= arctan x+ - arctan x + C. 


830 


Verification en derivant : 


1 x 2 _ 1 x 2 

1 + x 2 1 + x 6 1 + x 2 (1 + x 2 )(l - X 2 + X 4 ) 
1 - X 2 + X 4 + X 2 

"" 1 + x 6 

_ x 4 + l 

"" X 6 + 1 " 


Maintenant, 


1 c. 1 x 3 - 3x1 o 

arctan x + - arctan X = - arctan — - h - arctan x 

3 3 3x 2 - 1 3 


= - arctan 

3 1- 


X -3x 
3x 2 — 1 


S )0 


1 3x(l-x 2 ) 

= - arctan — » . 

3 x 4 - 4x 2 + 1 


5. On ecrit 


x 2 - x + 2 


x 2 - x + 2 


x 5 + 2x 3 + 3x 2 x 2 (x+ l)(x 2 - x + 3) 


A B 

— + — + ■ 


Dx + E 


. Par division suivant les puissances 


x+1 x 2 -x + 3 

2 7 4 , 

croissantes de 2 - x par 3 + 2x on trouve A= - etB = — .C = -. Les racmes de x - x + 3 = 0 sont a et a, 

3 9 5 

_ _ a 2 -a + 2a-3-a + 2 -1 1 1 

avec aa = 3 et a + a = 1 . On a Da + E = — = = = — = = = = 

a 2 (a+l) (a-3)(a+l) a 2 -2a -3 a- 3 -2a -3 a + 6 

a+6 a + 6 7-a . _ 1 _ 7 


aa+6(a + a) + 36 3 + 6 + 36 

En ecrivant ■ 


D’ou D = et E = — . 

45 45 45 

13 1 x-\ 


f 


x 2 - x + 3 
x 2 - x + 2 


- x + 3 


26 


. Il 2 . ii x 2 - x + 3 11 


274 1, 9 13 

, _ n dx- — lnlxl + -ln|x+ II ln(x -x + 3)H — 

x 5 + 2x 3 + 3x 2 3x 9 5 90 45\/TT 


2x-i | 

I 2x-l\ 

arctan + C 

l Vn) 




6. En integrant par parties, (* J + 4) 


;/ 


'/< 


xdx 


1 x 3 +4 


/ 


dx 

x 2 - 1 
x 3 dx 


(x 2 - l) 3 4 (x 2 - l) 2 

lx 3 + 4 3 x 3 I jc + 1 I 

3 o 3 In + Cr. 

4 (x 2 - l) 2 8 x 2 - 1 16 | x — 1 1 


u 


3x 2 


(x 2 - 1) 2 


dx — — 


1 x 3 +4 
4 (x 2 - l) 2 


x 2 — 1 


(X 4 + 1) 2 

V2 / V2+ x 

4 I x 2 + \/2x + 1 


x i r 

4(x 4 + 1) + 4 J 
V2-x \ , 

- , d ou 


dx 

x 4 + 1 ' 


On 


deja 


la decomposition 


■-V2X+1 ’ 


/- 


x 3 dx 


(x 4 + l) 2 4(x 4 + 1) 


In (x 2 + v/2x + 1) In (x 2 - s/lx + l) arctan 


'2x±VT\ 

. s/2 ) 


arctan 


' 2x-s/2. \ 
, s/2 I 


16^2 


16^2 


8^2 


8s/2 


x 4 + 1 


+ C. 


8. (a) 


f — dx= f dx 

J x 7 -x J Vjc 6 -1 x) 

= fi^dx-fi 

J x 6 -l J x 


dx 


x°-l 

= -ln|x 6 - 1| -ln|x| + C. 


(b) 


X 7 - X 4,0 1 ' 

X 4 (X 3 O ) 
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, o 1 du 

Avec — u d’ou du = - -j dx, — dx - - — . L’integrale devient : 

f — dx = -~ f — j— — du 

J x 7 -x 3 J ( 77-10 

= -- f — du 
3 J 1 -u 2 
1 r -2 u 

= - / du 

6 J 1-u 2 

— - In 1 1 - u 2 1 + C 
6 

= -(ln|x 6 — 1| — 61n|x|) + C 
6 

= - ln|x 6 - 1| - ln|x| + C 
6 

9. Soit P(X) = (X+l) 7 -X-l. On a P (0) = 0, P( — 1) = 0. D’ou P(X) = 7X(X+ 1)(X 4 + 2X 3 + 3X 2 + 2X+ 1).X 4 + 2X 3 + 
3X 2 + 2X+ 1 est un polynome reciproque. C’est X 2 X 2 H — - + 2 + 2X + 2 — hi). Bn posantY = Xh — , on cherche 


X 2 


X 


1 


les racines de Y 2 + 2Y+ 1, - 1 (racine double). On cherche done les racines de Xh h 1 soit j et-j. Finalement, 

, , 1 A B CX+D 

P(X) = 7X(X+ 1)(X 2 +X+ 1). On decompose done la fraction 7- = — 1 1 7 t + 

' X(X+1)(X 2 +X+1) 2 X X+l (X 2 +X+l) 2 

EX+F 1 1 1 

. A = 1, B = — — — — -1, Cj + D = -777 — 77 = — — — = -1. D ou C — 0 et D = -1. Par soustraction. 


x 2 +x+r 


1 


-1 X l 2 
1 


X(X+1)(X 2 +X+1) 2 (X 2 +X+l) 2 X(X+1)(X 2 +X+1) 

cul precedent, donne aussi E = 0 et F = -1. Done 


70 + 1) j. (-j 2 ) 

1 

La parde polaire de cette derniere fraction, par le cal- 


1 


1 


1 


1 


1 


Bn ecrivant 
dx 


X(X+1)(X 2 +X+1) 2 X X+l (X 2 +X+l) 2 X 2 +X+l' 

dx 2 (2x+t\ 

arctan I — — I + C . En integrant par parties, 

1 f (2x+l)dx 3 f dx 


x 2 + x+ 1 = fx+ 7] 2 + f^rl , on obtient f „ _ 

V ZJ V 2 ) J X 2 + X + 1 y/3 

r dx x Fx(2x+l)dx x C 2) dx 1 f (2x+l)dx 3 f 

J (x 2 + x+l) 2 x 2 + x+l J x 2 + x+l x 2 + x+l J x 2 + x+l 2j (x 2 + x+l) 2 2j (x 2 + x+l) 2 
r dx 

soit 


I 


(x 2 + x+ l) 2 


2 2 (2x+i) 1 2x+ 1 

: arctan + ■ 


r dx 11 3 r 

1 J x 2 + x+l 2x 2 + x+1 2 J 


(x 2 + x + l) 2 


Done 


I 


(x 2 +X + l) 2 


+ C. Finalement, 


3 s/3 l 73/ 3x 2 + x+ l 

r dx I x I 10 l 2 x+i\ 1 2x+l 

/ = = In — arctan — — 7 h C. 

J (x+l)'-x-l I x + 1 1 3-^/3 V 73 ) 3x 2 + x+l 


Exercice 22.34 

Calculer les primitives des fonedons suivantes : 


/ 


sfx 

X 2 + 1 

x- 1 


dx 


2. f V2x - x 2 dx 

J x+l 


3. 


/ 


dx 


cosx- cos3x 


5. f xs/^J 

m. 


tan x- tana 
dx 


dx 
tanxdx 


dx 


/ , x+l 
x{ — 
V x—1 

/ 

I 


1 + sin3x 
dx 


2 ch x + sh x + 1 


Solution 

1. 


On pose u = sfx, d’ou h c 2 + l dX = h - — j- du. m 4 + 1 = {u 2 + sflu + 1 ){u 2 - \/2u + 1), la decomposi- 


2 u z -1 

tion sur IR donne — — 7 = -— ( 


1 

)+ -=(- 


u 4 + 1 s/2 u 2 + s/2u+ 1 s/2 u 2 -s/2u+l 

du - 


-) Ce qui donne 


7 /* 2u+s/2 — \f2 

h \/2 11 + 1 


• f 2 l 
' 2.\[2 J u 


du + 


1 f 2u-s/2+s/2 If 1 , l,n 1 — If 1 

— / du — — ln(u + v 2 i<+ 1 ) + - / 7 7 dun ln(w - v 2 tt+ 1 ) + - / 7 du = 

2 V 2 J u 2 —s/2u+1 2 V 2 2 J {u+-B) 2 +l 2 V 2 2 J (u--E) 2 +i 

V2 2 v2 2 

— — ln(x+\/2x+ 1)+ arctan(\/2x+l)H ln[x-i/2x+l) + —- arctan(\/2x+l) + C = — — In f — — — ] + 

2V2 2 2 1/2 2 2V2 [x+s/S+i ) 

arctan(\/2x+ 1) + arctan(\/2x- 1) + C 
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2. Les primitives existent sur [ 0 , 2 ]. En posant u - x - 1 , J V 2 x - x 2 dx - J — \/ 1 - u 2 du - 

— V l- sin 2 9 cos 9 d9 en posant u - sin9,9 e [— 5,?1, on obtient done f 

2 + sin 9 y 1 2 21 J 

r j 9 6 1 79 sin 29 f 

/ -sin 2 9 + 2sin9-3H d9 = 1 2cos9+6 

J \ 2 + sin9j 2 4 J 


' sin9(l - sin 2 9) 


d9 = 


, 79 sin29 

done 1 

2 4 

( 2 tan f arcsin 9 ( * +l) ) 
2 \/3 arctan I - 


-2cos9+2 v / 3arctan(— ) + C 


2 + 2t 2 + 2t 
7arcsin(x+l) sin 2 arcsin(x + 1 ) 


2 + sin 9 

en posant t = tan f . On trouve 


- 2 cos arcsin(x+ 1 ) + 


+ 1 






+ c. 


3. On a cosx- cos3x = 2sinxsin2x = 4 sin 2 xcosx. D 


On pose t - sin x, J 

I 


dx 


cosx- cos3x 


-\h 


dt 


■ ouf . 

J 1 


dx 


-if 


cosx - cos 3x 

1 111 

Or — — = — + 


cosxdx 


sin xcos^ x 

1 1 


Done 


t + 1 I 


dx ll,i 

= 1 - - In 

cosx-cos3x At 8 f-1 


2 (l-f 2 )' t 2 (l — r 2 ) t 2 2t+l 2 f -1 


4. On pose t - tanx, et on decompose 


1 II sinx+ 1 

+ C — ! — In 

4 sin x 8 ( 1 - sin x 

1 A Bf + C 


Bt' + C = 


1 


- tan a - i 


(t 2 + l)(f- tana) f-tana f 2 + l 


+ C. 


. On obtient A = 


1 


1 + tan 2 a 


= -i cos a sina- cos 2 a. D’oi i C = - cos a sina et B = - cos 2 a. 


Done 


i-tana l + tan z a 

= cos 2 aln| t — tanal — cos 2 aln(f 2 + l)-cosa sinaarctan t+C — cos 2 a In | tanx - tan a| + 

tanx-tana 2 


cos aln|cosx|-xcosa sina + C. 


_ lx - 1 1 +t 2 , Atdt [" lx - 1 , r 

5. On pose t=\ , x = dx = r— . Done / x \ / dx - 4 

y V x +1 1 -t 2 ( 1 -t 2 ) 2 J V x +1 J 


t 2 {t 2 + 1 ) dt 


At 2 {t 2 + l) 


A 


B 


C A 

■ + h + ■ 


B 


On decompose la fraction 

2r +2 


(l — r 2 ) 3 

C „ , At 2 {t 2 + l) 

+ . En posant t = -1 + h, 


(l - r 2 ) 3 


paue (l-r 2 ) 3 (l+r) 3 ' (l+t) 2 ' l + t ' (l — r) 3 ' (l -t) 2 ' l - 1 

A(2 — 2h+h 2 )(\-2h+ h 2 ) A(2-6h + 7h 2 , 

- + o(jj). En posant la division suivantles puissances croissantes de 

3 h h 2 9 3 

= 1 h ho(/i 2 ). D’ouA- 1, B = — C = 

2 2 2 


h 3 [2- h) 3 h 3 {8-\2h + 6h 2 ) h 

4(2 — 21i + /i 2 )(l - 2h+ h 2 ) 


4-121h-14/i 2 par4-6h+3h 2 on trouve 

1 ^ f lx - 1 , If 1 

Done / x\ dx = — 

2 J V x +1 2 1(1- 


1 


h 3 (2-h) 3 

1 


- 1 ) 2 a + 1 ) 2 


2 v 1 — 1 l+t 


+ 1 in 1 1 + f | 
+ 2 n 1- f 


+ C = 


(x- 2 )(x+l) lx - 1 

2 V x + 1 


In 


■ + 1 


■-1 


+ C. 


r~r 3 u 2 -1 2 2 udu 

On pose u = J x = — — = -3+ dx 


I it 


En integrant par parties, on obtient 


1 -u 2 

2 arctan u 


(1 - u 2 ) 2 


1 -u 2 


.Done J arctan | ^j - — j dx- J arctan u 
r du r 

J l-u 2 J I 


2 udu 


(1 - u 2 ](l + u 2 ) 


2 arctan u 
l-u 2 


2 udu 

(1 - u 2 ) 2 
du 


2 arctan u 1 1 1 + u 

arctan u In I 

l-u 2 2 


l-u 


+ U‘ 

^ , IT - IT 2u 2 + l 3x+5 

+ C. On remplace u par T en remarquant que — = — - — , on a 


/ arc,an (v!; 

7. On pose u = ? j v - 
2 


, 3x + 5 

dx = — - — arctan 


1 


■ + ■ 


2 

u 3 + 1 


(,/^- iln 


= 1 - 


V V -^+3 
2 


1 + 


1 - 
6 u 2 du 


+ C. 


(w 3 -l ) 2 (it 3 - 1) 3 

Une IPP donne F n (u) - 
1-3 n 


u 3 - 1 
On pose V n ( u) 


u 3 - 1 


f 


6 u 2 du r ,/x+t r (u - 

dx = — r X, 3 / — dx - 6 ; 

1 (U 3 -1) 2 J V X-1 J (U 

du 


l-u 2 


( u° + u 3 )du u° + u 3 

avec 


-l ) 3 


(u 3 -l ) 3 


Soit F ;i 


3 n 


-F n- 


(u 3 -iy 
u 

3n(u 3 - l) n 


(u 3 -l) n 
+ 3n(F n+ i +F n ) . 


Ce qui donne : F? = — Fi 5 

3 3(w 3 - 1) 

5 u 

et p 2 - --F 2 - — 3 — — j 

6 6(ir 3 - 1) 2 


Fi (M) = 


[ du 

J (u 3 - 1 ) 


1 


1 1 


1 u + 2 


(u 3 -i) 3 «-i 3 « 2 +«+i 
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1 1 , \/3 (2u+l\ 

et Fi [u] — — In | z/ — 1| In [u + u+ 1) H Atan — \ + C. 

36 3 V V3 


- F 2 + 2 F 3 


(n 3 - 1) 3 


3 f 2 + f 2 3 ( m 3_ 1)2 

2^ u 

~ ~3 F2_ 3(n 3 -l ) 2 
4 2 u u 

~ 9 Fl + 9(z< 3 -l) 3(n 3 - l ) 2 

4 2 9 4\/3 (2u+l) 2 u u 

27 27 27 { ^3 ) 9(m 3 -1) 3(n 3 -!) 2 


+ C 


Reste a remplacer u par y -yry . 


On pose t — sinx, J 


sin x cos xdx 


-I 


tdt 


tdt 


A 


B 


cos 2 x(l + sin3x J (1 - r 2 )(l - r)(l + 2r) 2 ' (1 - r 2 )(l - t)(l + 2r) 2 1 +t (r-l) 2 

-1 1 + h 1 5h 

T . A— — .En posanth- t- 1, 7 = 1 - o(/z) en effectuant la division de 

i 4 ' (2+ h){3 + 2h) 2 18 108 

h-\ l 8 h 

t- = 1 1- o(h) en effectuant 

1 ' 9 27 


t ~ 1 (r+±) 2 r- _ 

1 5 , 

1 + h par 18+33 h. D’oii B = — et C = . En posant h-t+i, , 

18 108 F 2 4(h-|)2(h+i) 

1 


8 f tan xdx 1 115 

la division de -l + 2h par9 + 6h. DouD - — etE = — . D ou / = — ln|r+l| ln|r- 

9 27 J l + sin3x 4 18t-l 108 

1 1 8 I 11 1 115 1 1 8 I 11 

II H In \t+ - + C = — ln(sinx+ 1) m(l-sinx)H r H In sinx + - +C. 

I 97 o A ’ ’ 


9 f + 4 27 


9. En posant t-th^,J 
Ou alors, en posant u 


4 18 sinx— 1 108 9 sinx +4 27 

dx f 2 dx r- I t+l\ r- I th 4 + 1 


2 ch x + sh x + 




r 2 dx r- ft+l) r- /th*+l\ 

— = / — = V2arctan — + C = V2arctan — - — + C. 

1 J t 2 + 2t + 3 l V2) l V2 ) 

dx f dx r 2udu 1 / ? 2 \ 

= / j— — = / — 1 — = - In | w + - u + 1 ] - 

J e x + e~ x + - .f ' +1 J 


2 ch x + sh x + 1 


3 u 2 + 2 u + 1 


2 (3u+l\ 

M — — ■ 


- arctan I I + C = - In (e* H ve x } + x — arctan ( 1 + C. 

3^5 l Vs J 3 l 3 1 3^5 l Vs 


Exercice 22.35 

Calculer ^ Ut + 5 


h (r-i) 3 (r-2) 3 


dt 


q. + 5 + cih o 9 9 1 9 

Solution : On pose h- t- 1. La fraction devient — — {h— l) d = — l+3ft— 3/r + o(/r), — = — 1— 3ft— 6/r + 

F ft 3 ( ft - 1) 3 ( ft - 1) 3 

o[h 2 ), “77 — 777“ - - (a + 5+ (3a + 15+ a)h + (6a + 30 + 3a)h 2 ) + o(h 2 ) = - (a + 5 + (4a + 15) h + (9a + 30) h 2 ) + o(h 2 ). 


a + 5 4a+15 9a + 30 


(r-l) 3 (r-l) 2 r-l 

2a + 5+ah 1 


= 1-3 li + 6h 2 + o(h 2 ), 


2a + 5 + ah 


0i- l) 3 

Done la parde polaire relative au pole 1 s ’ecrif : - 

On pose h = r - 2. La fraction devient , „ . . ™ ^ ,, , 

^ h 2 {h+ 1) 3 (h+1) 3 (7i+l) 3 

- (2a + 5+ (-6a- 15+ a)h+ (6a- 15- 6a) h 2 ) + o{h 2 ) = - (2a + 5- (5a + 15) h— (15) h 2 ) + o[h 2 ). Done la parde polaire 
2 a+ 5 5a+ 15 15 

relative au pole 2 s eent : 5- 3- . 

r (r-2) 3 (r- 2) 2 r-l 

a+5 4a+15 , 2a + 5 5a+15 , \ x a + 5 4a+15 

H — t- (9a + 30) ln(r- 1)H — H 1- 15 ln ( t — 2) — -7- 7-7- + 7 — h 


Soit a calculer 


2 (x-l Y 


2(r-l) 2 r-l 2(r-2) 2 (r-2) 

2a + 5 5a+ 15 a + 5 4a+15 2a+5 

(9a + 30)ln(x- 1) H 7 H 1 - 151n(x- 2) (9a + 30)ln2 5a- 15 

2 (x- 2) 2 (x- 2 ) 8 2 2 


x- 1 


Exercice 22.36 


Solution : 


Derivee logarithmique 


P' 

C’est le coup du — 
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Exercice 22.37 

On considere Pe€[X] ayant n racines disdnctes notees x k . Soit aeC tel que P (a) / 0. Exprimer les sommes 


Si = I 


1 


k=l a x k 


s 2 =L 


[a- x k V 


en foncdon de P, P' et a. 


Solution 


Regarder pour un polyndme de degre 2, puis utiliser la derivee logarithmique formelle. Enfin decomposer 

l2 


P'(X) P'(a) P'"-PP' 

la fraction . On trouve Si = puis en denvant, S? = — 

P(X) P(a) P 2 


■(a). 


Exercice 22.38 

Demontrer que si PeC[X], les racines de P' sontdes barycentres a coefficients positifs ou nuls des racines de P. Quelle 
propriete connue cela generalise-t-il ? 


Solution : Soit a\,...,a n les racines de P d’ordres de multiplicity respectifs ai, . . . ,a n . On a — - . 

P k=l X- a k 

Soit z une racine de P'. Si z est aussi racine de P (c’est-a-dire si z estracine multiple de V) iln’y a rien a demontrer. 
“fc „ a k „ A <*k 


Sinon^=Z 

P(z) z-a k 


est barycentre des (a k ) \^ks. n avec les coefficients \r k = 


0. Done en conjuguant, V — — = = 0 soit V 

k=l z ~ a k k= i\z~a k \ z 

a k 


(z — a k ) = 0. C’est bien dire que z 


\z-a k \‘ 


qui sont strictement positifs. 


Exercice 22.39 

Determiner les polynomes P e K|X| verifiant Vx, y e M, P(xy) = P(x)P(y). On pour ra demontrer que 


P'(X) 

P(X) 


P'(l) 

X 


p'(X) P^fl) 

Solution : En derivant par rapport a y, xP'(xy) - P(x)P'(y) a fortiori xP'(x) - P(x)P'(l), d’oii = . On obdent 

P(X) X 

unc decomposition de P'/P en elements simples. On en deduit que P admet zero comme unique racine complexe. Done 
P(X) = aX". On a a - 1 ou zero. Reciproquement, 0 et X" sont solutions. 


Exercice 22.40 

Soit P un polyndme de degre n, tel que P(l) ^ 0 et 


supeneur ou i 


la 1 . 


P'(l) 

P(l) 


— . Demontrer que P admet au moins une racine de module 


Solution : Soit a\,...,a n les n racines (disdnctes ou non) de P. — = 


P'(l) 


— i X u k 


. P'd) A 1 

D ou = > — d ou 


p(D 


■ 


P(l) 2 £ 1 - 


■ flfc 


n 1 » 1 + a k P'(l) 

- = - > . Comme ■ 

2} 2^1 -a k 


P(l) 


— est un nombre reel, 11 est egal a sa partie reelle, a savoir 


1 " 1 -| a k r 1 

- ) Si tous les a k sont de module strictement inferieur a 1 , alors tous les 

2 fc =iH-«fcl 2 

Par contraposee, la proposition en resulte. 


\a k \ n P'd) n 

7 > 0 et done > — . 

H-flfcl 2 P(l) 2 


Sicelides Musae, Paulo Majora Canamus 
Exercice 22.41 

Soit a,b et c trois nombres reels disdnets. Decomposer la fraction radonnelle 
ABC 


AX+p 


sous la forme : 


X- a X-b X-c 

1 1 


(X- a)(X- &)(X- c) 

. Demontrer que la somme A + B + C ne depend pas de (A, p). En deduire les identites d’ Euler : 
1 _ a b c 


(a-b)(a- c) ( b-c)(b-a ) (c- a)(c-b) 


-0 et 


(, a-b)(a-c ) [b- c){b— a) (c — a)(c—b) 


= 0 . 


Ax + p i A B C A+B + C 

f = o(i) et + + = 

(x - a) (x - b) (x - c) x - a x-b x-c x 

1 „ /vwtu /viy-ria Ac+P 1 

0 ( 7 ). Or A = , B = , C = . Pour A = 0 et p = 1 on trouve 

x ( a-b)(a-c ) (b—a)(b—c) ( c—a)(c—b ) ( a-b)(a-c ) 

1 1 a b c 


Solution : On a A+ B + C = 0. En effet, a l’infini 
Aa+p Xb+[i 


(i b-c)(b-a ) (c- a)(c-b) 


= 0 etpour A = 1 et p = 0 on trouve 


( a-b)[a-c ) (b- c)[b— a) (c- a)(c-b) 


- 0 . 
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Exercice 22.42 

Soit PeC[X] de degre n, P(X) = a n X n + ... + a \X+ ciq. On suppose que P admet n racines non nulles et distinctes deux 
"1 

a deux : x Calculer Y' 

sjc/p '(*t) 


1 n Xj 1 

Solution : On con side re F(X) = . On decompose F en elements simples : F(X) = ^ . On a A; = — . Done 

P(X) y i X — Xj P'(Xj) 


1 n 1 
= E- 

i—* r)f 


1 ” 1 
et = V — 

Dim D'r 


P(X) P'(XjHX-Xj) P(0) fr[ P'(xj)x ( - a 0 


Exercice 22.43 

On considere une fraction ra tionnelle avec un pole double : 

U 


F = 


(X-a) 2 V i 


V(fl) / 0 


La decomposition en elements simples s’ecrit 


F=^- + -J_ + Hi 

X-a (X-a) 2 Vi 

9 U 

En definissant la fraction G = (X - a) F = — , exprimer les coefficients a et p a / 'aide de G. Generaliser a un pole 
multiple. 

Solution : En multipliant la decomposition par (X- a) 2 , on obtient 

,U| 

G = p + a(X- a) + (X- a) 2 -^- 

On trouve done que p = G [a), puis en derivant, que a = G'(a). 

La generalisation est immediate. Si la fraction F possede un pole d’ordre k. 


F = 


U 


eti «2 Qk Ui 

(X- a) k \f\ ~ X- a ( X-a ) 2 (X-a) fc V x 


en multipliant par (X- a) k , on trouve 


, U L. Ui 

G — (X — Cl) F — — (Xfc + (X k—\ (X — Cl) + • • • + OCi (X — Cl) H 


Vi 


Vi 


d’ oil l’on tire en derivant k fois, que 


Ok 

- G(a) 

Ok- 1 

= G’{a) 
G"(a) 

Ok- 2 

2 




G {k \a) 

Ol 

k\ 


Exercice 22.44 

Soit F(X) = On suppose que a est un pole double de F. Exprimer les coefficients a ssocies a ce pole double en ne 

V(X) 

calculant pas de quotient de V par (X-a) 2 . 


Solution : On a V(X) = (X- a) 2 Q (X) avec Q [a] ^ 0. Done 

U (X) 


F(X) = 


A M P(X) 

+ ~ + ■ 


(X- a) 2 Q(X) X-a (X-a) 2 Q(X) 


9 U(a) 

En multipliant par (X- a) et en faisant x- a, on trouve que ii = . II s’agit de trouver Q(o) en fonction de V. Par 

Q (a) 


Taylor : 


V(X) = V(a) + (X- a)V'(a) + (X- a) 2 


\ V"(a) 


+ (X-a)T(X) 
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Done Q ( a) = — — — . Alors 

_ 2U(g) 

V"(a) 

En retranchant, 

U(X) - nQ(X) A P(X) 

(X- a) 2 Q(X) X-a + Q(X) 

Si l’on note H(X) = U(X) - (J.Q (X) , alors \\(a) - 0. Done H est divisible par (X- a) : 

H(X) = (X- a)0(X) 


En multipliant alors par (X- a) et en faisant x- a, on trouve 

A _ 9(a) 
~ Q(g) 


En utilisant encore Taylor, 0(a) = H'(a) = IJ'(a) - (iQ'(a). Mais puisque 


V"(a) V'"( a) , 

Q(X) = — — + (X- a) — + (X- a) 3 Z(X) 

2 6 


Finalement, 


Q '(«) 


V"'(a) 


6 


6U'(g)V"(fl)-2U(g)V"'(a) 

3(V"(a)) 2 


Exercice 22.45 

Decomposer en elements simples la fraction rationnelle 


F (X) = 


n\ 


X(X+l)...(X+n) 


En deduire V identite . 


f (-D P » 1 

p=l P (pj p=l P 


Solution : La decomposition s’ecrit : 


n\ 


n \ 

y Ap 

2 —* Y _L l-l 


X(X+l)...(X+n) “o x +P 

En multipliant par (X + p) et en faisant x = - p, on en deduitle coefficient A p : 

n\ n\ 


An — 


Finalement : 


- = (-l) p 

( — p) ( — p — 1) — ( — 1) (1) (2) — (/z — p) (-l) p p!(w- p)\ \ p 


(-l) p 


F(X) = y — 

pto x +p 


Ao 


En faisant passer 1 ’element simple — dans le membre gauche, on obtient : 


(-l) p 


[ [ n \ 1 n \p 

- 1 - y — 

X [(X+l)...(X+n) J X+p 


Notons cp 7a fonction rationnelle 


cp(x) = 


n\ 

(x + 1) ... (x + n) 
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On recommit alors un taux d’accroissement : 


cp(x)-(p(0) » 1)P l P J 

x "j x+p 

L’idee consiste a prendre la limite lorsque x — 0. Cherchons done ip'(0). Comme tp(0) = 1 > 0, et que ip est continue en 
0, il existe un voisinage de 0, V =] - a,a[ (a > 0) sur lequel ip est strictement positive. Nous pouvons done considerer 
\p(x) = ln((p(x)) sur ce voisinage V. Alors Vx e V, 


n 

\p(x) = ln(rc!) - Y ln(x+ p) 
P= i 


en derivant : 


_ cp'(x) _ » 1 

^ A ipM x+p 


et en prenant la limite lorsque x — ► 0, puisque tp(0) = 1 , on trouve que 

(-l) p 


n i n 


*m = -L- = L ■ 

p = 1 P p = 0 


Exercice 22.46 

Soit m eN’. Demontrer qu ’il existe une unique fraction F de P(X) telle que cotan(2 m + l)x = F(tanx) pour tout x tel 
que chacun des deux membres ait un sens. 


Calculer P m - ]~[ cotan 


. Quels sontles poles de F ? Decomposer F en elements simples. En deduire que : 
m 2(2™ +1 ) tan (27^} 


■ + E 


(2m + 1) tan ( 2 m+i) k= 1 (2m + l) 2 cos 2 tan 2 — ) - (2m + l) 2 sin 2 ( r^-r 


\2m+\ ) 


^ 2m+l j 


Solution : On ecrit cos(2 m + l)x = Re ((cosx + i sin x) 2m+l ) = Y 

k = 0 

r pm-t-iA \ — 1 1 2m + 1 

etsin(2m+ l)x = Im((cosx + tsinx) J = Y 

k = 0 

2m+1 \_l ) t sin 2t x . cos 2(m- fc ) + l x £ 

k=0 


cotan (2 m+ l)x = 


2k 


2k +1 

2{m-k)+l 


2m + 1 
2k 

2k+l 


(-1) sin""" ‘x-cos' 
2 m+ 1 


(-l) fc sin 2fc x-cos 

2{m-k) 


2{m-k)+\ . 


2 k 


1 x. D’ou 
\k+„„2 k . 


(-1) tan x 


E 


2 m+ 1 
2fc+ 1 


(-l) fc sin 2fc+1 x-cos' 


2 (m-k) . 


E 


par cos 


A(X) 


Done F(X) = — — - avec A(X) = Y 
B(X) fc =n 


2 m+ 1 
2 k 


k = 0 

-i k-\r2k 


2 m+ 1 
2fc+ 1 


(-irX 2fc et B(X) = Y 
k = 0 


(-l) fc tan 2fc+1 x 
2m+ 1 


2fc+ 1 


en divisant en haut et en bas 


(_D*-'X 2 


On determine maintenant les racines zt de (X+ l) 2m+1 - e 2&m+i)ix £\\ es verifient zj.- + 1 = e 2ix e 2lknl{ - 2m+V) soit z^ - 
Jgto+fai/pm+i) _ g-i(x+fcn/(2m+ 1) j e i{x + kn!{2m + \) = 2 j sin ( x+ fcjt/(2m+ l))e« x+fc,l/(2m+1) . Done ie produit des racines est 
d’une part (-1) 2 "" 1 (1 - gHZm+Wx} = _ ( e -(2m + i)« _ e (2m+i)«j e [2m+\)ix = 2ie t2m+i)ix sin ((2m + l)x) et d’ autre part 

m mm 

(“I 2ism(x+knK2m+l))e i{k * l{2m+1) e ix = {2i) 2m+1 e i2m+1)ix f] sm(x+kni{2m + l)).D’ou f] sin(x+ fcjt/(2m + 

k=-m k=-m k--m 

sin(2m+l)x (-l) m sin(2m+ l)x 


22 m i 2m 


2 2m 


En changeant x en x+tt/2, ]~[ cos(x+/cn/(2m+l)) = 
k=-m 


(-l) m sin((2m + l)x+ mjt + jt/2) cos(2m+ l)x 


2 2m 


2 2m 


Finalement, 


Pm = (-l) m cotan(2 m + l)x. Les poies sont obtenus pour x = pour k= -m,...,m ce sont done les tan ^ 2 m+\ )- 


m Ai- 

Puisque degA = 2m et degB = 2m + 1, F(X) = Y 7 r- 

fc =- mX -tan(^T) 


m 

Done cotan (2m + l)x = ^ 

fc=- m tan x - tan ( ) 


En particular Xk = cotan(2m+ l)x tanx-tan 


kn I 
2m+l 


kn .Enposantx- 

" 2m.+ l 


kn 

2m+l 


+ h, cotan(2m+l)x = cotan(2m+ 


838 


1 )h 


1 


(2 m + 1 )h 


et tan x - tan 


fcjT 1 
2m+l i 


h-j- tan I 
ax ' 


Ajji \ 
2m+l I 


COS^ ( — — — 
\2m+\ 


D’ou X]c = 


(2m +1) cos 2 (A) 


Bn re- 


groupant les termes d’indices k et -k et en changeant x en 2 x +1 , on trouve leresultat demande. 


Exercice 22.47 

Ecrire F(X) 


1 


A 


B C D P(X) 

(1-X) 2 + 1-X + 1+X + 1+X + X 2 +X 3 +X 4 


ou P est un polynome. 


(1-X)(1-X 2 )(1-X 5 ) (1-X) 3 

Demontrer que degP < 4. Ecrire un developpement limite de F al’ordre 100, puis a Vordre n. 

De combien de faqons differentes peut-on rendre la monnaie de 1 euro avec des pieces de 1,2 et 5 centimes ? Idem en 
remplaqant 100 par n. 


Solution : On obtient une telle ecriture en regroupant les parties polaires relatives aux poles complexes non reels. 

P (X) 

est une fraction de degre strictement negatif comme difference de fractions de degre strictement 


1+X + X 2 +X 3 +X 4 
negatif. Done degP < 4. 

On trouve facilement D = — — - — — On trouve A,B et C par un developpement limite en posant x - 1 + h. 

On a 1 + x + x 2 + x 3 + x 4 = 5 + 10 h + 10 h 2 + o[h 2 ) et = - ^ + o{h 2 ) = 

(2+ h){5+ 10h+ 10h 2 ) 5 2 + 5h + 6h 2 

— (l + §lt + 3/i 2 ) + o[h 2 ) = — (l - %h-3h 2 + ^j-h 2 ) + o{h 2 ) d’ou A - — ,B = - et C = — . 

10 1 2 ; 10 v 2 4 ; 10 4 40 

Soit ( = expf^J^l.fc e {1,2, 3, 4}. On a = 5 — — = r- On ecrit une relation de 

5 1 (1-0 3 (1 + Q 1 - 2^ + 2^ 3 - 1 4 2 - C + C 2 + 3^ 3 

Bezout entre X 4 +X 3 +X 2 +X+ 1 et 3X 3 +X 2 -X+ 2 : 

-^X 2 - ~X+ jjj (X 4 +X 3 +X 2 +X+ l) + |ix 3 + ^X 2 + ix+ij(3X 3 +X 2 -X+2) = 1. Done 

^( 3 + ^( 2 + -( + (3£ 3 + ( 2 -( + 2) = 1 et done P(Q = ^ ceci pour les quatre valeurs de 

13 1 1 1 


5 5 

1,2,11 1111 

( et done P(X) = -X 3 + -X 2 + -X + On en deduit F(X) = , , 

5 5 5 5 10 (1-X) 3 4 (1-X) 2 40 1-X 8 1+X 

1 (X 3 + 2X 2 + X + 1) (1 - X) 1 1 1 1 13 1 1 1 1 (1 + X 2 -X 3 -X 4 ) 

5 1 -X 5 “To (l-X) 3 + 4 ( 1 -X) 2 + 40 l-X + 8 l+X + 5 1 -X 5 ' 


1 n i n i 

Comme - = Y' x k + o(x”), en derivant, = Y' [k+ l)x k + o(x" ) et - 

1-x (1-x) 2 (1-x) 3 


" [k+2)[k+ 1) k 

= 2_^ x + 0(X ), 


... v i * , n, (k + 2)[k+ 1) k+1 13 (-l) fc a k 

! en deduit que F(x) = 2^ Pk x + o(x ) avec p k = — 1 — - — v — + ■ 


fc= o 


H avec a k = 1 pour k = 0, 2 

5 


(mod 5), a k — -1 pour k = 3, 4 (mod 5) et a k - 0 pour k = 1 (mod 5). Pour k = 100, p ioo = 541. 

| m j m y m 

On ecrit les developpements limites : = Y x fc + o(x m ), = Y x 2k + o{x 2m ), g = Y x 5fc + o(x 5m ). En ef- 

1 - X k = 0 1-x k=0 1-x k=0 

I ( m \ ( m \ I m \ 

fectuant le produit de ces trois developpements limites : — -W, I X 2p Y + 0(x m ). 


(1 - X) (l - X 2 ) (l - x 5 ) \ k 


p = 0 


4=0 


Le coefficient de x n pour n sS m est done le nombre p{n) d’obtenir n = k + 2p + 5 q. On a done bien p{n) - p n . 


Exercice 22.48 

Methode de Ramanujan pour resoudre le systeme suivant : 

n 

Y xp y P k P e {0,...,2n— 1} 
k= 1 


des 2 n inconnues (x t ) lsfcs „ et {yOi^n- 
xi 


1. On considere <p(n) 


t - uyi 


1 ~uy n 


2. Soit t p{u) - cio + a\. u + ... + ci2n-\-tt 2n 1 + o(u 2n 1 ) son developpement limite a l’ordre 2 n - 1 en zero. 


3. On reduit tp a u me me denominates : tp(tt) = 


Ai + A 2 11 + ... + A nit n 


1 + Bi u + . .. + A n u n 

D’ou (1 + Bi u + .. . + B„ u n ).(dQ + ... + « 2 h-i u 2n ~ l + o(u 2n ~ 1 )) — A\ + ... + A n u h 


4. On resout un systeme pour trouver les puis les A k . On a done enfin 1 ’expression de tp. 

5. O 11 decompose tp en elements simples. Dans le cas ou tp ainsi obtenue 11 ’admet que des poles simples on obtient 
l’unique 2n-uplet solution du systeme. 
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6. Application : Resoudre dans C 


X 

+ 

y 

+ 

Z 

+ 

t 

2 

px 

+ 

qy 

+ 

rz 

+ 

st = 

1 

2 

p X 

+ 

q 2 y 

+ 

2 

r z 

+ 

s 2 t = 

7 

3 

p X 

+ 

q 3 y 

+ 

r 3 z 

+ 

s 3 t = 

-2 

p 4 x 

+ 

d 4 y 

+ 

r 4 z 

+ 

s 4 t = 

15 

p 5 x 

+ 

q 5 y 

+ 

r 3 z 

+ 

s 5 t = 

-23 

p 6 x 

+ 

d 6 y 

+ 

r e z 

+ 

s 6 t = 

50 

p 7 X 

+ 

q 7 y 

+ 

r 7 z 

+ 

s 7 1 = 

-95 


Ai + A .2 u + A 3 u + A 4 u 


■ = 2 + u + 7ir -2ur + 15 m 4 -23ir + 50w - 


Solution : On ecrit a priori la fraction <p(u) - 

^ ^ 1 + Bi u + B 2 w 2 + B 3 m 3 + B 4 w- 

95 w 7 + o{u 7 ). On obdent alors A\ + A 2 w + A 3 m 2 + A 4 m 3 -2 + (2Bi + 1) u + (7 + B 4 + 2B 2 )w 2 + (-2+ 7B 3 + B 2 + 2B 3 )« 3 + 
(15 - 2Bi + 7B 2 + B 3 + 2B 4 ) u 4 + (-23 + 15Bi - 2B 2 + 7B 3 + B 4 ) u 5 + (50 - 23B 4 + 15B 2 - 2B 3 + 7B 4 ) u 6 + (-95 + 50Bi - 23B 2 + 
15B 3 -2B 4 )m 7 . 


Soit : 


La resolution du deuxieme systeme fournit : B 4 = 0, B 2 = -2, B 3 = 3, B 4 = -2. Le premier systeme fournit 


. 2 + u + 3u +2u 

ensuite Ai -2, A 2 = 1, A 3 = 3, A 4 = 2. On obtient done tp (u) = 3 5 7. A u denominateur 1 

v 1 - 2u 2 + 3u 3 — 2u 4 

et -1/2 sont des racines (plus ou moins) evidentes et 1 - 2u 2 + 3u 3 - 2m 4 = -2(u- l)(w + |)(u 2 - u+ 1). Done tp(w) = 

a b c d 8 8 2 - j + 3 j 2 - 2 —3 + 4 j 

1 H 1 On trouve alors n — . h = — . r. = - 

u— 1 


Ai 

= 2 




r - 2 B 4 

+ 7B 2 

+ 

b 3 

+ 

2B 4 

= -15 

a 2 

= 1 

+ 

2Bi 


15Bi 

- 2B 2 

+ 

7B 3 

+ 

b 4 

= 23 

a 3 

= 7 

+ 

Bi 

+ 2B 2 ] 

I -23B 4 

+ 15B 2 

- 

2B 3 

+ 

7B 4 

= -50 

a 4 

= -2 

+ 

7Bi 

+ B 2 + 2B 3 ! 

l 50Bi 

- 23B 2 

+ 

15B 3 

- 

2B 4 

= 95 


u+ ■ 


U+J 


On trouve alors a — — , 
u + j 2 3 


b = — , 
21 


17 + 39/ , _ 17 + 39 j 2 „ , 8 

, d-c- . On trouve alors x = -, 

21 21 3 


16 

V = — , 
J 21 


- 2 (— 7 - 1 ) (— 7 + 5 ) (~j + j 2 ) -1-5 j 

-22+17 j 2 


1 17 + 39 j _ - 22+17 j 

Z ~~l 21 21 


t - 


21 


p= 1 , q- -2, 
lettres ( p , q, r, s). 


r - -7 


s — — j ou toute permutation des lettres (x, y, z, t) avec la permutation correspondante des 


Exercice 22.49 

On considere L equation differentielle suivante : u! — u 2 4 b (*) pour x > 0 (a et b non nuls) 

1. Recherche des solutions fonedons rationnelles. 

P(x) , 

Soit u{x) = une solution de (*) avec (P, Q) e R[X] ,P et Q premiers entre eux. 

Q(x) 

(a) Demontrer que degP = degQ. 

(b) Demontrer que les zeros de Q sont simples. (On pourra etudier a part le cas eventuel de la racine nulle. 
Si z est une racine non nulle de Q , on pourra demontrer que Q'(z).P(z) = -P 2 (z) ) 

P 

(c) Decomposer u - — en elements simples. 

(d) Exprimer u en fonedon de Q seulement. 

2. On pose z = exp(-ax).Q(x) oil a designe la parde endere de u. 

(a) Donner une equation differentielle veridee par z. 

(b) Donner une equation differentielle veridee par Q. 

(c) Demontrer que b - a 2 . 

(d) Determiner Q. ( On pourra exprimer a en fonedon de a et de deg(Q) ) 


Solution : 

7 a 

1. (a) Supposons deg u > 0. On aurait alors u -u = 1 -b, egalite entre une fraction de degre strictement posidf 

x 

o . Cl 

et une de degre strictement negadf. Impossible. Supposons deg u < 0. On aurait alors b- u —u + —, egalite 
entre une fraction de degre strictement posidf et une de degre strictement negadf. Impossible aussi. Reste 
une possibilite : deg u- 0 soit degP = degQ. 

(b) On a P'Q-PQ' = P 2 + 1 bj Q 2 . Done si zf 0 est une racine de Q, on a -Q'(z).P(z) = P 2 (z). Or z n’est pas 

racine de P (sinon X- z serait un diviseur commun a P et a Q), done Q'(z) = -P(z) f 0. Done z est racine 
simple. 
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Pour le pole nul : On a Q(0) = 0, done P(0) / 0. On ecrit Q = XQx. Ainsi (a-bX)X 2 Qi(Qi -P') =XP(Q'-P) 
Apres simplification par X, on obtient -P(0)(Q'(0) + P(0)) = 0 done Q'(0) = -P(0) est non nul. 0 est done une 
racine simple de Q. 

(c) Tous les poles de u sont simples, done u{x) - a+ — + V — — ou {zOi<k<n-i sont les racines non nulles 

x ^x-Zk 
P (z k ) 

de Q eta designe la partie entiere de u. On a X k = • Or, que z soit une racine de Q nulle ou non nulle, 


P(Zfc) ^ "- 1 -1 

on a — — - = — 1. Done u{x) — a+ 2^ 


Q '(,z k ) 


Q'Ufc) 

Q' 

(d) Done u-a . 

Q 


k= 1 x Zk 


Q' 


2. (a) On a z' — (-aQ + Q') exp(-ax) = -Q |a- — J exp(-ax) = - zu . En derivant, cela donne z" — —z' u— zu! — 

zu 2 - z\u 2 4 L)| = -z | foj. 

(b) On derive z! - (-aQ4-Q')exp(-ax) : z" = (Q"-2aQ'4-a 2 Q)exp(-ax). L’equatioi l z" == foj s’ecrit 

Q" - 2aQ' 4- (a 2 - b + -)Q = 0. 

x 

(c) On en deduit : X(a 2 - b) Q = —XQ" 4- 2aXQ' - a Q. A droite, on a un polyndme de degre inferieur ou egal a 
degQ. Done necessairement a 2 - b — 0. 

(d) On pose n = degQ. On a XQ" - 2aXQ' 4- aQ = 0. En regardant le coefficient de X" ; on a -2 an + a — 0. 

n 

En ecrivant Q(X) = ^ «/ c X ,c en prenant par exemple a n = 0. En regardant le coefficient de X" : on a 
k= 0 

lc(k + 1) 

(k + l)fca,t + i = (2a k— d)a]c = 2a(fc- n)a k. D’ou a ^ = . On retrouve bien ao — Q(0) = 0. On trouve 


de proche en proche a n -\ = -- — - — — , a n - 2 = 


2a(k- n) 
{n-2){n- 1 ){n- 1 )n 


2a 2a4a 

(-l) fc (n!) 2 n-k (-l) fc (n!) 2 n-k 

Done Q{X) - V — t , X k . 

^2 k a k k\ {(n-k)\) 2 n 


a n-k ~ 


(-1 ) k {n-k) [] 2 n 
2 k a k k\ 


2 k a k lc\ (( n-k ) !) 2 n 


Exercice 22.50 

9 a 

1. On considere P equation differentielle (* *)y 4- jr 4 — y- 1 = 0. 

x 

(a) Integrer (**) dans le cas ou a - 0. 

(b) On suppose a ^ 0. Montrer que si l’on pose y=—,z doit satisfaire a une equation differentielle que l’on 

z 

formera. En conclure que l’on peut, pour etudier ( ** ) , se borner au cas ou a est positif. 


2 . 


On suppose desormais a> 0. 

P (x) 

On cherche des solutions v 

Q(x) 


de (**) avec P et Q premiers entre eux. 


(a) Demontrer que y est solution de (**) si et seulement si P et Q veri fieri t P'Q - PQ' 4 - P 2 4 — .P.Q - Q 2 = 0. 

x 

(b) Demontrer que 1 ’on a necessairement : 

• Le produit P (X) .Q (X) admet zero comme racine. 

• Un et un seul des polynomes P et Q s’annule en zero. 

• Les polynomes P et Q sont de meme degre. On designe par n leur degre commun eventuel. 
Demontrer que leurs coefficients dominants sont egaux ou opposes. 


(c) On suppose ici que Q(0) = 0. 

Demontrer que Q(X) - P'(X) est divisible par P(X). En deduire 3e e {— 1; 1} tel que 


Q(X)-P'(X) = eP(X). 

(22.3) 

P(X)-Q'(X)+|Q(X) = e.Q(X) 

(22.4) 

P"(X) + 2eP , (X) = |{P , (X) + eP(X)) 

(22.5) 

a-2n. (neN*) 

(22.6) 
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(d) Si P(0) = 0, alors il existe des proprietes analogues qu’on obdendra soit en suivant une voie analogue a 
celle de IV. 3, soit simplement en transformant ces resultats. En conclure que l’hypothese P(0) =0 nepeut 
etre retenue. 

(e) On se place dans le cas ou a est le double d’un ender naturel. (notons-le n). On se propose de demontrer 
qu ’il existe un couple (P, Q) sadsfaisant aux conditions du IV. 1. 

Determiner les polynomes P qui sadsfont a (3) en calculant leurs coefficients grace a une relation de 
recurrence. On designera par P„(X) celui de ces polynomes qui est unitaire et qui correspond a e = +1 et 
par P* celui, unitaire qui correspond a e = - 1. Determiner les polynomes (},, et Q* associes. 

(f) On pose f n = P n IQn et f* = P* /Q*. 

Comparer f n {-x) et f* (jc) pour ieR. Demontrer que 


f„0Q-f*0Q = 


Q'nOQ 

Q'nOQ 


Qn'QQ 

QnOQ 


( On pourra penser a (2) ) 

fn - f* Z 

(g) Soit y une solution de (**). On pose y = - — . Donner une equation differendelle tres simple veridee 

1-z 

par z. 

Integrer cette equation differendelle en z a l’aide de Q n et Q* . En deduire la solution generale de (**) qui 
s’ exprime tres simplement a 1’ aide de P n ,Q„P*,Q* et de la foncdon exponendelle. 

, 9 2 

(h) Integrer y + y +-.y- 1 = 0. 


Solution : 

1. (a) Lorsque a = 0 on integre l’equadon a variables separables y' = 1 - y 2 . On obdent les solutions y = +1 ou 

y 


• i, l + y 

= = 1 soit - In — I 

1-y 2 2 | 


i -y 

K = 0 on retrouve la solution y = - 1. 


l + y Ke 2x - 1 

- x + C soit = Ke ou encore y = — r , K etant une constante. Pour 

!-y 


Ke 2x + 1 ' 


1 , . , z' z 1 a . a , ,9 

(b) En posant y - on obtient y — — Done — r + 1 = 0 soit —z + 1 H — z - z — 0 ou z + z - 

Z Z 2 Z 2 Z 2 XZ X 

a , 

— z— 1 = 0. Done si y est solution pour un certain a, alors z- j- sera solution pour le a oppose. (Remarque 

x y 

pour a = 0 les solutions qui correspondent a des K opposes sont inverses.) 

t> , P'Q-PQ' P'Q-PQ' P 2 a P , , , a , 

' = ,, d’ou , + — + 1 soit P'Q-PQ' + P 2 + -PQ-Q 2 = 0. 

Q 2 Q z Q z x Q x 


2. (a) En posant y - on a y 

X 


(b) On a done PQ = — [PQ' - P'Q - P 2 + Q 2 1 . Done 0 est racine du polynome PQ. S ’il etait racine de P et de Q, 
a 

X diviserait P et Q et done P et Q ne seraient pas premiers entre eux. 

Supposons p = degP > q = degQ. on aurait alors 

PQ'-P'Q- |pq + q 2 

d°2p 


somme de polynomes de d° < 2p 

ce qui est impossible. De me me supposons p < q. Cette fois on aurait 


Q 2 = P'Q-PQ' + -PQ + P 2 


d 2cj 


somme de polynomes de d° <2 q 

ce qui est egalement impossible. On a done p - q - n. Maintenant P 2 - Q 2 = PQ' - P'Q - — PQ. Comme 
a 

•-] 

X 


X 


deg [PQ' - P'Q - | PQ] < 2n, on en deduit que P 2 et Q 2 ont meme coefficient de degre 2 n, ce qu’il fallait | 
demontrer. 


(c) SiX |Q alors Q(Q - P') = P ^P - Q' + Done P | Q(Q - P'). Comme P et Q sont premiers entre eux, 

d ’apres le lemme de Gauss, P | Q - P' . Or deg(Q - P') = n, done P = k( Q - P') , k e IR. En regardant les termes 
de plus haut degres qui sont egaux ou opposes, on obtient k - e e (-1, 1} (1 ). 

Dans l’egalite Q(Q — P') = P |p - Q' + on remplace Q - P' par eP et on obtient apres simplification par 
P:eQ = P-Q ' + (2). 
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D’apres l’egalite (1 ), on a — (P' + eP) = — Q = eQ - P + Q' d’apres (2). Comme zQ - P = eP' d’apres (1 ) et 
x x 

Q' = p" + eP' en derivant (1 ), on obtient bien (3). 

Si on appelle a n le coefficient dominant de P, en regardant le coefficient deX n dans X(P" + 2eP') = a{ P' + eP) 
on trouve 2za n ti — aza n done 2 n - a (4) puisque za n / 0. 

(d) Si pour un certain a, on a P(0) = 0, on obtient pour a' - -a, Q(0) = 0 puisqu’on echange les roles de P et de 
Q. Done d’apres (4) on aurait a' - 2 n soit a - -2 n ce qui est impossible. 

(e) On ecrit P - I a k X k , P' = £(jfc + l)a k+1 X k , XP' = T.ka k X k , P" = Y.k(k - l)a k X k ~ 2 , et XP" = £(fc + 
l)ka k+ {X k . (3) se traduit parX P" + (2eX- 2n)P' - 2nzP = 0. Done ( k+ l)ka k+ \ + 2 zka k -2 n{k+ \)a k+ i - 

[k+ \){2n- k) 

. En partant de a n — 1, 


2nza k = 0, soit a k+ \{k+ \){k-2n) = -2 z{k- ri)a k ou encore a k = -z 

2{n-k ) 

n{n+ 1) ,.n{n-\) ...{n- k+\){n+\){n + 2) ...{n + k) t ( n+k)\ 

a n - 1 = -e , = (-Eft — m 


2 k k\ 


■ = (-£)' 


ment 


D’oit eP'(X) 


2 k (n- k)\k\ 


. Finale- 


22 k ( n+k)\ „ 

P(X) = Y (-e )*— X n ~ k 

to 2 k k\{n-k)\ 


'i-, 1 ( n+k)\ „ 

^e(-e) 1 — tt : — —in - k)X n 
k = 0 


2 k k\[n- k)\ 


y' f-h, I'jh-l i n + h 1)! yji-h 

t\ 2 h ~ 1 \{n-hy. 


Done Q(X) = P + eP' = X n + ]T [(-s) fc (n+fc)! + E t (-l) fc ~ 1 1)! ]x"~ fc = X n + 

t [ 2 k k\{n-k)\ 2 k ~ l \(n- k)l \ 


y c— ei 

t\ {n-k)\2 k - l {k-l)\[ 2k 


n+k 1 ' l k {n + k-iy. „_ k 

I X = y (— e) ■ — X car pour k - n le coef- 

1 to (n-k-l)\2 k k\ F 


[ft _|_ X)^ 

ficient estnul, ce qui est conforme a vec le fait que Q(0) = 0, etpour k - 0, (-z) k — = 1. 

(n- k- l)!2 fc fc! 

(f) Soit g(x) = -fni-x), on a g'{x) - f' n (x) . Or Vx e K*,/^(-x) + / 2 (-x) + — f n (~x) - 1 = 0 on en deduit que 

g'(x) + g 2 (x) + — g(x)- 1 = 0. On en deduit que g est une fraction rationnelle solution de y' + y 2 + — y- 1 = 0. 
C’est done soit f n soit f* Or lim f n (x) = 1 et que lim f* (x) = -1 on en deduit que g(x) = — /„(— x) = 

X— »±CXD X— *-±CXD 

fn M donc fn (- X) = ~f* (X). 

D’apres (2), en divisant par Q, on a — = — he. Donc f n {x ) - f* (x) = — ^ ^ t- 

Q Q x Q„(x) Q„(x) Q„(x) x 

Q*'(x) a Q'„ (x) Q*'(x) 

1 — _ „ . . H h 1 = - — — _ , . . +2 ce qu ’il fallait verifier. 


Q „(.x) x 


Q nix) Q„(x) 


(g) On a : y - ^ ” Z d’ou 

, = t/» - fn z - fn z'){l-Z) + t fn ~ f* Z)z' = f' n ~ f*' Z- f* z' - f' n Z + f*' Z 2 + f* z' Z + f„z' - f* z' Z 

y (1 -z) 2 (1 -z) 2 

, 9 a 

y +y +-y - 1 

_ f'n ~ fn ' z - fn z ' ~ fh z + fn# + +/» z ' + (/n ~ fn z f + f (/» ~ /» z) (1 - z) - (1 - z) 2 

(1-z) 2 

_ fh ~ /» ~ /»* z'-f' n z+ f*'z 2 + +f n z' + f} x - 2f n f* z + (/„* ) 2 z 2 + f (/„ - f*z - /„z+ /„* z 2 ) - 1 + 2z - ; 
E/i regroupant les termes en z, z' et z 2 et en multipliant par (1 - z) 2 , 


fh+ fn + ~fn~^- + z [~fn ~ fn ~ 2 fnf* ~ ~ (fn + fn) + 2 j + zf [~f* + f n ) + Z 2 [f* 1 + [f*) 2 + — f* n ~ lj - 0. 
Or fh + fn + — fn~ 1 = 0 et f*' + [fn) 2 + — f* - 1 = 0 donc le coefficient de z 2 et le coefficient constant sont 
nuls et le coefficient de z egale -/*' - f' n - 2 f n f* --(/„*+/„)+ 2 = f 2 + [f * ) 2 - 2 f n f* . Donc 1 ’egalite se 


simplifie en z! [f n - f„) + z (fn~ f*) 2 ~ 0 done z! + z{f n -f*)~ 0 ou encore z! + z 


Q n(x) Q»'(x) 
Qn(x) Q*(x) 


+ 2 = 0 . 


Q * P n - KP*e~ 2x 

Cette equation s’integre en z — K — e . On obtient enfin y = — r— . On retrouve les solutions 

Q n Qn~ )kQ n e x 

rationnelles pour K = 0 et K = oo. 

(h) Onan-1. C’est le degredes polynomesP et Q. Pourz- 1, on aP(X) = X+a etXP' = 2(P' + P) d’ou a = -1 
etPi =X-1. Pourz - — 1, on a P(X) = X+ p et -XP' = 2(P'-P) d’oup = 1 et P* =X+ 1. On a tout de suite 

x- 1 — K(x+ l)e _2x 

Qi = X et Q, = -X. On obtient les solutions y = pour un certain KeR. 

1 J x(l + Ke~ 2x ) F 
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Chapitre 


23 


Espaces vectoriels 


Pour bien aborder ce chapitre 

La geometrie predominait dans les mathematiques grecques et il fallut attendre Descartes au 17 e siecle pour faire le lien, 
grace a la notion de repere, entre les notions geometriques : 

- de points du plan ou de l’espace, 

- de courbes 

et celles algebriques 

- de couples ou de triplets de reels, 

- d’ equations. 

Cette approche s’avera feconde a la fois pour les geometres et les analystes. Elle offrit aux premiers toute la puissance 
de 1’ analyse pour traiter des problemes de geometrie et, au second, les representations de la geometrie pour visualiser et 
enoncer les phenomenes de 1’ analyse. 

La generalisation des notions geometriques du plan R 2 et de Fespace R 3 a des espaces de dimension plus grande n’a pas ete 
immediate. II manquait le formalisme pour pouvoir aborder ce probleme. C’est le mathematicien allemand autodidacte 
Hermann Grassmann qui, au 19 e siecle, esquissa les notions d’espace vectoriel et de dimension. Son travail etait d’un 
abord difficile et c’est grace au mathematicien italien Giuseppe Peano que ces concepts se preciserent et prirent leur 
forme definitive. 

Les mathematiciens disposerent alors d’outils permettant d’aborderdes problemes de geometrie en dimension quelconque. 
Cependant c’est 1’ analyse qui donnera aux espaces vectoriels toute leur importance. 

A la fin du 19 e siecle et au debut du 20 e siecle, les mathematiciens allemands etudient des espaces de fonctions et creent 1’ 
analyse fonctionnelle. Les espaces etudies ont des structures d’espace vectoriel. Le mathematicien polonais Stefan Banach 
ecrira, dans sa these, que plutot que d’etudier des problemes particuliers et de demontrer isolement leurs proprietes, une 
meilleure strategic est de prouver ces proprietes pour des ensembles generaux pour lesquels on a postule des proprietes, 
puis de montrer que ces axiomes sont verifies par les problemes particuliers. 

Cette approche fonde en quelque sorte les mathematiques modernes. On introduit et etudie dans un premier temps des 
structures (groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ...) puis on verifie a quelle categorie se rattache un exemple particulier 
donne. II herite alors de toutes les proprietes de la categorie a laquelle il appartient. 

Les premiers pas en algebre lineaire sont en general difficiles et rebutants. La difficulte ne tient pas tellement, contraire- 
ment a ce qu’on pourrait penser, a la difficulte des raisonnements mathematiques ou a l’abstraction des notions utilisees. 
Elle reside plutot dans le caractere nouveau de ces raisonnements et de ces notions. Un conseil, ne vous laissez pas im- 
pressionner, ne vous braquez pas. Le temps et le travail aidant, vous allez vite comprendre dans quel nouvel endroit vous 
avez mis les pieds et, passe la phase de decouverte, vous allez vite vous sentir en securite. Les chapitres 2 et 3 de geometrie 
dans le plan et dans Fespace vont vous etre d’un grand secours car ils vous aideront a vous forger des representations et 
ils guideront votre intuition. 


23.1 Espace vectoriel 

Dans tout ce chapitre IK designe le corps IR ou C. 


23.1.1 Definitions 

Nous allons donner les axiomes qui definissent un espace vectoriel. 
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/Definition 23.1 WO IK-espace vectoriel 
Soit (IK,+,x) un corps. On appelle espace vectoriel sur le corps 
interne + (addition) 

E 


tout 


ensemble E muni d’une loi de composition 


ExE — 

(*>y) 


x + y 


et d’une loi de composition externe • (multiplication par un scalaire) 


IK x E 
(A,x) 


E 

A - x 


telles que 

1 . (E, +) est un groupe commutatif. On note Oe son element neutre. 

2. Pour tout (a,p) e IK 2 et pour tout (x, y) e E 2 , on a 

3 a-[x+y)-a-x + a-y 

4 ln-x-x 

vectoriel. Les elements de IK sont appeles scalaires, ceux de E, vecteurs. 


1 (a + (3)-x = a- x + p- x 

2 (a x p) • x = a • (p • x) 


On dit alors que (E, +,•) est un K -espace 

yL’ element neutre de (E,+), Oe est appele vecteur nul 


Remarque 23.1 On vous avait prevenu, cela peut sembler abstrait... Cela ne Test en fait pas tant que 5 a. Un espace 
vectoriel est un ensemble sur lequel on peut definir une addition et une multiplication par un scalaire et rien de plus, si ce 
n’est que cette addition et cette multiplication doivent verifier les axiomes ci-dessus. Vous connaissez un certain nombre 
d’ensembles de ce type : 

- R (IK = R) et C (IK = 0$ ou C). 

- L’ ensemble des vecteurs du plans (IK = R). 

- L’ ensemble des vecteurs de l’espace (IK = R). 

- Les ensembles R 2 et R 3 (IK = R). 

- L’ ensemble des suites reelles £P (R) (IK = R) ou complexes £P (C) (IK = R ou €). 

- L’ ensemble & (I, R) des fonctions de I dans R (IK = R) (ou dans C (IK = R)) ou I est un intervalle de R. 

- Les ensembles de polynomes R [X] (K = R) et C [X] (IK = R ou C). 

- L’ ensemble IK„ [X] des polynomes de degre ^ n a coefficients dans IK ou n e M. 

Nous allons formaliser cette remarque dans la prochaine section. 

Remarque 23.2 Prenons tout de suite de bonnes habitudes. II est essentiel de bien distinguer les notions vectorielles 
des notions affines. Les espaces affines sont ceux que vous connaissez depuis le college. Dans un espace affine : 

1 Un vecteur est donne par deux points, un point de « depart »A et un point « d’arrivee »B. On dit que deux vecteurs 
AB et CD sont egaux si ABDC est un parallelogramme. 

2 Une droite est composee de points. Elle est donnee par un point par lequel elle passe et par un vecteur qui la 
dirige. On parle de droite affine (Voir la definition dans chapitre 2). 

3 Un plan est lui aussi compose de points. II est donne par un point par lequel il passe et par deux vecteurs qui 
l’engendrent. On parle de plan affine (Voir la definition dans chapitre 3). 

Si on fixe une origine O dans notre espace affine, ses points peuvent etre identifies aux vecteurs d’origine O. Ce sont ces 
vecteurs qui nous interessent dans un espace vectoriel. La notion de point n’a pas de sens. Dans un espace vectoriel : 

1 Tous les elements sont des vecteurs. On peut se les representer comme les vecteurs d’origine O d’un espace 
affine. 

2 Une droite est engendree par un vecteur u (non nul) et est formee de vecteurs. On peut se l’imaginer dans un 
espace affine comme une droite passant par O et dirigee par u. 

3 Un plan est engendre par deux vecteurs u et v (non colineaires) et est forme de vecteurs. On peut se l’imaginer 
dans un espace affine comme un plan passant par O et engendre par u et v. 

< /j\ 1 Attention 23.1 Autant il est utile parfois de se representer certaines notions d’algebre lineaire dans le plan ou dans 
l’espace, autant parfois ceci est impossible. ..Cela n’est en general pas genant... 


23.1.2 Espaces produits 
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Exemple 23.2 Soit (IK, +, •) un corps. Alors (K, +, •) est un K-espace vectoriel. 

L’ addition dans K est une loi interne sur IK et la multiplication sur IK peut etre vue comme une loi externe. On verifie 
facilement que ces deux lois verifient les axiomes definissant un IK-espace vectoriel. 


Exemple 23.3 On va munir Fensemble des couples de reels K 2 d’une structure de IR-espace vectoriel. On definit une 
addition et une multiplication par un scalaire ainsi. Pour tous (x, y ) , (x', y') e IR 2 et tout a e I, on pose : 

( x,y) + (x',y') = [x + x',y + y ') et a.(x,y) = (ax, ay) 

On verifie (c’est un peu long et laborieux mais c’est facile) que ces deux lois verifient les axiomes definissant un IR-espace 
vectoriel. Attention, le vecteur nul de cet espace est donne par 0 R 2 = (0, 0). 

/j\ Attention 23.4 Attention au sens des operations + et . dans les definitions ci-dessus : 

. , . Multiplication Multiplication 

Addition Addition 

dans IR 2 \ / ~7 dans IR ^^an 

(x,yj+(x',y') = [x+x ,y+y) 

On generalise cette construction ainsi : 


scalaire 


cl (x, y) = (aix,aiy) 


par un scalaire 
dans IR 


Proposition 23.1 Espace vectoriel IK" 

Sur Fensemble des rz-uplets de scalaires K", on definit 
- une addition + 


((xi,...,x„),(x' 1 ,...,x^)) > — * (xi + Xp...,x„ + x'„) 

une multiplication par un scalaire • 


(a, (xi,...,x„)) 


(axi,...,ax„) 


V 

Demonstration Verifications faciles. 

Un corollaire immediat est alors le suivant : 


Corollaire 23.2 Espaces vectoriels IR" et C" 

- Le triplet (IR", +, •) est un IR-espace vectoriel. 

- Le triplet (C",+,0 est un IR-espace vectoriel. 

| Remarque 23.3 En particulier, IR et C sont des IR-espaces vectoriels. 


De maniere plus generate, on a : 

, .. 

A 


Soient (Ei, +, •) et (E 2 , +, •) deux K-espaces vectoriels. On definit sur Fensemble Ei x E 2 
- une addition + 

(Ei x E 2 ) 2 — * Ei x E 2 

((xi,x 2 ) , (yi,y 2 )) 1 — * (xi + yi,x 2 + y 2 ) 


une multiplication par un scalaire • 


K x (Ei x E 2 ) 
(a, (xi,x 2 )) 


Ei x E 2 
(a-xi,a-x 2 ) 


Alors (Ei x E 2 , +, ■) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est 




Demonstration Verifications faciles. 


23.1.3 Espaces de suites et de fonctions 

Comme precise dans F introduction, on peut munir certains espaces de fonctions de structure d’espace vectoriel. II suffit 
pour cela que les fonctions soient a valeurs dans un espace vectoriel. 
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Proposition 23.4 Espace vectoriel de fonctions 

Soit X un ensemble non vide et soit E un K-espace vectoriel. On definit sur l’ensemble S (X, E) des fonctions definies 
sur X a valeurs dans E 
- une addition + 

S (X, E) 2 — S (X, E) 

(f>g) “ f+g 

donnee par V x e X, (/ + g) (x) = f (x) + g (x) 
une multiplication par un scalaire • 

x S (X,E) — S (X, E) 

(a,/) — *■ a-f 

donnee par Vx e X, (a-/) (x) = a fix) 

Muni de ces lois, F ensemble {■¥ (X, E) , +, ■) est un IK-espace vectoriel. Son vecteur nul est la fonction identiquement 


nulle sur X a valeurs dans E : 


°^(X,E) 


X — 


E 

Oe 


Demonstration Les verifications sont immediates. 

( /j \ 1 Attention 23.5 Attention au sens des operations + et . dans les definitions ci-dessus : 

Multiplication 


Addition 

dans S (X, E) \ / 

[f+g] M =/(x)+g(x) 


Addition 
dans E 


par un scalaire 
dans S (X, E) 


(c \.f) (x) = a!f{x) 


Multiplication 
par un scalaire 
dans E 


En appliquant ce resultat avec X = N et E = K, on obtient : 


Corollaire 23.5 Suites a coefficients dans K 

Notons S* (K) Fensemble des suites a coefficients dans K. Avec les lois 

y(K)xy(K) 

i(u n ),(v n )) 


Kx^fK) 

(A ,(«„)) 


iu„+ v n ) 

y{K) 

(A • u n ) 


, +, •) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est la suite constante nulle. 


23.1.4 Regies de calcul dans un espace vectoriel 

Les quatre axiomes donnes dans la definition 23.1 ne traduisent a priori pas toutes les regies de calculs qu’on est habitue 
a utiliser quand on manipule des vecteurs. On va montrer que ces regies decoulent bien de ces quatre axiomes. 


Proposition 23.6 0 Regies de calcul dans un espace vectoriel 


Soit (E, +, •) un K-espace vectoriel. Pour tous scalaires a, (3, A e K et pour tous vecteurs x, y e E, on a 

l 0 K • x = 0 E 5 

A (x - y) = A • x - A • y 

VO 

X 

1 

II 

H 

CN 

A • Oe = Oe 

3 (-A) • x = - (A • x) = A- (-x) 


4(a-p)-x = ct-x-p-x 7 

A • x = Oe <===> [A = Ok ou x^^eJ 




Demonstration V 


Les demonstrations de ces regies vous sembleront sans doute un 
peu a rides dans un premier temps. II est important de bien les 
travailler jusqu 'a etre capable de les refaire seul. 

9 

Oe + Or* = Ok* car (E, +) est un groupe 
= (Ok + Ok) x car K est un corps 
= 0 j;x + 0kx d’apres l’axiome 4 
D'ou 0^ ■ x = 0^ en soustrayant Ogx a droite des deux 


membres de cette egalite. 
2 On a : 


x + (-1) x 


1.x + (-1) x grace a Faxiome d 
(1 + (-1)) x grace a Faxiome l 
Oj;x car K est un corps 
Oe d’apres le point precedent 


done (— 1) x est 1’ oppose de x. On peut alors ecrire : 
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-x = (— 1) X. 


6 

3 

on a ; 

(-A)x = 

(-1.A) x car K est un corps 
(-1) (Ax) d’apres l'axiome 2 
-A.x d’apres le point precedent 

AOe = A (x - x) car (E, +) est un groupe 
= Ax + A(-x) d'apres l’axiome l 
= Ax - Ax d’apres le point 3 
= 0 e car (E, +) est un groupe 

# 

(a - P) x = 

(a + (-(f)) x car K est un corps 

7 Supposons que Ax = 0 e- Si A = Ok alors d’apres le point 
1, Ax = 0 e- Sinon, si A 4 Ok alors comme IK est un corps, 
A -1 existe et 


- 

ax+(-|3x) d’apres l'axiome l 
ax - Px d’apres le point precedent 

x = l.x= ^A.A -1 jx = A -1 (Ax) = A _1 0 e = 0e 

5 

II 

1 

<< 

A (x + (-y)) car (E, +) est un groupe 

et done x = 0e- La reciproque est evidente. 


= 

Ax + A(-y) d’apres l’axiome 3 



= 

Ax + A(-ly) d’apres le second point 



= 

Ax + (A. (-1)) y d’apres l’axiome 2 



= 

Ax + (-A) y car IK est un corps 



= 

Ax - Ay d’apres le point 3 


23.2 

Sous-espace vectoriel 


23.2.1 

Definitions 




Definition 23.2 V Combinaison lineaire 

- Soient x\ x n n vecteurs d’un IK-espace vectoriel (E,+,.). On appelle combinaison lineaire de ces n vecteurs tout 

vecteur x e E de la forme 

n 

X = Ai • XI + . . . + X n ■ x n = Y. X k ' x k 
k = 0 

ou (Ai,...,A (1 ) e K n . 

- Si A est une partie de E, on appelle combinaison lineaire d’ elements de A toute combinaison lineaire d’un nombre fini 

d’ elements de A. 

Remarque 23.4 On montre par une recurrence facile qu’une combinaison lineaire de vecteurs de E est encore un 
vecteur de E. 

Exemple 23.6 

- Soit f : i ^ ^ _ . . C’est une combinaison lineaire des deux fonctions cos et sin de & (R,R) et c’est 

l x > — * cosx + 2sinx 

un encore un element de & (R,R). 

- Soient u — (1,2) et v — (—1,1) deux elements de R 2 . Alors la combinaison lineaire 2m- 3 v = 2(1,2) - 3 (-1, 1) = (5, 1) 
est encore un element de R 2 . 

- Soit w > 0. L’ ensemble des solutions de l’equation differentielle : y"+(ny — 0 est l’ensemble de toutes les combinaisons 

[ R — ► R [ R — * R 

lineaires possibles des fonctions cpi : < , et tp? : i . , . . 

| x 1 — * cos (nix) ( x 1 — » sin (cox) 

Definition 23.3 WO Sous-espace vectoriel 

Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel et F c E, une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et 
seulement si 

1 La partie F est non vide : F ^ 0, 

2 la partie F verifie : 

V (x,y) e E 2 , V(a,p)eK 2 , cox + p-yEF 

Remarque 23.5 

- Si F est un sous-espace vectoriel de E alors 0 e e F. En effet, comme F est non vide, il existe x e F. Comme F est un 
sous-espace vectoriel, alors x- x = 1.x- 1.x = 0 e e F. 
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- En partant de second axiome de la definition d’un sous-espace vectoriel et au moyen d’une recurrence, on montre sans 
peine que F est stable par combinaison lineaire, c’est-a-dire que toute combinaison lineaire de vecteurs de F est encore 
un vecteur de F. 

- Dans tout espace vectoriel E, il y a toujours deux sous-espaces vectoriels importants, F = |0];j et F = E. 

- Dans l’idee de faire le parallele avec les groupes, on aurait pu definir la notion de sous-espace vectoriel de la fay on 
suivante : F est un sous-espace vectoriel de E si et settlement si F est un sous-groupe de E stable pour la multiplication 
par tout scalaire. 


PLAN 23.1 : Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E 


1 On montre que FcE. 

2 On montre que F ^ 0 (la plupart du temps on montre que 0 e A). 

3 Soit (a, p) e K 2 et soit (x, y) e F 2 . Montrons que a • x + p • y e F. 


On etudiera avec attention les exemples suivants : 


Exemple 23.7 

1. L’ ensemble des nombres reels R est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C. De meme, Fensemble des 
nombres imaginaires purs iK est un sous-espace vectoriel de C. En effet : 

1 t'RcC. 

2 /R est non vide... 

3 Si a, p e 03 et si ix, iye ;R alors aix+ piy = i [ax+ Py) e iR. 

eR 

2. Soit u un vecteur non nul du plan (ou de Fespace). L’ ensemble F de tous les vecteurs du plan colineaires a 77, 
F = {ATI | A e R} est un sous espace vectoriel du plan (ou de Fespace). C’est la droite vectorielle dirigee par 77 : 

1 II est clair que F est un sous-ensemble du plan (ou de Fespace). 

2 F est non vide, il contient par exemple u. 

3 Si a, p e R et si Au, A'u e F alors a (An) + p (A' a) = (aA + pA') «eF. 

3. Soient u et v deux vecteurs non colineaires de Fespace. L’ ensemble F de toutes les combinaisons lineaires de u et 
v, F = {an + pn | a,p e R} est un sous-espace vectoriel de Fespace : 

1 II est clair que F est un sous-ensemble de Fespace. 

2 F est non vide, il contient n, u,... 

3 Si a, p e IR et si au+ bv, a'u + b' v e F alors a(au + bv) + p (a'n + b'v) - (aa+ a'p) n+ [ba+ £>'p) v e F. 

Si ces deux vecteurs ne sont pas colineaires, F est le plan vectoriel engendre par n et v. 

4. U ensemble des triplets (x,y, z) de R 3 solutions de 2x+ y- z = 0 est un sous espace vectoriel de R 3 : 

1 Il est clair que F c R 3 . 

2 F est non vide, le triplet (0, 0, 0) est solution de 2x + y - z = 0. 

3 Si a, p e R et si n = (x,y, z),(x',y',z') e R 3 alors a(x, y, z) + p(x',y',z') est element de F. En effet u = 
(ax+Px',ay+Py',az + pz') et 

2(ax + px') + (ay + Py') - (az + pz') = a (2x+y-z) +p (2x' + y'-z') =0. 

=0 car (x,y,z)e F =0 car (x',y',z')e F 

On remarque que F est un plan vectoriel. 

5. L’ ensemble F = (R) des fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel de E = & (R,R). En 

effet : 

1 II est clair que FcE. 

2 II existe des fonctions continues sur R (cos, sin, exp,...) done F est non vide. 

3 Si a, p e R et si /, g e 'jR 0 (R) alors par le theoreme d’operation sur les fonctions continues, a/ + Pg est 
encore continue sur R. Done F est stable par combinaison lineaire. 

On montre de la meme facon que pour tout «eN, les ensembles c € n (R) sont des sous-espaces vectoriels de 
^(R,R). 

6. Soit F Fensemble des fonctions definies sur [-1, 1] a valeurs dans C qui s’annulent en 0. Montrons que F est un 
sous-espace vectoriel de (S’ ([-1, 1] ,C) ,+, .). 

l II est clair que F c S ([-1, 1] ,C). 
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2 F est non vide. Par exemple, la fonction identiquement nulle sur [-1, 1] est element de F. 

3 Si a, P e C et si /, g e F alors [af + Pg) (0) = af (0) + Pg (0) = 0 done a/ + Pg e F. 

7. En reprenant le troisieme item de F exemple 23.6, F ensemble F des solutions de y" + <ny = 0 est un sous-espace 
vectoriel de Fespace vectoriel r />° (R) . En effet : 

1 Toute solution de cette equation est (deux fois) derivable et done continue. Done FcE. 

2 F est non vide car Fequation differentielle admet des solutions, par exemple la fonction identiquement 
nulle sur R. 

3 Soient a, p e R et /, g e F. Alors [af + Pg ) " + <n [af + Pg) = a [f” + <n/) +p [g" + tug) = 0 done af + Pg e F. 

=o car /ef =o car gcF 

8 . L’ ensemble F = {P e R 3 [X] [ P (1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R 3 [X]. Cela se prouve de la meme fa£on que 
l’item 6 . precedent. 


I Remarque 23.6 On verra dans Fexemple 23.10 page 852 comment traiter les exemples 1., 2., 3., 4., 7. et 8. plus 
rapidement. 


Pi an 27 2 • 

Pour montrer que F n’est pas un sous-espace vectoriel de E 


On peut montrer au choix que 

- F£E. 

- F = 0. 

- 0 E £F. 

- F n ’est pas stable par con 

tbinaison lineaire : il existe (a, p) e K 2 et [x, y ) e F 2 tels que 

x • x + p • y & F. 


Exemple 23.8 

1 . L’ ensemble F = {/ £ S' (R, R) | / (0) = 0} n’ est pas un sous-espace vectoriel de E = 5?° (R) car il existe des fonctions 
definies sur R qui s’annulent en 0 et qui ne sont pas continues sur R. 

2. L’ ensemble F = {(jc, y) e R 2 I x 2 + y 2 - -1} n’est pas un sous-espace vectoriel de R 2 car il est vide... 

3. L’ ensemble F = {/ e & (R,R) | /(0) = l} n’est pas un sous-espace vectoriel de E = & (R,R) car le vecteur nul de E 
qui est la fonction identiquement nulle sur R n’est pas element de F. 

4. L’ ensemble F = \[x,y) eR 2 | x 2 + y 2 ^ 1} n’est pas un 
sous-espace vectoriel de R 2 car il n’est pas stable par 
combinaison lineaire : soient u = (1,0) et u - (0, 1). On 
verifie facilement que u,v e F. Par contre u+ v - (1, 1) 
et || u+ n|| 2 = 2 > 1 done u+ v F. 



Proposition 23.7 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel 

Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel et F c E, une partie non vide de E. On a equivalence entre les deux propositions 
suivantes. 

1 La partie F est un sous-espace vectoriel de (E, +, .) . 

2 Muni des lois de E restreintes a F, (F, +, .) est un IK-espace vectoriel. 

Demonstration Soient (x, y ) e F 2 et (n,p)eK 2 . 

- On verifie que + definit une loi interne sur E, x + y = 1.x + l.y e F car F est stable par combinaison lineaire. 

- De meme. . definit une loi externe sur F. a.x = a.x + O.y e F car F est stable par combinaison lineaire. 

- Les axiomes d’un espace vectoriel sont verifies dans F car ils sont verifies dans E 
La reciproque est facile. 


Pi an 27 7 • 

Pour montrer que F est un K-espace vectoriel... 


... il suffit de montrer que F est un sou 

i-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E dan 

lequel il est contenu. 


Remarque 23 . 7 Cette derniere proposition permet d’ economiser beaucoup de travail quand on doit montrer qu’un triplet 
(F, + , .) est un K-espace vectoriel. Plutot que de verifier tous les axiomes definissant un espace vectoriel, on cherche si F 
n’est pas une partie d’un espace vectoriel E (souvent bien connu) puis on verifie que e’est un sous-espace vectoriel de E. 
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23.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels 


Proposition 23.8 Une intersection de sous-espaces vectoriels est encore un sous-espace vectoriel 

Soient (E, +,.) un K-espace vectoriel et (F,:); e i est une famille de sous-espaces vectoriels de E alors p|F; est un sous- 

le. I 


espace vectoriel de E. 


Demonstration Soit i £ I, puisque F; est un sous-espace vectoriel de E, Og e F,; et done Of e fl/elFi- Soient (x,y ) e P)F ( - 2 et 

iel 

(a,P) e IK 2 . Montrons que a.x + p.y e P|F,-. Soit i £ I, comme F,- est un sous-espace vectoriel de E ef que x,ye F;, a.x + p.y £ F ( - ce 
tel 

qui montre que a.x + |3.y e p) F ( - . 


Exemple 23.9 

- L’ intersection de deux droites vectorielles de l’espace R 3 dirigees par des vecteurs non colineaires est egale au single- 
ton 0 R 3 = {(0,0,0)} qui est bien un sous-espace vectoriel de R 3 . 

- L’ intersection de deux plans vectoriels dans F espace est une droite vectorielle si ces deux plans ne sont pas confondus. 

- Dans 5? (R), en notant 

F = {( u n ) e SB (R) | [u n ) est convergente } et G = {[u n ) e SB (R) | ( u n ) geometrique de raison r } 


ou r e R. Alors 

f F si r e ]-l, 1] 

FnG = 

|{(0)} sinon 

qui sont dans les deux cas des sous-espaces vectoriels de SB (R). 


Definition - proposition 23.4 WO Sous-espace vectoriel engendre par une partie d’un espace vectoriel 

Soit A une partie d’un K-espace vectoriel (E, +, .). On appelle sous-espace vectoriel engendre par A le plus petit sous- 
espace vectoriel de E contenant A. On le note Vect{ A) et on a : 

Meet [A]- p| F 

Fe.^a 

ou J^a designe Fensemble des sous-espaces vectoriels de E qui contiennent A. 

Demonstration D’apres la proposition 23.8, Hfe J? A F est un sous-espace vectoriel de E. II contient de plus A ef par construction, 
il est inclus dans tout sous-espace vectoriel de E contenant A. On a done Vect (A) = Dfe J? A F. 

Remarque 23.8 

- A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vect [A) — A. 

- Vect[0 ) = {0}. 




Proposition 23.9 WO Sous-espace vectoriel engendre par une partie finie 

Soient «eN* et A = {xi,...,x n } une partie finie a n elements de E. Le sous-espace vectoriel engendre par A est F ensem- 
ble des combinaisons lineaires finies d’elements de A : 


Vect [A) = {Ai -xi + ... + \ n -x n | (Ai,...,A„) e K") 


Demonstration Soit srf V ensemble de toutes les combinaisons lineaires finies d’elements de A. L’ensemble srf est non vide et 
stable par combinaison lineaire. C’est done un sous-espace vectoriel de E. Montrons que srf est le plus petit sous-espace vectoriel 
de E contenant A. Pour ce faire. il suffit de montrer que si SB est un sous-espace vectoriel de E contenant A alors srf e SS. Soit x e si . 
Par definition de sV , il existe ai,... ,a n e IK et x\,... , x n e A tels que x = a\x\ + ...a n .x n . Comme Ac SB, il vient que x\,...,x n £ SB 
et comme SB est un sous-espace vectoriel de E, il est stable par combinaison lineaire et done x = oq xi + . . . tx n .x n £ B. Ce qui prouve 
que srf S3 et termine la demonstration. 

Remarque 23. 9 

- Si u e E\{0}, la droite vectorielle engendreepar u est le sous-espace vectoriel engendre par u : Vect[u ) = {A - u \ A e IK}. 

- Si u, v e E \ {0}, le plan vectoriel engendre par u et v est le sous-espace vectoriel engendre par {u, v] : Vect[{u, u}) = 
{a-it+p- v | (a,p) eK 2 }. 


Pi an 4 • 

Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E 


Il suffit de decrire F sous forme d’u 

n Vect. 
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Exemple 23.10 

On reprend les items 1., 2., 3., 4., 7. et 8. de l’exemple 23.7 page 849. 

- Les sous-ensembles de C donnes par G = R et F = iU s’ecrivent G = Vect (1) et G = Vect{i) done ce sont des sous- 
espaces vectoriels de C. 

- Si u est un vecteur du plan (ou de l’espace) alors F = {Ait | A e R} = Vect(u) done F est un sous-espace vectoriel du 
plan (ou de l’espace). 

- Si u et v sont des vecteurs du plan (ou de Fespace) alors F = {aM + pu | a, p e R} = Vect(u, v ) done F est un sous- 
espace vectoriel du plan (ou de Fespace). 

- On a F = {(x, y, z) e R 3 | 2x + y — z - 0} = {(x, y,2x + y) |x,yeR} = {x(l,0,2)+y (0,1,1) |x,yeR} = 
Meet ((1,0,2) , (0, 1, 1)) done F est un sous-espace vectoriel de R 3 . C’est le plan vectoriel engendre par les vecteurs 
(1,0, 2), (0,1,1). 

- Soit F Fensemble des solutions de F equation differentielle y"+wy = 0 avec <i) e R + . Alors apres avoir resolu F equation, 
on trouve que F = Meet (x>-» cosoix, x sin tux). Ainsi F est done un sous-espace vectoriel de 7?° (R). 

- On a F = {P e R 3 [X] | P (1) = 0} = {(X- 1) [aX 2 + bX+ c) \ a, b, c e R} = {aX 2 (X- 1) + foX(X- 1) + c(X- 1) | a,b,caR} = 
Vect (X 2 (X- 1) , X (X — 1) , (X- 1)) done F est un sous-espace vectoriel de R3 [X]. 


La remarque suivante permet de fixer les choses dans Fespace : 


Remarque 23.10 OOO Dans Fespace R 3 , soit & - {u, v, w } ou u, v et we R 3 . Alors : 


Vect{^) = < 


• La droite dirigee par u si les trois vecteurs sont colineaires 

• Le plan engendre par u et v si les trois vecteurs sont coplanaires mais tels 
que deux d’entre eux, u et v par exemple, ne sont pas colineaires 

• L’espace R 3 si les trois vecteurs ne sont pas coplanaires 


Done les sous-espaces vectoriels de R 3 sont : 


1. L’ ensemble reduit au vecteur nul {0} 3. Les plans passant par 0. 

2. Les droites passant pas 0. 4. L’espace tout entier. 


_BlO 20 


Giuseppe Peano, ne le 27 aout 1858 a Spinetta di Cuneo et mort le 20 avril 1932 a Turin. 


Giuseppe Peano a ete un des premiers mathematiciens a comprendre la necessite 
de l’axiomatisation des mathematiques. Celles-ci doivent reposer sur quelques 
regies simples desquelles on fait decouler les theoremes apres avoir defini avec 
precision les objets utilises. Grace a cette demarche et a sa grande rigueur, il 
mit en evidence de nombreuses erreurs dans les traites mathematiques alors 
existants. II comprit aussi l’importance de la theorie des ensembles et de la 
logique pour exprimer les mathematiques et generalisa au reste des mathema- 
tiques F usage des symboles issus de ces theories . II fut le premier a utiliser les 
symboles d’union et d’intersection. 

Giuseppe Peano s’interessa au debut de sa carriere au calcul infinitesimal qu’il 
participe a formaliser et a rendre plus rigoureux. A partir de 1887, son travail 
se porte sur la construction formelle des mathematiques et il definit de maniere 
axiomatique Fensemble des entiers naturels. Ce systeme d’axiomes porte main- 
tenant son nom. Grace aux travaux de Grassmann, il axiomatise la notion d’es- 
pace vectoriel. 

A partir de 1900, il s’attelle a deux grands chantiers. Le premier consiste en 

la construction d’un langage international qu’il baptisa « Interlingua » base sur un latin simplifie et augmente de 
vocabulaire anglais, allemand et frangais. Le second est l’ecriture d’une encyclopedic mathematique «Formulario 
Mathematico » utilisant le formalisme qu’il a invente et qui vise a contenir toutes les mathematiques alors connues. 
Notons que Peano, excellent enseignant au debut de sa carriere finit sa vie pietre pedagogue, ses cours etant rendu 
completement obscurs par ses notations. 



Attention 23.11 Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, ce n’est pas forcement le cas de Fu G et jamais le 
cas de F \ G, G \ F et E \ F car ils ne contiennent pas le vecteur nul. Par exemple : 

- Deux droites vectorielles 2>i et @2 du plan R 2 sont des sous-espaces vectoriels de R 2 mais ce n’est pas le cas de leur 
reunion a moins que ces deux droites ne soient confondues. En effet, si ces deux droites ne sont pas confondues, 
la somme d’un vecteur non nul u\ de la premiere droite et d’un vecteur non nul 112 de la seconde n’est un vecteur 
d’aucune des deux droites et n’appartient done pas a leur reunion. 
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- La partie F = {P e R [X] | P(0) = 0} de E = 05 [X] est un sous-espace vectoriel de E mais ce n’est pas le cas de E \ F. En 
effet, les polynomes de E \ F sont ceux qui ne s’annulent pas en 0 done E \ F ne contient pas le polynome nul. 


23.3 Somme de sous-espaces vectoriels 

23.3.1 Definitions 


Definition - proposition 23.5 3 > 3 > 3 > Somme de deux sous-espaces vectoriels 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un IK-espace vectoriel (E,+,-). On appelle somme de F et G et on note 
F + G le sous-espace vectoriel de E donne par 

F + G= {x+y | (xj)eFxG} 


Demonstration Le sous-ensemble F + G est bien un sous-espace vectoriel de E. En effet, F + GcE car E est stable pour 1 ’ addition . 
De plus. F + G est non vide car F et G le sont. Enfin, si u = x + y e F + G ef u' = x' + y' e F + G avec x, x' e F et y, y' e G a lots, pour 
a,|3 e IK, 

(Xu + fit/ = ax + fix' +ay + fiy' e F + G 
eF eG 

car F et G sont des sous-espaces vectoriels. 


Proposition 23.10 La somme de deux sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-espace vectoriel 

contenant leur reunion 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un IK-espace vectoriel (E,+,-)- Alors F+ G est le plus petit sous-espace 
vectoriel de E contenant F u G. 


Demonstration On a prouve dans la remarque precedente que F + G est un sous-espace vectoriel de E. II contient F et G car 0^ 
est element de F et G ef done F = F + OE<=F + GetG = OE + GeF + G. De plus, si on considere un sous-espace H de E qui contient 
F u G alors montrons que F + GcH. Soient x + yeF + G avec x e F et y e G. Comme FuGcH, on a aussi x, y e H ef comme FI est 
un sous-espace vectoriel, il s’ensuit que x + y e H. Done F + G c FI et F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F 
et G. 


Exemple 23.12 

- Soient deux droites vectorielles S\ et S 2 du plan euclidien 3d . On a : S\ + S 2 — 3P si S\ et S 2 sont dirigees par des 
vecteurs non colineaires et + S >2 — S>\ — S >2 sinon. 

- Soient @ une droite vectorielle de l’espace "V dirigee par un vecteur it et 33 un plan vectoriel de l’espace. On a : 

Si + & = y si 3d e t S -t- 3S - IS sinon (la droite est alors incluse dans le plan 3P'). 

- Dans 3fi (R, IR) soient F = Meet (sin) et G = Vect[exp) alors : 

F + G = Vect (sin, exp) = {x 1 -*- asin(x) + Pexp (x) | a, p e R} 


La proposition suivante est bien pratique pour calculer des sommes : 


Proposition 23.11 3? Calcul pratique d’une somme de Meet 
Soient A et B deux parties d’un K-espace vectoriel E alors 

| Vect (A) + Vecf(B) = Vect (A ubJ 


Demonstration Voir 1 ’exercice 23.26 page 874. 


Exemple 23.13 Dans l’espace IR 3 , on considere les parties F = {(x,0, 0) | x £ R} et G = {(x, x,0) | xeR}. Montrons que 
ce sont des sous-espaces vectoriels de R 3 et determinons le sous-espace F + G. On aF = Vect (1,0,0) et G = Vect (1, 1,0) 
done F et G sont des sous-espaces vectoriels de R 3 . De plus F + G = Vect ((1,0,0) , (1, 1,0)) et on reconnait que F + G est 
le plan vectoriel de R 3 engendre par (1, 0, 0) et (1,1,0). 
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23.3.2 Somme directe 


Definition 23.6 Somme directe 

On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont en somme directe si FnG = {0}. On note alors F ® G leur 
somme. 


Theoreme 23.12 Caracterisation de la somme directe 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel (E, + , •)■ On a equivalence entre : 

1 F et G sont en somme directe. 

2 VxeF + G, 3 ! (xi,X 2 ) e F x G : x = x\ + X 2 (c’est-a-dire. [Tout \ vecteur de F + G se decompose de maniere 

I unique I comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 


Demonstration 

E Supposons que F et G soient en somme directe et soit xeF + G. Par definition, il existe xi e F et X 2 e G tels que x = x\ + x-i- 
Supposons qu ’ il existe x'^ e F et x' 2 e G tels qu ’on ait encore x = x^ + x ' 2 . Comme x = x\ + X 2 = xj + x' 2 , on a 1 ’egalite : x\ - Xj = 
x' 2 -X 2 - Notons y ce vecteur. Comme Fj et F 2 sont des sous-espaces vectoriels de E. y = x\ - xj e Fj et y = x' 2 ~ x 2 e F 2 . Par 
consequent y e Fj n F 2 . Mat's Fj et F 2 etant en somme directe, on a Fi n F 2 = {0} done y — 0. Par consequent, x\ = xj et X 2 = x' 2 
et l'unicite est prouvee. 

| <= | Prouvons maintenant la reciproque. Soit x e F n G. Il existe alors deux couples de FxG permettant de decomposer x en un 
vecteur de F et un vecteur de G : (x,0) et (0,x). Par hypothese, elles sont egales : (x,0) = (0,x). Par consequent x = 0 et les 
sous-espaces F et G sont en somme directe. 


.Plan 23.5 


Pour montrer que F et G sont en somme directe 


1 Soit x e F n G. 

2 xeF done... 

3 xeG done ... 

4 ... alors x- 0. 


Exemple 23.14 

- Dans C, les sous-espace vectoriels F = 08 et G = iU sont en somme directe : 

1 Soit xeFnG. 

2 xeF done x est reel. 

3 x e G est imaginaire pur. 

4 Le seul complexe a la fois reel et imaginaire pur est 0 done x = 0. 


Dans Kr, les droites vectorielles F = 


x + y- z — 0 


[2 x-y + z =0 
Montrons que F est bien un sous-espace vectoriel de I 


et G — 


x+ y- 2z 
-y+z 
On a : 


sont en somme directe. 

= 0 


\x + y-z — 0 
1 2 x-y + z -0 


Ix+y-z 
1 -y+z 


= 0 

<=> x = 0 et 

= 0 


y = z 


done 

F = {(x,y,z) £ IR 3 | X+ y - z — 0 et 2x — y+ z = 0} = {(0,y,y) | y £ M} = Vect(0, 1, 1) . 

• On montre de la meme fa 9 on que G = Vect (1, 1, 1) et done G est bien un sous-espace vectoriel de IR 3 . 

• Ces deux droites vectorielles ne sont pas engendrees par des vecteurs colineaires. Elles ne se coupent done qu’en 

Or 3 - 

- Dans E = ^(IR,IR), on considere F = {/e E | /(0) = 0} et G = Vect(x >-► 1). On a montre dans l’item 5. de l’exemple 
23.7 page 849 que F est un sous-espace vectoriel de E. Comme G est decrit par un Vect, e’est un sous-espace vectoriel 
de E. Remarquons que G est l’ensemble des applications constantes de IR dans IR. 

1 Soit/eFnG. 

2 / £ F done / (0) = 0. 

3 / £ G done il existe a e IR tel que /:x« a. 

4 Mais a - f (0) = 0 done f — 0. 

- Toujours dans E = & (US, IR). les sous-espaces vectoriels F = Vecf (cos) et G = Vect (sin) sont en somme directe. Il est 
clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Montrons qu’ils sont en somme directe 
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1 Soit / £ F n G. 

2 / e F done il existe a e K tel que / = a cos. 

3 / e G done il existe p e K tel que f -f> sin. 

4 et il vient que M x e K, acosx = |3sinx ce qui n’est possible que si a = p = 0. En effet, comme precise, 
l’egalite precedente est vraie pour tout reel x. En particular, si x = 0, alors a = 0 et si x = tt/2, on trouve que 
P = 0. Finalement, / = 0. 

23.3.3 Sous-espaces supplementaires 


Definition 23.7 Sous-espaces supplementaires 

On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplementaires si et settlement si ils verifient : 
(m) E = F + G 

(^hT) FnG = |0} 



Figure 23.1 - Decomposition d’un vecteur suivant deux sous-espaces supplementaires 

F’interet de disposer d’espaces supplementaires est donne par le theoreme suivant. Il dit que si on dispose de deux sous- 
espaces supplementaires F et G dans un K-espace vectoriel E alors tout vecteur de E peut etre decompose de maniere 
unique en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. 


Theoreme 23.13 Caracterisation des sous-espaces supplementaires 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (E, +, •)• On a equivalence entre : 

1 E = F © G (e’est-a-dire F et G sont supplementaires). 

2 VxeE, 3 ! (xi,X 2 ) £ F x G : x = x\ + X 2 (e’est-a-dire, |7 om 7] vecteur de E se decompose de maniere | unique 

comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 


Demonstration 

E Supposons que F et G sont supplementaires. Soit x e E. Comme E = F + G, il existe xi e F et e G tels que x = x\ + x ^ . En 
appliquant la proposition 23.12, comme F et G sont en somme directe, cette decomposition est unique. 

E Reciproquement, si pour toutxe E, il existe un unique couple [x\,X 2 ) e Fx G tel que x = x\ +X 2 alors on a necessairement E = 
F+G. On peutde plus appliquer a nouveau la proposition 23.12 et afGrmer que les deux sous-espaces F et G sont supplementaires. 
On a ainsi montre que E = F ® G. 


.Plan 23.6 


Pour montrer que F © G = E 


Montrons que la somme est directe : voir le plan 57 page 854. 


Montrons que E = F + G : Voir la remarque ci-dessous. 


Remarque 23.11 Fa partie souvent difficile dans ce plan est souvent de montrer que E = F + G. Dans ce chapitre, on 
utilisera une des deux techniques suivantes : 

- Si on sait ecrire F et G sous forme d’un Veer, F = Veer (A), G = Vect(B), on peut, grace a la proposition 23.1 1, ecrire 
F + G = Veer (A) + Vect (B) = Veer (A u B). Reste alors a montrer que Veer (Au B) = E. 

- Si cette technique ne fonctionne pas, on utilise alors la definition : Soit x e E. Posons X \ = .... Posons X2 = .... On a 
bien : 
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1 x\ £ F. 


2 X 2 £ G. 


3 X=Xi + X2. 


La difficulty de cette methode consiste en la determination de x\ et X 2 - On procede souvent ainsi. Dans la pratique, il 
est souvent facile de determiner un des deux vecteurs X| ou X2, supposons que ce soit xi. On pose alors X2 = x — X| . II 
suffit alors de verifier que X 2 e G. 

- On verra au chapitre 24 que grace a la formule de Grassmann (voir 24. 19 page 907) on arrivera a traiter tres simplement 
cette question dans le cas ou on travaille avec des espaces vectoriels de « dimension finie ». 


Exemple 23.15 

- Dans E = C, F = Veer ({1}) et G = Veer ({«}). On sait que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. 

1 Si x £ F n G alors x est a la fois reel et imaginaire pur done x = 0 et F n G = {0}. 

2 F+ G = Vecr(l) + Veer (z) = Vecr(l, i) — C done E = F + G. 

On a montre que E = F ® G. 

o [ x+ y- z = 0 

- Dans l’espace E = R la droite F donnee par le systeme < et le plan G d’equation z — 0 sont sup- 

[ 2x - y + z = 0 

plementaires. Comme F = Vecr(0, 1, 1) et G = Veer ((1,0,0) , (0, 1,0)), F et G sont bien des sous-espaces vectoriels de 
E. 

) x+ y - z =0 

2x - y + z — 0 et on trouve que x = y = z = 0 done 
z = 0 

FnG= {0}. 

2 F+ G = Veer (-4, 1,-3) + Veer ((1,0,0) , (0, 1,0)) = Veer ((-4, 1,-3) , (1,0,0) , (0, 1,0)) = E car on verifie, en util- 
isant par exemple le produit mixte, que ces trois vecteurs ne sont pas coplanaires. 11s foment ainsi une base de 

R 3 . 

On a montre que E = F ® G. 

- Dans E = S' (R, R), on pose F = { fonctions paires} et G = { fonctions impaires}. On verifie que F est un sous-espace 
vectoriel de E. F est non vide, il contient par exemple la fonction identiquement nulle sur R. Si a, p e R et si f, g e F 
alors, en utilisant la parite de / et g, pour tout x e R : 

(a/ + Pg) (-x) = af (— x) + Pg (— x) = af (x) + Pg (x) = (af + Pg) (x) 

done af + Pg e F. On prouve de meme que G est un sous-espace vectoriel de E. 

l Soit / e Fn G alors Vx e R,/(-x) = /(x) = -/(x) et done f — 0. Alors FnG = {0}. 

2 Soit / e E. On cherche deux fonctions f\ et f 2 telles que f\ est paire, f 2 impaire et f - fi + fz- Effectuons un 
raisonnement par analyse et synthese. 

Analyse : Supposons que deux telles fonctions existent. Pour tout x e R, on sait que /(x) = /i(x) + 

fz(x) et que /(-x) = /i (x) - / 2 (x). On tire de ces deux egalites que 

/(x) + /(-x) f (x) — f (— x) 

fi (x) et f 2 (x) = . 

Synthese: Posons f\ (x) — — ^ ^ ^ — - et f 2 (x) - — - — J - — - . On verifie facilement que f\ 

est paire, done que f\ e F et que f 2 est impaire, done que f 2 e G. On verifie aussi que f — fi + fz- 
Finalement, on a montre que E = F + G. 

On a done & (R, R) = F ® G. Que dire des fonctions exp, ch et sh ? 

- Toujours dans E = & (R,R), on pose F = {/ e E | /(l) = 0} et G = {x>-> ax \ a e R}. On verifie facilement que F et G 

sont des sous-espaces vectoriels de E. Pour G, on peut remarque que G = Veer (Mr). 

l Soit / e FnG. Comme / e F, / (1) = 0 et comme / e G alors il existe a e R tel que / : x >-«■ ax. Alors / (1) = a — 0 
et done f — 0. On a montre que FnG = {0}. 

2 Soit / e E. S’il existe f\ e F et f 2 e G tels que f - fi + f 2 alors /( 1) = f 2 (1). On est alors invite a poser 

f 2 : x >-*■ / (1) x. Il est clair que f 2 e G. Posons fi - f - f 2 . Il est clair que f\ (1) = 0 done /i e F. On a bien de 

plus / = f\ + f 2 . Done E = F + G. 

En conclusion E = F ® G. 
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23.4 Applications lineaires 

Dans toute la suite (E,+,-) et (F, +,•) sont deux IK-espaces vectoriels. 

23.4.1 Definitions 


Definition 23.8 WV Application lineaire 

Soient (E, +, •) et (F, +, •) deux IK-espaces vectoriels et / : E — ► F. On dit que / est lineaire si et settlement si : 

1 V (x,y) e E 2 , /(x + y)=/(x) + /(y). 

2 V(A,jc)eKxE, /(A-x) — A-/(x). 

(On dit aussi que / est un morphisme d’espaces vectoriels). 


Theoreme 23.14 Caracterisation des applications lineaires 

Soit / : E — *■ F. / est lineaire si et seulement si : 


V (x, y) e E 2 , V (a,p) e K 2 , 


/(a-x+p-y)=a-/(x) + p-/(y)| 


Remarque 23.12 

Si / : E — ► F est lineaire alors / (Oe) = Op. En effet /(Oe) = /(Oe + Oe) = /(Oe) + /(Oe) done par soustraction du vecteurs 
/(Op) des deux cotes de cette egalite, il vient /(Op) = Op. 



Exemple 23.16 

- Les applications lineaires / : IR — ► R sont les applications x >-*■ A • x ou A e IR. Montrons qu’une telle application est 
lineaire. Soient a,p e R et x,y e R alors f[ax + f>y) — A (ax + Py) = aAx+ pAy = a f (x) + p/(y). Done / est lineaire. 
Montrons que les applications / de cette forme sont les settles qui soient lineaires sur IR. Si / est lineaire sur IR alors 
on doit avoir, pour tout x e R, f (x) = f (x.l) = xf (1) done / est de la forme indiquee avec A = / (1). 


- Dans un K-espace vectoriel quelconque E, les homotheties h : 


E 

x 


^ x ouAeK sont lineaires. La preuve 


est identique a celle donnee dans l’item precedent. 

- Les translations de vecteur non nul ne sont pas lineaires. ..En effet, dans un IK-espace vectoriel E, pour u e E tel que 

( E — * E 

u /E 0, considerons la translation t u : < ^ x + u ' a tu “ Oe + u — w / Op done t u n’est pas lineaire. 

[ c io^ (U) * 

- La derivation D : j ^ ^ ^ ^ est lineaire. Si a, p e IR et f, g e < tf? 1 (IR) alors D (a/ + Pg) = (a/ + Pg) f = 

a/' + Pg' = aD(/) + pD(g). 

( ^°([0,1],[R) — - IR n 

- L’ application tp : ( -i est une forme lineaire. En effet, si a, p e IR et f,g e < tf? u ([0, 1] , IR) 

( / 1 * Jo I M dx 

alors tp (a/ + Pg) = fg 1 (a/ + Pg) lx) dx = a fg 1 f (x) dx + p fg 1 g (x) dx = atp (/) + Pep (g). 
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- L’ application tp : 


(x, y, z ) > — * (x - y + z, 2x + z) 


est lineaire. Si a, (3 e 05 et si [x,y, z),(x\y',z') e R 3 alors 


cp(a(x,y,z)+p(x',y',z')) 


cp (ax + px 7 , ay + Py\ a z + p z') 

(ax + px' - (ay + Py') + az+ pz',2(ax+ fix') + az + pz') 
a (x - y + z, 2x + z) + p (x' - y' + z! , 2x' + z') 
aip (x, y,z)+ Pep (x'.y'.z'). 


23.4.2 Noyau, image d’une application lineaire 

Rappels : Soient / : E — ► F et E' c E, F' c F. Par definition : 

1 L’ image de E' par / est /(E') = {/(x) |xeE'} 

2 L’ image reciproque de F' par / est / _1 (F') = jxeE|/(x)e F'} 

Theoreme 23.15 OOO Image directe et reciproque d’une application lineaire 

Soit / : E — *■ G une application lineaire. Soient E' un sous-espace vectoriel de E et F' un sous-espace vectoriel de F 
alors : 

1 / (E') est un sous-espace vectoriel de F. 

2 / _1 (F') est un sous-espace vectoriel de E. 

Demonstration 

1 Comme Op e E' et que f est lineaire. Op = / (Op) e /( E') et /( E') est non vide. Soient a, a' e K et y.y 1 e /(E'). II existe 
x,x' e E tels que y = f (x) et y' = f(x'). Montrons que ay + a'y' e /( E'). En utilisant la linearite de f : ay + a'y' = 
a f{x) + a'/(x') = / (ax + a'x‘) et done ay + a'y' e /(E'). /(E') est done bien un sous-espace vectoriel de F. 

2 De meme que precedemment, comme Op e F' etque f est lineaire. Op e /“ 1 (F') . Soient a, a' eh et x, x' e /“ 1 (F'( . II existe 
done y,y ’ e F' tels que y = f{x) et y' = f(x ' ). Done , toujours par linearite de f, f (ax + a'x') = ay + a'y' e F'. II vient alors 
que ax + a' x! e /“ 1 (F') . 


Definition 23.10 Wtp Noyau, Image 
Soit / : E — *■ F une application lineaire. On appelle : 

- Noyau de f et on note Ker / le sous-ensemble de E : Kerf = {xeE|/(x) = Op} 

- Image de f et on note Imf le sous-ensemble de F : Im/ = {/ (x) | x e E}. 


Theoreme 23.16 WO Ker / et Im / sont des sous-espaces vectoriels 

Soit / : E -* F une application lineaire. Alors Ker / et Im/ sont des sous-espaces vectoriels de E. 
Demonstration C’est un corollaire immediat du theoreme 


Exemple 23.17 

- Dans R 3 , F = {(x,y,z) e R 3 | x+ y- z = 0} est un sous-espace vectoriel de R 3 . En effet, posons / : 


Alors, / est une forme lineaire et F = Ker/. On peut etre ici plus precis : F est le 


- Soit D : 


On a : 


1 [x,y,z] x + y-z 

plan vectoriel de vecteur normal (1, 1,-1). 

I 1 (R) — * (R) 

/ — D (/)=/' 

KerD = {/ e < ^’ 1 (R) | D (/) = 0} qui est egal a F ensemble des fonctions constantes sur R. 

ImD = {D (/) | / e (R)} = (R). Autrement dit, D est surjective. Demontrons le. Soit / e Sg’ 0 (R). Comme / est 

continue sur R et que R est un intervalle, / possede une primitive F : R — ► R. De plus F est derivable et sa derivee / 
est continue. Done F e < tf? 1 (R). On a bien D (F) = / et D est bien surjective. 


Theoreme 23.17 OOO Caracterisation des applications lineaires injectives 

Soit / : E — ► F une application lineaire. Alors : 


/ est injective si et settlement si Ker / = {Op} 
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Demonstration 

H Supposons que f est injective. Rappelons que comme f est lineaire, f (Op) = Op . Ainsi Op a dmet done comnie antecedent Op . 

Mais f etant injective Op est le seul antecedent de Op. II est alors clair que Kerf = {Op}. 

| <= | Reciproquement, supposons que Kerf = {Op} et montrons que f est injective. Soient xi,X2 e E tels que f(x\) = f [x 2). Par 
linearite de f, on peut ecrire que /(jq - X2) = Op. Done x\ - X2 e Kerf = {Op}. II s’ensuit que X\-X2 = Op et done que x\ = X2- 
f est done injective. 


Exemple 23.18 

- On reprend 1’ exemple precedent, D : | ^ ^ ^ ^ 

fonctions que la fonction nulle, comme par exemple / : jc — ► 1. 


n’est par injective car son noyau contient d’autres 


- Soit 0 : -s i . 

et done / est injective. 


(x+y,x-y) 


. On verifie facilement que Ker / = {(0,0)} en resolvant le systeme 


[x+y = 0 
|x-y=0 


Remarque 23.13 [Caracterisation des applications lineaires surjectives] Soit / : E — > F une application lineaire. Par 
definition, / est surjective si et seulement si Im f — F. 


23.4.3 Etude de 5£ (E,F) 

1 Notation 23.19 On note (E,F) Fensemble des applications lineaires de E dans F. 


Proposition 23. 18 (i?(E,F),+,-) est un IK-espace vectoriel 

Le triplet {3£ (E,F) , +,•) est un IK-espace vectoriel. En particulier, si (/, g) e {5£ (E,F)) 2 et (a, p) e K 2 alors a / + Pg est 
lineaire. 

Demonstration Comnie F est un K-espace vectoriel, l'ensemble 3 P (E,F) des fonctions de E dans F a une structure de IK-espace 
vectoriel. Pour montrer que ££ (E,F) est un K-espace vectoriel, il suffit alors de montrer que ££ (E,F) est un sous-espace vectoriel 
de 3 F (E,F). II est clair que S£ (E,F) est non vide caril contient par exemple V application identiquement nulle / : x— > Op. On verifie 
de plus facilement que si f,geJ£ (E,F) alors a f + | 3 g est lineaire. Done S£ (E,F) est bien un sous-espace vectoriel de IP (E,F). 

23.4.4 Etude de 5£ (E) 

A Notation 23.20 On note 5£ (E) l’ensemble des endomorphismes du K-espace vectoriel E. 


Corollaire 23.19 (i? (E) , +, •) est un K-espace vectoriel. 

Le triplet [3£ (E) , +, •) est un K-espace vectoriel. 


Demonstration C’est une consequence directe de la proposition precedente car !£ (F.) = I£ (E, F) 


Proposition 23.20 La composee de deux applications lineaires est une application lineaire 

Soient (E,+, •), (F, +, •) et (G, + ,•) trois K-espaces vectoriels. Si / £ 5£ (E,F) et si g e 5£ (F, G) alors go f e 3£ (E,G) 


Demonstration La preuve, facile, est laissee en exercice. 


Definition 23. 11 IdentitedeE 

Soit (E, +, •) un K-espace vectoriel. On definit la fonction identite de E par Lip : 


E 

x 


E 


x 


Definition 23.12 Homothetie de E 

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On appelle homothetie vectorielle de rapport Ae K l’application h\ — X-ld, h\ : 



Remarque 23.14 

- Ces deux applications sont lineaires et sont done des endomorphismes de E. 

- Toute homothetie vectorielle de rapport A ^ 0 est injective. 


Proposition 23.21 {!£ (E) ,+,o) est un anneau unitaire 

Le triplet ( f£ (E) , + ,o) est un anneau unitaire (generalement non commutatif). 

Demonstration On verifie facilement que {££ (E) , +, o) verifie les axiomes d'un anneau unitaire. 
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23.4.5 Etude de GL(E) 

Notation 23.21 On note GL(E) l’ensemble des automorphismes de E. 


Proposition 23.22 O L’inverse d’une application lineaire bijective est lineaire 

Soit / : E — <■ F un isomorphisme entre les espaces vectoriels E et F alors / -1 : F — ► E (qui existe car / est bijective) est 
aussi lineaire, c’est-a-dire / -1 e 5£ (F, E) . 

Demonstration Soient x,x' e E et y,y' e F tels que y = f(x) et y' = f(x’). Soient a, a' e K. On a : 


/ 1 (uy + cx'/) 


f 1 [af{x) + a’f[x')) 

/ _1 (/(ax + a 1 ^)) car / est lineaire 
ax + a'x' 


ar'M+a'rV) 


et f 1 est bien lineaire. 


Corollaire 23.23 O (GL(E),o) est un groupe 

Le couple (GL(E),o) est un groupe (en general non commutatif) d’element neutre Id e. On Fappelle groupe lineaire de 

E. 


Demonstration En utilisant la propriete precedente, on verifie facilement que GL(E) verifie les axiomes d’un groupe. 

I Remarque 23.15 Pour prouver qu’une application / : E — > • E est bijective on utilise souvent la propriete suivante / est 
bijective si et seulement s’il existe g : E — ► E telle que f°g-g°f- We- Dans ce cas, g — / -1 . 

Exemple 23.22 Soient un R-espace vectoriel E et un endomorphisme u e L(E) verifiant : u 3 + u 2 +2id|; = 0. Montrons que 
u e GL(E) et determinons son inverse iC 1 . En utilisant la linearite de u. l’egalite se factorise e u u o [-i [u 2 + //) ] = i d ]- 
ou encore [u 2 + u) o u- Me. Done u est inversible et u~ l = — | ( u 2 + u). 


23.5 Equations lineaires 

23.5.1 Definitions 

On va expliquer dans cette section que Pensemble des solutions d’un systeme lineaire ou d’une equation differentielle 
lineaire sont equipes d’une meme structure. 


Definition 23. 13 Equations lineaires 

On appelle equation lineaire une equation de la forme u (x) - b ou : 

- u est une application lineaire definie entre un K-espace vectoriel E et un IK-espace vectoriel F : u e 5£ (E,F). 

- b est un vecteur de F appele second membre de V equation. 

- L’inconnue x est a valeurs dans E. 


Exemple 23.23 

- Soient E = K", F = K m , x = (jci,. . . ,x n ) et b- (b\,...,b m ). Soit 

F 

/ a\\X\ + . . . + a\„x n 1 
a2lXt + . . . + a2 n x n 

V a ml x l E . . . + a m n x n J 

Alors u est lineaire et l’equation u{x)-b est equivalente au systeme d’equations : 


(X| x n ) 


fluxi + . . . + a\ n x n — b\ 
a 2 \ x \ + . . . + a 2 n x n = ^2 


a m i A) + ... + a mn x n — b n 
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- Soient E = (R,[R), F = 'rf 0 (R,IR), a, be 'tf 0 (05, [R) et 


0 : 


E — » F 

(p > — * ap ' + bp 


Soit c e F. L’ equation lineaire 0 (ip) = c d’inconnue <p e *€ 1 (05, C) est une equation differentielle du premier degre. 
- Soient E = c € 2 (05, C), F = 5o 0 (05, C), a,b,c e C et 


Soit deF. L’ equation lineaire 0(tp) = c d’inconnue tp e 5? 2 (05, C) est une equation differentielle du second degre a 
coefficients constants. 

23.5.2 Structure de l’ensemble des solutions 


Proposition 23.24 Structure de l’ensemble des solutions d’une equation lineaire 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, u £ 5£ (E,F) et b e F. On note Sf l’ensemble des solutions de 1’ equation lineaire 
u{x)-b et ,5*o 1’ ensemble des solutions de 1’ equation sans second membre :u[x) = 0. On a : 

- ,5*o est un sous-espace vectoriel de E (et done Sf\ b est non vide !). 

- Si S / 0 et si xq e S alors S = {xq + h \ he Sol = Xo + So 


Demonstration L’ensemble 5% est le noyau de u, e’est done un sous-espace vectoriel de E d’apres le theoreme 23.16 page 858. 
Soit xq e S, e'est-a-dire un element xq de E tel que u(x o) = b. Montrons que S = {xq + h \ h e Sol- Pour ce faire, effectuons un 
raisonnement par double inclusion : 

S Soit x e S. Alors u(x-xq) = u[x)-u (jco) = b - b = 0. Done x - xq = h e So et x = xq + h avec he Sq et x e xq + So- 
Soit he So- On a u[x q + li) = u(xq) + u(h) ~ b et done xq + h e S. 

Remarque 23.16 Autrement dit, toute solution d’une equation lineaire est la somme d’une solution de 1’ equation 
homogene associee et d’une solution particuliere de 1’ equation lineaire. Les theoremes 5.6 page 202 et 5.16 page 213 
du chapitre 5 sont des cas particuliers de ce theoreme. On retrouvera ce theoreme dans le cas des systemes lineaires au 
chapitre 25 section 25.1 1, proposition 25.56 page 981. 

23.6 Projecteurs et symetries 

E designe la encore un K-espace vectoriel. 

23.6.1 Projecteurs 



F 

cup" + bp’ + cp 


Ker u 



E 


F 


Figure 23.2 - Equation u(x) = b 
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Definition 23.14 Projecteurs 

Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels supplementaires de E : E = Ei ©E2. Pour tout x e E, il existe done un 
unique couple (xi, X2) e Ei x E2 tel que x — x\ + xz- Soit 

( E — ► E 

P [ X- X1+X2 ' * X] 

L’ application p est bien definie et est appelee projecteur de E sur Ei parallelement d E2. 

Proposition 23.25 Proprietes des projecteurs 

Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels supplementaires de E : E = Ei © E2 et soit p le projecteur de E sur Ei 
parallelement a E2 alors : 

1 p est lineaire : p e 5 £ (E). 

2 Kerp = E2. 

3 Imp = Ei. 

4 p (x) = x <=> x e Ei (Ei est l’ensemble des vecteurs invariants par p). 


Demonstration 

1 Soient x = xi + X2 e Ei ® E2 = E et x' = x'j + e Ei ® E2 = E ainsi que deux scalaires a, a' e K . On a : 

ax+a'x 1 = (axi + c/xj) + (ax2 + u'x' 2 ) e Ei ® E2. 


eEi eE2 


ce qui prouve que p est lineaire. 

2 Soient x = xi + X2 e Ei ® E2 = E . On a : 


Par consequent : Ker p = E2 . 

3 Soient x = xi + X2 e Ei ® E2 = E . On a : 


p[ ax + a'x') = axi+axj 

= ap(x) +a'p[x') 


p (x) = 0 <=> xi = 0 x = X2 <=> x e E2. 


xelmp <=> 3x ; = xj +X2 e Ei ®E2 : x=p[x') 

<=> x = Xj e Ei 
<=> xeEi. 


Done Imp = Ei. 

4 Soit x = xi + X2 e Ei ® E2 = E. On a : 


p (x) = x <=> x = xi <==> x e Ei 
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Proposition 23.26 Caracterisation des projecteurs 

Soit p e ££ (E). Alors p est un projecteur si et seulement si | po p = p | (c’est-a-dire si et seulement si p est idempotente). 
Dans ce cas, p est le projecteur sur Ker p parallelement a Im p. 


Demonstration 

H Si p est un projecteur et si x e E, alors en appliquant la proposition precedente, p(x) e Ej ef comme Ex est stable par p, 
p [p (x)) = p (x). Done po p = p. 

E Reciproquement, si p est un endomorphisme de E verifiant p ° p = p : posons Ex = Im p et E2 = Ker p et montrons que ces 
deux sous-espaces vectoriels de E sont supplementaires dans E. 

- Soit x e Ei n E2. Alors, on a a la fois p (x) = 0 car x e E2 = Ker p et x = p (x') oil x' e E car xeEi = Imp. Par consequent : 
0 = p (x) = p [p (x')). Mais comme po p = p, on a p (p (x')) = p (x') = x et done x = 0, ce qui prouve que Ex et E2 sont en 
somme directe. 

- Soit x e E. On a : 

x = p (x) + (x- p (x)) 

~X] =X2 

et x 1 e Ej (car x\= p (x) e Imp) et X2 e E2 (car p(x 2) = p (x- p (x)) = p(x) - p 2 (x) = p(x) - p(x) = 0). Par consequent : 
E = Ex + E2 

Done E = Ei ® E2. Si x = xx + X2 e Ex ® E2 = E, comme x\ e Ex . p (xi) = xi et comme X2 e E2 . p (X2) = 0. Par linearite de p, 
p (x) = p (xi) + p (X2) = xi . p est done bien le projecteur de E sur Ei parallelement a E2. 


Proposition 23.27 

Si E = Ex © E2, si p est le projecteur de E sur Ex parallelement a E2 et si q e 1 . (E) alors on a equivalence entre : 

1 q est le projecteur de E sur E2 parallelement a Ex. 

2 I p + q = id E | 


Demonstration 

- Supposons que q est le projecteur de E sur E2 parallelement a Ex . Si x = x\ + X2 e Ex ® E2 alors p (x) = xi et q (x) = X2 . Done 
x = p (x) + q (x) ef on a bien p+ q = idg. 

- Reciproquement, si p + q = idg et si x = xi + X2 e Ex ® E2 alors q(x) = x - x\ = x 2 done q est le projecteur de E sur E2 
parallelement a Ex. 


23.6.2 Symetries 



FIGURE 23.4 - Symetrie par rapport a Ex parallelement a E 2 


Definition 23.15 ^ Symetries 

Soient Ex et E2 deux sous-espaces vectoriels supplementaires de E : E = Ex ffi E2. Pour tout x e E, il existe done un 
unique couple (jq, X2) £ Ex x E2 tel que x-x\+X2- Soit 

I E — » E 

'l X = Xx + X2 1 * Xx - X2 

s est bien definie et est appelee symetrie par rapport a Ex parallelement a E2, ou plus simplement symetrie. 
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Proposition 23.28 9 ? Proprietes des symetries 


Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels supplementaires de E : E = Ei ffi E2 et soit s la symetrie par rapport a Ei 

parallelement a E2, alors : 


1 L’ application s est lineaire : s e , ( £ (E) . 


2 Si p est le projecteur de E sur Ei parallelement a E2 alors 

^ J. 

3 .s' est involutive, c’est-a-dire : s° s- We. 



Demonstration Soit p le projecteur de E sur Ei parallelement a E2. Soit x = x\ + X2 e Ei © E2 = E. On a : p (x) = x\ et 


( 2 p- We) (x) = 2 p (x) - x = 2 x\ - (xi + X2) = xj - X2 = s (x) 

ce qui demontre le second point. Comme p est lineaire et qu'une combinaison lineaire d ’ applications lineaires est lineaire, s est 
lineaire et le premier point est aussi demontre. Enfin, en utilisant la linearite et V idempotence de p : 

sos = [ 2 p - We) o ( 2 p -We) 

= 2po(2p-W E )-(2p-W E ) 

= 4 p 2 - 2 p - 2 p + ld E 

= 4 p — 4 p + ld E 
= We 

et le troisieme point est demontre. 


Proposition 23.29 V Caracterisation des symetries 


Soit s £ 5 £ (E). Si s est involutive, c’est-a-dire si 


sos - Id E I. alors s est la symetrie par rapport a Ei = Ker (5 - We) et 


parallelement a E2 = Ker (5 + We)). 


Demonstration Supposons que s est lineaire et involutive. Posons Ex = Ker (5 - We) et E2 = Ker [s + We) . Montrons que ces deux 
sous-espaces vectoriels de E sont supplementaires dans E. 

- Soit x e Ei n E2 . On a done : s (x) - x = 0 et s (x) + x = 0 . Soustrayant ces deux egalites, on obtient x = 0 , done Ei et E2 sont en 
somme directe 

- Soit x e E. On a : 

1 1 

X— — [s (x) — x) + — (s (x) + x) 

€Ei EE2 

et done E = Ej +E2. 

On en deduit que E = Ei ® E2. De plus, si x = xi + X2 e Ei ® E2 = E alors : comme xi e Ei, on a ; s(xi) = xi et comme X2 e E2, on 
a aussi : s(x 2) = -X2. Par linearite de s, on en deduit que : i(x) = s(xi) + s(x 2) = x\- X2- V application s est done bien la symetrie 
par rapport a Ei et parallelement a E2 
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En resume 

1 Les differentes definitions de ce chapitre doivent etre connues avec la plus grande precision. 

2 Vous devez etre capable de donner differents exemples d’espace vectoriels, de sous-espaces vectoriels, de sous- 
espaces supplementaires. II faudra passer du temps a reprendre les differents exemples de ce chapitre. 

3 Les notions de projecteurs et symetries doivent etre bien assimilees. 

4 Ne vous decouragez pas. Les premiers pas en algebre lineaire sont souvent difficiles. Le temps et le travail aidant, 
ces nouvelles notions vont vite s’eclaircir. 
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23.7 Exercices 


23.7.1 Espace vectoriel 

Exercice 23.1 V 

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels sur IK ? 
1. (R*,®,®) oit ; 


j I’ xl* — . R* 

( [a,b) > — * a®b-ab 

j R x R* — ► R* 

' j (A, a ) > — * A ® a — a A 


2. (R 2 ,®,®)ou: 


J R 2 x R 2 
l [(a,b),(a',b')) 


I R x R 2 
( (A ,{a,b)) 


R 2 

(a, b ) © [a', b ') - [a+ a',b+ b ') 

- R 2 

- A ®{a,b) = (Xa,b) 


Solution : 

1 . Verifions les differents axiomes. 

(a) © admet 1 comme element neutre et si a, be R* , il est clair que a © b~ 1 e R* . Done R* est un sous-groupe 
du groupe commutatif (R*, x) et (R* , ®) admet alors bien une structure de groupe commutatif. 

(b) Soient a, |3 e R et x, y e R* . On verifie que : 

i. (a+ p) ® x — x a+ P = x a xP - a® jc® p® x 

ii. (a x p) ® x — x a P = (xP) a = a ® (p ® x) 

iii. a ® (x © y) — [xy) a = x a y a = a®x®a®y. 

iv. 1 ® x — x 1 = x. 

2. La loi externe n’est pas distributive. En effet (1 + 2) ® (1,2) = (3,2) et 1 ® (1,2) ©2 ® (1,2) = (1,2) © (2,2) = (3,4). 


23.7.2 Sous-espace vectoriel 

Exercice 23.2 V 

On considere E = (R,R) F ensemble des fonctions continues definies sur R et a valeurs dans R. Indiquer parmi les 

ensembles suivants lesquels sont des sous-espaces vectoriels de c &° (R, R) 

1. L’ ensemble Fi des fonctions polynomiales de degre n oil ne N. 

2. L’ ensemble F 2 des fonctions polynomiales de degre au plus n ou neN et a coefficients dans R. 

3. L’ ensemble F 3 des fonctions derivables sur R. 

4. L’ ensemble F 4 des fonctions f verifiant telles qu ’il existe k e R tel que f est k-lipschitzienne. 

5. L’ ensemble F 5 des fonctions f derivables sur R telles que f (0) = 1 

6. L’ ensemble F 6 des fonctions f derivables sur R telles que f (0) = 0 

7. L’ ensemble F 7 des fonctions f e (R) solutions de y' - y - 0. 

8. L’ ensemble Fs des fonctions f e (R) solutions de M t e R, y'(r) - y(t) - t. 

Solution : 

1. L’ ensemble Fi est clairement une partie de E car toute fonction polynomial est continue sur R. Elle ne contient 
parcontre pas la fonction nulle carle polynome correspondantest de degre - 00 . Ce n ’est done par un sous-espace 
vectoriel de E. 

2. L’ ensemble F 2 est clairement une partie de E. Il est evident que F 2 est non vide et qu ’une combinaison lineaire de 
polyndmes de degre ;= n est encore un polynome de degre ^ n done F 2 est un sous-espace vectoriel de E. 

3. Toute fonction derivable sur R est continue sur R done F 3 c E. F 3 est par ailleurs non vide et une combinaison 
lineaire de fonctions derivables est encore derivable done F 3 est un sous-espace vectoriel de E. 
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4. Toute fonction k-lipschitzienne est continue (et meme uniformement continue) sur IR done F4 est bien une partie 
de E. Si on considere une fonction f\ k\ -lipschitzienne et une fonction / 2 k 2 -lipschitzienne sur IR avec k\ , /c 2 e IR* 
et si ai , a 2 e IR alors, pour tout x, x' e IR, on a, par application de 1 ’inegalite triangulaire : 

|(ai/i +a 2 / 2 ) (x) - (ai/i +a 2 / 2 ) (x')| ^ (|ail k\ + |a 2 | k 2 )\x-x'\ 

et done ai/i + a 2 / 2 est |ai | k\ + |a 2 | k 2 -lipschitzienne. F4 est done bien un sous-espace vectoriel de E. 

5. La fonction nulle n ’est pas element de F5 done F5 n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

6. L’inclusion de F6 dans E est evidente car toute fonction derivable sur IR est continue sur IR. F6 est clairement 
non vide, la fonction identiquement nulle en est un element. Par ailleurs, une combinaison lineaire de fonctions 
derivables nulles en 0 est encore derivable et nulle en 0 done F6 est bien un sous-espace vectoriel de E. 

7. F7 est non vide car la fonction nulle sur IR est '7? 1 sur IR et solution de l’equation differentielle y' - y - 0. Toute 
fonction 'Ll 1 sur IR est continue sur IR done F7 est bien une partie de E. On verifie de plus que toute combinaison 
lineaire de fonctions 7? 1 sur IR solutions de T equation differentielle est encore sur IR et solution del’ equation 
differentielle. F7 est done un sous-espace vectoriel de E. 

8. La fonction identiquement nulle n ’est pas solution de y' - y — tdonc Fa n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


Exercice 23.3 S? 

Soit H = (IR, IR) l’espace vectoriel des fonctions definies sur IR a valeurs dans IR. Les parties suivantes sont elles des 
sous-espaces vectoriels de J^(IR,[R). 

1. L’ ensemble Fi des fonctions bornees sur IR. 

2. L’ ensemble F 2 des fonctions monotones sur IR. 

3. L’ ensemble F3 des fonctions qui s’annulent au moins une fois sur IR. 

4. L’ ensemble F4 des fonctions qui ne s’annulent jamais sur IR. 

5. L’ ensemble F5 des fonctions qui s ’annulent une infinite de fois sur IR. 

6. L’ensemble F6 des fonctions qui valent 0 en 1. 

7. L’ensemble F7 des fonctions qui valent 1 en 0. 

8. L’ensemble Fa des fonctions derivables sur IR. 

9. L’ensemble Fg des fonctions paires sur IR. 

10. L’ensemble F10 des fonctions T -periodiques ou T est un reel strictement positif fixe. 


Solution : 

1. Une combinaison lineaire de fonctions bornees est bornee. Fi est non vide done Fi est un sous-espace vectoriel 
de E. 


2. On considere les fonctions f \ : 


et/ 2 : 


. f\ et / 2 sont monotones (croissantes) mais 


ce n ’est pas le cas de f\ - / 2 comme on peut le verifier facilement. F 2 n ’est done pas un sous-espace vectoriel de 
E. 


3. On considere les fonctions f \ : 


et/ 2 : 


x- 1 


. /1 et / 2 s’annulent toute deux au moins 


une fois sur IR mais ce n’est pas le cas de / 2 - f\. Done F3 n’ est pas un sous-espace vectoriel de E. 
4. La fonction nulle n ’est pas element de F4 done F4 n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


5. Les fonctions f\ 


-\ 


et fz 


1 s’annulent une infinite de fois sur IR mais ce 
> — * sin x - | 

n ’est pas le cas de f\ - / 2 = | . F5 n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

6. On montre facilement que F6 est un sous-espace vectoriel de E. 

7. La fonction nulle n ’est pas dans F7. Ce n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

8. Une combinaison lineaire de fonctions derivables est derivable et Fg est non vide done F'b est un sous-espace 
vectoriel de E. 

9. Fg est non vide. Si f et g sont deux fonctions paires et si a, (i sont deux scalaires reels alors, pour tout xelR: 

(a/ + |3g)(-x) = (a/ + |3g) (x) 


et done Fa est stable par combinaison lineaire. On en deduit que e’est un sous-espace vectoriel de E. 

1 0. On verifie facilement que F10 est non vide et qu ’une combinaison lineaire de fonctions T -periodiques est encore 
T -periodique. F10 est done un sous-espace vectoriel de E. 
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Exercice 23.4 

On note E = & ([0, 1] ,R) 1’ ensemble des fonctions definies sur [a, b] a valeurs dans 1. Les parties suivantes sont-elles 
des sous-espaces vectoriels de E ? 

1. Fi = {/ e ([0, 1 ] ,R) I f (0) = f ( 1 )} 3. F3 = {/e^°aO,l],R) I f 0 1 f(t)dt=lj 

2. F 2 = {/eSg’ 0 ([0,l],R) | Vx e [0, 1] , f> 0}. 4. F 4 = j/e ([0, 1] ,R) | /q 1 / (r) df = o| 


Solution : 

1. L’ ensemble Fi est clairement un sous-ensemble de E. Fi est non vide car il contient la fonction nulle. Soient 
/, g e Fi , a.fjeR. On combinaison lineaire de fonctions 0 1 sur [0, 1] est encore C 6 1 sur [0, 1] et (a/ + Pg) f (0) = 
(a/ + Pg) f (1). Fi est done bien un sous-espace vectoriel de E. 

2. Une combinaison lineaire de fonctions positives n’est pas forcement positive. II s’ensuit que F 2 n ’est pas un 
sous-espace vectoriel de E. 

3. L’integrale entre 0 et 1 de la fonction nulle est nulle. Cette fonction n’est done pas element de F3 et F3 ne peut 
etre un sous-espace vectoriel de E. 

4. L’ ensemble F4 est clairement une partie non vide de E. De plus, une combinaison lineaire de fonctions d' inte- 
grates nulles est d’integrale nulle et si f,g eF 4 , a, |3 £ R alors, par linearite de l’integrale : /J (<xf + (>gj (t) df = 
a fd fit) df + p fd git) df = 0. F 4 est done bien stable par combinaison lineaire et e’est bien un sous-espace vec- 
toriel de E. 


Exercice 23.5 V 

On note H = .9 1 (!) l’espace vectoriel des suites reelles. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces 
vectoriels de SC (R) ? 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 


Fi = {On) £ SC (R) | 
F 2 = {On) £ SC (R) | 
F 3 = {On) E SC (R) | 
F 4 = {On) £ SC (R) | 
F5 = {{u n )eSC{ R) 


( u n ) est bornee } 

On) est monotone } 

(u n ) est convergente } 

( u n ) est convergente vers 0} 

| On) est convergente vers / } 


oil l est un reel fixe non nul. 

6 . F 0 = {On) R) I (w«) est divergente } 

7. F 7 = {0„) £ SC (R) | On) est geometrique } 

8. Fg = {(t<n) E SC (R) | (u n ) est geometrique de raison a } 

ou a est un reel fixe. 


Solution : 

1. Une combinaison lineaire de suites bornees etant encore bornee, on verifie facilement que F| est un sous-espace 
vectoriel de E. 

2. En considerant par exemple les suites On) et On) de terme general u n - n 2 et v n = 4n - 1 on verifie que On) 
et On) sont croissantes mais que u n - v n n’est pas monotone (il suffit de calculer les 4 premiers termes de cette 
suite). F 2 n ’est done pas stable par combinaison lineaire et ne forme done pas un sous-espace vectoriel de E. 

3. L’ ensemble F3 est clairement une partie non vide de E. Par le theoreme d ’operations sur les limites, on sait qu ’une 
combinaison lineaire de suites convergentes est encore convergente. Done F3 est un sous-espace vectoriel de E. 

4. L’ ensemble F 4 est une partie non vide de E. Parle theoreme d’ operations sur les limites, on sait qu'une combinai- 
son lineaire de suites convergentes vers 0 est encore convergente vers 0. Done F3 est un sous-espace vectoriel de 
E. 

5. La suite nulle ne converge pas vers I C- 0 et done F5 ne peut etre un sous-espace vectoriel de E. 

6. La suite nulle n ’est pas divergente et done n ’ appartient pas a F6 qui ne peut du coup etre un sous-espace vectoriel 
de E.. 

7. Une combinaison lineaire de suites geometriques n’est pas forcement geometrique done F7 n’est pas un sous- 
espace vectoriel de E. 

8. L’ ensemble Fj ( est une partie non vide de E. On verifie facilement qu ’un combinaison lineaire de suites de raison 
a est encore une suite geometrique de raison a et F;j est done un sous-espace vectoriel de E. 


Exercice 23.6 O 

Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R 2 ? 
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1. Fi = {(x,y) e IR 2 | 2x+ y 3= 0} 

2. F 2 = {(x,y)elR 2 | x 2 + y 2 = l} 


3. F 3 = {(yy)El 2 [y^} 

4. F 4 = {(x,y) e IR 2 | x- 2y = 3} 


Solution : Rappelons qu 'une panic de IR 2 est un sous-espace vectoriel de K 2 si et seulement si c’est le singleton {0}, 
une droite vectorielle ou IR 2 tout entier. 

1. Le couple (0,1) est element de Fi mais ce n’est pas le cas du couple (0,-1) qui lui est pourtant colineaire. Fi n’est 
done pas stable par combinaison lineaire et ce ne peut etre un sous-espace vectoriel de IR 2 . 

2. Le couple nul (0,0) n’est pas element de F 2 et done F 2 ne peut etre un sous-espace vectoriel de IR 2 . 

3. On verifie facilement que F 3 est une partie non vide de IR 2 . Si (x,y),(x',y') e F 3 et si a, (i e IR alors on verifie 
facilement que ax+|)x' = ay+|3y' et done que a (x, y) + (’> (x', y') e F 3 . F 3 est done un sous-espace vectoriel de R 2 . 

4. Le couple nul (0,0) n’est pas element de F 4 et done F 4 n’est pas un sous-espace vectoriel de IR 2 . 


Exercice23.7 

Soient F = {(x,y, z) e IR 3 | x+ y + z = 0} et G = {(s- t, s+ t, t) e IR 3 | s, t e IR}. 

1. Montrerque F et G sont des sous-espaces vectoriels de IR 3 . 

2. Determiner F n G. 


Solution : Rappelons qu’une partie de IR 3 est un sous-espace vectoriel de IR 3 si et seulement si c’est le singleton {0}, 
une droite vectorielle, un plan vectoriel ou IR 3 tout entier. 

1. F est une partie non vide de IR 3 . Si (x, y, z) , (x', y', z') eF et si a, () e IR alors on verifie facilement que le triplet 
a (x, y, z) + () (x', y', z') verifie 1’ equation x+y+z-O.L est done stable par combinaison lineaire et forme un sous- 
espace vectoriel de IR 3 (on aura reconnu que F est un plan vectoriel de l’espace). On verifie aussi que G est un 
sous-ensemble non vide de IR 3 et si (s- t,s+ t, t ) et (s' - t', s' + t', t') sont deux elements de G (avec s,s' ,t,t' eU) 
et si alors cx, (3 e IR alors : 

a(s- t, s+ t, t) + p (s' - t' , s' + t' , t') = (S - T,S + T,T) 


avec S = as + (’«' etT = ott + fit' et done G est aussi stable par combinaison lineaire (On aura la encore remarque 
que G est un plan vectoriel de l’espace). 


2 . 


Pour determiner F n G il suffit de resoudre le systeme < 


x+ y + z = 0 
x-s-t 
y= s+ 1 


et on obtient comme ensemble solution 


celui parametre par : < 



z — t 


(on reconnait V equation parametree d’une droite vectorielle). 


Exercice 23.8 W 

On considere un IK -espace vectoriel E et un sous-espace vectoriel A de E. On suppose que A ^ { 0 1 , } et A E. Montrer 
que la partie B = (E \ A) u {0[ } n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


Solution : Par l’absurde, supposons que B est un sous-espace vectoriel de E. Soient a e A et b e B deux vecteurs 

non nuls. Posons x- a+b. Comme E est un espace vectoriel, x est element de E et comme E = Au B, soit xeA, soit 
x e B. Si xe A alors b-x-aest element de A car A est un sous-espace vectoriel. Mais A n B = {0} done b - 0 ce qui 
est contradictoire avec notre hypothese de depart. De me me, si x e B alors a - x - h e B et a - 0 ce qui est aussi une 
contradiction. En conclusion, B ne peut etre un sous-espace vectoriel de E. 


23.7.3 Operations sur les sous-espaces vectoriels 

Exercice 23.9 O 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un IK -espace vectoriel E. Montrer que : 

FnG = F + G<=> F = G 
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Solution : 

- | => | Soit x e F. Alors x=x + OeF+G=FnG. Done xeG. Ce qui prouve que FcG .On montre de la meme fagon 
que GcFet done que F = G. 

_ [IT] Trivial. 


Exercice 23.10 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Montrer que F u G est un sous-espace vectoriel 
de E si et seulement siFcGouGcF. 


Solution : 

- | => | Supposons que F G et que G F. On peut alors trouver deux vecteurs non nuls xeF\GetyeG\F. x + y ne 
peut etre element de F u G : sinon on aurait x + y e F (ou x + y e G) et done, F etant stable par combinaison lineaire 
y = x+y-x serait element de F (on fait le meme raisonnement si x+yeG) ce qui n’ est pas possible par hypothese. Par 
consequent F u G n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. La premiere implication est a insi prouvee par contraposee. 

- [IT] Trivial. 


Exercice 23.11 

On considere un K-espace vectoriel E, et Ton note HE) T ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E. On se 
donne un sous-espace vectoriel V e '¥{¥.) et Ton definit 1 ’ application 


(7(E) — * Y[ E) 

^ = 1 X — Xn V 


Montrer que 


(i) cpv injective <=> (ii) cpv surjective <=^> (Hi) V = E 


Solution : 

1. (i) ==> [Hi) : il suffit de prendre Xi = E et X 2 = V. Alors comme tp(Xi) = tp (X 2 ) = V et que ip est injective, 
Xi = X 2 , e’est-a-dire V = E. 

2. [iii) => [i) : le resultat est clair car dans ce cas q>E- id. 

3. [ii) ==> [iii) : comme EeV[E) et que (p est surjective, il possede un antecedent X e Y (E) et l’egaliteXn V = E 
n ’est possible que si V = E. 

4. [i i ) ==> [i) : clair car dans ce cas tpE = id. 


Exercice 23.12 V 

On considere un IK -espace vectoriel E , etl ’on note V 1 ’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E. On se donne 
un sous-espace vectoriel V e 'V et Ton definit V application 

( 7(E) — Y[E) 

,pv: i X — x + v 


Montrer que 


[i) cpv injective [ii) cpv surjective <=^> [i i i) V = {Og} 


Solution : 

1. [iii) =^> [i)et[iii) [ii) sont claires puisque si V= {OeI, ipv = idy(E). 

2. ( i ) ==> [i i i) : par l’absurde, si V ^ {OeK il existe v eV tel que v / Oe- En prenant Xi = {OeI et X 2 = Vectiy), on 
aboudt a une contradiction car ip (Xi) = V = ip (X 2 ). 

3. [ii) => [iii) : par l’absurde, si V 4 {OeI, il existe i> eV avec v Oe- En posant Y = {0}, on ne lui trouve pas 
d ’an teceden t par cpv . 


Exercice 23.13 W 

Soit un K-espace vectoriel E et quatre sous-espaces vectoriels A, B, C et D de E. Montrer que 

1. An(B + C) =AnB + AnC. 3. An (B + (An C)) = (An B) + (An C). 

2. A + (B n (A + Q) = (A + B) n (A + C) ; 4. AnB = CnD => (A+ (Bn C)) n (A+ (BnDj) = A ; 
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Solution : 

1 . Considerons ze AnB + AnC. II existe x e A n B etyeAnC tels que z = x + y. Mais comme x,y e A et que 
A est un sous-espace vectoriel, ze A. Comme x e B et y e C, z-x+yeA + C. En conclusion, z e An (B + C). 
Reciproquement, si z e An (B + C) alors ze A et il existe x e B et y e C tels que z — x + y. 

2. D’apres la question precedente, (A+B)n (A+C) = An A+ AnC + BnA+BnC = A+ AnB + AnC + BnC = A+BnC 
car A est un sous-espace vectoriel et AnB, An Cc A. De meme, A+ (Bn (A+C)) = A+(AnB + BnC)=A+BnC. 
On en deduit 1 ’egalite. 

3. Toujours d ’apres la premiere question An(B+(AnC)) = AnB + AnAnC = AnB + AnC etAn (B + (A n C)) = 
(A n B) + (A n C) . 

4. Supposons que An B = C n D. Alors 

(A+ (B n Q) n (A+ (B n D)) = An A+ AnBnD + Ar+B nC + B n CriD = A+ C n D + An B = A+ An B = A 

CnD CnD AnB 

car A est un sous-espace vectoriel et que AnBcA. 


Exercice 23.14 W 

Soit un K -espace vectoriel E et trois sous-espaces F, G et H de E. On suppose que 

f F+G=F+H 
< FnG=FnH 
(GcH 


A-t-on toujours G = H ? 


Solution : Montrons que G = H. On suit deja que GcH .11 suffit done de montrer V inclusion reciproque. Soit he H. 
Alors /ieF + EI = F + G. Done il existe f e F et g e G tels que h-f + g. Mais comme f = h- g, que h - g eH (car 
dell, g e G c H et H est un sous-espace vectoriel) alors / eFnH = FnG. Done feGeth-f+geF. Ce qui prouve 
que HcF . En conclusion FI = G. 


23.7.4 Sous-espace vectoriel engendre par une partie 

Exercice 23.15 V 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les decrivant sous la forme Meet (J?) : 

1. Fi = {(x,y) e [R 2 | x- y — 0} 

2. F 2 = {[x, y) e IR 2 | 2x— y — 0} 

3. F 3 = {( f, — 2 f) | teR] 

Solution : 

1. Fi = {(jc, y) e R 2 | x - y - 0} - {[x, x) e R 2 \ ieR} = Vect ((1, 1)) 

2- F 2 = {(x, y) e R 2 | 2x— y — 0} = {( x,2x ) e K 2 | x e R} = Vect ((1,2)) 

3. F 3 = {(f,-2f) | teR} = Vecf((l,-2)) 


Exercice 23.16 V 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les decrivant sous la forme Vect {.'A- ) : 

1. Fi = {[x, y, z) e US 3 | x+ y- z — 0} 4. F 4 = F n G avec F = {[x,y, z) e R 3 | x— y- 2z = 0} 

2. F 2 = {(2s+ t,s- t,s+ t ) | (s,t)eK 2 } et G = {[x,y, z) e IR 3 | 3x-y-z = 0} 

3. F 3 = {[x,y, z) e U 8 3 | x- y+ z — 0 et x+y-z- 0} 5. F 5 = {(2t,3t, f) | t£ 05} 


Solution : 

1 . Fi = {[x,y,z) e IR 3 [ x+ y- z - 0} = {(x,y,x+ y) e K 3 | x, y e 05} = {x(l,0, 1) + y (0, 1, 1) e IR 3 | x,y e K} = 
Vecf((l, 0,1), (0,1,1)). 

2. F 2 — ( (25 + t, s — t, s + t) | (5, t) e IR 2 } = {s(2, 1,1) + t(l, -1,1) | (s, t) £ IR 2 } = Vect ((2, 1, 1) , (1,-1, 1)). 

3. F 3 = {(x, y, z) e IR 3 | x - y + z = 0 et x + y- z = 0} = {(0,y,y) e K 3 | y e IR} = Vect ((0, 1, 1)). 
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4. F 4 - \[x,y,z] eU 3 \ x- v -2z- 0}n\{x,y,z] eU 3 \ 3x- v- z - 0} - \{x,y,z) eU 3 \ x- y -2z - 0 et 3 x—y—y. 

= {(x,5x,-2x) eR 3 | xeR} = Vecf ((1,5, -2)). 

5. F 5 = {(2t,3t, f) | fER} = Vecf((2,3,l)). 


= 0 } 


Exercice 23.17 V 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les decrivant sous la forme Vect(.'L) : 


1. Fi - K 2 [X] 5. F 5 = {Pe R 4 [X] [ P (1) = P(2) = 0} 

2. F 2 = {P e K 3 [X] | P (1) = 0} 6. F 6 = {P e K 2 [X] | P' = 0} 

3. F 3 = {P' | P e R„ [X]} ou n e N 7. F 7 = {P e K 3 [X] | P" = 0} 

4. F 4 = {a(X 3 - l) + b[X 2 - 2) + c(X+ 4) | [a, b, c) £ IR 3 } 8 . F 8 = {peIR 2 [X] | f 3 P (f) dt = o} 

Solution : 

1. Fi = R 2 [X] = Vecf (X 2 ,X, l). 

2. F 2 = {P e U 3 [X] | P (1) = 0} = {(X- 1)P | P e R 2 [X]} = Vecf((X- 1)X 2 , (X- 1)X, (X- 1) l) . 

3. F 3 = {P' | P e R„ [X]} = R„_i [X] = Vecf (l,X, . ...X"- 1 ). 

4. F 4 = {a (X 3 -l) + b (X 2 - 2) + c (X + 4) | (a.fo.c) e R 3 } = Vecf(X 3 - 1,X 2 -2,X+4). 

5. F 5 = {PeK 4 [X] |P(1) = P(2) = 0} = {(X-1)(X-2)P|PeR 2 [X]} 

= Vecf (X 2 (X- 1) (X- 2) ,X(X- 1) (X- 2) , (X- 1) (X- 2)). 

6. F 6 = {PeR 2 [X] |P' = 0}=Vecf(l). 

7. F 7 = {P e R 3 [X] | P" = 0} = {aX + b\a,beU} - Vect[X, 1). 

8 . Soit P = aX 2 + bX + c e F 8 ou a,b,c eR. On a : fg P (f) d t — 0 si et seulement si 2a + 3b + 6c = 0 . Done F 8 = 
{aX 2 + bX+c\ a,b,ceU et 2a + 3b + 6 c = 0} = jaX 2 + bX - § - §| a, b e k| = Vecf(X 2 - ±,X- 

Exercice 23.18 V 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les decrivant sous la forme Vect fiL) : 

1. Fi = {/ E (R,R) | y'-2fy = 0} 3. F 3 = {/ e Sg’ 2 (R, R) | f" + 2f + f=0} 

2. F 2 = {/E<tf 2 (R,R) I f" + ix ) 2 f - 0} ou weIR; 4. F 4 = {/ E Sg’ 2 (R, R) | /"-4/ = 0} 


Solution : 

1. Les fonctions solutions de y' - ty = 0 sont les fonedons ip a : 


t 2 ou a e R.Donc Fi = Vect(cpi). 


2. Les fonctions solutions de f" + u 2 / = 0 sont les fonctions tp a p : | 
Done F 2 = Vect (f >-► cos(<jjf) , t<-* sin (cot)). 

3. Les fonctions solutions de f" + 2 f + f — 0 sont les fonctions cp a p : 
F 3 = Vecf (f ^ e~‘, t te~ l ). 

4. On montre de meme que F 4 = Vect(t >->■ e 2t , t e _2f ). 


a cos (a) t) + p sin (w f) 


ou a,p e [ 


-t n ou a, B e R. Done 
t > — ► ae 1 + pte 1 K 


Exercice 23.19 r 2 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les decrivant sous la forme Meet (J?) : 

1. L’ ensemble F| des suites reelles constantes. 

2. L’ ensemble F 2 des suites arithmetiques. 

3. L’ ensemble F 3 des suites geometriques de raison 2. 

4. L’ ensemble F 4 des suites reelles nulles a pardr du rang 3. 


Solution : 



1. Fi=Vect((l)). 

2. F 2 = Vecf((l),(rc)) 

3. F 3 =Vecf((2”)) 

4. F 4 = Vecf ((1,0, 0, 0, .. 

), (0,1, 0,0,.. 

), (0,0, 1,0,...)) 
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Exercice 23.20 V 

Dans Vespa.ce vectoriel E = US 3 , on considere les vecteurs e\ = (1, 1,0) et e 2 = (1,2, 1). Determiner Vectfei , <? 2 ). 


Solution : On trouve que 

Vect(ei,e2) = l(x,y,z) e R 3 \ x- y + z- 0 ] 

C’est un plan vectoriel. 


Exercice 23.21 

On note E = {/ e ^(IR,IR) | 3(n,ip) e R 2 : Vx e R, /(x) = acos(x- cp)} Determiner une partie A de ,^(R,R) telle que 
E = Vect(A). 


Solution : Grace a la trigonometrie, on a les equivalences : 

ft E 

<=> 3(a,tp) e R 2 : Vx e R, /(x) = acos(x- cp) 

<=> 3(a,tp) eR 2 : VxeR, /(x) = acoscpcosx+ asincpsinx 

<=> 3a, p e R : Vx e R, /(x) = acosx + psinx 

Done E = Vect(cos, sin) . 


Exercice 23.22 

Soit E = 2P(K,R) le U-espace vectoriel des fonctions d'une variable reelle. On definit les systemes de vecteurs 
S = (x>-» l,x« cosx,x« cos2x) T = (x>-» l,x>-» cosx,x« cos 2 x). 

Montrer que Vect(S) = Vect(T). 


Solution : Comme pour tout xel, cos2x = 2 cos 2 x- 1, il est clair que x >-► cos2x e Vect(T). II s’ensuit que Vect(S) c 
Vect(T). De meme, pour tout xeR, cos 2 x = (1 + cos2x) 12 et done x >->• cos 2 x e Vect(S). Done Vect(T) c Vect(S). En 
conclusion Vect (S) = Vect (T) . 

Exercice 23.23 W 

Dans K 4 , montrer que les vecteurs ty - (1,0,0, 1) et V 2 — (2, 1, - 1, 0) engendrent le meme sous-espace vectoriel que les 
vecteurs V 3 - (3,1, -1,1) et 14 = (5,2, -2,1). 


Solution : Comme 03 = 14 + 14 et que 1/4 — v\ + 2 v 2 , il est clair que IJ3 et 14 sont elements de Vect{v\, ly). Done 

Vect(v 3 , 14) c Vect{v\, 02). On remarque de plus que 14 = 21/3 - V4 et que V2 - V4 — V3. Done de la meme fagon, 
Vect(v 1 , V2) c Vect(v 3 , 1/4). En conclusion Vect(v 1 , 14 ) = Vect (1/3, 14) 


Exercice 23.24 W 

Soit E un U-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On pose A = E \ F. 

1. Montrer que\/xeF,Vy eA, x+ y e A. 

2. En deduire que si F ^ E, alors Vect(A) = E. 


Solution : 

1. Soit x e F et y e A. Par l’absurde, si x+ y & A, alors x+ y e F et il existe f e F tel que x + y - f mais alors 
y — f — y e F (car F est un sous-espace vectoriel), ce qui n ’est pas possible. 

2. Supposons que F ^ E. Par consequent, il existe y e A. Montrons alors que E c Vect(A). Soit xeE. Si xe A, alors 
x e Vect(A) . Supposons done que x^ A. Alors xeF et d ’apres 1. , x + y e A. On ecrit alors 

x- (x + y) — y 

Et done x est combinaison lineaire des vecteurs (x + y) et y qui appartiennent a A. Par consequent, x e Vect(A) . 


Exercice 23.25 V 

Soient A et B deux parties d’un IK - espace vectoriel E. 

1 . Si AcB, montrer que Vect(A) c Vect(B) . 

2. Si F est un sous-espace vectoriel de E, montrer que Vect(F) = F. 

3. Montrer que Vect(Vect(A)) = Vect(A) . 
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Solution : 

1 . Comme Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A et que Vect(B) est un sous-espace vectoriel 
de E qui contient B et done A, on a forcement Vect(A) c Vect(B). 

2. De meme, comme F est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F done Vect(F) = F. 

3. On applique la question precedente avec F = Vect(A) . On obdent Vect(Vect(A)) = Vect(A) . 


Exercice 23.26 W 

Soient A et B deux parties d’un K-espace vectoriel E. Montrer que : 

Vect (AuB) = Vect (A) + Vect (B) 


Solution : 

-0 Vect (A) + Vect (B) est un sous-espace vectoriel de E qui contient A et B. II contient done Vect (A u B) . 

-0 Soit x e Vect (A) + Vect (B) . II existe xa E Vect (A) et xb e Vect (B) tels que x — xa + xb . Le vecteur xa est com- 
binaison lineaire de vecteurs de A, xb est combinaison lineaire de vecteurs de B. Par consequent x est combinaison 
lineaire de vecteurs de A et de vecteurs de B. Le vecteur x est done bien element de Vect (A u B) . 


23.7.5 Sous-espaces vectoriels supplementaires - Somme directe 

Exercice 23.27 V 

Soient F = {(s,0) | s e IR} et G = {(0, t) \ t e IR}. Prouver que F® G = IR 2 . 


Solution : Comme F -Vect (1,0) et que G - Vect (0,1), F et G sont des sous-espaces vectoriels de IR 2 . Si (x,y) e F n G 
alors y = 0 car (x, y) e F et x = 0 car (x, y) e G. Done Fn G = {0}. Si (x, y) e IR 2 , alors (x, y) = x (1, 0) + y (0, 1) et on a bien 
decompose (x, y) en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Done F + G-U 2 . En conclusion, F e G = R 2 . 


Exercice 23.28 r 2 

Soient F- {(s, t) e IR 2 | s + t = 0} et G = {(s, t) e IR 2 | s- t = 0}. Prouver que F©G = IR 2 . 


Solution : On verifie que F = Vect (1,-1) et que G = Vect(l, 1) done ce sont deux sous-espace vectoriels de IR 2 . Si 

. . f s + 1 — 0 

(x, y) e Fn G alors ce couple verifie le systeme 1 dont V unique solution est (0,0) done FnG = {0}. Pour 

[s- t = 0 

(x, y) e IR 2 , cherchons (s, t) e F et ( 5 ', f') £ G en sorte que (x, y) = (s, f) + (s', t'). On doit avoir : 


s + s 

= X 

t + t r 

= y 

s+ t 

= 0 

s' - t ' 

= 0 

+ y) et 

(s', t' 


On resout ce systeme et on trouve (s, t) — | (x- y,-x + y) et (s', f') = | (x+ y, x + y). En conclusion, F© G = 


Exercice 23.29 

Verifier si les espaces suivants sont supplementaires dans E = IR 3 

F = {(x, y, z) e IR 3 | 2x - y + z = 0} et G= {(t,-t, t) \ t e IR} 


Solution : On verifie facilement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Pour determiner F n G il suffit de 

2x - y + z - 0 


resoudre le systeme < 



ce qui amene FnG = {(0, 0, 0)}. F et G sont done en somme directe. Comme la 


z-t 

droite vectorielle n ’est pas incluse dans le plan vectoriel F, le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G est 
E et done F + G = E. On a ainsi montre que F © G = E. 
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Exercice 23.30 V 

Verifier si les espaces suivants sont supplementaires dans H = R 3 


F = {(x,y,z) e IR 3 | x- y+ z — 0 et 2x+y+z-0} et G = {(3t,2t, t \ t e US} 


Solution : On verifie facilement que F et G sont des sous-espace vectoriels de E. Pour determiner F n G il suffit de 

x- y+ z — 0 
2 x+ y+ z = 0 


resoudre le systeme 


x-3t 


ce qui amene FnG = {(0,0,0)}. F et G sont done en somme directe. F et G etant 


y=2t 
z= t 

des droites vectorielles de l’espace, le plus petit sous-espace vectoriel de R 3 les contenant est un plan vectoriel. F et G 
ne sont done par supplementaires dans IR 3 . 


Exercice 23.31 V 

Soient F = {(x, y, z] e IR 3 | x - y + z = 0} et G = {[x, y, z) e IR 3 | x+ y - z-0}. Ces deux sous-espaces sont-ils en somme 
directe dans IR 3 ? 


Solution : 

On montre facilement que F = Vect ((1, 1,0) , (0, 1, 1)) et que G = Vect ((1,0, 1) , (0, 1, 1)). Ce sont done deux sous-espace 
vectoriels de IR 3 . F et G sont en fait des plans vectoriels de [R 3 . Leurs equations ne sont pas proportionnelles, done ils ne 


sont pas confondus. Leur intersection est une droite d’ equation cartesienne 
{0}. F et G tie sont done pas en somme directe dans R 3 . 


j x- y + z - 0 
|x+ y- z = 0 


et n ’est done par reduite a 


Exercice 23.32 V 

Verifier si les espaces suivants sont supplementaires dans K = R 2 [X] 

F = {P £ R 2 [X] | P' = 0} et G = Vect (X,X 2 ) 


Solution : Comme F = Vect (1 ) et G = Vect (X,X 2 ), ces deux ensembles sont des sous-espace vectoriels de E. II est 

clair que FnG = {0} car si P e F alors P est un polyndme constant qui ne peut etre combinaison lineaire de X et X 2 que 
si les coefficients de cette combinaison lineaire sont nuls. II est aussi clair que tout polyndme de E s’ecrit comme la 
somme d’un polyndme constant et d’une combinaison lineaire de X et X 2 . On a done bien : E = F ® G. 


Exercice 23.33 S? 

On considere dans E = M 4 [X] les sous-ensembles &• — {P e E | P est pair} et J? — {P e E | P est impair}. 

1 . Soit P e E. Montrer que V e PA si et seulement si les coefficients de ses termes de degre impair sont nuls. 

2. Soit P e E. Montrer que P e J? si et seulement si les coefficients de ses termes de degre pair sont nuls. 

3. Montrer que SP et J? sont des sous-espaces vectoriels de E. 

4. Montrer que E = 2?%^. 


Solution : 

1. Supposons que P = a 4 X 4 + a-jX 3 + a-^X 2 + ctiX+ ao avec cio, a \,a- 2, fl;>, , a 4 e IR. Si P est pair alors P (-X) = P (X) et 
o 4 X 4 + fl 3 X 3 + CZ 2 X 2 + a 4 X+ «o = a 4 X 4 - <23 X 3 + a-^X 2 - a \X+ ag done <23 X 3 + ri\X ~ 0 ce qui amene 03 — a\ — 0 car 
un polyndme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls. Les coefficients des termes de degre impair de P 
sont done bien nuls. Reciproquement, on verifie facilement que si <23 - a\ - 0 alors P est pair. 

2. Meme raisonnement que dans la question precedente. 

3. On tire des deux premieres questions que SP — Vect (l,X 2 ,X 4 ) et .V - Vect (X, X 3 ) . Ces deux ensembles sont done 
des sous-espaces vectoriels de E. 

4. Soit P e SP n JC Alors les coefficients des termes de degre pair et les coefficients des termes de degre impair de P 
sont nuls. Done P est nuletSP, sont en somme directe. Si P = a 4 X 4 + 2 / 3 X 3 + < 22 X 2 + fl 4 X + cig e E alors 

P — a 4 X 4 + U2X 2 + uq + 2 Z 3 X 3 + U\X. 

EJ? 

done E = 3P + J 1 . En conclusion, L = 2? ® J? . 
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Exercice 23.34 t? 

Verifier si les espaces suivants sont supplementaires dans E = & (R, R) 

F = {/eE|/(l)=0} et G = {/ e E | 3a e R : Vx e R, fix) = ax} 


Solution : On verifie facilement que F est sous-espace vectoriel de E. On remarque que G = Vecf (id r) et done G est 
un sous-espace vectoriel de E. Si f e F n G alors il existe aeR tel que f : x >-► ax. Mais comme f (1) = 0, il vient que 
a - 0 et done que f — 0. L’ intersection de F et G est done reduite a la fonction identiquement nulle sur R. Notons cp la 
fonction constante egale a 1 sur R. Soit f e E. On a, pour tout x e R : fix') = f (x) - / ( 1) .cp (x) + / ( 1) .cp (x). Il est clair 
que f - f (1) cp e F et que f (0) cp e G. On en deduit que E = F + G. En conclusion, on a bien E = F © G. 


Exercice 23.35 S? 

Verifier si les espaces suivants sont supplementaires dans E = c 6’ 1 (R, R) 

F = {/ e S^ 1 (R, R) | / (0) = /' (0) = 0} et G = Vect(x~ l,id R ) 


Solution : Il est clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de ‘{i 1 (R,R). Il est aussi facile de montrer que 

FnG = {0}. En effet, si f e Fn G alors f est une fonction affine qui s’annule en 0 et dont la derivee s’annule aussi en 
0. f est done necessairement identiquement nulle. Par ailleurs, si h e 'Vi 1 (R,R) alors notant : g : x >-► h' (0) x+ h (0), on 
a :h - g e F ce qui montre que E = F © G. 


Exercice 23.36 

Verifier si les espaces suivants sont supplementaires dans E = r € n ([- 1, 1] , C) 

F= |/e t g’°([-l,l],C) | J fit) dt = ol et G= {/e ([-1,1] ,C) | / est constante} 

Solution : On montre facilement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de V/ n ([-1, 1] ,C). L’ intersection Fn G est 
reduite au vecteur nul. En effet, si la fonction / e F n G alors f est une fonction constante egale a un reel c d'integrale 
nulle sur [-1, 1] ce qui amene 2c = 0, e’est-a-dire c = 0. / est done identiquement nulle. De plus, si h e r S A) ([-1, 1] ,C), 
en posant a = j\f{f) df et en designant par g la fonction constante sur [-1,1] egale a a, on verifie facilement que 
h -gel et done E = F + G. En resume : F et G sont supplementaires dans E. 


Exercice 23.37 W 

E = ^(R, R) et F = {/ e E; /(0) = /( 1) = 0}. Montrer que F est un s.e. v. de E et trouver un supplemental de F dans E. 
Indication 23.23 : Considerer V ensemble des fonctions telles que Vx e III \ {0, 1}, /(x) = 0. 


Solution : On montre que la fonction nulle est dans F, et que F est stable par combinaison lineaire. Soit 

G={/eE;VxeR,x^0,x^l,/(x) = 0} 

On montre sans probleme que G est un sous-espace vectoriel de E. Alors | Fn G = {Oe} | (e’est clair). Montrons ensuite 
que E = F + G : soit f e E. Definissons 


fe = 


R 

x 


JO si x = 0 ou 1 et /q : < 
)/(x) sinon 


R 

1 /(0) si x = 0 

/( 1) si x = 1 

0 sinon 


On a bien, Vx e R, /(x) = /f(x) + /g(x) et fp e F, /g e G. Finalement, E = F ffi G. 


Exercice 23.38 W 

Soit E = R" on considere 


n = {(xi,...,x„) eE | xi + ••• + x„ = 0} 


Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E et trouver un supplemental de H. Le supplemental trouve est-il 
unique ? 

Indication 23.23 : Faire un dessin de H lorsque n-2et n - 3. 


Solution : On montre sans probleme que H est un sous-espace vectoriel. Considerons a - (1, . . . , 1) e R”. Alors at H. 
Montrons que E = Vect(a) © H. 
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1. | Vect(fl) n H = {0} | ; Soit x £ Vect(A) n H ; il existe X £ DS, tel que x = Xa = (A, . . . , A). Mais comme x £ H, nX-0 
d’ou X = 0 et x = 0. 

2. | E = Vect(g) + H | : Soit x - (xj , . . . , x n ) £ E. En supposant le probleme resolu, il existe A £ R et h e H tels que 

x-Xa+li. Alors il faut que x - Xa = (x\ - A, . . . , x n - A) £ H et done que X- — — . 

n 

Posons done X = — et h — x-X a. On verifie que x — Xa + h et que h£ H, Xa £ Vect(a). 

n 

Le supplementaire trouve n’est pas unique (cf dessin dans l 3 j : il suffit de prendre un vecteur a & H et alors E = 
Vect(a) © H. 


Exercice 23.39 W 

Soit E un K-e.v. et A,B deux sous-espaces vectoriels de E. Soit C un supplementaire de An B dans B. Montrer que 
A + B = A® C. 


Solution : 

1. Montrons que la sommeA+C est directe. Soit x £ An C, puisque x £ A et x £ B (car CcB), xeAnBetxeC. 
Comme (An B) © C = B, il vient que x — 0. 

2. Montrons que A + C = A + B. Comme CcB, il est immediat que A + CcA+B. Montrons done que A + B c A + C. 
Soit x £ A+B. Il existe xa e A et xb £ B tel que x = xa + xb. Comme B = (AnB) + C, il existe xaob g AnB etx c £ C 
tel que xb = Xadb + %c- Alors 

X — (Xa + Xaob) + X C 

avec xa + xaob g A et xq £ C. 


Exercice 23.40 W 

Soit E un IK -espace vectoriel et A, B, C trois sous-espace vectoriel de E verifiant 

E = AffiBetAcC 


Montrer que C = A © (B n C) . 


Solution : Soit x e A n (B n C) alors x £ A n B = {0} car A et B sont en somme directe. Done x = 0 et les deux sous- 
espaces vectoriels A et B n C sont bien en somme directe. Montrons que C - A + (B n C) . Soit x £ C. Comme xeE et 
que E = A © B, il existe un unique couple (xa, xb) £ A x B tel que x = xa + xb . Comme Ac C, x,\ £ C et comme C est 
un sous-espace vectoriel de E, x - x,\ £ C. Il vient done xb £ C ce qui prouve que xb £ B n C. On a alors montre que 
x £ A + (B n C) et done C = A + (B n C) . En resume : C = A © (B n C) . 


Exercice 23.41 W 

On definit dans P espace E des suites reelles : 

F = {(Xn) £ E I \/n £ N, X„+3 - X n +2 ~ X n +1 + X„ = 0} 

G= {(x n ) eE | Vn e N, x„ + i+x„=0} 

H = {(x„) e E | Vh e N, x„ +2 - 2x„ + i + x„ = 0} 

Montrer que F = G © H. 


Solution : On montre d’abord gueGc F. Si ( x n ) £ G et si n £ N alors x n+ \+x n -0 et x n+ 3 + x n+ 2 - 0 done x n+ 3 -x n+ 2 ~ 
x n+ \ + x n — -2 (x n+ 2 + x n+ \ ) = 0. On montre aussi que El c F. Soit (x n ) £ El et n £ M. Alors x n+ 3 - x n+2 - x n +i + x n = 
x n+ 2 ~ 2x„+i + X„ — 0. 

1. Montrons que GnEI = {0 e}- Soit (x n ) £ GnEI. Comme ( x n ) £ G, on montre que Mn £ l\l, x n = (-l) n xo- En ecrivant 
que (x n ) £ H, on trouve que Vn£N, (— 1) n xo [1 + 2+ 1] - 0 ce qui montre que xq = 0 etparla suite, ( x n ) = 0 e- 

2. Montrons que F = G+ H. On a deja prouve que GcF etEIcF. Par consequent, G+ H c F. Il nous faut montrer 
que F c G+ H. Soit ( x n ) £ F. En effectuant une partie recherche, si ( x n ) = ( u n ) + ( v n ) avec ( u n ) £ G et ( v n ) £ H, 
puisque (u n ) £ G, il existe X £ R tel que (: u n ) = A((-l)”). En ecrivant que (v n ) = (x n ) - (u n ), puisque (v n ) £ H, il 

xo - 2xi + x 2 

faut que y 2 - 2v\ + Vo = 0 et par consequent, on trouve que A = . 

Partie redaction : Posons Mn £ N, 

xo - 2xi + x 2 „ 

Un = - T £ (-D 
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Vn — x n 


Xo ~ 2X\ + X2 
4 


(- 1 )” 


On a bien {u n ) + {v n ) - (x ;i ), et ( u n ) e G. Montrons que ( v n ) e H. Soit neN, 


v n + 2 -2v n+ i + V n = [x „+2 - 2x n+1 + x n ) - (x 0 - 2x\ + x 2 )(-l) n 
On montre par recurrence sur n (car (x n ) eF], que cette quantite est nulle pour tout entier n. 


Exercice 23.42 W 

Soit un K-espace vectoriel E et deux sous-espaces vectoriels A et B de E. On suppose qu’il existe un supple me ntaire 
A' de An B dans A et un supplemental B' de An B dans B. Montrer que 

A+B = (AnB)®(A' + B') 


Solution : 

1. La somme est directe : montrons que (An B) n (A' + B') = {Oe}. Soit xe (An B) n (A' + B'). Comme ieA' + B', il 
existe ( a ', b') eA'xB' tels que x - a! + b' . Alors b' — x- a' e A et done b'eAnB. Puisque la somme A n B + B' est 
directe, il vient que b' - Oe- On montre de la meme maniere que a' - Oe et done ensuite que x — Oe. 

2. (A n B) + (A' + B') cA + B est claire. Soit x e (A n B) + (A' + B'). Il existe (y, a', b') e (A n B) x A' x B' tels que 
x- [y+ a') + b' e A + B. 

3. A+Bc (AnB) + (A' + B'). Soit x e A+ B. Il existe ( a,b ) e A x B tels que x - a+ b. Comme A - (An B) + A', 

3(yi,a') e (An B) x A' tels que a - y\ + a! . De meme, 3(y 2 ,t/) e (An B) x B' tels que b = y 2 + b' . Alors x — 
yi + a' + y 2 + b' — (yi + y 2 ) + + J(^_) et done x e (A n B) + (A' + B') . 

eAnB EA ' eB ' 


23.7.6 Applications lineaires 

Exercice 23.43 V 

Verifier si les applications entre K-espace vectoriels suivantes sont lineaires ou pas. 



\ IR 2 

— IR 

i (*.y) 

1 — * x-y 

f: \ 

[ IR 2 

— IR 

i [x,y] 

— x+y+1 

H 

\ IR 2 

— IR 2 

i (^.y) 

1 — * ( x + y,x-y ) 

f --\ 

[ IR 3 
i [x,y,z] 

— > IR 2 

■ — * (x - y, x + z) 

f ’\ 

\ IR 3 
i [x,y,z) 

— * IR 
1 — * xyz 


& (IR, IR) 

— IR 

/ 

— /(I) 

^(IR) 

— » (IR) 

/ 

— 2/ + /' 

^ 0 (IR) 

— IR 

/ 

M /o/(f)dt 

SP (IR) 

— > IR 2 

iu n ) 

1 * (Mo, Ml) 

IR [X] - 

— IR [X] 


Solution : 

1. Soient a, a' e U et u - ( x,y),u ' = ( x' ,y ') e IR 2 . On a : f [au + a' u') — f [ax + a' x' ,ay + a' y') - (ai+a'i'j - 
(ay + a'y') — a(x- y) + a' (x' - y') = a f [ti] + tx' f(u'). f est bien lineaire. 

2. f (0, 0) = 1. / n ’est done pas lineaire. 

3. Soient a, a' e IR et u - ( x,y),u ' = (x',y'( e R 2 . On a : f[au + a'u ') = / (ax + a' x' ,ay + a' y') = 
((ai+a'i') + (ay + a'y') , (ax+a'i'j - (ay + a'y')) = a(x+ y, x- y) +a' (x' + y',x' - y') = a/(u) + a'/(w'). / est 
bien lineaire. 

4. Par un calcul analogue au precedent, on montre que f est lineaire. 

5. Soient (x, y, z) e IR 3 . On a : f (2(x,y, z)) = /(2x,2y,2z) = 2 3 xyz / 2/(x,y, z). / n’est done pas lineaire. 

6. Soient a,|3 e RS et f,g£j?{R,U). On a : 0(a/ + Pg) = (a/ + Pg) (1) = a/(l) + |3g(l) = a 0(/) + P0(g). 0 est bien 
lineaire. 

7. Soient a,B e IR et f,g E < ^’ 1 (IR). On a, par linearite de la derivation : 0(af + fig) = 2(af + Bg) + (af+BgV = 
a (2/ + /') + p (2g + g') = a0 (/) + 130 (g) . 0 est bien lineaire. 
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8. Soienta,fi eUet f t ge^ 0 (R). On a, par linearite de V integrate : 0(a / + Pg) = /q 1 (a/ + Pg) (f) dt - a f{t) df+ 
P /g 1 g (f) dt = a0 (/) + P0 (g) . 0 est bien lineaire. 

9. Soienta.p e R et u, v e SP (R). Oil a : 0 (aw + p^) = (auo + Pfo.awi + P^i) = a(Mo> Wi) + P ( i^o» fi ) = cx0 (w) + p0 (y). 
0 est bien lineaire. 

10. Soient a,p e R et P,Q e R [X], On a : 0 (aP + PQ) = (X 2 + l) (aP + PQ) = a (X 2 + l) P + p (X 2 + l)Q = a0 (P) + p0 (Q). 
0 est bien lineaire. 


Exercice 23.44 

On considere 


V 


f- 


R 2 


1. Montrer que f est un automorphisme de R 2 . 

2. Determiner son automorphisme reciproque. 


3. Interpreter geometriquement f . 


R 2 


Solution : 

1. On veri he facilement que f est lineaire. Montrons que f est bijective : Soit (X,Y) e R z . II suf fit de montrer qu’ il ex- 

\/2 / 


iste un et un seul couple (x, y) e R 2 tel que f ( x , y ) = (X, Y) . Cela revient a resoudre le systeme : 


1 r[x-y)=X 
^(x+y)=Y 

On trouve x- ■Xr (X + Y) et y = - (X- Y) et f est bien bijective. En resume, f est un automorphisme de R 2 . 


2. En utilisant les calculs de la question precedente, on a : f 


(X,Y) 


3. Remarquons que : f : 


«.y) 


(cos | x - sin | y, cos | x + sin | y) 


- (^(X + Y),--^(X-Y)j ' 

. / est done la rotation vectorielle d’ an- 


gle j. On reconnait par ailleurs que f 1 est celle d’ angle ce qui est coherent. 


23.7.7 Image et noyau d’un endomorphisme 

Exercice 23.45 

( R 3 — > R 6 
01 *'\ ( x,y,z ) ' — - (x,0,y,0,z,0) 

1 . Prouver que f est lineaire. 

2. Determiner le noyau de f . 

3. Determiner 1 ’image de f. 


Solution : 

1. Facile. 

2. Soit (x,y,z) e R 3 . On a ; ( x,y,z ) e Ker / f[x,y,z) - 0 (x, 0, y, 0, z, 0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0) ( x,y,z ) = 

(0, 0, 0) done Ker / = {(0, 0, 0 )} et / est injective. 

3. Im f-{f[x,y,z) \ [x,y, z) e R 3 } = {(x, 0, y, 0, z,0) | (x,y, z) e R 3 } = R x {0} x R x {0} x R x {0}. 

Exercice 23.46 V 

J R 2 — R 2 
01 * ' 1 {x,y) — * (2x-y,x + y) 

1 . Prouver que f est lineaire. 

2. Determiner le noyau et 1 ’image de f. 


Solution : 

1. On verihe facilement que f est lineaire. 
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2. Montrons que f est bijective. On en deduira que Ker / = {0} et que Im / 

qu ’il existe un et seul couple [x, y ) e R 2 tel que f (x, y) = (X, Y) . Pour ce faire, resolvons : 


Soit (X,Y) eR 2 . II suffit de montrer 
2x- y — X 


x + y -Y 


. L’unique 


, X + Y 2Y-X 

solution est x = , y = 

3^3 


et f est done bien bijective. 


Exercice 23.47 V 

Determiner le noyau et 1 ’image de 1 ’application lineaire 


( x,y,z ) 


R 2 

(x+y-z, x-y + 2z) 


Est-elle injective ? Surjective ? 


, . [x+y-z -0 z = -2x 

Solution : On a [x, v,z) e Ker u <=> < < done Ker u — Meet (1,-3, -2). li n est done 

v ’ |x-y + 2z = 0 \y = -3x 

pas injective. Par ailleurs, Im u — {(x + y — z,x- y + 2z) | [x,y, z) e R 3 } = {x(l, 1) + y (1, -1) + z(-l,2) | (x,y,z) e R 3 } = 
Vecf((l,l), (1,-1), (-1,2)) = R 2 car les vecteurs (1,1), (1,-1) sont non colineaires et ils engendrent done le plan, u est 
done surjective. 


Exercice 23.48 VO 

( R 2 [X] — * R 3 

2>ojro '| p _ (P (0) ,P (1) , P (2)) ' 

1 . Prouver que 0 e 5£ (R 2 [X] , R 3 ) . 

2. Montrer que 0 est injective. 

3. Montrer que 0 est surjective. 

Indication 23.23 : Un polyndme de degre «S0 a dmet au plus n racines. 


Solution : 

1. On verifie facilement que 0 est lineaire. 

2. Montrons que 0 est injective. Soit P e Ker0. On a done a la fois : degP 2 et P(0) = P (1) = P (2) = 0. Le 
polynome P est done un polyndme de degre 2 qui admet au moins 3 racines. Ceci n ’est possible que si P = 0. 
Done Ker0 = {0} et 0 est injective. 

3. Avec les outils du chapitre « Dimension d'un espace vectoriel », il sera tres facile de montrer que 0 est surjective 
grace a la formule du rang et a un raisonnement sur les dimensions des espaces ici consideres. En attendant de 
connaitre ces resultats, il faut proceder a la main : soit (s, t, u) e R 3 . On cherche un polyndme P = aX 2 + bX+ c tel 

{ c-s 

a + b+ c- t qui admet coimne unique solution : 
4a + 2b+ c = u 

(sl2 - t+ u/2, -3/2. s + 2t - til 2, s). L’ application 0 est done surjective. En resume, 0 est un isomorphisme de 
R 2 [X] dans R 3 . 


Soit 0 


Exercice 23.49 V 

R [X] — ► R [X] 

P I— 0(P) = P(X+1)-P(X) 

1 . Prouver que 0 est lineaire. 

2. 0 est-elle bijective ? 


Solution : 

1. On verifie facilement que 0 est lineaire. 

2. L’ image d’un polyndme constant par 0 est un polyndme nul. Par suite, le noyau de 0 ne contient pas quele vecteur 
nul et done 0 n ’est pas injective. 


Soit 0 : 


Exercice 23.50 V 

„[X] — R„pq 
p ' — > P' 
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1 . Prouver que 0 est lineaire. 

2. Calculer le noyau de 0. 

3. Calculer 1 ’image de 0. 


Solution : On montre facilement que 0 est lineaire, que Ker0 est le sous ensemble des polynomes constants de R„ [X] 
et que Im0 est donne parU n -i [X], 


Exercice 23.51 V 

So it 

„ ( ^°([-l,l],R) 

1 / 

1 . Prouver que 0 est une forme lineaire. 

2. 0 est-elle injective ? 

3. Demontrer que 0 est surjective. 


U 

f-i f It) dt 


Solution : 

1. On montre facilement que 0 est lineaire. Comme 0 est a valeur dans K, c’est une forme lineaire. 

2. On a :/ij t d t - 0 done id[_ uj e Ker 0. 0 n ’est done par injective. 

3. Montrons que 0 est surjective : soit aeR. Montrons qu’il existe f e Sg’°([-l,l] , R) telle que dt = a. II 


suffit de considerer par exemple la fonction constante f : 
surjective. 


a . On a bien 0 (/) = a. 0 est done 

2 


Exercice 23.52 V 

Soit 

I Sf°° (U8,[R) — > c tf°° (IR, R) 

tp: 1 / — f"-2f' + f 

1. Prouver que tp est un endomorphisme. 

2. Calculer Kertp. 

3. (p est-elle injective ? 


Solution : 

1. Soient a,p e IR, f,g e ^“(IR.R). Utilisant la linearite de la derivation : ip(a + Pg) = (a + Pg)”-2(a+Pg) , + 
(a + Pg) = a (/" -2 /' + /) + P [g” - 2 g' + g) = aip (/) + Pip (g) . ip est bien lineaire. 

2. Soit f £ < tS?°° (R,R). / e Ker / si et seulement si f" - 2 f + f - 0. En appliquantle theoreme de resolution des equa- 
tions differentielles lineaires du second degre a coefficients constants, on obtient : Ker / = Vect[ t te l , t >-<■ e‘) . 

3. II est alors clair que ip n ’est pas injective. 


Exercice 23.53 

Soient X un ensemble non vide et a eX. Soient E un K-espace vectoriel et 

( JT(X,E) — E 
1 / — fia) 


1. Prouver que 0 est une application lineaire. 

2. Determiner P image de 0„ et dire si 0 est surjective. 

3. Determiner le noyau de 0„ et dire si 0 est injective. 


Solution : 

1 . On montre facilement que 0 est lineaire. 

2. Soit v e E. On veut montrer qu’il existe une application f £ & (X,E) tel que : f (a) = v. II suffit de considerer 

^ g 

^ . 0 est done surjective. 

3. II est clair que Ker0 fl - {f £ J^(X,E) [ / (a) - 0}. L’ application 0 n’est done pas injective. 
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Exercice 23.54 A?A? 

On considere C comme un U-espace vectoriel. Soit aeU et 


f C — > C 

( z > — * (1 + ia)z + (1 - ia)z 


1 . Montrer que f est lineaire. 

2. Determiner Kerf et le representer dans le plan complexe ( on prendra a - 1). 

3. Determiner Im/ et le representer dans le plan complexe (lorsque a = 1 ). 

4. Lorsque a— 1, trouverles antecedents de 1 par f et representer V ensemble f ! ^ V) (\\\). 


Solution : 

1 . On verifie sans peine que f est lineaire. 

2. Soit z e Kerf. Alors f(z) = 0. En notant u — 1 + ia et en remarquant que f[z) = ( uz ) + ( uz ) = 2R e(uz), on 

i A fa i ) 

obtient que Re ( uz) = 0. Done il existe AeR tel que uz = i A, et done z = — = A ~ H . On verifie que 

u [1 + a * 1 2 3 1 + a 2 ) 

reciproquement, tout complexe de cette forme est dans Kerf. Par consequent. 

Kerf- Vect(fl+ i) 


3. Soit Z e €. Cherchons zeC tel que f{z) = Z. Puisque Z = 2Re [uz), il faut necessairement que Z E R . Reciproque- 


ment, si ZeR, alors f(Z/(2u)) = Re(2uZ/(2u)) = Z. Par consequent, Im/ = 

t'A 


4. Lorsque Z = 1 et a = 1, on trouve que z - 
1 -i 


1 


■ + ■ 


2(l+t) 2(l + t) 


(1 - 0 1 + i 

— 1 - A . C’est une droite affine passant par 


le point — — et parallele a la droite vectorielle Kerf. 


Exercice 23.55 APR? 

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues sur R. On definit 

( IR —» 

j E — E . ff . I 
l / — * <P(/) x — 



six / 0 
si x = 0 


1. Montrer que tp est bien definie et que cp e L(E). 

2. Determiner Kercp et Imcp. 


Solution : En udlisant les equivalents usuels (ou plus simplement en ecrivant le taux d’accroissement de sh en 0), on 
shx 

montre que ► 1. La fonction cp( /) est done continue en 0 et done cp(/) e E. 

X x — 0 

Cherchons Kercp : Soit f e Kercp. Alors Vx / 0, cp(/)(x) - 0 et done Vx / 0, /(x) - 0 et comme f est continue en 0, il 
vient egalement que /( 0) = 0. Par consequent, f - 0|;. Done Kercp = {OeK 
Montrons que Imcp = E. Soit g eE. Definissons 

U — » R 

) x 

— — g(x) six/0 

shx 

g(0) si x = 0 



On verifie que f est continue en 0, done que f e E et que cp (/) = g. Par consequent, Imcp = E. 
Done 


cp e GL (E) 


Exercice 23.56 A? 

Soient E, F, G trois K -espace vectoriel, et f e L(E, F) et g e L(F, G) . Montrer que : 

1 . Ker (go/) = / (_ D(Kerg) 

2. Ker/cKer(go/) 

3. Imgo/c Img 
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Solution : 

1. Soit x e Kergo/ alors comme g (/ (x)) - 0, / (x) e Kerg et done x e / _1 (Kerg). Reciproquement, si x e 
f~ l (Kerg) alors f (x) e Kerg et g (/ (x)) = 0 ce qui s’ecrit aussi x e Kergo/. 

2. Si x e Ker/ alors fix) - 0 et done g(/(x)) = g (0) = 0. Alors x e Kergo/. 

3. Si y e Im g o / alors il existe x e E tel que g[f (x)) = y. II est alors clair que y elm g (un antecedent de y par g est 

fun 

Exercice 23.57 V 

Soit E un K-espace vectoriel et u e L(E) un endomorphisme. On pose 

P = {x e E | h(x) = x} 

1. Montrer que P est un sous-espace vectoriel de E. 

2. Montrer que la somme Ker u + P est directe. 


Solution : 

1. II suffit de remarquer que P = Ker(u - id) et on obdent immediatement que P est un sous-espace vectoriel de E. 

2. Montrons que P n Ker u - {0g}. Soit x e P n Ker u, on a u{x) - x et u[x) - 0 d’ou x - 0. 

Exercice 23.58 S? 

Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E. 

1. Montrer que Im/ c Kerg gof = 0. 

2. Montrer que fog = go f ==> Kerg est stable par /. 

3. Montrer que go f - id => f injective. 


Solution : 

1. Si Im/ c Kerg alors pour tout x e E, / (x) e Im/ c Kerg done g (/ (x)) = 0. Done gof — 0. Reciproquement, si 
go f - 0 et si y elm f alors il existe x e E tel que y — fix ) et g(y) = g(/(x)) = 0 done y e Kerf. On a alors bien 
Im/ c Ker/. 

2. Soit x e Ker g. Alors g [f (x)) = /(g(x )) = / (0) = 0 done fix) e Kerg et Kerg est stable par /. 

3. Si gof - id et si x e Ker / alors 0 = g (0) = g o / (x) = id (x) = x. Done x-Oet Ker / = {0}. On en deduit que f est 
injective. 


Exercice 23.59 W 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f e 5£ (E,F). Montrer que pourtoute parde A deE, /(Vect (A)) = Vect(/(A)). 


Solution : Effectuons un raisonnement par double inclusion : 

- | 3 | Vect (A) est un sous-espace vectoriel de E qui condent A. f (Vect (A)) est done un sous-espace vectoriel de F qui 
condent f (A) car 1 ’image d’un sous-espace vectoriel par une application lineaire est un sous-espace vectoriel. Comme 
Vect (/ (A)) est le plus petit sous-espace vectoriel de F contenant f (A) , on a necessairement f (Vect (A)) => Vect (/ (A)) 

- | c | Soit ye / (Vect (A)). Il existe n £ IM*, (x,), =1 „ une famille de vecteurs de Aet (A;) , =1 n une famille de scalaires 

f n \ n 

A jXi . Par line arite, on a :y ~Y A;/(x/). Done y est element de Vect (/(A)). 


Exercice 23.60 W 

On considere trois K-espaces vectoriels E,F,G et deux applications E — * F — * G telles que : 

1 . 1 ’application u est lineaire et surjective ; 

2. V application vou est lineaire de E vers G. 

Montrer que 1 ’ application v est lineaire. 


Solution : Montrons que v est lineaire. Soit (yi,y 2 ) £ F 2 et (A, p) e K 2 . Puisque u est surjective, il existe (xi,X 2 ) e E 2 
tels que yi = n(x i) et y 2 = «(X 2 ). Alors f(Ayi + py 2 ) = v(An(xi) + pn(x 2 )) = n(z^(Axi + px 2 )) (car u est lineaire) 
-Xvo ulx i) + pno u{x 2 ) (car vou est lineaire) = An(yi) + pn(y 2 )- 
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Exercice 23.61 W 

Soient trois IK -espaces vectoriels E, F, G et deux applications lineaires f £ L(E, F) , g £ L(F, G) . Montrer que : 

1. Ker(go/) = Ker/ Kergn Im/ = {Or} ; 

2. Im (go/) = Img Kerg + Im/ = F. 


Solution : 

1. (a) (z) => (zz) : Soit y £ Im/n Kerg, alors il existe x e E tel que y — fix). Comme y £ Kerg, go fix) - 0 et 

done x £ Ker (g o f) . Done x e Kerf et par consequent, fix) = y — 0 ; 

(b) (zz) =^> (z) ; On a toujours Kerf c Kergo/ (te verifier 1). Montrons ici que Kergo/ c Ker/. Soit x £ 
Kergo/. Alors g(/(x)) = 0. Mais en posant y — fix), y £ Im/ et y £ Kerg et d’apres (zz), y — 0. Done 
fix) - 0 ce qui montre que x £ Kerf. 

2. (a) (z) => iii) : Soit y eF. Posons z - giy) £ Img. Comme Img - Imgo f, il existe x £ E tel que z = go fix). 

On ecrit alors 

y=(y-fw) + ftx) 

avec fix) Elm f et puisque g(y - fix)) = g(y) -go fix) = 0, [y- fix)] £ Kerg ; 

(b) (z i) => (z) ; On a toujours Imgo/ c Img (le verifier !). Montrons done que Img c Imgo /. Soit z £ Img. II 
existe y£ F tel que z = giy).Mais puisque F = Kerg+Im/, il existe (yi , 3 / 2 ) e Kergxlm/ tels que y- yi+y 2 . 
Comme y 2 £ Im f, il existe x 2 eE tel que y 2 - /(x 2 ). Alors z - g(yi+y 2 ) = g(yi)+g(y 2 ) = g°fix 2 ) e Imgo /. 


Exercice 23.62 W 

Soient E un K-espace vectoriel et zz un endomorphisme de E. 

1. On suppose dans cette question que zz 2 = 0. 

(a) Montrer que Im zz c Ker//. 

(b) Montrer que Me + zz est un automorphisme de E. 

2. (a) Montrer que : Im zz n Ker zz = {0} <=> Ker zz 2 = Ker zz. 
(b) Montrer que : Ker zz + I m zz = H Im zz 2 = Im zz. 


Solution : 

1. (a) Soit y elmzz- 11 existe done x eU tel que zz (x) = y. Par consequent :u (y) = zzo u (x) - 0. Done y £ Ker zz. 

(b) On a (id + zz) o (id-zz) = (id-zz) o (M + zz) = id done id + zz est bijective d’inverse id-zz. id + zz est done un 

automorphisme de E. 

2. (a) - E) Supposons que ImzznKerzz = {0}. Si x £ Kerzz alors naturellement x £ Ker zz 2 . Reciproquement, si 

x £ Ker zz 2 alors zz(x) e Imzz ef zz (zz (x)) = 0. Done, par application de l’hypothese zz(x) = 0, done x £ Kerzz. 
-ED Si on a : Ker zz 2 = Ker zz et si y £ Im zz n Ker zz = {0} alors il existe x e E tel que y — zz (x) et zz (y) = 
zz (zz (x)) = 0. Done x £ Ker zz 2 = Ker zz et y = 1 (x) = 0. 

(b) - ED Supposons que Ker zz + I m zz = E. Soit y £ Im zz. Alors il existe x e E tel que zz (x) = y. Appliquant 
l’hypothese, il existe (xi,x 2 ) e Kerzz x Imzz tel que x - x\ + x 2 . On a alors y = zz(x) = zz(x 2 ). Comme 
x 2 e Im zz, on a : y £ Im zz 2 . Reciproquement, si y £ Im zz 2 alors evidemment, y £ Im zz. 

-E) Supposons maintenant que : Imzz 2 = Imzz. Si y £ E il existe x £ E tel que zz (yj = zz(zz(x)). Comme 
zz (y - zz (x)) = zz (y) - zz 2 (x) = zz (y) - zz (y) =0, y - zz (x) e Ker zz et on peut decomposer y en la somme 
d’un vecteur de Ker zz et d’un vecteur de Im zz : y = y - zz (x) + zz (x) . Done Ker zz + Im zz = E. 


Exercice 23.63 W 

Soit un K espace vectoriel E et deux endomorphismes (zz, v) e L(E) qui commutent : 

zzo v — you 

1 . Montrer que Im zz et Ker zz sont stables par v, c ’est a dire 

y ( Ker zz) c Ker zz et v (Im zz) c Im zz 

2. Si 1 ’on suppose de plus que E = Ker zz ffi Ker v, montrer que 

Im zz c Ker v et Im v c Ker zz 
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Solution : 

1. Montrons que Ker u est stable par u. Soit x e Ker u, montrons que v(x) e Ker u. Pour cela, on calcule 

u[v(x)) - uo v{x ) = vo u{x ) = v(u{x )) = i^COe) = Oe 

Done on a bien v(x) e Ker u. 

Montrons que Im u est stable par v. Soit y e Im u. Montrons que v(y) e Im u. 

Comme y e Im u, 3x e E tel que y = u(x). Alors 

v(y) = vo u{x) - uo v{x ) = u{ v(x)) e Im u 

2. Montrons que Imuc Keri; : Soit y £ Im u ; 3x e E tel que y = u(x). Comme E = Ker u + Ker v, 3{x u ,x u ) e 
Ker u x Ker v tel que 

x-x u + x v 

Mais alors 

v(y) = v[u(x u + x„)) = v[uix v ')) = vo u(x v ) = uo v(x v ) - h(0e) = Oe 

et done y e Ker v. 

L’ autre inclusion se prouve de la meme fagon. 


Exercice 23.64 

Soit un K-espace vectoriel E et un endomorphisme u e L(E) tel que Vx e E, le systeme de vecteurs (x, u(x}) est lie. 
Montrer que P application u est une homothetie. 


Solution : Par hypothese, pour tout x e E, il existe Mx) e K tel que u(x) = A(x).x. II faut montrer que l’application 
A : E — * K est constante. Soient deux vecteurs non nuls (x, y) e E 2 . Nous allons montrer que A(x) = A(y). Comme 
P application u estlineaire, on a u[x + y) = u{x) + u{y ) et done A(x + y).(x + y) = A(x).x + A(y).y. Done 

(A (x+ y) - A(x)).x+ (A(x+ y) - A(y)).y = 0 E (23.1) 

Etudions deux cas : 

- Si le systeme (x,y) est libre, on tire de la relation (23.1), que A(x) = A(x+ y) = A(y). 

- Si le systeme (x, y) est lie, Pun des vecteurs est combinaison lineaire de 1 ’autre. Si par exemple, il existe ()\y 

tel que y — a.x, comme que u est lineaire, u(y ) = u[ a.x) = a.u(x) et done 

A(y).y = (a x A(x)).x 

d’ou puisque y — a.x, 

(ax (A(y) - A(x))).x = 0 E 

et comme x ^ Oe, et a ^ Ok , on obtient egalement dans ce cas que A(x) = A(y). 

On a done montre que la fonction A etait constante sur E \ {Oe} ■' il existe A e IK tel que Vx e E \ {Oe}, A(x) = A. On peut 
poser A(0e) = A egalement et done u - A. ids. Par consequent, V endomorphisme u est une homothetie vectorielle. 


Exercice 23.65 <Z>00 

Soit E un K-espace vectoriel f e L(E) un endomorphisme. On definit 


tpy: 


L(E) 

u 


— L(E) 

* fou-Uof 


1. Montrer que (p/ e L(L(E)). 

2. Montrer que si f est nilpotent, alors cp f est aussi nilpotent. 


Solution : 

1. Soient u, v e L(E) eta, PeK. ipf(au + fiv)=fo(au + fiv)-(au + p>v)of = a(foii-uof'j + fi(fov-vof] = 
acp f (u) + (icpy (u) par linearite de f. Done tp y est lineaire. 

2. Soit u e L(E). On a q)^(tt) = tpy (/o u- tt°/) = f 2 o u- 2f o uo f + uo f 2 , puis (p^(tt) = / 3 o u - 2f 2 o uo f + f o 
u o f 2 - f 2 o u o f + 2/ o u o f 2 - uo f 3 = / 3 o u - 3 f 2 o u o f + 3/ o u o f 2 - u o f 3 . Soit n e N* . Supposons que 
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" / ^2 1 

tp^fw) = V ] (— 1) A f n ~ k uf k . Montrons que la formule est encore valable au rang n+1. On a (pour simplifier 

} fc=ol fc j 

les calculs, on n ’ecrit pas les symboles de composition o ) ; 


( p” +1 (u) = <p/ L " (-«*/"- V fc 

- £ (”) (-D fc (r - fc+1 - r- v* +1 ) 


fc =0 

n+1 


= l \':h-i) k f n - k+1 uf k -j: ru-D k f n - k uf k+i 






- r +i w+ f (-i) fc 1 1 ”) + L" J | r +i - k uf k + {-D n+i U f n+i 


= k f n+1 - k uf k 


d’apres la relation de Pascal. La formule est done vraie au rang n+1. On termine en appliquant le theoreme de 
recurrence. 

Si p est V indice de nilpotence de f, alors en posant n = 2p, et en considerant k e [0, n \\ , soit k S p soit n-k 3= p. 
Done dans tous les cas, f n ~ k uf k - 0 et comme ip^ ( u ) = (^) (— 1 ) k f"~ k uf k , il vient, pour tout meL(E) que 

q>j. (it) ~ 0 et <{)f est bien nilpotent.. 


Exercice 23.66 

Soit E un K-espace vectoriel et ge L(E). On definit : 


( L(E) — * L(E) 
1 / ^ gof 


On admettra que dans un espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel admet un supplementaire. 

1. Montrer que ip estlineaire 

2. Montrer que tp est injective si et seulement si g est injective 

3. Montrer que tp est bijective si et seulement si g est bijective. 


Solution : 


1. Facile. 


2. | => | Supposons que ip soit injective. Soit xq e E tel que g (xo) = 0. Par 1 ’absurde, supposons que xq ^ 0. Posons 
F = Vect{x o) et considerons un supplementaire G de F dans E. Considerons aussi V application lineaire f e L(E) 
donnee par 

( E = F® G — * E 
J [ x- axo + xq > — * axo 


Alors ip (/) = go / = 0 = cp (0). Comme tp est injective, il vient que f = 0 ce qui n ’est pas possible. Done xo = 0 
et g est injective. 

| <= | Reciproquement, si g est injective et s’il existe f e L(E) telle que tp (/) = 0 alors pour tout xeE,gof(x)-0 
et done pour tout x e E, f(x)e Ker g — {0}. Il vient alors que Vx e E, /(x) = 0 autrement dit que f = 0. En 
conclusion cp est injective.. 


3. | => | Supposons que tp est surjective. Soit y e H. II existe f e l, (E) tel que - id. Done g[f [y)) - y et y elm g. 
On a prouve que g est surjective. 

| <= | Si g est bijective, montrons qu’il en est de meme de tp. On sait deja que tp est injective. Il reste a montrer 
qu’elle est surjective. Soit f e L(E). Comme g est bijective, pour tout x e E, il existe un unique xp e E tel que 


g[xp) -f(x). On definit ainsi une application fo : 


Xf 


Cette application est lineaire. En effet, si 
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x, x' e E et a, a' e IK alors fo (ax + a'i') = (ax + a'x')^ a vec (ax + a'x')^ tel que 


g[(ax + a'x') / ] 


/( ax + a'x') par definition de (ax + a'x')j 
a / (x) + a' / (x') par linearite de / 
a g ( Xf ) + a ' g (x') par definition de Xf et x ^ 

g |axy + a'x^j par linearite de g 


done par injectivite de g, (ax+ a'x')^ = axy + a'x^ et /o (ax + a'x') = a/o (x) + p/o (x'j. On en deduit que 
fo e L(E). De plus, par construction, go fo = f et tp est bien surjective. 


Exercice 23.67 VO 

Soit E un U-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On pose G = E \ F. Soit f e L(E) tel que 


Vx e G,/(x) = 2x 


Montrer que f = 2 id. 


Solution : Soient x e F et x' e G. Alors x+ x' e G car sinon, x+x'eF et comme xeF et que F est un sous-espace 

vectoriel de E, x'eF ce qui n ’est pas possible. 

Par linearite de f, /(x+ x') = /(x) + /(x') et done 2(x+ x') = /(x) + 2x'. On en deduit que /(x) = 2x et done que 
fp - 2 id. En conclusion, f — 2 id. 


Exercice 23.68 V 

Soit E un K-espace vectoriel et f e L(E). Soit p eN*. 

1. Montrer que Kerf = Kerf p => Kerf = Kerf” pour n e [l, p\ . 

2. Montrer que Imf = Im/ P ==> Im/ = Im/" pour n e [l, p ] . 

Solution : 

1. On verifie facilement que Ker/c Ker f 2 c . . . c Ker f p . Done si Kerf = Ker f p les inclusions precedentes devien- 
nent des egalites. 

2. De meme, il est clair que I m f 1 ’ c Im f p ~ 1 c . . . c Im f 2 c Im / done si Im/ = Im/ P , ces inclusions deviennent la 
aussi des egalites. 


Exercice 23.69 VVV 

Soit E un K-espace vectoriel, p e N* et f e L(E). 

1. Montrer que Kerf = Ker/ 2 => Kerf = Ker/” pour n > 2. 

2. Montrer que lmf p - Im/ P+1 => lmf n - Imf p pour p. 


Solution : 

1. On effectue un raisonnement par recurrence. La propriete est, par hypothese, vraie au rang 2. Supposons qu’elle 
est vraie au rang n pour n S 2 et prouvons la au rang n + 1. On salt deja que Kerf c Ker f n+l . Si x e Ker f n+l 
alors f n (/(x)) - 0 et done f(x) e Ker/” = Kerf. Done f 2 (x) = 0 et x e Ker/ 2 = Kerf. La propriete est alors 
aussi vraie au rang n+ 1. On termine en appliquant le theoreme de recurrence. 

2. Montrons par une recurrence sur n 3= p + 1 que Im/" = Im/ P . La propriete est vraie par hypothese au rang 
p+ 1. Soit p+\. Supposons que Im/" = Im f p et montrons que Im/" +1 -Imf p . On a toujours Im/” +1 c 
Im f p . Si y e Im f p alors il existe x e E tel que y — f p (x). Comme Im f p - Im f p+1 , il existe x' e E tel que 
y — f p (x) = f p+1 (x'). Mais d’apres l’hypothese de recurrence , il existe x" e E tel que /" (x”) = f p ( x "). Done 
y — f (/" (x)J = /" +1 (x") et done Im f p c Im/” +1 . On termine en appliquant le theoreme de recurrence. 


Exercice 23.70 W 

Soit E un K-espace vectoriel et f e L(E). On pose 

N = UieN Ker/' 

1. Montrer que N = Ker/ ==> Ker/ + Im/ est directe. 

2. Etudier la reciproque. 


887 


Solution : 

1. Supposons que N = Ker f. Alors pour tout ieN*, Ker /' c Kerf. Comme par ailleurs, on a toujours Ker / c Ker /', 
il vient que pour tout i £ N* , Ker/' = Ker f. Soit x £ Ker/ n Im /. Aiors il existe xg £ E tel que x = / (xo) et par 
ailleurs f (x) = 0. Comme f (/ (xo)) = 0 et que Kerf - Kerf 2 , il vient que xo £ Kerf et done x-0. La somme est 
bien directe. 

2. Supposons que Ker/ + Im/ soit directe. Remarquons qu’on a toujours Kerf c Kerf 2 . Soit x £ Ker f 2 . Alors 
/(/(x)) = 0. Mais f[x ) £ Im/n Ker / = {0} done fix) = 0. Alors x e Kerf. On a montre que Kerf — Kerf 2 . On 
en deduit que Kerf 2 = Ker/ 3 , ... et done que N = Kerf. 


Exercice 23.71 VO 

Soit E un K-espace vectoriel et f,ge L(E). On suppose que 

fogof = f, et gofog=g 


Montrer que 


E = Ker /ffilmg 


Solution : Soit x £ Kerf n Im g. Alors fix) - 0 et il existe xg e E tel que x — g(x o). Done g°/° g(x o) = x mais on a 
aussi go/og (xo) - go fix) -0 done x-0 et Kerf, Im/ sont en somme directe. 

Soit xeE. On peut ecrire x — x - g o f (x) + g o / (x) et comme / (x-go/(r)] = /(x)-/ogo/(x) = /(x)-/(x) = 0, il 
vient que x- go fix) e Kerf. Par ailleurs, il est clair que go/(x)eImg done E = Im/+ Ker/. 

En conclusion, Kerf et Im/ sont bien supplementaires dans E. 


Exercice 23.72 W 
Soit f £ L(E). On note 

A(/) = {g e L(E) I / ° g o / = 0 l( e) } 

1. Montrer que A (/) est un sous-espace vectoriel de L(E). 

2. Montrer que si f est injective, alors 

A(/) = {geL(E)|Im/cKerg} 

3. Montrer que si f est surjective, alors 


A(/) = {geL(E)|ImgcKer/} 


Solution : 

1. L’ endomorphisme nul est clairement dans A(/) done A (f) n’est pas vide. Soient g, g' e A (/) et a, a' e K . A lors 
par linearite de f : 

/°(ag + a'g')°/ = a/°go/ + a7°go/ = 0 

car g.g'eA (/) . Done A (/) est stable par combinaison lineaire. C’est bien un sous-espace vectoriel de L (E) . 

2. Supposons que f soit injective. Si g £ L(E) est tel que Im/ c Kerg alors pour tout x e E, /°g°/(x) = 0 (car 
fix) e Kerg) done g £ A(/). Reciproquement, si geA(/) alors pour tout x e E, g(f (x)) £ Kerf. Mais comme 
Kerf — {0}, il vient que g (/ (x)) = 0 et done que Im/ c Kerg. 

3. Supposons maintenant que f est surjective. Si g £ L(E) est tel quelmgc Kerf alors pour tout x £ E, /°g°/(x) = 0 
car g(/(x)) £ Img c Kerf. Done g £ A (/). Reciproquement, si g £ A (/) et si y £ Img alors il existe x £ E tel 
que g(x) = y et comme f est surjective, il existe x' £ E tel que x = f[x'). Alors g°/(x') = y. Mais f[y) = 
f o go /(x') = 0 car f o go f - 0. Done y £ Ker / et Imgc Kerf. 


23.7.8 Endomorphismes inversibles 

Exercice 23.73 V 

Soient un K-espace vectoriel E et deux endomorphismes u, v £ L(E). 

1. Developper iu + v) 2 . 

2. Developper (id -u) o (id + u) . 

3. Si u 2 = 0, montrer que (id -u) est bijective. 


Solution : 

1. On utilise la linearite de u et v et on trouve : [u+ v) 2 = u 2 + uo v+ vo u+ v 2 . Attention, en general, uo v / you. 

2. De meme (id - u) o (id + u) — id - u 2 

3. Siu 2 - 0, alors (id -u)° (id + u) = (id + u) o (id -u) - id et (id - ti) est bijective d ’inverse id + u. 


Exercice 23.74 7? 

Soit E un K-espace vectoriel et f e L(E) vcrifiant (/ - id) o(/ + 2 id) = 0. Montrer que f est inversible. 


Solution : Comme (/ - id)o(/ + 2 id) = 0 et que f est lineaire, il vient que f 2 + / - 2 id = 0 ce qui s’ecrit aussi 

fo [— 5 ^] = id ou encore °/ = id. Done f est inversible d’inverse 

i id+/ 

r =-r 



Exercice 23.75 

Soit E un K-espace vectoriel et u e L(E). On suppose qu’il existe des scalaires do,...,a n tels que ao id +fl| u-\ h 

a n u n = 0, avec ao ^ 0 et a n •£ 0. Montrer que u est un a utomorphisme de E. 


Solution : Comme aoid + a\u + + a n u n = 0, on a -(a n u n + ... + a\u) = aoid et tt[^-^u n 1 - . . . - ^ idj = 


f-f Kf"" 1 -. 

. - id \u = id done u est inversible et 

u 1 = - 

a n y,—! 

— u n A + . 

. + — id 


a 0 ) 


. ao 

ao 


Exercice 23.76 V 

On considere les deux endomorphismes de H = R 2 suivants : 

— ► K 2 
— (0, x) 


lx,y) 


(y,o) 


( K 2 

v ‘\ (*.j 


1. Calculer uo v, yo u, u 2 et y 2 . Conclusion ? 

2. Montrer que 1 ’endomorphisme (id - u) est inversible et determiner son inverse. 


Solution : 

1. Pour ( x,yj e IR 2 , on calcule 

- uo y (x, y) = u(0, x) — (x,0). - u 2 (x, y) = u (y, 0) = (0, 0) . 

- v o u (x, yj = v (y, 0) = (0, y) . - v 2 (x,y) = v{0,x) - (0,0). 

done uo y est la projection sur les abscisses, yo u est la projection sur les ordonnees et u 2 - v 2 = 0. 

2. On utilise 1 ’exercice 23. 73. Comme u 2 — 0, id - u est inversible et d ’inverse id + u. 


Exercice 23.77 7) 

Soit un K-espace vectoriel E et un endomorphisme k e GL(E). On considere 1’ application 


(Pfc : 


L(E) 

u 


Montrer que ip*- e GL(L(E)) puis que 1’ application 


V: 


GL(E) 

k 


L(E) 

kou 


GL(L(E)) 


est un morphisme de groupes injectif. 


Solution : On verifie que tp^ est lineaire. Soient a, p e IK et u,v e L(E). On a ipt (au + ()//J = ko (aM + pi') = alcou + 
pfco y — aept (w) + Ptpt (y) par linearite de k. 

L’ application tp/ c est bien a valeurs dans L(E) car la composee de deux applications lineaires est encore lineaire. 

Enfin. cp^- est bijective. En effet, comme k est inversible, on a tp/ c o cp fc i = cpj.-i o = Ml(ej • 

Soient k, k' e GL(E). On a \|/ (ko k') - (pj. 0 jj -q>k° ip k’ done \|/ est un morphisme de groupes. De plus, si k e Ker\|/ alors 
\|/ (fc) = id[ done ip/ c = Me ce qui n ’est possible que si k = Me done Kerip = {Me} et ip est injectif. 
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Exercice 23.78 V 

Soient E un K -espace vectoriel et f un endomorphisme de E nilpotent. Prouver que id-/ est inversible et exprimer 
son inverse en fonction de f. 


Solution : Supposons que f est nilpotent d ’ordre ne N* . Alors par linearite de f il vient que : 

(id-/)o(id+/+/ * 1 2 +...+/"- i )=(id+/+/ 2 +...+/ n - i )-(/+/ 2 +...+r- i +/")=id 

par telescopage et car /" - 0. De meme (id+/ + f 2 + ... + /” _1 ) ° (id-/) = id done id-/ est inversible et 

(id-/r i =id + /+/ 2 +...+/»- 1 . 


Exercice 23.79 W 

On considere C comme un U-espace vectoriel. Soit p eC. On definit /:€>-►€ par f(z ) - z+ pz. Verifier que f e L(C) 
puis determiner Kerf. A quelle condition f est-il un automorphisme ? 


Solution : f est lineaire (verification immediate). Cherchons son noyau : soit zeC : 

f(z) - 0 => z = -pi 

En prenantle conjugue, 1 - -~pz et done z = |p| 2 z d’ou (1 - [p| 2 )z = 0. 

1. Si \p\ 1, alors z — 0. Par consequent, Ker f — {0}. 

2. Si | p\ - 1 alors 3a e [0,2 jt[ tel que p-e m . Par ailleurs 3r 3= 0, 30 e [0,2 jt[, tels que z = re ld . Alors 

z- -pi => e 2l ° = e' (a+It) 0 = C -^~ + kn(k e Z) 

2 

Done Kerf est une droite vectorielle : 

-VO+JT 

Ker/ = Vect(u), u-e { 2 


On peut deja conclure que si \p\ = 1, alors f n ’est pas un automorphisme. 

Lorsque \p\ = 1, on a vu que f etait injective. Verifions qu’elle est surjective. Soit u e C. Cherchons zeC tel que 
z+pl- u. En prenant le conjugue et en multipliant par p, on trouve que p1+ \p\ 2 z — pTi. En eliminantl, on trouve que 
u- pu 


1-lpl 

En conclusion. 


qui reciproquement verifie bien /(z) = u. 


f £ GL(C) <=> \p\/l 


Exercice 23.80 W 

SoitE un R-espace vectoriel et f e L(E) tel que f 2 = id. Soit f?eEetAeR!\{l,-l}. Montrer que V equation x+A fix) = b 
possede une unique solution. 


Solution : Supposons que x e E est solution de P equation : x+ A/(x) - b et en appliquant f, on a A x + /(x) = fib). 

1 „ 

En multipliant la seconde relation par A, et en eliminant fix), on trouve que x = -(»- fib)) (1 - A / 0). Done 

1 — 

si P equation possede une solution, elle est forcement unique. Verifions que le vecteur x precedemment trouve est bien 
solution : 

ib- fib)) + A ( ifib) -f 2 ib )) ) = ( 1 -\ 2 )b- b 


Exercice 23.81 W 

Soient deux endomoiphismes if,g) e L(E) 2 tels que E = Ker/ ffi Kerg = Im/® Img. Montrer que (/+ g) e GI.(H). 


Solution : 

1. Montrons que Ker(f+g) - {0e}. Soitxe Ker if+g). Comme E - Ker(/) + Ker(g), il existe (xi,X2) e Ker(/) x Ker(g) 
tels que x-xi+X 2 - Alors fix) - fix 2 ) et g(x) = g(xi). Comme if+g)(x) - 0, on en deduitque /(X2) + g(xi) = 0, 
e’est-a-dire z - fix 2 ) - -g(x 1 ) e Im/nlmg. Mais puisquela somme Im(/) + Im(g) est directe, Im(/) nlm(g) = 
{0e} et done f(x 2 ) = g(xi) = 0e ce qui montre que f(x) — g(x) = 0e, e’est-a-dire x e Ker(/) nKer(g). Mais puisque 
la somme Ker if) + Ker(g) est directe, finalement x - 0|. . 

2. Montrons que H = Im (f+g). Soit ye E. Comme E = Im(/) +Im(g), il existe (xi,X 2 ) e E 2 tel que y-x 1 +X 2 . Mais 
comme E = Ker(/) + Ker(g), il existe (xn,xi 2 ,X 2 i,X 22 ) e Ker(/) x Ker(g) x Ker(/) x Ker(g) tels que x\ — Xu + X 12 
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et x 2 - x 2 \ + x 22 . Alors /(x i) = /(x i2 ) et g(x 2 ) = g(x 2i ). Posons x- x 12 + x 2 \. On calcule (/+ g)(x) = /(x 12 ) + 
g(x 12) + /(x 2i ) + g(x 2i ) = /(xi 2 ) + g(x 2i ) = y. 


Exercice 23.82 000 

Soit un U-espace vectoriel E et un endomorphisme u e L(E). Soient deux reels distincts (a, b) e R 2 tels que : 

( u - aid) o [u- Md) = 0 

1. Montrer que E = Ker(tt- aid) ® Ker(w- Md). 

2. Determiner la restriction de u a Ker(a - aid) et a Ker(a - Md). 


Solution : 

1. Remarquons tout d’abord que Kerf a - aid) et Ker(w- bid) sont bien des sous-espaces vectoriels de E car ce 
sont des noyaux d’ applications lineaires. Soit x e Kerf a - aid) n Ker(u - hid). Alors u (x) = ax et u (x) = bx. 
Comme a ^ b on a forcement x - 0 et les deux sous-espaces sont en somme directe. Remarquons que \ l(b - 
a) (X- a) + 1 /(a - b) (X- b) = 1 done 1/ (b- a){u- aidg) + 1 1 [a- b) {u- Mdg) = idg. De plus, en vertu du fait que 
[u - aid) o (u- Md) = 0, Iml/(£>- a) (u- aidn) c Ker(a- Md) et Iml/(a- b) [u- bidd) c Ker(a- aid). De plus, 
pour tout x e E on a : 

1 1 

x = (a(x) - ax) h (a(x) - ox) 

b-a a-b 

eKer(w-Md) eKer(u-aid) 

done E = Ker(w- aid) + Kerf a - Md). En conclusion, on a bien E = Ker(z<- aid) © Kerf a - Md). 

2. Determinons la restriction de u a Kerf a - aid). Si x e Kerf a - aid) alors u (x) = ax done M|Ker(«-aid) esf une 
homothetie de rapport a. De me me ii\ Kcr(u-/)id) est une homothede de rapport b. 


23.7.9 Transformations vectorielles 

Exercice 23.83 V 

Dans 1 ’espace R 3 , on considere les sous-espaces Ei = Vectfl, 1,1) et E 2 = {(x, y,z ) e R 3 | x + y+ z— 0}. Determiner 
1 ’expression analytique du projecteur p sur E 2 parallelement a Ei . 


Solution : On verifie facilement que Ei et E 2 sont supple me ntaires dans E = R 3 . On note e = (ei,e 2 ,e 3 ) la base 

de E formee de e\ = (1,0,0), e 2 - (0,1,0) et e 3 = (0,0,1). On remarque que Ei = Vect(/i) a vec f\ = (1,1,1) et que 
E 2 = Vect(f 2 , f\) avec f 2 - (1, 0, — 1) et - (0, 1,-1). En udlisant les oudls du chapitre 3 , on montre que fi,f 2 ,f$ ne 
sont pas coplanaires et qu ’ils forment done une base f de E. Soit u e E. On note (x, y, z) les coordonnees de v dans e et 

) x - p + a 

y = y + a 

z =-|3-Y + a 


fP = 5 (2x-y-z) 

qui est equivalent a < y = | (-x + 2y + z) . Comme f\ e Ei et que f 2 , /;>, e E 2 on doit avoir 
[a = | (x + y + z) 


p(v) = P/ 2 + y/3 = ^((2 x-y-z) (1,0, — 1) + (-x + 2y + z) (0, 1,-1)) = ^(2x-y-z,-x + 2y+z,-x-y) 


et done 


p[x,y,z) = - [2 x - y - z,-x + 2y + z, -x- y) 


Exercice 23.84 O 

Dans l’espace R 3 , determiner V expression analytique de la symetrie par rapport au sous-espace Ei parallelement au 
sous-espace E 2 ou : 

Ei = Vect((l, 0,0), (1,1,1)) et E 2 = Vect(l,2,0) 


Solution : Soit s cette symetrie et soient u = (1,0,0), v = (1,1,1) et w - (1,2,0). Soient e\ = (l,0,0),e 2 = (0,1,0) et 

e3 = (0,0, 1) les vecteurs de la base naturelle de R 3 . 

On a s(u) = u et s(v) = v. s(w) - -w. Ona e\- u,e 2 = |(to- u) et e 3 — v- j(.w+ u). 
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On en deduit s{ei) - e\ — (l,0,0),s(e2) = -j{w+u) - ( — 1, — 1,0) et s(e 3) = v+j{ w-u) = (1,2,1). Finalement, s{x,y,z ) = 

{ x? - x + y + z 
y'-y + 2z 
z’ — z 


Exercice 23.85 V 

So it : 


R [X] — > R [X] 

P — - 0 (P) 


oil 0 (P) est le polyndme donne par : 


(8(P))(X) = 


P(X)+P(-X) 

2 


1 . Prouver que 0 est lineaire. 

2. Prouver sur P ensemble des polynomes pairs est stable par 0. 

3. Montrer que 0 o 0 = 0. Que peut-on en deduire pour 0. 

4. Determiner Ker0 et Im0. En deduire les elements caracteristiques de 0. 


Solution : 

1. Facile. 

2. On montre aussi facilement que si P est pair, il en est de meme de 0 (P). 

3. Soit P un polyndme a coefficients reels, on a : 


0°0(P)(X) = 0 


/P(X)+P(-x)-\ 1 /P(X)+P(-X) p(-x)+pcxn 


= 0(P)OQ 


done 0 est un projecteur. 

4. Si 0 (P) = 0 alors VX e R, P(X) = -P(-X) done P est impair. Reciproquement si P est impair alors 0(P). 
Ker0 = {P £ R [X] | P a tous ses termes de degre pair nuls}. On a par ailleurs 0 (P) est pair pour tout P e R [X]. 
Reciproquement, si P est pair, alors 0 (P) = P done Im0 = {P e R [X] | P a tous ses termes de degre impair nuls}. 


Exercice 23.86 V 

Soient E un K-espace vectoriel et p e f£ (H). 

1. Montrer que p est un projecteur si et seulement si id -p Vest. 

2. On suppose que p est un projecteur. Exprimer alors Im (id - p) et Ker (id - p) en fonction de Im p et Ker p. 


Solution : 

1. Comme (id-p) 2 = id-2p + p 2 , p est un projecteur si et seulement si id -p est un projecteur. 

2. On a Ker p — Im (id-p). En effet, si x e Kerp alors p (x) - 0 et (id-p) (x) = x. Done x e Im (id-p). Reciproque- 
ment, si x e Im (id-p) alors il existe xq tel que x = (id-p) (xq) Done p (x) = p (xq) - p 2 (xq) = 0. 


Exercice 23.87 W 

Soient E un K-espace vectoriel et p,q ef£ (E). Montrer V equivalence entre : 

1. poq-petqop-q. 

2. p et q sont des projecteurs et Ker p = Ker q. 


Solution : 

a Comme 

p 2 — po q o poq - poqoq-poq - p, 

-<t 

p est un projecteur. On montre de meme que q est un projecteur. Si x e Ker p alors q (x) = q ° p (x) = 0 done x e Ker q 
et Ker p c Ker q. On montre de meme que Ker q c Ker p. Done Ker p = Ker q. 

| <= | Comme q est un projecteur, Kerp et Imp sont supplementaires dans E . Soit xeE .11 existe un unique couple 
(x', x") e Ker q x I m q tel que x-x’ + x". Alors 

po q[x) = po q[x") = p(x") et p (x) = p (x' + x") = p (x") 

car Ker p = Ker q et que q (x") = x" . Done p o q (x) = p (x) et po q = p. On montre de meme que qop-q. 
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Exercice 23.88 W 

Soit un projecteur p d’un K-e.v. E. Montrer que 

VAeK\{0,1}, p - Aid e GL(E) 

Indication 23.23 : On fera deux demonstrations. Pour la premiere, utiliser la relation polynomiale pop - p. Pour la 
deuxieme, ecrire que E = Ker p © Im p, et resoudre 1 ’equation (p- Aid) (x) = y, en decomposant sur Ker p et Imp les 
vecteurs x et y. 


Solution : Premiere demonstration. On a pop - p, done p 2 -p- 0, etalors {p- Aid)o(p + (A - 1 ) id) + A ( A — 1 ) id = 0 
done si A £ {0, 1}, on peut ecrire 

(p-Aid)o [ * (p+ (A - 1) id) ] = id 

ce qui montre que ( p - Aid) est inversible. 

Deuxieme demonstration. Soit y eE. On decompose y — yi + yi avec y\ e Ker p et y-i e Im p. Soit x — X| + X2 e H. 
Alors {p — Aid)(x) = y <=^> xz — A(xi + xz) -y\ + yi -Axi = yi et (1 - A)X 2 = y 2 (on a utilise le fait que la somme est 

1 1 

directe et done que la decomposition est unique ). On trouve une unique solution xi = - — Vi et x? = - — — v?., e’est-a-dire 

A 1 — A 

qu’il existe un unique antecedant a y par V application (p - Aid). Cette application est done bijective. 


Exercice 23.89 W 

Soit un K-espace vectoriel E et deux projecteurs p, q de E verifiant : 

poq - qop 


1. Montrer que po q est un projecteur : 

2. Montrer que Im (p o q) = Im p n Im q ; 

3. Montrer que Ker(po q) = Ker p + Ker q. 

Solution : 

1. Calculous 

(poq) 2 - poqopoq-popoqoq-p 2 oq 2 - poq 

Done po q est un projecteur. 

2. Im(po q) c Imp n Imq : soit y e Im(po q). 3x e E tel que y = po q{x). Comme y = p[q(x)), y e Imp. Mais 
puisque poq - qop, on a egalement y - q[p{x )) e Im^. Done yelmpnlmq. 

I m p n I m q c Im (poq). Utilisons la caracterisation de V image d’un projecteur: Soitxe Im pnlm q. Alors p(x) = 
q{x) = x. Alors po q{x) - p[q(x )) = p(x) - x et par consequent, xe Impo q. 

3. Montrons Ker p + Ker q c Ker(p o q) ; Soit x e Ker p + Ker q ; 3 (x p ,Xq) e Ker p x Ker q tels que 

X — Xp + Xq 

Alors 

poq(x) = p[q{x p ) + q(x q j) = p[q(x p )) = q[p(x p )) - q( 0) = 0 

done x e Ker(po q). 

Montrons que Ker(po^) c Kerp + Ker^. Soit x e Ker(po^). Posons x p - q{x) et x p — x- q[x). On a bien 

X-X p + Xq et 

p{x p ) - po q(x) = 0 => Xp e Kerp 
q{x- q(xj)- q{x)- q 2 {x)- q{x)- q{x)-Q ==> x^EKer^ 

Exercice 23.90 W 

Soient un K-espace vectoriel E et deux projecteurs p,q de E verifiant poq — 0. On pose r = p + q - qop. 

1. Montrer que r est un projecteur; 

2. Montrer que Ker r = Ker p n Ker q ; 

3. Montrer que Im r - Im p ® Im q. 

Indication 23.23 : Interpreter la relation po q-Q en fonction des images et noyaux de p, q. Dans les demonstrations, 
on pourra utiliser le fait que si r est un projecteur, et x e E, xElmr r(x) = x. 
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Solution : 

1. Calculons 

r 2 = p 2 + pq-pqp + qp+q 2 -q 2 p-qp 2 -qpq + qpqp- p+qp+q-qp-qp - p+ q- qp- r 

(on a utilise que p 2 — p, q 2 - q et pq — 0). Done r est un projecteur ( r est linen ire). 

2. Kerr c Kerpn Ker <7 : soit x e Kerr, alors p(x) + q{x) - qpix) - 0, et en appliquant p, on trouve que p 2 (x) + 
pq(x) - pqp(x) = 0, d’ou p(x) - 0, e’est-a-dire x e Ker p. De me me, en appliquant q, on montre que x e Kerr/. 
Ker p n Ker q c Ker r,c’est evident. 

3. Impnlmq - {0} : soit x elmpnlmq, alors pqix) - 0 => p{x) — 0 (car x e Imq) et alors x — 0 ( p(x) — x, car 
x e Imp). La somme est done directe. 

Imrclmp + Imq : soit xelmr, puisque r est un projecteur, r(x) - x et done 
x - p(x) + q(x) - qp(x) = p(x) + q[x- p(x)] 

et p(x) e Im p, q{x- p(x)) e Irr iq. 

Imp + Im q c Im r : soit xelmp + lmq, 3xi e Im p, 3x2 elm q tels que x-x\ + X 2 . Alors, r{x) - p{x i) + p(x 2 ) + 
q[x 1) + q(x 2 ) - qp{x\) - qp{x 2) = x\ + X 2 + p[x 2) + q{x 1) - qp{x 1) - qp{x 2). Mais po q = 0 ==> Imq c Ker p, 
done p[x 2 ) = 0. Alors r[x) — x+ q[x\ - p[x 1)), mais puisque x\ e Imp, on sait que p{x 1) - xi, et done r(x) = x. 
Comme r est un projecteur, r(x) - x => xelmr. 


Exercice 23.91 W 

Soit E un K -espnee vectoriel et p un projecteur de E. Resoudre V equation p{x) + 3x= y oil y eE. 


Solution : Comme p est un projecteur, les sous-espaces Ker p et Imp sont supplementaires dans E. Done il existe 

un unique couple (x',x") e Kerp x Imp tel que x-x' + x" et il existe un unique couple (y', y") e Kerp x Imp tel que 
y-y' + y". Il vient : 


p(x) + 3x = y <==> x" + 3x' + 3x" = y' + y" <^=^> 3x^ + 4x^ = y' + y" - 

eKerp elmp EKerp eImp 


3x' = y' _ / f_ 

4x" = y" X 3 4 


par unicite de la decomposition des vecteurs dans E = Ker p © Imp. En conclusion, 


y-p[y ) p[y ) 
3 4 


Exercice 23.92 W 

Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. Calculer (id + p)“ oil n e N. 


Solution : Comme id et p commutent, on peut appliquer la formule du binome et 


(id + p) n 



P = 


id+(2"-l )p 


car p 2 = p. 


Exercice 23.93 W 

Soit E un K-espace vectoriel et ue L(E). Soit p un projecteur de E. 

Montrer que u et p commutent si et seulement si Im p et Ker p sont stables par u. 


Solution : 

| => | Supposons que u et p commutent. Soit yelmp. Mais p (u (y)) = u (p (y)) = u (y) car y e Im p. Done u (y) e Imp 
et Imp est stable par u. Si x e Ker p alors p (11 (x)) = u[p (x)) = 0 done u (x) e Kerp et Kerp est aussi stable par u. 

| <= | On suppose Im p et Ker p sont stables par u. Comme p est un projecteur, E = Ker p © Imp. Soit xeE .11 existe un 
unique couple (x',x") e Kerp x Imp tel que x — x' + x". Il vient que uop{x) = u[x ") et que po u[x) — p (w(x")) = 
u[x"). On a montre que uo p (x) = po u(x) done u et v commutent. 


Exercice 23.94 <Z>00 

[Decomposition du noyau] Soient un C-espace vectoriel E et un endomorphisme f e L(E) verifiant f 2 ~- Me. On note 
F = {x e E | fix) = ix\ et G = {x e E | fix) = -ix] 
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Montrer que E = F ® G et exprimer le projecteur sur F parallelement a G. 


Solution : Pour tout x e E, on ax- - 1 (/ (x) + / x) + | (/ (x) - / x) et on verifie que f [x) + ixe F, / (x) - ix e G. En 
effet : 

f [f (x) + ix) - f 2 (x) + if(x) = -ix+ if{x) = i [f (x) + ix) 

/(/(x)- ix) = / 2 (x) — if (x) = —if (x) — if (x) = -i{f(x)-ix) 

Done E = F + G. Si x e F n G alors on a en meme temps f (x) = ix et f (x) = - ix ce qui n ’est possible que si x = 0. Done 
F et G .so /it en somme directe. En conclusion, E = F ffi G. 

Montrons que p - ~j{f + i id) est le projecteur sur F parallelement a G. Soit x — x\ + X2 e F ® G. Alors p (x) = 
— 2 (/(x i) + / (X2) + i (xi + X2)) = —j(ix] — ix'i + ix\ + /X2) = xi, ce qu’il fallait montrer. 

Cet exercice est un cas particulier du theoreme de decomposition du noyau que vous verrez en deuxieme annee. 


Exercice 23.95 

Soient deux projecteurs p et q d’un espace vectoriel E. Montrer que l’endomorphisme Ip + q) est un projecteur 
de E si et seulement si Ton a poq-qop-0. Si e’est le cas, montrer qu’ alors Im (p + q) = I m p ffi I in q et que 
Ker {p + q) — Ker p n Ker q. 


Solution : 

- On suppose que p+q est un projecteur. Alors (p + q) 2 - p+q eten developpant, on obtient p 2 +q 2 +poq+qop- p+q. 
p, q etant des projecteurs, on a : p 2 — p et q 2 - q et done po q+ qo p = 0. On va montrer que I m q cz Ker p ce qui 
amenera po q - Q et done q o p = 0. Soit ye Imq. Alors p[y) + q ( p (y)) = 0. Comme E = Ker q ® Im q, il existe 
X e Ker q et Ye Imq tel que p[y) -X + Y. Alors X + Y + q ( X + Y) - 0 soit X+2Y = 0. Par unicite de la decomposition 
d’un vecteur sur une somme directe, il vient X — Y — 0 et done p (y) -0. On a prouve que I m q cz Ker q et la premiere 
implication est demontree. 

- Pour la seconde, supposons que po q - qo p - 0 alors [p + qY - p 2 + q 2 + po q + q o p - p+q car p et q sont des 
projecteurs. 

- On suppose dans la suite que (p + q) est un projecteur de E. 

- Montrons que Im (p + q) -Imp® Imq. Soit x e Im p n Im q. Alors p{x) - q (x) - x et il vient q ( p (x)) = x. Mais 
qop-0 done x-0. Done Im p et Im q sont en somme directe. Si x e Im p + q alors x= (p+ q)(x) = p (x) + q (x) e 
Imp+lmq et Im p + q c Im p+lmq. Si x e Imp+Img alors il existe x\ e Imp et X2 e Imq tel que x-x\ + X 2 - Mais 
[p + q) (x) = p (xi) + p (X2) + q{x\) + q (X2) = xi + X2 car Im q c Ker p et Imp cz Ker q en vertu de poq-qop-Q. 
Done x e Im p + q et on prouve ainsi par double inclusion que I m ( p + q) - I m p ® I m q. 

- Montrons maintenant que Ker (p + q) - Ker/i n Kerr/. On montre facilement que Ker p n Kerr/ c Ker (75 + q). Soit 
x e Ker (p + q). Alors p[x) + q{x) — 0 et p[x ) = -q{x). Posons y - p{x). On sait alors que y e Imp et que y elmq. 
Mais Imp cz Ker q et Imq cz Ker p done y e Ker q et y e Ker p. Comme E = Ker p ® Im p et E - Ker q ffi Im q, ceci 
n ’est possible que si y - 0. Done x e Ker p n Ker q et 1 ’egalite est prouvee par double inclusion. 


23.7.10 Formes lineaires 

Exercice 23.96 

Soient E un IK -espace vectoriel et f,g e E* deux formes lineaires telles que Vx e E, /(x)g(x) = Ok- Montrer que f - 0 
ou g - 0. 


Solution : Si il existe a e E tel que f{a) fOetbeE tel que g(b ) f 0, alors 

0 = f{a + b)g[a +b) = f (a) g ( a ) + f (a) g [b) + f[b)g ( a ) + f{b)g ( b ) = f (a) g [b] + f [b] g (a) . 

Done f (a)g{b) = -f(b)g(a) et comme f{a) f 0 , g{b) f 0, necessairement f [b] f 0 et g(a ) f 0. Il vient alors que 
f ( a ) g[a) f 0 ce qui est contraire a notre hypothese de depart. Done f - 0 ou g - 0. 


Exercice 23.97 O 

Soient E un espace vectoriel et a un vecteur de E. Soit cp une forme lineaire sur E. On defmit u(x) - x+(p(x)rr. Verifier 
que u est un endomorphisme de E, puis calculer u 2 . A quelle condition u est-elle injective ? 


Solution : Soient a, a' e IK et x, x' e E. Par linearite de cp 

u(olx + a'x') = ax+aV + cp (ax + a'x'j a — a(x+ cp(x)a) + a' (x' + cp(x')a) = au (x) + a ’ u[x’) 
done u est lineaire. 


895 


Soit x £ E. 

u 2 (x) = u[x + cp(x)cz) = u{x) + c p(x)zt (ct) = x+ cp(x)ct + cp (x) [a + cp (a) a) — x+ (2 + cp(a)) cp (x) a 

L’ application u est injective si et seulement si son noyau est reduit au vecteurnul de E. Mais u(x) - 0 <c=> x + cp (x) a — 
0 x = -cp (x) a. Done un vecteur x est element du noyau de u si et seulement si il existe aeK tel que x = eta et 
cp (x) = -a. On a alors ua = -acp (a) a ce qui s’ecrit aussi a (l - cp (a)) a - 0. Pour que le noyau de u ne soit pas trivial, 
il faut done que cp ( a ) = -1, dans quel cas, u n’estpas injective. Sinon, si cp (a) ^ -1, cp est injective. 


Exercice 23.98 

Soit E F ensemble des fonctions derivables sur [0, 1] et 8: 



1. Montrer que E est un IR -espace vectoriel. 

2. On pose E[ = Ker8. Trouver un supple me ntaire de E[ dans E. 


Solution : 

1. On montre facilement que E est un R -espace vectoriel en prouvant que e’est un sous-espace vectoriel de 
Jf([0,l],R). 

2. Montrons que V ensemble des fonctions affines sur [0, 1], note I, est un supplemental de E[ dans E. Soit / e E. 
Alors f = If - f (0) x) + /' (0) x. Il est clair que x<~* f — f' { 0)xeH et que x«/'(0)xe I. Done E = H + 1. Si 
f £ El n I alors f (0) = 0 et il existe ae R tel que f : x >-»■ ax. Alors a — 0 et f = 0. Done El et I sont en somme 
directe. En conclusion, H = I I ® I. 


Exercice 23.99 W 

Soit un IK -espace vectoriel E. Pour u e L(E), on definit 


E* 


E* 
epo u 


1. Montrer que f wEL(E*). 

2. Si [u, v ) e L(E) 2 , calculer ‘{ho v). 

3. Montrer que 1 ’application 


GL(E) 


GL(E*) 

f ,,-i 


est un morphisme de groupes. 

4. Lorsque E = IR 2 , montrer que 0 est injectif. 


Solution : 

1. Soit cp,\p £ L(E) et a,p £ K. Alors l u[ acp + pep) = (acp + 13\|/) o u — acp o u + pip o u = aGt(cp) + p‘tt(\p). Done 
t u £ L(E*). 

2. Soit cp £ E*. Calculons 

1 VO f u{ cp) = ‘v(cpo ll) - epo (z^o v) = \uo iz)(cp) 

Par consequent, t {uov)- t vo t u. 

3. 0 est bien defmie. Soit f £ GL(E). Comme f est inversible, il existe 1 £ L(E) verifiant f o f~ l = idg. Mais 
en transposant, f~ l o‘/= ‘idg = id E *. On montre de meme que f /o f~ l = idg*. Ce qui montre que f~ l est 
inversible dans L(E*). On verifie sans probleme que 0 est un morphisme de groupes en udlisant 2. 

4. Soit f £ Ker0. Alors Vcp £ E*, r / _1 (tp) - tp et done 

Vcp £ E*, epo f~ l - cp 

En considerant cpi et q >2 les deux projections sur VectOi ) et Vectfe), on montre que f — idg. 
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Chapitre 


24 


Dimension des espaces vectoriels 


En mathematiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue. 

John von Neumann. 


Pour bien aborder ce chapitre 

Apres avoir mis en place les bases d’algebre lineaire nous allons nous interesser dans ce chapitre a la notion de dimension. 
La dimension d’un espace vectoriel est liee au nombre de parametres (ou parle aussi de degres de liberte) qu’il faut 
considerer pour pouvoir le decrire. Ainsi pour choisir un couple de R 2 il faut choisir une abscisse et une ordonnee. II y a 
deux parametres (ou deux degres de liberte). On verra que R 2 est de dimension 2. De meme, pour choisir un polynome 
aX 2 + bX + c de R 2 [X], il faut choisir a, b et c. On verra la aussi que R 2 [X] est de dimension 3. Dans certains cas, il faut une 
infinite de parametres pour decrire les vecteurs de l’espace considere. Par exemple, pour choisir une suite (u n ) e ■9 ) (R), 

il faut choisir chaque terme uq, u\ Ou encore pour choisir une fonction / e .9 (R, IR), il faut choisir l’image de chaque 

point de IR par /. Ces deux espaces sont de dimension infinie. 

Meme s’il sera utile de se souvenir de ces considerations, la definition precise de la notion de dimension demande quelques 
efforts qui nous en eloignent un moment. On peut remarquerque toute base du plan compte exactement deux vecteurs. De 
meme toute base de Fespace en compte trois. Le plan est de dimension 2 et Fespace de dimension 3. Si on arrive a definir, 
pour un espace vectoriel quelconque ce qu’est une base (quand il en a) et qu’on parvient a montrer que deux bases sont 
toujours de meme cardinal alors on tiendra notre definition. La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs 
que contient une base donnee (quand ce nombre est fini). 

Ceci est coherent avec notre intuition initiale. Si (iq,..., v n ) est une base de Fespace vectoriel considere E, alors choisir 
un vecteur dans E revient a choisir ses n composantes sur la base, il y a bien n degres de liberte. 

Nous traiterons les notions de base et de dimension dans les premieres sections de ce chapitre. Nous nous occuperons 
ensuite a etudier les consequences de ces notions en algebre lineaire. En particulier, nous demontrerons deux formules 
fondamentales : 

- la formule de Grassmann 

- la formule du rang 

qui permettront de beaucoup simplifier les demonstrations de supplementarite et celles de bijectivite (elles permettront de 
diviser par deux le travail a faire quand on n’en dispose pas). 


24.1 Families de vecteurs 

Dans toute la suite, K est un corps (IR ou C). E et F designent des IK-espaces vectoriels. 

24.1.1 Combinaisons lineaires 


Definition 24. 1 9 Combinaison lineaire 

Soit (vi,..., v n ) une famille de n vecteurs d’un K-espace vectoriel (E,+,.). On appelle combinaison lineaire de ces n 
vecteurs tout vecteur v e E de la forme : 


n 

V = Xi-Vi + ... + X n - V n Vic 

k = 0 


ou (Ai,...,A„) e K". 
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Proposition 24. 1 Image d’une combinaison lineaire par une application lineaire 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et / e 5£ (E,F). Soient (iq,..., v n ) une famille de n-vecteurs de E et (Ai,..., A p ) e 
K p alors 

/ (Ai • vi + . . . + A„ ■ v n ) = Ai • / (iq) + . . . + A„ ■ / iv n ). 


Demonstration Par une recurrence immediate. 

24.1.2 Families libres 


Definition 24.2 WO Famille liee 

On dit qu’une famille , Up] de vecteurs de E est liee, ou que les vecteurs iq, . . . , M p sont lineairement dependants 

si et settlement si un des vecteurs de la famille est combinaison lineaire des autres ou autrement dit si et seulement si il 
existe un p-uplet ( Ai , . . . , A p ) e K p de scalaires non tous nuls verifiant Ai • iq + . . . + A p • M p = 0. 


Exemple 24.1 

- Trois vecteurs du plan sont toujours lies. De meme, 4 vecteurs de Fespace sont toujours lies. On comprend bien 
intuitivement ces deux affirmations. On les demontrera dans Fexemple 24.7 page 903. 

- Dans R 4 , les vecteurs u\ - (1,0, 1,-1), 112 = (3, -2, 2, -3) et M3 = (-1,2,0, 1) forment une famille liee. En effet, 112 = 
2u\ - M3. 

- Dans & (R, R), les fonctions f \ : x cos 2 x, [2 : x sin 2 x et fa : x >-*■ cos2x sont liees. En effet, fc — f\ - f 2 . 


Pour definir une famille de vecteurs lineairement dependants, il suffit de prendre la negation de la definition precedente : 
v- (mi,..., Vp ) est une famille liee de vecteurs de E si et seulement si pour toute famille de scalaires (Ai, . . . , A p ) e K p , si 
Ai • x\ + . . . + \p ■ Xp - 0 alors Ai = . . . = A p = 0. On a alors la definition suivante : 



Exemple 24.2 

- Dans R 2 , la famille ((1,0) , (0, 1)) est libre. En effet, soit a,p e R tels que a (1,0) + 13 (0, 1) = (0,0). Alors (a, p) = (0,0) et 
done a = |3 = 0. 

- On demontre de meme que dans R 3 , la famille ((1,0,0) , (0, 1,0) , (0,0, 1)) est libre. 

- Dans J^(R,R) la famille (sin, cos, exp) est libre. Soient «,(>, y e R tels que asin +()cns+yexp = 0. Alors pour tout 

x e R, asinx + |3cosx + yexpx = 0 ce qui s’ecrit aussi Vxe R, + + Y- 0. On montre facilement en 

utilisant le theoreme des gendarmes que lim +00 = lim +00 = 0. On en deduit que y = 0. On a alors Vx e R, 
asinx+pcosx = 0. Si on fait x = 0 on obtient p = 0 et si on fait x-n/2, il vient que a = 0. On a alors bien montre que 
a - P - Y - 0- 

Remarque 24.1 Soit (iq, ..., v p ) une famille de p vecteurs de E. 

- Si l’un des vecteurs est nul, la famille est liee. 

- Si Fun des vecteurs de la famille apparait plus d’une fois dans la famille alors la famille est liee. 

- Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre 














24.1.3 Families generatrices 


Definition 24.4 Famille generatrice 

On dit qu’une famille (iq,..., v p ) de p vecteurs de E engendre l’espace vectoriel E (ou est generatrice de E) si tout 
vecteur de E peut s’exprimer comme combinaison lineaire de la famille (iq, . . . , v p ) : 

P 

VueE, 3 (Ai,... , A p ) e : v = £ A,- ■ iq 

k = l 

Autrement dit : Vect({v i,.. v p }) = E. 


Pi ANT 74 T • 

Pour montrer qu’une famille est generatrice 


1 Soit veE. 

2 Posons Ai X p = ... 

P 

3 On a bien : v — ^ A,- • ip 

k= 1 




Exemple 24.3 

- Dans R 2 , soient x\ - (1,0) et X 2 = (1,0). La famille (xi,x 2 ) est generatrice de R 2 . En effet, si v - (x,y) e R 2 alors 
v - x(l, 0 ) + y( 0 , 1 ). 

- On montre de meme que la famille ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) engendre R 3 . 

- La famille ((1,0, 1) , (0, 1, 1)) engendre le plan vectoriel F de R 3 d’equation x + y - z. En effet F = 
{(x,y,z) El 3 | x+ y- z = 0} = {(x,y,x+ y) | x,y e R} = Vecr((l,0, 1) , (0, 1, 1)). 

- La famille (l,X,X 2 ,...,X' 2 ) engendre K„[X]. En effet, si P £ K„ [X] alors il existe ao,...,a n e K tels que P = a n X n + 
... + «o. 

- On considere Fespace vectoriel $ des fonctions en escaliers sur [0, 1]. On considere les fonctions f a j, definies pour 

a ^ b par f a ,b(x) = 1 pour a sS x b et f a ,h( x ) — 0 sinon. La famille est une famille generatrice de S\ 

mais n’est pas libre : / 0 ,i / 2 + fm.i - fo.i ~ /i/ 2 , 1 / 2 - 

| Remarque 24.2 Toute sur-famille d’une famille generatrice est encore generatrice. 


24.1.4 Bases 

Definition 24.5 Base 

On dit qu’une famille (iq, ... , v p ) de vecteurs de E est une base de E si et settlement si, a la fois : 

1 (fi, ... , v p ) est une famille libre de E. 

2 (ft, ... , v p ) est une famille generatrice de E. 


Exemple 24.4 

- La famille (1, i) est une base du R-espace vectoriel C. En effet, si a, b £ R sont tels que a. 1 + b.i - 0 alors a+ib- 0 et 
done a - b- 0. La famille est done libre. Pour tout nombre complexe, il existe a, ft e R tels que z- a + ib. La famille 
est done aussi generatrice de C. C’est done une base de C. 

- Dans le plan, deux vecteurs non colineaires foment une base du plan. 

- Dans R 3 , la famille ((1,0,0) , (0, 1,0) , (0,0, 1)) forme une base de R 3 . On aprouve dans Fexemple 24.2 que cette famille 
est libre et dans Fexemple 24.3 qu’elle engendre R 3 . 

- Dans R 3 , la famille formee des vecteurs e\ — (1,0,1), e 2 = (1,-1, 1) et es - (0,1,1) est une base. La famille est libre : 

) ai+a 2 =0 

-a 2 + ct 3 = 0 ce qui amene cti = a 2 = 013 = 0. La famille 
at + a 2 + a 3 =0 

est generatrice de R 3 . Soit (x, y, z) e R 3 . On cherche ai,a 2 ,a 3 e R tels que (x,y, z) = + a 2 e 2 + 01363 = 0. On obtient 

) ai+a 2 -x 

-a 2 + 0(3 = y et on trouve cq = 2 x + y-z, a 2 = -x-y+z et 0:3 = -x+z done (ei, e 2 , e^) 

ai + a 2 + a 3 = z 

engendre R 3 . C’est bien une base de R 3 . 
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De maniere plus generate, on a : 


Proposition 24.2 V Base canonique de K" 

Soit neb 1* . Considerons le K-espace vectoriel E = K". Il existe une base privilegiee ( e i , . . . , e n ) de K" dite canonique 
et donnee par : 

e x = (1,0,0,. 

.,0) 

e 2 = (0,1,0,. 

.,0) 

e n = (0, 0, 0, . 

V 

.,1) 

y 


Demonstration La famille e = ( e\,...,e n ) est generatrice. En effet, si x = {x x , ... ,x n ) e IK” alors : x = x\e\ + ... + x n e n . Elle 
est de plus libre : Si Xi,...,X n sont n scalaires de IK tels que E(L| ^k e k = 0> alors on a : (Ai,...,A n ) = 0 ce qui prouve que 
Vk e [1, n] , Afc = 0. 


Proposition 24.3 Base canonique de K„ [X] 

Soit n e N. Considerons le K-espace vectoriel E = K„ [X] des polynomes de degre Oi a coefficients dans IK. II existe 
une base privilegiee de K n [X] dite canonique et donnee par : (l,X,X 2 , . . . ,X"). 

Demonstration Voir le chapitre sur les polynomes. Nous reviendrons sur cette proposition plus loin dans ce chapitre. 
Proposition 24.4 Base de C(X) 

La "reunion" des families (X") ne w et est une base de C(X). 

V (X- a) n ) aaC 

neN* 

Demonstration C’est exactement la traduction du theoreme de decomposition en elements simples sur € en termes de combi- 
naisons lineaires. On peut aussi trouver une base de R(X). 


Theoreme 24.5 Composantes d’un vecteur relativement a une base 

Une famille e — (e x , ... ,e n ) de E est une base de E si et settlement si, pour tout vecteur v eE.il | existe | une unique 
famille de scalaires (Ai,...,A n ) e K n telle que : 



Le n-uplet (Ai A„) est alors appele famille des composantes (ou coordonnees) de v dans la base e. 


Demonstration 

0 


| Existence \ Comme la famille e est une base , elle est generatrice de E et done pour tout veE, il existe un n-uplet de scalaires 
(Ai,...,A n ) e IK" tel que : i/ = A,- • e, 

| Unicite \ Supposons qu 'il existe deux n-uplets de scalaires : (Ai , . . . , \ n ) et (A^ , . . . , A',,) tels que : 


P P 

v= ^ A ; • e; = ^ X'j ■ eg 
k = 1 fc=l 


On a done : (a'. - A; j • e j = 0. Mais e etant une base de E, elle est libre et cette derniere egalite n’est possible que si : 

V i e [1, n] , A'. - A,; = 0 e’est-a-dire : Vi e [1, n \ , A'. = A,- ce qui prouve l'unicite. 

s Supposons que pour tout veE. il existe une unique famille de scalaires (Ai,... , A n ) e K" telle que : 


P 

v= Yj A/ • ei = Ai • <?i + . . . + X n ■ e n 
k = 1 


et montrons que e est une base de E. Il est clair que e est generatrice. Montrons que e est libre. La seule decomposition de 0g sur 

les vecteurs de la famille e est 0g = Oej + . . . 0e n . Par consequent, si le n-uplet (ai a„ ) e IK " est tel que E ? 1 a ^ e ^ = 0^ . on 

a necessairement : Vi e [1, n \ , a,- = 0 ce qui prouve que e est libre. 
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24.2 Dimension d’un espace vectoriel 

24.2.1 Espace vectoriel de dimension finie 


Definition 24.6 Espace vectoriel de dimension finie 

On dit qu’un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille generatrice finie. Dans le cas contraire, 
on dit que E est de dimension infinie. De plus, par convention, on dit que E = {0} est un espace de dimension finie. 


Exemple 24.5 

- K" est de dimension finie car sa base canonique est une famille generatrice finie de K". 

- De la meme fagon, K n [X] est de dimension finie. 

- Par contre, IK [X] est de dimension infinie. Voir l’exemple 24.9 pour une demonstration. 

- De la meme fagon, .S^CIR) et sont de dimension infinie. Voir l’exercice 24.32 page 924. 


r 

Lemme 24.6 'v* Augmentation d’une famille libre 

Soient E un K-espace vectoriel et x £ E \ {0}. On suppose que : 


(^hi^) .2? = (/ 1 ) est une famille libre de vecteurs de E. 


(^H2^) x^Vecf(J§f) 


Alors (li,...,l n ,x) est encore une famille libre de vecteurs de E. 

> 


Demonstration Soient oq , . . . , a n ,a n + 1 scalaires de K tels que : oq l\ + . . . + a n l n + ax = 0. Supposons que les n + 1 scalaires ne 
sont pas tous nuls. II y a alors deux possibilites : 

1. a = 0 ef done oq l\ + . .. + a n l n = 0 avec oq,... ,a n non tous nuls. ce qui n’ est pas possible car la famille 2z? est, d'apres la 
premiere hypothese, libre dans E. 

2. a 4 0. Dans ce cas, on peut alors ecrire x comme une combinaison lineaire des vecteurs de 2z? ce qui contredit la seconde 
hypothese. 

On montre ainsi par l’absurde que la famille l n ,x) est libre. 


Lemme24.7 'v Diminution d’une famille liee 

Soient E un K-espace vectoriel et Sf = (gi, . . . , g n ,g n +i) une famille de n + I vecteurs de E. On suppose que : 

(jiT) g n+ 1 £ Vect[g\, . . . , g n ) (e’est-a-dire, g n +\ est combinaison lineaire des vecteurs gi g n ). 

Alors : 

Vect[gi,...,g n ,gn+\) = Vect{gi,...,g n ) 

C’est-a-dire qu’on peut retirer le vecteur g n+ \ a sans modifier le sous-espace engendre par IS . 

Demonstration D’apres l'hypothese, il existe un n-uplet (aq,...,a n ) de scalaires de K tels que : g n+ i = Posons 

F = Yect[g\ } ...,gn) et montrons que la famille (gi,...,gn) genere aussi F. Soit x e F .11 existe (xi , . . . , x n+ \ ) un ( n+ l)-uplet de 
scalaires de IK tels que : 


n + 1 

x = Y, x iSi 

k = 1 
n 

= Y x iSi + x n+lgn+l 
k= 1 

n n 

= Y x i8i + x n+l Y a kSk 

k = 1 k = 1 

n 

= Y i x i + x n+l«k) gi 

k= 1 


ce qui prouve que Vect (gi , . . . , g n , g n +\) <= Vect (gi g„). II est par ailleurs clair que Mect[g\,..., g n ) c Meet (gi ,...,g n ,g n + 1 ) 

et l’egalite est alors etablie. 


Theoreme 24.8 O Fondamental : On peut completer une famille libre en une base en puisant dans une famille 
generatrice 

Soient E un K-espace vectoriel et p,q,neN*. On suppose que : 
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hi^) _S? = (/i , . . . , Ip) est une famille libre de vecteurs de E. 

Sf = (gi , . . . , gq) est une famille generatrice de vecteurs de E. 
alors, il existe une base SB de E de la forme 


— [l\, . . . ,lp, lp+ 1 , 


OU lp+\, ... } ln G < 


Demonstration On va proceder de maniere a lgorithmique. Si la famille Jz? est generatrice, le theoreme est demontre, sinon on 
construit une base ainsi. Posons Jz?o = -S? . 

• l® re etape : 

■ Si gi e Meet (Jz?o), on P ose -5?i — -^o- D'apres le lemme 24.7. on a Meet (Jz?i) = Vecf (Jz?o U {gi}) 

■ Si gi y Vecf (Jz?o), °n pose Jz?i = Jz?o U {gi } . D’apres le lemme 24.6, la famille Jz?i est libre et Vecf (Jz?i) = Vecf (jz?o U {gi})- 
Dans les deux cas, on a : 

Vecf(Jz?i) = Vecf(jz?o u{gi}) et Jz?i est libre 

• Soif t e N tel que i + 1 S q. 

• z' eme etape : On suppose que la famille «£?; est construite en sorte que : 

I Vecf(jz?;) = Vecf(jS?j_i u{g,;}) = Vecf (Jz?o U {gi , ,g,;}) I et r^esPlibrel 


• | i + i eme etape : | On construit maintenant Jz?; + i . 

■ Si gi+ 1 e Vecf (jz?;), on pose Jz?;+i = Jz?;. D’apres le lemme 24.7, on a Vecf (Jz?; + i) = Meet («S?;) 

■ Si g,- + i t Vect(Jfj), on pose Jz?; + i = Jz?,' U {g;+i}- D’apres le lemme 24.6, la famille Jz^+i est libre et Meet (jz?,; + i) = 
Vecf(Jz?; u{g,- + i}). 

Dans les deux cas, on a : 

Vecf(Jz?; + i) = Vecf(Jr?,- u{gi + i}) et Jz?;+i est libre 

• On construit ainsi par recurrence les families Jz?o, ■ • ■ , 2£q ■ 

La famille Sfq verihe alors : 

Meet (Jfq) = Meet {^7 uif) => Vecf (£?) = E et Jz?^ est libre 
et est done libre et generatrice de E. L£q est done une base de E. 

Remarque 24.3 Cette demonstration fournit un algorithme explicite pour fabriquer des bases dans un espace vectoriel 
de dimension finie. 


Corollaire 24.9 O Existence de base 

Tout espace vectoriel de dimension finie non reduit a {0} possede une base. 

Demonstration Par definition, un espace vectoriel de dimension finie non reduit a {0} possede une famille generatrice finie . 
Soit x / 0 e . La famille constitute du singleton [x] est libre dans E. Par application de la proposition precedente, on peut la 
completer en une base de E en la completant par des vecteurs de bien choisis. 

Corollaire 24. 10 Theoreme de la base incomplete 

Soient E un (K-espace vectoriel de dimension finie et Jz? = (ei, . . . , e p ) une famille libre de vecteurs de E. Alors on peut 
completer Jz? en une base SB - (e\ e p ,e p + t,...,e n ) de E. 

Demonstration Comme E est de dimension finie, il possede une famille generatrice finie . D’apres le theoreme precedent 
applique a Jz? et a on prouve 1’ existence d’une base de E construite par completion de la base Jz?. 

24.2.2 Dimension 

Lemme 24. 1 1 Lemme de Steinitz 

Soient 5? — (jq, . . . , x n ) et 77 — (y \ , . . . , y n , y n + 1 ) deux families de vecteurs de E. On suppose que : 

(3 Vie [l,n+ 1] , y, eVecf(J^) 

alors 77 est liee. 

Demonstration Pour tout n e N, notons P„ la propriete a demontrer. Nous a lions effectuer une recurrence sur n. 
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Si n = 1 a lors 29 = {xi} et £7 = {yi,y 2 }- Par hypothese, yi = cqxi et 3/2 = 1 * 2 X 1 ou ai ,«2 e K. Ces deux scalaires ne sont pas 
tous deux nuls sinon £? ne compte qu'un element. On a alors c^yi -oqys = 0 et 2? est liee. Done Pi est vraie. 

Soit n £ N. 

Supposons que P ;! _i est vraie et prouvons que e’est alors aussi le cas de P n . Soient 29 = (x\,...,x n ) et 2? = (yi , . ,y n , yn+ 1 ) 
des families de vecteurs comme dans l'enonce du lemme. On a : 

= I" =| u\xi 
= I" =1 a" +1 x; 



ou V [i,j) e [1, ril x [1, n+ 1] , a. e IK. Ily a deux cas possibles . 


Vfce [1, n+ 1] , a,, = 0 


| alors (yi ,y n ) est une famille de vecteurs qui sont tous combinaisons lineaires de la famille 
ixi,...,x n -i). Par application de l’hypothese de recurrence, on peut affirmer que (yi,...,yn) est une famille liee. II en est 
alors de meme de (yi,... ,y n +i). 

Quitte a re-indicer les vecteurs de £2 , on peut supposer que ajj +1 £ 0. Posons alors : \/k £ 


Sinon 


3k £ [1, n+ 1] , a„ / 0 




[1, n] , z k = y k — j-y n+ i. Chacun des vecteurs de la famille (z\ ,...,z n ) est alors element de Vectlx i,...,x n -i). D’apres 

a ;i 

l'hypothese de recurrence, la famille ( z\ } ...,z n ) est done liee. II existe done des scalaires non tous nuls tels que 


Efc =1 A kZk = 0 , ce qui s'ecrit aussi E " =1 X k y k 


a k 


y n + 1 = 0 ou encore : Z£ =| X k y k - 


I? =1 a ih 


y )i+ l = 0 ef prouve 


que la famille (yi , . . . , y n+ \ ) est bien liee. 

Le theoreme est alors prouve par application du theoreme de recurrence. 


Theoreme 24. 12 Le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille generatrice. 

Soient : 

- une famille libre de E. 

- fS une famille generatrice de E. 
alors : 


Demonstration Supposons que ce ne soit pas le cas : Card.^' > Card^f . Posons in = Card5f et supposons que Pf ~ (x'| , . . . , x m ) et 
que [yi,...,y m +l) soient m + 1 vecteurs de . Comme est generatrice, on a : Vi e [1, n+ 1] , y,- e Vecf (5f). Par application du 

lemme de Steinitz 24.11, cela implique que (yi , . . . , y m+ i) est une famille liee de E. ce qui contredit le fait que est une famille 
libre de E. Le theoreme est alors prouve par Pabsurde. 


Theoreme 24. 1 3 PJ Toutes les bases d’un K-espace vectoriel de dimension finie ont le meme cardinal 

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie alors toutes les bases de E ont meme cardinal. 

Demonstration Comme E est de dimension finie, E possede au moins une base. Soient et S §2 deux bases de E. Comme SS\ 
est libre et £$2 est generatrice, on a Carda?i ^ Card^- Oe meme, SS2 est libre et £S\ est generatrice, done Card ^2 ^ Card^i . 
Par consequent : Card^i = Card^ 2 - 

Ce theoreme, associe au theoreme 24.9, permet de donner un sens a la definition suivante : 


Definition 24.7 Z> Dimension d’un espace vectoriel 

- Si E = {0}, on dit que E est de dimension 0 et on note dimE = 0. 

- Sinon, si E est un espace vectoriel de dimension finie non reduit a {0}, on appelle dimension de E le cardinal d’une 
base de E et on le note dimE. 


Exemple 24.6 

- dim IK" = n. 

- dimRjj [X] = n+ 1. 

Application 24. 7 

Une famille / d’au moins n+ 1 vecteurs dans un espace E de dimension n est toujours liee. En effet, si elle etait libre 
alors on aurait une famille libre / de cardinal plus grand que celui de n’importe quelle base e de E. Or e est une famille 
generatrice de E et le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille generatrice. 


Theoreme 24.14 O Caracterisation des bases 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension neN. Soit SA une famille de vecteurs de E de cardinal /;. 

1 . Si 2/ est libre alors p ^ n et on a egalite si et seulement si SA est une base de E. 

2. Si 2/ est generatrice alors p 3= 11 et on a egalite si et seulement si .9 J est une base de E. 
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Demonstration Comme E est de dimension n, il possede une base SS de cardinal n. 


Si 52 est libre alors appliquant la proposition 24.12, on a ; Card^ S Cards?. 

=> Supposons de plus que p = n et montrons que 52 est generatrice. Si ce n ’etait pas le cas, il existerait un vecteur xqeE tel que 
xq &e'Vect[27’). La famille 52 u{xol est, d'apres lelemme d’ augmentation d’une famille libre 24.6, encore libre. On doit done 
encore avoir, en vertu de la proposition 24.12, CardS^ U (xol S CardS?. Mais cette derniere egalite est equivalente an + lsn. 
On a a insi montre par V absurde que 2 ? est generatrice. 

<= Reciproquement, si 2/ est generatrice, alors on a, par application de la proposition 24.12, CardS^ S CardS? et done p = n 

Si 52 est generatrice, alors en appliquant la proposition 24.12, on a : CardS^ S CardS? et done p= n. 

=> Supposons de plus que p = n et montrons que 52 est libre. Supposons que ce ne soitpas le cas. Alors il existe xq e52 tel que 
xq e \ect{52 \ (xol). Par application du lemme de reduction d'une famille liee 24.7, 52 \ {xol est encore generatrice mais on a 
alors n- 1 = CardS^ \ {xol & n ce qui contredit la proposition 24.12. 

<= Reciproquement, si 52 est une base alors elle est libre et on a CardS^ S n et done p = n. 


Remarque 24.4 Comme on va le voir dans les exemples suivants, ce theoreme permet de diviser par deux le travail a 
entreprendre pour montrer qu’une famille est une base d’un IK-espace vectoriel donne. 


Exemple 24.8 

- Reprenons le quatrieme point de l’exemple 24.4. Soit dans R 3 les vecteurs e\ = (1,0, 1), ei = (1,-1, 1) et e 3 = (0, 1, 1) 
et montrons que e — {e\, £ J 2 , da) est une base de R 3 . On montre comme dans l’exemple 24.4 que cette famille est libre. 
On conclut en remarquant que Card(e) = 3 = dim R 3 , done e est une base de R 3 . On n’a pas besoin de montrer que e 
est generatrice de R 3 ! C’est automatique. 

- Montrons que la famille P = (Pi,P 2 ,P 3 ) avec Pi = 5, P 2 = 2X- I et P> = X 2 -4X+ 1 est une base de R 2 KI. On 
commence par montrer que la famille est libre. Soient cq, 0 : 2 , 0:3 £ R tels que oqPi + oq l } 2 + ct 3 P 3 = 0. Alors ct 3 X 2 + 
(2a 2 - 4 a 3 )X+ (5ai —012 + 03 ) = 0. Un polynome est nul si et settlement si ses coefficients sont nuls et on obtient 

) 5ai - ct 2 + 03 =0 

2 a 2 - 4 ct 3 = 0 dont l’unique solution est oq = 02 = aq = 0. La famille est bien libre. De plus 

a 3 =0 

Card(P) = 3 = dimR 2 [X] done P est une base de R 2 [X]. 


Exemple 24.9 

Montrons que K [X] est de dimension infinie. Pour tout n e L, posons E n - (1,X, . . . , X"). On sait que pour tout keN, E„ 
est libre et Card (H„) = n+ 1. Supposons que K [X] soit de dimension finie n e N*. On sait que IK [X] contient une famille 
libre, E )i+ i qui est de cardinal n+ 1, ce qui est impossible. Done IK [X] est de dimension infinie. 
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Bio 21 


Hermann Gunther Grassmann, ne le 15 avril 1809 a Stettin et mort le 26 septembre 1877 a Stettin (Allemagne). 


Hermann Grassmann est le troisieme enfant d’une famille 
de douze. Son pere enseigne les mathematiques. Devant les 
pietres qualites intellectuelles de son fils (memoire peu fiable, 
trouble de la concentration, ...), il pense faire de lui un jar- 
dinier ou un bijoutier. Hermann Grassmann se rend neanmoins 
a Berlin en 1927 pour etudier la theologie. Peu a peu, il se pas- 
sionne pour les mathematiques qu’il decouvre au travers des 
ouvrages ecrit par son pere. En 1830, il retourne dans sa ville 
natale en tant que professeur de mathematiques. Ayant rate son 
examen, il ne peut enseigner que dans les premieres classes 
du secondaire. Il commence en meme temps ses recherches 
en mathematiques. En 1840 il recoit l’habilitation a enseigner 
dans les differentes classes de lycee et en 1844, il publie 
son ouvrage majeur " Die lineale Ausdemingslehre, ein neuer 
Zweig der Mathematik" . Grassmann y donne les fondements 
de Falgebre lineaire. Son idee est de mettre Falgebre au ser- 
vice de la geometrie. Il articule les choses autour de la notion 
de vecteurs. Cette citation est eclairante sur ses motivations : 

« La premiere impulsion est venue de consideration sur la sig- 
nification des nombres negatifs en geometrie. Habitue a voir 
AB comme une longueur, j’etais neanmoins convaincu que 
AB = AC + CB, quelle que soit la position de A,B, C sur une 
droite ». Il introduit les notions d’independance lineaire, de 
sous-espace vectoriel, de base et de dimension. Ses ecrits sont 
confus et difficiles a suivre, aussi le livre n’aura que peu de lecteurs. Grassmann est tres frustre de ce fait car il pense 
que son travail est revolutionnaire et qu’il merite un poste a Funiversite. Il ecrit une seconde version de son livre 
qu’il publie en 1862. Mais malgre ses efforts de presentation, elle ne connait pas plus de succes que la premiere. 
Aigri, Grassmann se tourne alors vers la linguistique et apprend le Sanscrit et le Gothique. Grace a d’importants 
travaux de traduction, il entre enfin a Funiversite. Il faut attendre 1888 pour que le mathematicien Giuseppe Peano 
reprenne le travail de Grassmann et en precise toute la portee. 



24.3 Dimension d’un sous-espace vectoriel 

On va maintenant etudier ce que la notion de dimension apporte dans F etude des sous-espaces vectoriels. 

24.3.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel 

Theoreme 24. 15 O Dimension d’un sous-espace vectoriel 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel de E. On a : 

1 F est de dimension finie et 

2 | (dimP = dimE) <=» F = E j 


Demonstration 

1 Si F = {0}. le resultat est immediat. Sinon , notons L 1’ ensemble des families libres de F. L est non vide car F est non trivial 
et un vecteur de F a lui seul constitue une famille libre de F. Toute famille libre de F est une famille libre de E done possede 
au plus n elements. Notons p = max{Cardif | SB e L}. On a done p *£ n et si une famille libre Jr? de E verifie a la fois : 
Cardif = p et e L alors necessairement est une base de F. En effet : 

• Jzf est libre. 

• SB est generatrice de F. Si cen’etait pas le cas, alors d’apres le lemme d’ augmentation d'une famille libre 24.6. 
il existerait un vecteur xeF tel que Jz? = 2z? u {jc} soit encore libre. Mais if eL et CardJz? = p + 1 > p ce qui 
constituerait une contradiction. La famille est done necessairement generatrice et est done une base de F. 

2 Le sens indirect est trivial. Reciproquement, si dimF = dimE alors F possede une base & de cardinal n. Mais SB est, par 
application de la proposition 24.14. aussi une base de E et done : F = Meet [S3) = E. 

On utilise tres souvent cette propriete...Elle permet de diviser par deux le travail a effectuer pour montrer que deux sous- 
espaces vectoriels E et F sont egaux. D’habitude on montre que FcG puis que G cl. II suffira done de montrer la premiere 
inclusion puis que les deux sous-espaces ont meme dimension. 
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...pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F et G sont egaux 


1 On montre que FcG 

2 On montre que dimF 

3 Alors F = G 

= dimG 



Exemple 24.10 Soit E = [R 4 et 

F = Vect((l, 1, A, 3), (0, 1, 1,2)) G = {{x,y, z, t) e E | x- y+ z — 0,x + 2y— t — 0} 

Cherchons a quelle condition sur A e K a-t-on F = G ? 

- Supposons tout d’abord que F = G. Alors (1,1, A, 3) e G et doit satisfaire cn particulier P equation x-y+z= 0. On 
trouve alors que A = 0. 

- Montrons que si A = 0 alors F = G. On sait que F = Vect((l, 1,0,3), (0, 1, 1,2)). Les vecteurs (1, 1,0,3), (0, 1, 1,2) 
engendrent F et ils sont non colineaires done ils forment une famille libre. Par suite, e’est une base de F 
et dimF = 2. Par ailleurs G = {{x,y,z, t ) e E | x - y + z - 0,x + 2 y — t - 0} = {[x,y,y- x, x+ 2y) \ x, y e D?} = 
Vect((l,0,-1, 1) ,(0, 1,1,2)), on montre alors de la meme fagon qu’avant que dimG = 2. De plus (1, 1,0,3) et 

x-y + z = 0 

done (1, 1,0,3), (0, 1, 1,2) e G et comme G est un sous-espace vectoriel, 

x + 2y- t — 0 

F = Vect((l, 1, A, 3), (0, 1, 1,2)) cG. Enfin, comme dimF = dimG on obtient F = G. 

24.3.2 Somme directe 

Le theoreme suivant sera souvent bien commode pour montrer que deux sous-espaces sont supplementaires. 


Theoreme 24. 16 O Un caracterisation de la supplementarite en termes de bases 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F, G deux sous-espaces vectoriels de E munis d’une base ( | , . . . , e p ) 
pour F et d’une base (/i, . . .,fq) pour G. On a equivalence entre : 

1 F et G sont supplementaires dans E : E = F ® G. 

2 SB - [ei,...,ep,fi,...,fq] est une base de E. 


Demonstration 

- Prouvons le sens direct. On suppose que E = F ® G. 

• Montrons que SB est libre : soient oq,... ,a p ,tx p+ \ a n des scalaires de IK tels que oq e\ + ... + a p e p +a p+ ifi + ...+a n fq = 0. 

On a alors : x = oqei + ... + a p e p = - [tx p+ ifi + ... + a „fq). Comme e est une base de F, on a x = oqei + ... + ot p e p e F et 
comme f est une base de G. on a : x = - [a p+ \fi + . . . + a nfq) e G. Mais F et G etant en somme directe, on a : F n G = {0} et 
done x = 0. Comme e est une base de F et f une base de G. ceci implique que oq = . . . = a p = a p+ i = . . . = a n . = 0 et done que 
88 est libre. 

• Montrons que SB est generatrice de E. Soit x e E. Comme E = F ® G. il existe un vecteur x\ e F ef un vecteur ^eG tels que 
x = x\ + X 2 . De plus : 

- Comme e est une base de F et que x\ e F, il existe oq , . . . tx p e IK tels que x\ = cq e\ + . . . + tx p e p . 

- Comme f est une base de G et que X 2 e G. il existe (3q , . . . |5^ e IK tels que X 2 = Pi/i + ... + $q e q- 

Par consequent : x = jq + X 2 = oqei + ... + a p e p + fiifi + ... + f>qe p e\ect{SB) et SB est done bien generatrice de E. 

On a ainsi prouve que SB est une base de E. 

- Prouvons la reciproque. On suppose que SB est une base de E. 

• On a Fn G = {0}. En effet si xe F n G alors il existe Xi,... ,x p e IK et yi,...,y p e IK tels que x = x\e\ + ... + x p e p = y\f\ + ... + 
yqfq - Mais alors x\e\ + ... + x p - y\f\ - ... - yqfq = 0. Mais la famille SB est libre done xi = ... = xp = yi = ... = yq = 0 et 
x = 0. 

• On a E = F + G. En effet, si xe E alors comme SB engendre E, il existe x \ , . . . , x p e IK et jq , . . . , yq e IK tels que 

x = x 1 e 1 + ... + x p e p + y 1 f 1 +... + yqfqeF + G. 
eF eG 


Done E = F ® G. 


Corollaire 24.17 O Dimension d’une somme directe 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient Ei et E 2 deux sous-espaces vectoriels de E. Si Ei et E 2 sont 
supplementaires : E = Ei ® E 2 , alors 

I dimE = dimEi + dimE2 I. 
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Demonstration Comme E est de dimension finie, il en est de meme de ses deux sous-espaces supplementaires Ei et E 2 . Posons 
n 1 = dimEj et n .2 = dimE 2 - II existe done une base [ei,...,e ni ) de Ei et une base (/i,...,/n 2 ) de E 2 . D’apres la proposition 
precedente, [ei,...,e ni ,fi,...,f nz ) est une base de E et est done de cardinal n = dimE. Par suite : dimEi + dimE 2 = n\ + «2 = n = 
dimE. 


Corollaire 24. 1 8 O Existence d’un supplementaire en dimension finie 

Soit E un espace vectoriel de | dimension finie | . Si F est un sous-espace vectoriel de E alors F possede des supplemen- 
taires dans E. 


Demonstration Soit F un sous-espace vectoriel de E. Comme E est de dimension finie il en est de meme de F et F possede done 
une base (ej ,...,ep) oil p = dimF. D’apres le theoreme 24.10, on peut completer cette base en une base [e\,...,ep,f\,...,fq) de 
E oil q est un entier tel que p + q = dimE. Posons G = Vecf [{fi,-.- ,/q})- Montrons que F et G sont supplementaires dans E. La 
famille est libre comme sous-famille d’une famille libre et elle engendre G par construction. Done e’est une base de G. 

Done d ’apres le theoreme 24. 1 6, on sait que E = F ® G. 


G F 



FIGURE 24.1 - Deux supplementaires G et FI d’un s.e.v F 


,/jXj Attention 24.11 II ne faut pas parler | du | supplementaire d’un sous-espace vectoriel. Il en existe en general une 
| infinite |. Voir l’exercice 24.58 page 930. 


Theoreme 24. 19 OW Dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels, formule de Grassmann 

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E alors : 

| dim (F+ G) - dimF+ dimG- dim (Fn G) | 


Demonstration 

Comme que F n G est un sous-espace vectoriel de E et que E est de dimension finie. F n G possede, par application de la proposition 
precedente, un supplementaire F' dans F. Montrons que F' est un supplementaire de G dans F + G, e’est-a-dire que F' ® G = F + G. 

• Soit xeF'nG. Comme F'cF.rEFnGet comme F' et F n G sont supplementaires, x = 0. Done F' n G = {0}. 

• Soitxe F+G. Il existe done x\ e F et X 2 e G tels que x = x\ +X 2 - Comme x\ e F, il existe x ^ e F 1 etx" e FnG tels que xi = +x" . 

Par consequent : 

X = Xj + x[ + X2 
eF' EFnG 
eG 

et done xeF' + G. Ce qui prouve que F' + G = F + G. 

On a prouve que F' ® G = F + G. D’apres le theoreme 24. 17, on a : dim (F + G) = dim (F' ® G) = dimF' + dimG. Mais comme 
F' ® F n G = F, on a aussi : dimF' + dimF n G = dimF et done : dimF + G = dimF + dimG - dimF n G. 


Corollaire 24.20 Caracterisation des supplementaires 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E. On a equivalence entre : 

1 F et G sont supplementaires dans E. 

2 Fn G = {0} et dimF + dimG = dimE. 

3 F + G = E et dimF + dimG = dimE. 

Demonstration 
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FIGURE 24.2 - Dimension de F + G: F = Fi ® (F n G) et F + G = G ® Fi 


• l => 2 Si F et G sont supplementaires dans E, il est clair que F n G = {0} et. d’apres la proposition 24. 1 7, que : dimF + dim G = 
dimE. 

• 2 => 3 II suffit de montrer que F + G = E. Mais d'apres la proposition 24.19, on a : dim (F + G) = dimF + dim G- dim (FnG) = 
dimF + dimG = n = dimE car F n G = {0}. Par consequent, d’apres la proposition 24.15, on a : F + G = E. 

• 3 ==> 1 11 suffit de prouver que F n G = {0} ce qui provient de : dimF n G = dimE - dimF - dimG = 0. 

I Remarque 24.5 La formule de Grassmann permet de diviser par deux le travail a effectuer pour prouver une supple- 
mentarite. 

Exemple 24.12 Reprenons le second point de Fexemple 23.15 page 856. Dans Fespace E = on considere la droite F 

{ x+ y — z =0 

et le plan G d’equation z — 0. Montrons que E = F ® G. On a deja vu que F et 

2x-y+z -0 

) x + y- z = 0 

2x - y + z =0 qui admet 
z = 0 

comme unique solution (0, 0, 0) . Done dim (F n G) = 0. De plus dim F + dim G = 2 + 1 = dimE. On en deduit, d’ apres le 
corollaire precedent, que E = F ® G. 


24.4 Applications lineaires en dimension finie 

Dans cette section, on s’interesse aux implications de la notion de dimension en ce qui concerne les applications lineaires. 

24.4.1 Bases et applications lineaires 

La proposition suivante permet de comprendre qu’une application lineaire entre un espace vectoriel de dimension n et 
un autre de dimension m est entierement determinee par une famille de run scalaires. Cette famille de scalaires, rangee 
convenablement dans un tableau, forme ce qu’on appellera dans le prochain chapitre une matrice. 


Theoreme 24.2 1 O Une application lineaire est entierement determinee par les valeurs qu’elle prend sur une 
base 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On suppose que : 



e — (ei, , e n ) est une base de E. 
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mj f - (/i , . . . , /„) est une famille de vecteurs de F. 
alors il existe une et une seule application lineaire u : E — ► F telle que : 

V/e[l, n]|, u(ei)-fi (*) 


D emonstra tion 

• | Unicite | Soit v : E — ► F une autre application lineaire veriGant (★). Prouvons que u = v. Soit x e E. Comme e est une base de E, 
il existe des scalaires a\,...,a n e K tels que x = a k e k- Par linearite, on a : 

( n \ n n 

Z a k e k = Z a kit[e k ) = Z a kfk 

k= 1 / Ar=l A:= 1 


v(x)=v\Y. a k e k = X = Z «*/*:• 

\fc=l 1 k= 1 fc=l 

Par consequent, u (x) = v{x) et u = v. 

| Existence] On construit une application u : E — F satisfaisant (*) de la fafon suivante. Soit x e E .11 existe un unique n-uplet 

(Ai A n ) e IK” fel que x = L”_i a k e k- Posons alors w(x) = Z?_i A (/i- 11 est ^ ien deGnie carle n-uplet (Ai,..., An) associe a x 

est unique, u est de plus lineaire. Soitx' = A fc e ^ et s °tent a, a' e K. On a ax+a'x' = Xj!_i ( a ^fc + o/A^j et par definition 
de u : 


u[ax + n!x') = Z (aXjt + a'A , fc ) /fc 


Z aA A/fc + Z a ' A fc/fc 

fc=l k= 1 

au{x) + a u[x ). 


On a de plus blen : V k e [1, n] , u ( e k) = fk- 


Remarque 24.6 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient u £ 5£ (E,F), xeEet y- /(x). On suppose que : 
(hZ) e — (ei,...,e n ) est une base de E. 


hZ) f — [ft fm) est une base de F. 


(ZhZ) Il existe une famille de scalaires («,-,■ ) ( - e [, „] y e(1 mJ de IK. telle que : VI e [1, nj , w(e,- ) = H'JLi a ijfj- 

n m 

C H4 j Dans la base e, x — Z x i ■ e,- et dans la base /, y = Lyrfj 
V ^ i= 1 1=1 

alors : V 7 e [1, m] , yj = Y." =1 &ij ■ xi. D’apres la proposition, la famille de scalaire (o£j,y) je [i j F ^ m j caracterise 
completement l’application lineaire u. Cette remarque est a la base de la theorie des matrices qu’on developpera dans le 
prochain chapitre. 


Proposition 24.22 Caracterisation vectorielle de l’injectivite ou la surjectivite d’une application lineaire 

Soit e — (ei,...,e n ) une base de E et / = [f] , . . . , f n ) une famille de n vecteurs de E. Soit u : E — ► F Fapplication lineaire 
tel que : VI e [1, nj , n (e/) = On a : 

1 u est injective si et seulement si / est libre. 

2 u est surjective si et seulement si / est generatrice. 


Demonstration v'v'v' 


u est injective 


(VxeE, m(x) = 0 => x=0) 

|v (Ai,...,A n ) e IK", m| Z A fc e fcj = 0 ==> A i - ••• = A n = 0 

V(Ai A ;i ) e IK", Z A fc M ( e fc)=° => Xi = ... = A n = 0 

V k = 1 ) 


V(Ar A„)eK“, Z A fc/t = ° => Ar = ... = A n = 0 

V k=l 

/ est libre 
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2 On a : 


u est surjective 



(VyeF, 3xe E: /(jc) = 

y) 

— 

|\/y e F, 3Ai,...,A»eK: 

m|e A A e fc| = 

- 

|\/y e F, 3Ai,...,A n eK: 

n 

E x k u [ e k) = . 

k= 1 

- 

|vy e F, 3Ai A„ e K : 

E A fc/fc = y | 

k= 1 1 

<=> 

/ est generatrice 



| Remarque 24. 7 C’est un excellent exercice que de refaire seul cette preuve. 

24.4.2 Dimension et isomorphisme 


Proposition 24.23 V Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement s’ils ont meme dimension 

Soit E un (K-espace vectoriel de dimension finie n. Un K-espace vectoriel F est isomorphe a E si et seulement si dimF = 
dimE = n. 


Demonstration 

-a Supposons que E et F sont isomorphes. Alors il existe ue ££ (E,F) bijective. Soit SB = (ei,...,e n ) une base de E. Alors 
if = (u(ei) u (e n )) est. d'apres la proposition precedente : 

• libre car u est injective. 

• generatrice car u est surjective. 

( f forme done une base de F et dimF = Card if = n = dimE. 

- | <= | Reciproquement, si dimF = dimE = n, considerons SB = [e\,...,e n ) une base de F et if = [f\, .. . ,f n ) une base de F. On 
dehnit une application lineaire u entre E et F en posant : Vi e [ 1 , n] , u (e;) = /,- . Par application de la proposition precedente, 
u est : 

• injective car if est libre. 

• surjective car if est generatrice. 

Par consequent u est un isomorphisme de E dans F. 


COROLLAIRE 24.24 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors E et K" sont isomorphes. 
Demonstration En effet, ces deux espaces vectoriels sont de meme dimension. 


COROLLAIRE 24.25 

Soient Ei et E2 deux K-espaces vectoriels de dimension finie alors Ei x E2 est de dimension finie et : 


dim (Ei x E2) = dimEi + dimE2 


Demonstration Supposons que dimEi = n\ e N ef dimE2 = n 2 e N. Appliquant le corollaire precedent, on a : Ei = K ” 1 = 
et E2 - IK” 2 . On montre facilement qu'alors : Ei x E2 - K ” 1 x IK” 2 = IK” 1+ ” 2 . Mais dimlK” 1+ ” 2 = n\ + 112- Par consequent : 
dim (Ei x E2) = n\ + ri2- 


24.4.3 Rang 


Definition 24.8 PJPJPJ Rang d’une famille de vecteurs 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle rang de la famille de vecteurs & = [e\, e p ) la dimension 
du sous-espace vectoriel engendre par & . On notera : rg.i^ = dim Vect (.?). 


Definition 24.9 WV Rang d’une application lineaire 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. On appelle rang de l’application lineaire u e f£ (E,F) la 
dimension du sous-espace vectoriel Imt< : rg u - dim Vectflm u). 


Proposition 24.26 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u e ,i£ (E, F). Si ( e 1 , . . 
rg m = rg (m (ei) , . . . , m (e n )). 

. ,e n ) est une base de E alors 
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Demonstration Soit [e\,... } e n ) une base de E. On a Imzz = Meet (zz(ei),..., u[e n )). En effet : 
y e Im u <=> 3x e E : y = zz (x ) 

n 

Z A k e k 

k = 1 
n 

3Xi,...,X n £ K : y=Yj^k u i e k) 

k = 1 


3Xi,...,A« £ II 


y = u 


<=> y£Vect[u[ei),...,u[e n )) 

et rgu = dim Irr m = dimVecf (u(ei) , ... , u (e n )) = rg(zz [e\) , ... , u{e n )). 


x Ker zz 




FIGURE 24.3 - Formule du rang : E = Ker u ® V et V « Im u 


Theoreme 24.27 WO Formule du rang 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u e 5£ (E,F). On suppose que : 



E est de dimension finie. 


Alors on a la formule du rang : 


dimE = dim Ker u + dimlm u - dim Ker zz + rg zz 


Demonstration Comme E est de dimension finie, d’apres la proposition 24.18, Ker u possede un supplemental G. Montrons 

que G et Im u sont isomorphes. Pour ce faire, montrons que zz|g : G — > Im zz est un isomorphisme. 

- zt|G est surjective : Soit y £ Im u. II existe x £ E tel que u (x) = y. Comme E = Ker u ® G, il existe x\ £ Ker u et x 2 e G tels que : 
x = x\ + X 2 - Comme u(x 1 ) = 0, on a : y = u (x) = u (xi + X 2 ) = zz(xi) + zz(X 2 ) = zz (X 2 ). Par consequent, y possede un antecedent 
pour zt|G dans G. et iz|g est surjective. 

- zt|G est injective : Soit x £ G tel que u\q (x) = 0. Alors x £ Ker zz et done x £ G n Ker u. Comme E = Ker tz ® G. x = 0 et done u\q 
est injective. 

Par consequent, G et Im zz sont isomorphes et, d’apres la proposition 24. 17, on a : dimlm zz = dimG = dimE - dim Ker / . 


Remarque 24.8 

- On montre dans cette preuve que Im u est isomorphe a tout supplemental de Ker u. II faut bien prendre garde qu’en 
general, si zz est un endomorphisme, Kertz et Im u ne sont pas supplementaires. Essayez par exemple de trouver un 
endomorphisme de R 2 pour lequel Im tz = Ker zz. 

- La formule du rang permet de connaitre la dimension du noyau (resp. de l’image) de tz des qu’on connait la dimension 
de son image (resp. de son noyau). La encore, on dispose d’un outil puissant qui va permettre de beaucoup simplifier 
les demonstrations. 

/| \ Attention 24.13 II y a deux erreurs classiques a commettre en appliquant cette formule. La premiere, grossiere, est de 
prendre pour E l’espace d’arrivee de zz plutot que son espace de depart. La seconde est d’oublier de verifier que E est de 
dimension finie. En dimension infinie, la formule du rang n’a tout simplement pas de sens...En effet, Ker zz et Im zz peuvent 
etre de dimension infinie. 


( R 3 
1 [x,y,z) 


R 2 

[x - y + z, x - z) 


. Determinons son image et 


Exemple 24.14 On considere F application lineaire zz : 
son noyau. 
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- On sait que Im« = { (jc — y + z,x— z) | ( x,y,z ) e K 3 } = {x(l, 1) + y (-1,0) + z(l,-l) | ( x,y,z ) e R 3 } = Vect(/i,/ 2 ,/ 3 ) 
avec fi — (1,1), fz = (-1,0) et fy - (1,-1). Trois vecteurs dans le plan sont necessairement lies. Les vecteurs f\ et 
fz ne sont pas colineaires. D’apres le lemme de reduction d’une famille liee, on a I m u - Vect(/i,/ 2 ). On verifie que 
les vecteurs f\ et fz forment une famille libre. On a done montre que (/i,^) est une base de 1 m u et que I m u est de 
dimension 2. On remarque que comme Im u c R 2 et que dimlm u — dim R 2 alors Im u - R 2 et u est surjective. 

- On applique la formule du rang et on trouve que dim Ker u- 1. Le noyau de u est alors une droite vectorielle et une 
base de cette droite est formee d’un seul vecteur. On verifie que (1, 2, 1) e Ker u. Done Ker u — Vect (1, 2, 1) . 


Corollaire 24.28 Caracterisation des isomorphismes 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dimF et u e . ( £ (E, F). On a equivalence 
entre : 

1 u est injective. 

2 u est surjective. 

3 u est un isomorphisme. 

Demonstration On a : 

- u est injective => KerM = {0J => dimKern = 0 => dimlm u = dimE = n => u est surjective ==> 

- u est surjective => dimlm u = dimE = n => dimKerz< = 0 => Kerzz = {0} ==> u est injective => 

u est un isomorphisme. 
u est un isomorphisme. 

Corollaire 24.29 Caracterisation des automorphismes 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u e , ( £ (E) On a equivalence entre : 

1 u est injective. 

2 u est surjective. 

3 u est un automorphisme. 

J 

Demonstration C’est une consequence directe de la derniere proposition. 

Theoreme 24.30 V Inverses a gauche et a droite 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme u e L(E). On dit que 

1 . u est inversible a gauche si et seulement si il existe v e L(E) tel que vou-id; 

2. u est inversible a droite si et seulement si il existe w e L(E) tel que u ° w = id ; 

3. it est inversible si et seulement si il existe uT l e L(E) tel que uo iC 1 = u~ l ou - id. 
On a la caracterisation : 


[u inversible a gauche ) <=> ( u inversible a droite ) ( u inversible ) 



Demonstration Supposons que u est inversible a gauche et montrons que u est bijective. II existe done u e L(E) telle que 
vo u = idg. Alors vo u est bijective (e’est V application identique !) et d’apres le theoreme 1.1 page 1141, on sait alors que u est 
injective. Mais d'apres la proposition de caracterisation des automorphismes. u est bijective. On fait de meme si u est inversible a 
droite. 


Remarque 24. 9 

- La encore, on divise par deux le travail a realiser pour montrer qu’une application lineaire u e L(E) est bijective. Dans 
le cas general, il faut exhiber une application v e L(E) tel que u o v - vo u- i d i; . Si E est de dimension finie, il suffit 
de montrer que u° v = id| ou que v ° u - Me- 

- Ce resultat est faux en dimension infinie comme le montre le contre-exemple suivant. Soit SP l’espace des suites 
reelles. On definit deux endomorphismes (le « shift »a gauche et a droite) : 

Sg : {do, «!,...)>—>■ («i, O-z , . . . ) 

Sd : («o> <^t» — ) 1 — *■ (0, ao,a\,...) 

Etudier l’injectivite, la surjectivite de s g , Sd ■ Calculer s g o sg et Sd°s g . 
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24.5 Recurrences lineaires 

On considere les suites de nombres reels ou complexes verifiant la relation 

Mn eN, au n+ 2 + bu n+ 1 + cu n = 0 avec a 0. 

Des liens avec la resolution de l’equation differentielle ay " + by' + cy - 0 vont apparaitre. II est done bon de revoir le 
theoreme 5.13 p. 21 1. 


24.5.1 Structure de l’ensemble des solutions 

Soit K = C ou IR. On considere l’espace vectoriel E des suites a valeurs dans IK. 


Proposition 24.31 

Soit a, b, et c £ K, avec a ^ 0. 

L’ensemble F des suites de E verifiant 

Mn e l\l, au n+ 2 + bu n+ \ + cu„ — 0 


est un sous-espace vectoriel de E. 


> 


Demonstration Pour cela on considere O avec V;; e N, v n = au n+ 2 + bu n+ \ + cu n . 

[ (U n ) n£ py > ► 

On veriGe simplement que <I> est un endomorphisme de E. On en deduit que F. en tant que noyau de <J>, est un sous-espace vectoriel 
de E. 


Proposition 24.32 

F est un IK-espace vectoriel de dimension 2. 


Demonstration Soit 'I' : -! 

( (Mn)neN 1 — *• (Uq,U\) 

On veriGe simplement que 'P est lineaire. Maintenant, 'P est injectif. En effet, soit ( u n )n£N e Ker'P, on veriGe par une recurrence 
double (Theoreme 8.3 p. 306) Mne N, H« : u n = 0. 

On a Ho et Hi puisque u e Ker'P et Mn e N, (H n ef H„ + i) => H n+ 2 ) puisque aM o. 

On en deduit que F est de dimension Gnie. Toute famille libre de Fa pour image une famille libre de IK 2 puisque 'P est injectif. 
Done toutes les families libres de F ont moins de deux elements. C'est bien dire que F est un IK -espace vectoriel de dimension Gnie 
S2. 


24.5.2 Suites geometriques solutions 

Comme pour les equations differentielles ou Eon cherchait des solutions de la forme x > — * e rx , on va chercher des 
solutions sous la forme de suites geometriques. La encore on va travailler dans C dans un premier temps. 

On considere 1’ equation caracteristique 

a r 2 + b r + c — 0. 

Si r est une racine, alors la suite [r n ) n€ ^ est une suite de F. 


Proposition 24.33 
Soit a, b, et c e C, avec a 0. 

► Si ri et r 2 sont des racines distinctes de a r 2 + b r + c- 0, alors les suites (r") /ie N et (r " n ferment une base de F. 

► Si r est une racines double de a r 2 + b r + c = 0, alors les suites (r rt )„ e r,j et (fir") n£ N ferment une base de F. 


Dans les deux cas, F est un espace de dimension 2. 

Demonstration ► Dans le cas des racines distinctes, les deux suites geometriques ont pour image par *P respectivement (1, ri) et 
(1, i' 2 ) qui forment une famille libre de C 2 . Done les deux suites geometriques forment une famille libre d'un espace de dimension 
au plus deux, done c’est une base. 

► Dans le cas d'une racine double, les deux suites ont pour image par *P respectivement (1, r) et (0, r ) qui forment a nouveau une 
famille libre de C 2 . 

Exemple 24.15 On considere la suite de Fibonacci definie par 

uq — 0, Mj = 1, et Mn e N, u n+ 2 = u n+ 1 + u n . 

L’equation caracteristique est r 2 - r - 1 = 0, elle admet deux racines distinctes 

l-\/5 l + \/5 

r\ = — - — et r 2 = — - — . 
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Done il existe deux complexes a et b tels que Mn e l\l, u n - ar'^+br". Les conditions initiales nous donnent uo-O-a+b 
et u\ — 1 = rt/'i + bi 2 - On resout ce systeme en ( a , b) pour trouver 


soit 


a- — et b- 

V5 


1 


i 

U n = 

\/5 




Formule de Binet . 


24.6 Polynomes 

Comme promis, nous revenons sur les polynomes en nous attachant plus a 1’ aspect espace vectoriel qu’a l’aspect anneau. 
Pour commencer, un rappel. 


Proposition 24.34 Structure de IK [X] 

(IK [X] , +, •) est un sous-espace vectoriel du IK-espace vectoriel IK N des suites a valeurs dans IK. 


Theoreme 24.35 Base canonique de IK„ [X] 

Soit K n [X] 1’ ensemble des polynomes de degre « n a coefficients dans IK. Alors : 
• IK,, [X] est un sous-espace vectoriel de IK [X]. 


• La famille 


(l,X,X 2 , . . . ,X") I forme une base de IK,, [X] appelee base canonique de IK„ [X] . 


Demonstration 

• Montrons que K„ [X] est un sous-espace vectoriel de IK [X] . Soient P, Q e K„ [X] et soient a, |3 e IK . Comme IK [X] est un K-espace 
vectoriel, aP + PQ est encore un polynome de IK [X] . Reste a montrer que ce polynome est de degre s. n. On a clairement : 
deg(ctP) S degP ^ n et deg(PQ) ^ degQ *£ n et appliquant le theoreme 21.4, on a aussi deg(aP + |3Q) ^ max(degP, degQ). 

• Montrons que la famille (l,X,X 2 ,...,X”) est libre : soient a a n eK fels que ao-1 +ai.X+ ... + a„.X" = 0. Transcrivant cette 

egalite a vec la notation initiale des polynomes, on a done : (ao a„, 0, . ..) = (0, .. . ,0,0, ...) et par identification : ao = ai = ... = 

a n = 0 ce qui prouve que la famille (l,X,X 2 ,...,X”) est libre. 

• Montrons que la famille (l,X,X 2 ,... ,X n ) est generatrice de K n [X] : Soit P e IK„ [X], II existe ao,...,a„ e IK telsqueP = ao + 
a\X+ ... + a n X n . La famille (l,X,X 2 ,...,X”) engendre done K„ [X], 


| Remarque 24.10 Nous avons demontre au passage que dimlK n [X] = n + 1. 


Proposition 24.36 V Famille echelonnee en degre 

Soit S* = (Po, . . . , P„) une famille de polynomes de [X] telle que : 


V i e [0, n] , deg (P,) = i 


alors 2? est une base de IK„ [X]. 



Demonstration Soit AoPo + AiPi + ... + A„P„ = 0 une combinaison lineaire nulle de (Pj.-)- Supposons les A^ non tous nuls et 
considerons p le plus grand indice i pour lequel Aj- 5 ^ 0. On aurait alors P p = - £^_ 0 ^P ,. Le membre de gauche est un polynome 
de degre p et celui de droite un polynome de degre Sp-1. Contradiction. Done la famille 2/ est libre. Comme elle admet n+ 1 
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n + 1. elle est aussi generatrice. C’est une base de K„ [X]. 

Remarque 24.11 La famille |l, (X- a) ,... , (x ~f ] j forme une base de K n [X] et (P (a) , P' (a) ,.. ., P w (a)) represente les 
composantes de P dans cette base. 

C’est la formule de Taylor. 

On demontre de meme : 


/ 

Proposition 24.37 Famille echelonnee en valuation 


• Soit S? - (Po, ■ ■ . ,P „) une famille de polynomes de K„ [X] telle que : 


Vi e [0, , val(P,-) = t 


alors 2? est une base de IK„ [X]. 

v ' 
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Soit S? = (PjOiem Line famille de polynomes de K [X] telle que : 


Vi'eN, val(P,0 = i 

alors 5? est une base de K [X] . 

En resume 

Ce chapitre doit etre parfaitement maitrise, il contient differentes notions fondamentales en algebre lineaire : 

1 Families libres, liees, generatrices. 5 Formule de Grassmann. 

2 Bases. 

6 Formule du rang. 

3 Theoreme de la base incomplete. 

4 Dimension. 7 Image d’une base par une application lineaire. 

Les demonstrations vous sembleront sans doute difficiles dans un premier abord mais la encore, petit a petit, vous allez 
vous les approprier et vous comprendrez au final qu’elles sont pour la plupart tres naturelles. II est important de bien les 
assimiler et de savoir les refaire car les techniques utilisees re-serviront. 
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24.7 Exercices 


24.7.1 Famille libre, Famille liee, Famille generatrice 

Exercice 24.1 

Montrer que les vecteurs suivants de R 3 sont lineairement dependants : 

1. u = (1,0,1), v= (1,-2, 3), w = (1, 2,-1). 

2. u — ( 1 , 2 , — 2 ) , v = ( 2 , 0,—\),w= ( 1 , — 2 , 1 ) . 


Solution : 

1. w = 2u-v. 

2. v-u+w 


Exercice 24.2 S? 

Dans E = & (R,R), montrer que la famille (/, g, li) est liee ou f : 1, g : x « cos 2 x, h : x >->■ cos2x. 


Solution : D’apres la trigonometrie, on a h — 2g - f. 


Exercice 24.3 S? 

Preciser si les families constitutes des vecteurs suivants sont liees ou libres : 

1. m = (1,2),i/ = (3,1),h/ = (5,1). 

2. u - (-1,0,2) , v = (1,2, 1) , w = (0, 1, 1). 

3. u = (10, -1,-4, 10), v= (1,0, 1,-2). 


Solution : 

1. u et v ne sont pas colineaires done ils forment une famille libre. R 2 etant de dimension 2, cette famille est une 
base de R 2 et necessairement la famille (u, v, w) est liee. 

2. On verifie facilement que la famille (u, v, w ) est libre. 

3. Les vecteurs u et v ne sont pas colineaires, ils forment done une famille libre. 


Exercice 24.4 V 

Soient (a, b, c) e R 3 . A quelle condition les trois vecteurs (1 , a, h), (0, 1 , c), (0,0, 1) forment-ils une famille libre dans 
R 3 ? 


Solution : Soit (A, |_i, 8) e R 3 tels que 

A(l, a, b) + )a(0, 1, c) + 8(0,0, 1) = (0,0,0) 

On en tire A = 0, aX + |i = 0 et bX + c|j + 8 = 0, ce qui donne X - |i = 8 = 0. Par consequent, V (a, b, c ) eR 3 , la famille est 
libre. 


Exercice 24.5 

Soit E un K-espace vectoriel et soient e\, e-i, ea des vecteurs de E tels que la famille (ei,e2,e3) est libre. Posons : 
f] — e\- ez, fz — e2 + e%, — 63. Montrer que la famille (/i,/2,/3) est libre. 


Solution : Soient ai, 012,0:3 e IK tel que £ 3 =| a,/; = 0 . On a alors : ai (ei - ez) + 02 (ez + C3) + 03 {e\ - ez) - 0 ce qui 

s’ecrit aussi : (ai + 03) e\ + (-ai + 02) ez + (02 - 03) e3 = 0 . La famille [e\, ez , 63) etant libre, cette egalite n ’est possible 
( ai + a 3 = 0 

que si -! -01+02 = 0 . L’ unique solution de ce systeme est le triplet (0,0,0). La famille (/i,/2,/3) est done libre. 

I a 2 - a 3 = 0 


Exercice 24.6 V 

Prouver que la famille (sin, cos) est libre dans le U-espace vectoriel LF (R,R). 


Solution : Soient a,p e R tels que asin+ficos = 0. On a done : Vx e R, a sin x+ (>cosx = 0. En particular, si x - 0, 
on obdent : p = 0 et si x = on obdent a = 0 .11 vient alors que a = p = 0. La famille (sin, cos) est done libre et elle 
engendre un sous-espace vectoriel de dimension 2 dans (R, R), e’est-a-dire un plan vectoriel. 
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Exercice24. 7 

Dans le R-espace vectorielE = & { [ 0 , 2 tt | , R), on considere les quatre foncdons : 


[0, 2tt] — 

R 

A: \ 

[ [0,2tt] 

— R 

X ' — - 

cosx 

[ * 

' — * xcosx 

[0,2tt] — 

R 


[ [0, 2tt] 

— R 

X ' — ► 

sinx 

[ * 

■ — * xsinx 


Prouver que la famille (/i,/ 2 ,/ 3 ,/ 4 ) est libre. 


Solution : 

Soit ( 01 , 02 , 03 , 04 ) e R 4 tel que ai -/i + 02 -/2 + 03 -/3 + 04 -/4 = 0. On a done : 


Vx e [0,2 tt] , ai • f\ (x) + a 2 ■ /2 (x) + a 3 ■ / 3 (x) + a 4 • / 4 (x) = 0, 


en pardculier, remplagant x par x = 0 puis x = it, on obdent le systeme 
puis x — —2 , on obdent le systeme 


Jtxi = 0 

eme < 


I ai +0271 = 0 


puis remplagant x par x — ? 


I 03 + ?04 = 0 

-( 2 d ou Vi e [1,4], a,- = 0. 

[03 + 4 ^a 4 = 0 


Exercice 24.8 

Soient r, ( 1 ) e R tels que a> ^ 0. Dans le R-espace vectoriel E = jF (R,R), on considere les deux vecteurs f\ et / 2 definis 
par : 

VxeR, f\ (x) = e'^sinwx et / 2 (x) = e rA cosuix. 

Demontrer que la famille [f \ , / 2 ) est libre. 


Solution : Soient pi,|i 2 e R tels que : |i 1 f] + [12/2 = 0. Cette egalite s’ecrit aussi : Vx e R, |i| e fx cos<>)x + 

|42e rje sin(i)x = 0. Pour x - 0, on obdent : pi = 0 et pour x = on a : p 2 = 0. Le couple (pi, |i 2 ) est done nul et 
la famille (/ 1 , ) est bien libre. 


Exercice 24.9 

Pour tout a e R, considerons V application 


) R — » R 

| x > — * \x- a\ 


Montrer que la famille (/o, ft , / 2 ) est une famille libre dans & (R, R) . 


Solution : Soient 00 , 01,02 e R tels que : H 2 k=0 o lift - 0. On a done : Vx e R, ao \x\ + ai |x- 1| + 02 |x- 2| = 0. 

r ai + 2a 2 = 0 

En prenant successivement x = 0, 1 et 2 dans cette egalite, on aboudt au systeme : t oq + 02 = 0 dont V unique 

l2ao + ai =0 

solution est ( 00 , 01 , 02 ) = (0,0,0). La famille (/o,/i,/ 2 ) est bien libre. 

Autre solution : On suppose ao ^ 0 et on a |x| = (ai |x- 1| + a 2 |x- 2|). Or cette egalite est impossible carle membre 
de droite est derivable en zero et le membre de gauche tie Vest pas. Done ao = 0. On demontre de me me que ai =0 et 


a 2 = 0. 


Exercice 24.10 

Les families de foncdons suivantes sont-ils libres dans ^(R,R) ? 

1. (/ 1 , ...,/n) ou n 3= 2 et Vfc e [1, n], 

( R — * R 
Jk-\ x _> e x+k 


2. C/ 1 ,/ 2 ,/ 3 ) ouVk e [1,3], 


R — - R 
x > — * (x-fc ) 2 


3. (/i,/ 2 ,/ 3 ,/ 4 ) ou VxeR, /i(x) = 1, / 2 (x) = x, / 3 (x) = x 2 et/ 4 (x) = e x . 
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Solution : 

1. Puisque Vx e R, e.e x+1 - e x+2 = 0, on on deduit que (e x+l , e x+2 ) est lie, done la famille est lie. 

2. Soit [a, b, c ) e R 3 tels que 

Vx e R, a(x- l) 2 + b(x- 2) 2 + c(x- 3) 2 = 0 

alors puisque ce polynome est nul, les coefficients de x 2 , x, 1 du polynome et de ses derivees doivent etre nuls. On 
en tire 

a+ b+ c = a + 2b + 3c = a + 4b+ 9c = 0 => a-b-c - 0 
Par consequent, la famille est libre. 

3. Soient ( a , b, c, d) e R 4 tels que 

V x eR,u+ bx+ cx 2 + de x — 0 


On doit avoir Vx e R, 


d+ {a+ bx+ cx 2 )e x — 0 


et en passant a la limite lorsque x — +oo, on obtient que d-O.En factorisant ensuite par x 2 et en faisant tendre 
x vers +oo, on trouve que c - 0. Ensuite de me me b - 0 et enfin a — 0. La famille est libre. 


Exercice 24.11 S? 

On considere l’espace des suites complexes H = .'/ J (C), et deux complexes (k\ , kz) e € 2 distincts. On note u la suite 
geometrique de raison k\ et v la suite geometrique de raison lc 2 - Montrer que la famille S - (u, v) est libre dans E. 


Solution : Soit (A, |i) e C 2 tels que A u+ |ii/ = 0 e- En examinant les deux premiers termes de cette suite, on trouve que : 

J A + |x =0 

|Afci + [iA;2 =0 

et en resolvant ce systeme, que A = = 0. 

Exercice 24.12 S? 

Soit un K -espace vectoriel E et une famille de vecteurs { a a n ) eE" libre. On definit les vecteurs 


b\ — U\, — U\ + 0,2, ... , bn — U\ + • • • + Un 


Montrer que la famille (b\,..., b„) est libre. 


Solution : Soit (Ai , . . . , A,,) £ K" tels que 
Alors 


Xib\ H 1- A n b n = 0e 


(Ai H 1- \ n )a\ + (A 2 H 1 - X n )ci2 + — 1 - (A n _i + \ n )a n -i + A n a n — 0 

Comme [a\, ... , a n ) est libre, on tire que 

A n — A;; + A n _i = ■ ■ ■ = A„ + ■ • • + Ai = Ok 
et par consequent que tous les A^ sont nuls. 


Exercice 24.13 W 

Soit E = 'A JOO ([R,R). Montrer que e’est un R -espace vectoriel. On considere ensuite P application 

( E — * R 

V* : \ f « /»)( o) 

Montrer que P application tp/ c est lineaire, puis que la famille (c(i| ip,,) est libre dans P espace L(E, D 


Solution : On montre que E est un sous-espace vectoriel de PP (R, 1). II est aussi facile de montrer que les applications 
(Pit sont lineaires. Montrons ensuite que la famille est libre. Soit (Ai, A n ) e R” tels que 

Aiipi + ••• + A„cp„ = Ol(e,r) 

En appliquant cette application lineaire a la fonction ()/,- : x ^ x k e K : on trouve que 

Afcfc! = 0 

(car [x fc ] (p) (0) = k\ si p-ket [x fc ] (p) (0) = 0 si p ^ k. On en deduit done que V/c e [1, n\, Afc = 0. 


918 


Exercice 24.14 W 

Soit fkit ) = e kt . Montrerque est une famille libre dans & (U,M) . 


Solution : Soit X n ) e IR” tels que 

Vx e [R, Ai e x + ■ • ■ + \fj6 nx — 0. 

Alors 

VxeIR, Xi + --- + X„e {n ~ 1)x ^0 -0 

x —> -oo 

et Ai = 0. On recommence avec 

Vx e [R, A 2 <?^ + • • ■ + A n—\e^ n ^ x — 0 

ce qui donne A 2 = 0 et ainsi de suite, on montre que tous les coefficients de la combinaison lineaire sont nuls. La famille 
est done libre. 

Exercice 24.15 W 

Dans 1 ’espace vectoriel E = XL{U,W), montrer que la famille S = (x — > 1, x — ► chx, x — *• ch2x, . . . , x — ► ch nx) est libre. 


e nx + e~ nx e nx 

Solution : Au voisinage de + 00 , on a V equivalent ch nx = = (l + e~ 2nx ) 

car 1 + e~ 2nx » 1. Soient cto, . . . ,a„ e R tels que 

x — *+oo 


x — * +00 2 


VxeIR, ao + ai chx+ . . . + a n ch/?x = 0 


alors 


VxeR, aoe '“ + ctich(x)e nx + ... + a n ch(nx) e nx -0. 

o~ nx ~ Jk-n)x, 


En vertu de 1 ’equivalent, pour tout k e [0, nj , ch (/cx) e ~ e ( ’ 12 et 

JC— +00 


ch(fcx) e 


0 si k < n 


x—+oo 1/2 si Ic-n 


Done la somme precedente ne tend vers 0 que si a n - 0. On repete n fois ce raisonnement et on montre que ao : 
«„ = 0. La famille S est bien libre. 

Exercice 24.16 W 

Soit E un K -espace vectoriel et (u\,. . . , u n ) une famille libre. Les families 

S = (Kl - U2, U2 — U3,..., u n - 1 - U n , U n — U \ ) 

T = (Ml + U 2 , . . . , M/i— 1 + U n , U n + Mi) 

sont-ils libres ? 


Solution : La famille S est liee car 


(Mi - M 2 ) + (M 2 - M 3 ) + • • • + (M„_i - U n ) + (U n - Ml) = 0 E 


Pour la famille T : Soit (Ai A„) eK" tel que 


Ai(mi + m 2 ) + ■•■ + A„(m„+ Ml) = 0 E 


Comme (mi, . . . , u n ) est libre, il vient que 


X] + A,i = 0 K , A 2 + Ai = 0 K , . . . , A n _i + A„ = 0 K 


Par consequent. 


X 1 = (.-l) i - 1 X i ^t-l) n X 1 . 


Si n est impair, 2Ai = Ok et done Ai = 0, puis alors tous les coefficients sont nuls. Si n est impair, T est une famille libre. 
Si par contre n est pair, on verifie que 


l [Ui + Ui+ i) + (-l) w 1 (w n + wi) = 0 E 
i=0 


et done T est lie. 
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Exercice 24.17 W 

Dans 1 ’espace E = & (R, R) , on considere les fonctions definies par V k e N * , 

( R — * R 
* k '\ x ' — * sin(fcx) 

Montrer que V«eN*, la famille S = (f\,...,f n ) est libre. On calculera d’abord pour ( p , q) e (N*) 2 , l’integrale . 

1 r 2n 

- / sin(px) sin(^x) dx = 8 pq , 
n Jo 

ou 8 P q = 1 si p- q et est nul sinon. 


Solution : Soit (p, q) e N 2 . On utilise la trigonometrie. Pour tout x e R : 

sin(px) sinlgx) = - (cos ((p- q)x) - cos((p + q)x)) 

done si p^ q, 

i r 2n i r i i i 2n 

- sin(px) sin(^x) dx = — sin((p-g)x) sin((p+^)x) =0 

n Jo 2n [ p-q p+q \ 0 

et si p- q alors 

i r 2jl i r 2n i r i i 2 tt 

-I sin(px) sin(^x) dx = — I (l-cos((p+ q)x)) dx- — lx — — -sin((p+ q)x)\ = 1. 

71 Jo 2n Jo 271 [ p+q J 0 

Montrons que S est libre. Soient e R tels que X" =1 a,-// = 0 . Soit ke [1, n\. Par linearite de l’integrale, on a : 

n a . n 2ji n 

0 =]L— fk (x) ft (X) dx = £ afSjfcj = a k . 

i= 1 71 JO i= 1 

et ce pour tout ke [ 1 , nj . On en deduit que S est libre. 


24.7.2 Sous-espace vectoriel engendre par une famille finie 

Exercice 24.18 

Verifier si les vecteurs suivants forment une famille generatrice de R 3 : 

Ui = ( 0 , 1 , 1 ), m 2 = ( 1 , — 1 , 0 ) , U3- ( 1 , 0 , 2 ) et w 4 = ( 1 ,- 1 , 2 ) 


Solution : La famille {ii\, 112 , 113) est libre. En effet, si 01,02,03 e R sont tels que ai ii\ + 02 112 + 03 it\ = 0 alors on a : 
i a 2 + a 3 = 0 

< a 1 - «2 =0 ce qui amene a 1 - a-2 - 03 = 0 . Comme dimR 3 = 3 , cette famille engendre R 3 et il en est done de 

I ai + 2a 3 = 0 
meme de la famille ( u 1,1/2, W3 , 114) 

Exercice 24.19 

Determiner la dimension du sous-espace vectoriel de R 4 engendre par les families de vecteurs (u\, u 2 , M3, 14) avec : 

1. Mi = (1,0,0, 1), u 2 = (1,0, 1,0), m 3 = (0, 1,0,1), m 4 = (1,0,0, 1) 

2. Ml = (1,1, 1,0), u 2 = (1,1,2,0), m 3 = (0, 1, 1, 1), m 4 = (0, 1,0, 1) 

3. Ml = (1,-1, 1,-1), m 2 = (1,1,2, —2), m 3 = (3,-1, 4, -4), m 4 = (0,-2, -1,1). 

Solution : 

{ ai + a 4 = 0 

01+03 0 

02 + 03 =0 

02 + a 4 = 0 

On a une solution non nulle : ( 1 , 1 , - 1 , — 1 ). La famille est done liee et engendre un espace de dimension au plus 3 . 
On verifie que [u\, u 2 , M3) est libre. Dans le systeme precedent on fait a 4 = 0 . On trouve alors ai = 0 puis 03 = 0 
et 02 = 0 . Done la famille (mi, m 2 , M3, m 4 ) engendre un espace de dimension 3 . 

2 . On verifie que m 4 = zti - u 2 + M3. On montre de la meme fagon que precedemment que la famille (ui, u 2 , M3) est 
libre. Done dimVecf (mi, u 2 , M3, m 4 ) = 3 . 

3 . On a : M3 = 2 mi + u 2 et m 4 = u\-u 2 . Les vecteurs u\ et u 2 tie sont pas colineaires et forment done une famille 
libre. Par suite dimVecf (mi, u 2 , 113, m 4 ) = dimVecf (mi, u 2 ) - 2. 
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24.7.3 Bases et dimension d’un espace vectoriel 

Exercice 24.20 V 

Posons e\ - (1, 1, 1), e 2 = (1,1,0), = (0, 1, 1). Montrer que e = {e\, e 2 ,e 3 ) est une base de R 3 . 


Solution : Soient 01 , 02,03 e R tels que 0161 + 0262 + 0363 = 0. Alors ( 01 , 02 , 03 ) est solution du systeme 

f Oi + a 2 = 0 

< a 1 + a 2 + a 3 = 0 et on trouve ai = 02 = 03 = 0. La famille est done libre. Comme dim R 3 = #e, la famille e est une 
l ai + 03 = 0 
base de R 3 . 


Exercice 24.21 

Soit E un IK -espace vectoriel de dimension 3 et e- (ei,e 2 , 63 ) une base de E. On pose : 

/i = 62 + 2e3, /2 = 63-ei, /3 = ei+2e2 

Montrer que f = ( /i,/ 2 ,/ 3 ) est aussi une base de E 


Solution : Soient 01,02,03 e R tels que ai/i + 02/2 + 03/3 = 0. Alors ai (e2 + 2e3) + 02 (e3 - ei) + 03 (ei + 2e2) - 0 et 
(03 - 02) ei + (ai + 203) e2 + (2ai + 02) e3 = 0. Comme la famille e est libre, le triplet (01,02,03) est solution du systeme 
I — a 2 +a 3 = 0 

< 0 | + 2a 3 = 0 et on trouve ai = a 2 = 03 = 0. La famille est done libre. Comme dim R 3 = #e, la famille e est une 

1201 + 02 =0 
base de R 3 . 


Exercice 24.22 

Soit E un IK -espace vectoriel de dimension 3 et e- (ei, e 2 , 63 ) est une base de E. On pose : 

f\ = ei + 2 e 2 + 2 e 3 , /2 = e 2 + e 3 

Montrer que [f\ , / 2 ) est libre et completer cette famille en une base de E. 


Solution : Les vecteurs f\ et / 2 tie sontpas colineaires. Ils forment une famille libre. On verifie en procedant comme 
dans V exercice precedent que la famille (e 2 ,/i,/ 2 ) est libre et forme done une base de E. 


Exercice 24.23 

1. Montrer que les vecteurs f\ = (1,2), / 2 = (-1,2) et fy = (-3,5) forme une famille generatrice de R 2 . 

2. Exprimer un vecteur quelconque u de coordonnees {x,y) dans la base canonique comme combinaison lineaire 
de ces vecteurs. Cette decomposition est-elle unique ? 


Solution : 

1. Les vecteurs f\ et / 2 tie sont pas colineaires done ils forment une famille libre. Comme dimR 2 - 2 la famille 
f — (/i,/ 2 ) est une base de R 2 . Elle engendre done R 2 et il en est alors de meme de la famille (/i,/ 2 ,/ 3 )- 

2. Introduisons les deux vecteurs de la base canonique de R 2 : ei = (1,0) et e 2 = (0, 1). D’apres ce qui precede, il existe 
a,b,ceU tels que u — xe \ + ye 2 = af\ + / 1/2 + c/ 3 . Le triplet ( a , b, c) est solution du systeme 

Ce systeme admet une infinite de solutions et la decomposition recherchee n ’est pas unique. Une d’entre elles est 
donnee par exemple par a = x/2+ y 14, b = -x/2 + y/4 et c- 0. 


I a - b-3c - x 
\2a + 2b + 5c- y' 


Exercice 24.24 

Soient (+i , x 2 , + 3 ) les coordonnees d’un vecteur u dans la base canonique de R 3 . Exprimer les coordonnees (yi,y 2 >y 3 ) 
de ce meme vecteur dans la base de R 3 formee des vecteurs : 


El = (1,1,0), e 2 = (1,0, 1) , E 3 = (0,1,1). 


Solution : On verifie facilement que la famille (£ 1 , 62 , 63 ) est une base de R 3 . Il existe done des scalaires yi,y 2 ,y 3 tels 
que : u = (jq, x 2 , X3) = yi£i + y 2 £ 2 + yses. En remplaqant les vecteurs £/ par leurs expressions, on obtient le systeme : 
yi + y 2 = jci 

X0-X3 + X1 -X2 + X3+X1 x 2 + x 3 -xl 

yi + L 3 - %2 qui amene : yl = , y 2 = , y3 = 

y 2 + ys = x 3 2 2 2 
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Exercice 24.25 V 

S oient les vec terns de R 3 : 


u= (-1,1,1), v = (1, — 1,1), w = [1,1, — 1) et x= (2, -3,1). 

1. Prouver que la famille (u, v, w) forme une base R 3 . 

2. Quelles sont les coordonnees de x dans cette base ? 

Solution : 

1. Soient ai, 02 , 0:3 £ R tels que (X\ u + a- 2 V + 03 w = 0. Le triplet ( 01 , 02 , 03 ) est solution du systeme : 
i - ai + a 2 + a 3 = 0 

< a i - «2 + «;>, = 0 et done ai - a-^- a;> = 0. La famille (u, v, w) est bien libre. Comme d i rn R 3 = 3, e’est une 

l + 0(2 - C*3 = 0 

base de IR 3 . 

2. La famille ( u , v, w ) etant une base de E, il existe (xi,X 2 ,X 3 ) £ IR 3 tel que : x - x\ u+x 2 V+X 3 w. Le triplet (xi,X 2 ,X 3 ) 

I - Xi + x 2 + x 3 = 2 

est done solution du systeme ■< xi -X 2 + X 3 = -3. En le resolvant, on trouve x 1 = — 1, X 2 = 3/2 etX 3 = -1/2. Les 

l X\ + X 2 - X 3 =1 

coordonnees de x dans la base ( u , v, w ) sont done : (-1,3/2, -1/2) 


Exercice 24.26 

Soit E le sous-espace vectoriel de IR 4 engendre par les vecteurs e\ = (1, 1,0, 0), e 2 = (1, 1, 0, 1) et e 3 = (0, 0, 0, 1) . 

1 . Quelle est la dimension de E ? 

2. Completer cette famille en sorte d’ avoir une base de IR 4 . 


Solution : 

1 . Comme e -3 — 62 - 61 , la famille e n ’est pas libre. Par contre, comme les vecteurs ei et 62 ne sont pas colineaires, 
(ei , ez) forme une famille libre qui engendre encore E par le lemme de diminution d’une famille liee. On complete 
la base par des vecteurs de la base canonique. 

2. Une solution peut etre de completer la famille ( 01 , 02 ) <i'"ec les vecteurs f\ = (1,0, 0,0) et fz — (0,0, 1,0) de la base 
canonique de IR 4 . On montre facilement que la famille {e\ , t' 2,/1 ,/a) est libre. Comme dimIR 4 = 4, elle forme une 
base de IR 4 . 


Exercice 24.27 r 2 

Dans l’espace IR 4 , on considere les deux vecteurs f\ = (0, 1,2, 1) et fz = (3,0, 1, 1). Trouver deux vecteurs / 3,/4 tels que 
la famille [fi, fz, fz, U) forme une base de IR 4 . 


Solution : Les vecteurs f\ et fz ne sont pas colineaires done la famille Si = (fi,fz) est libre. On considere la base 

canonique e- ( 01 ,..., 04 ) de IR 4 . On verifie facilement que S 2 = {f\,fz, e\,cz) est libre. Finalement, puisque dimIR 4 = 4, 
et que l’on a trouve une famille libre de cardinal 4, S 2 est une base. 


Exercice 24.28 V 

1. Prouver que (1, t) est une base du U-espace vectoriel C. 

2/jt 

2. De meme, prouver que (1, j J est une base de C oil j = . 

3. Donner une base du C-espace vectoriel C. 


Solution : 

1. Pour tout nombre complexe z, il existe a,beU tels que z-axl + bxi.La famille (1, i) est done generatrice de 
€. Soient a, b e R tels que axl + bxi = 0 . On a alors forcement a - b - 0. La famille (1, i) est done libre. La 
famille forme une base de C. On en deduit que C est un U-espace vectoriel de dimension 2. 

2. Soient a,beU tels que a. 1 + b.j - 0. On a alors : a[ 1 + cos ff) + ibs'm ce qui amene a — b — 0. La famille 
(l, j) est done libre dans C. Comme € est de dimension 2, (l,/J engendre C. ( I , /) est done une base de C. 

3. La famille (1) forme une base du C-espace vectoriel C. Cette famille est trivialement libre. Si ze C alors z - z.l ! 
Et done la famille (1) est generatrice de C. C’est done une base de C et C est un C-espace vectoriel de dimension 
1 . 
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Exercice 24.29 W 

Soit E un K-espace vectoriel muni d'une base e = (ei, . Pour tout i e [1, nj , on pose e,- = e\ + . . . + e/. 

1. Montrer que e = (e,),e|| i,„i forme une base de E. 

2. Exprimer les composantes d’un vecteurde E dans e en fonction de ses composantes dans e. 


Solution : 

n 

1. Soit (ai,... ,a n ) e IK” tel que ^ a/e, = 0. On a alors 

i= 1 

(ai + a 2 + • • • + a„) e\ + (a 2 + • • • + a„) e 2 + . . . + +a n e„ - 0 
qui conduit, de part la liberte de e, a : 

ai + a 2 H — + a„ = 0 
a 2 + • • • + a„ = 0 

a n - 0 

et done a n = . . . = ai = 0. 

2. Soit x e E. On a x = a/ e\ + . . . a„ e n - a^ ei + . . . a'„e n . On a done : 

a'j + a’ 2 H — + a’ n = ai 
a' 2 + • • • + a' n = a 2 

a'n = a n 

ce qui amene : 

a'j = ai - a 2 
a'„_ i = a„_i -a„ 

a n = a n 

etl x = (ai - a 2 ) e\ + (a 2 - a 3 ) e 2 + . . . + (a„_i - a„)e„_i +a„e„ I. 


Exercice 24.30 W 

1 . Verifier que K muni de 1 ’addition et de la multiplication par un rationnel est un Q-espace vectoriel. 

2. Montrer que 

E = | <7+ bV 2+ cV3,(a,b,c) e Q 3 J- 

est un <Q-espace vectoriel. 

3. Trouver une base de E. 


Solution : 

1 . On verifie facilement que K muni de 1 ’addition et de la multiplication par un rationnel verifie les axiomes definis- 
sant un Q-espace vectoriel 

2. Pour repondre a la question, il suffit de montrer que E est un sous-espace vectoriel de R. E est clairement non 
vide et si a, a' e <Q>, u - a + b\f2+ c\f?> e E et u' - a! + b' \J 2 + d \f3 e E alors au + a'u * 1 = a[a+ b\f2+ c\J 3) + 
a' ( a ' + b'\/ 2+ d \f 3) = (a a + a' a') + [ab + a'b') \/2 + (ac+ a'c') \[3 e E. L’ ensemble E est bien un sous-espace 
vectoriel de R. On peut aussi remarquer que E = Vect{ 1 , y2, v^3) . 

3. Montrons que la famille e — (l, y/2, -s/3) est une base de E. Elle engendre clairement E. Soient a,b,c e Q tels que 
a + bV 2 + c\J 3 = 0. Alors c \/ 3 = - [a + b\/ 2) et en elevant au carre 3 c 2 — a 2 + 2 b 2 + 2ab\/2. 

(a) Si a et b sont nuls, on a forcement c - 0. 

(b) Si a — 0 et b / 0 alors 3c 2 = 2 b 2 et clb- ±V2I3 ce qui n’ est pas possible car c/b e Q. 

(c) Si a d 0 et b - 0 alors 3 c 2 - a 2 et cl a - V3/3 ce qui n’ est pas possible pour la meme raison que precedem- 
ment. 

(d) Si a, b d 0 alors s/2 — (3c 2 - a 2 - 2b 2 ) 12 ah ce qui n ’est pas possible car s/2 d Q. 

En conclusion, a-b-c-Oetla famille est libre. On a ainsi trouve une base de E qui est de dimension 3. 
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Exercice 24.31 W 

Soit R„ [X] l’espace vectoriel des polyndmes de degre s; n. Soit & — (Po, . . . , P„) line famille de n+ 1 polynomes de 
R„ [X] telle que : 

V/e[0, n\, degPj = /. 

Prouver que & est une base de R„ [X] . 


Solution : 


Pour tout k g [0,72], supposons que que + Zf-Q 1 Comme degP ^ = k, on a necessairement X ^ ^ 0. 

Soient ao> ... } oi n e U tels que : a k^k = 0. Un polynome etant nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, 

on aboutit au systeme : 

Ao«o + Ao.iai + Ao,2ai2 +■■■ +Ao,«a« = 0 


Aiai + Ai i2 a2 +•■■ +Ai,„a„ = 0 


+ ^n-l,n^n = 0 


A„a„ = 0 

qui est triangulaire, et comme \/ke [0, n\ , A.^ ^ 0, son unique solution est le n+ 1-uplet nul. 11 vient : ao = cxi = . . . = 

a„ = 0 et la famille ■'¥ est libre. Comme elle est de cardinal egal a la dimension de R„ [X], & est de plus generatrice de 
R„ [X] . On en deduit qu ’elle forme une base de R„ [X] . 


Exercice 24.32 W 

Montrer .5? (R) et^fRjR) sont de dimension in finie. 


Solution : Pour le premier cas, on considere pour tout n e N, la suite e(n) e qui s’annule a tous les rangs 

sauf au rang n ou elle vaut 1. On considere aussi pour tout m e N la famille de suites E m = (e(0 e{m)). Pour 
tout m e N, cette famille est libre. En effet, si ao, ... ,tx n e R sont tels que aoe(O) + ... + a, n e(m) — 0 alors on obtient 
(ao,...,a m ,0, ...) = (0, . . .) et done que ao = ... = a m = 0. Supposons que soit de dimension finie neN. La famille 
H„ est libre et de cardinal n+\ ce qui n ’est pas possible. Done SP (R) est de dimension infinie. 

Pour le second cas, on procede de meme en considerant pour tout neN les fonctions f n definies sur R qui valent 0 si 
x ^ n et qui valent 1 si x- n. 


24.7.4 Sous-espace vectoriel de dimension finie 

Exercice 24.33 V 

Soit F - \{x,y, z) eR 3 | x— y + 2z — 0}. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de R 3 , en determiner une base et 
calculer sa dimension. 


Solution : Comme F = { (y - 2z, y, z) | y, z e R| = Meet ((1, 1,0) , (-2,0, 1)), F est un sous-espace vectoriel de R 3 . La 

famille ((1, 1,0) , (-2,0, 1)) engendre F et les deux vecteurs la constituant n’etant pas colineaire, elle est libre. Cette 
famille forme done une base de F et dimF = 2. 


Exercice 24.34 V 

SoitF - {(x,y,z) El 3 | x-y+z=0 et -x-y + z = 0}. 

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R 3 . 

2. Trouver une base de F. En deduire dimF. 


„ . ( x-v+z = 0 (x-v+z = 0 ,, . q . 

Solution: On a : < ' _ _ done F = tlx, y,z) e R 3 | x- y + z = 0 et -x-y+z = 0[=: 

|-x-y+z=0 ( -y+z=0 u J 1 J J 1 

{(0, y, y) | y e R} = Vect{ 0, 1, 1). F est done un sous-espace vectoriel de R 3 et la famille constitute du vecteur (0, 1,1) en 
forme une base. On en deduit que dimF = 1. Le sous-espace F est la droite vectorielle de R 3 dirigee par (0, 1, 1). 

Exercice 24.35 V 

Montrer que le sous-ensemble 

F= {(a + p,p,2a-p, -a) |a,|3eR} 

est un sous-espace vectoriel de R 4 dont on determinera la dimension et une base. 


Solution: Comme F = {(a + |3,|3, 2a- 13, -a) | a e R,p e R} = {a(l,0,2, -1) + 13 (1, 1, -1,0) | a,p eR} = Vect[e\,e 2 ) ou 
e\ — (1,0,2, -1) et ^2 = (1, 1,— 1,0). On en deduit que F est un sous-espace vectoriel de R 4 . De plus, les vecteurs e\ et e 2 
ne sont pas colineaires et ils engendrent F. Ils forment done une base de F et dimF = 2. 


924 


Exercice 24.36 V 

Dans R 4 , on considere le sous-ensemble 

F := {( x,y,z , t) e R 4 | 2x- y + 3z + t — 0} 
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R 4 et en determiner une base. 


Solution : Comme F = {( x,y,z,t ) e R 4 ; | 2x - y + 3z + t = 0} = {{x,2x + 3z+ t,z,t) |x,z,tER} = 

Veer ((1,2, 0,0) , (0,3, 1,0) , (0, 1,0, 1)). Done F est un sous-espace vectoriel de R 4 . La famille (ei, ez, 03 ) ou e\ = (1,2,0, 0), 
e 2 = (0,3, 1,0) et e 3 = (0, 1,0, 1) engendre F. Montrons qu’elle estlibre. Soient 011 , 0 ( 2 , 0:3 e R tels que o: 1 e 1 + 0 C 2 e 2 + «;>, £-'3 = 
[0:1 = 0 

2ai + 3 a 2 + 0(3 = 0 

a 2 =0 
0(3 — 0 


0. Le triplet («i , 02 , 03 ) verifie 


et done ai = 0:2 = 0:3 = 0. La famille est bien libre. Alors (ei, e 2 , 63 ) 


est une base de F et dimF = 3. 


Exercice 24.37 

Soit F = {(x,y, z, f) e R 4 | 2x- y + z — t — 0} 

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R 4 . 

2. Trouver une famille generatrice de F. 

3. En deduire une base de F puis la dimension de F. 


Solution : 

1 . On a : F = {(x, y, z, t) e R 4 | 2x- y + z— t — 0} = {(x,y, z,2x- y + z) |x,y,zER} = 

{x(l, 0,0, 2) + y(0,l, 0,-1) + z(0, 0,1,1) |x,y,zER} = Vecf(e i,e 2 ,e 3 ) ou ei = (1,0, 0,2), e 2 = (0,1, 0,-1) et 
e 3 = (0, 0, 1, 1) . On en deduit a la fois que F est un sous-espace vectoriel de R 4 ainsi qu 'une famille generatrice de 
F. 

2. On verifie facilement que la famille (e 1 .e 2 .e 3 ) est libre. On en deduit que cette famille forme une base de F et 
done que dimF = 3. 


Exercice 24.38 O 

Dans l’espace R 4 , on considere le sous-espace vectoriel F = Vect{v 1,1/2,03,1/4} ou u\ - (1,2,3, 1), V2 = (0, 1,1,1), 
v 3 = (0, 0,1,2), V 4 - (2, 5, 6 , 1) Trouver une base du sous-espace vectoriel F. 


Solution : On remarque que V 4 — 2 v\ + V 2 - V 3 . Done la famille est liee et d ’ apres le lemme de reduction d'une famille 
liee, F = \!ect(v \ , V 2 , f 3 ) . On montre facilement que la famille ( Vi , V 2 , V:\ ) est libre et forme done une base de F. II 
s’ensuit que dimF = 3. 

Exercice 24.39 

On note E l’espace vectoriel des fonctions indefiniment derivables de R dans R. Soit un reel aeU. On note F T ensem- 
ble des fonctions f verifiant : 

VxeR, f’[x)-af{x) 

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et determiner une base de F. 


Solution : On applique le theoreme de resolution des equations differentielles homogene du premier degre sans second 
membre et les fonctions f solutions de y 1 - ay - 0 sont celles de la forme f : x « ae ax ou a e R. On en deduit que 
F = Vect [x exp (ax)) et que e’est un sous-espace vectoriel de E. II est alors clair que la famille (x ^ exp (ax)) forme 
une base de F et que dimF = 1. 

Exercice 24.40 O 

Montrer que F = {/ e (R) | f" - 2 f + 2/ = 0} est un sous-espace vectoriel de (R) et en determiner une base. En 

deduire la dimension de F. 


Solution : En appliquant le theoreme de resolution des equations differentielles du second ordre a coefficients con- 
stants, on trouve que F = {x >-► (acosx + psinx) e~ x \ a,|3 e R}. Autrement dit : F = Vect (/i,/ 2 ) ou f\ : x >-► cosxe~ x et 
f 2 : x >-► sin xe~ x . La famille (/ 1 , fz) engendre F. On verifie facilement qu ’elle est libre. Elle forme done une base de F 
et dimF - 2. 

Exercice 24.41 O 

Montrer F = {P e R 4 [X] | P (1) = P (2) = 0} est un sous-espace vectoriel de R 4 [X] et en determiner une base ainsi que la 
dimension. 
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Solution : Les polynomes de F sont de degre ? 4 et s’annulent en 1 et 2 . Par consequent, ils sont de la forme 

[oX 2 + bX+c)(X- l)(X- 2 ). II s’ensuit que F = Vect (Pi,P 2 ,P 3 ) ou Pi = X 2 (X- 1 ) (X- 2 ) ,P 2 = X(X- 1 ) (X- 2 ) ,P 3 = 
(X - 1 ) (X - 2 ) . Onen deduit que F est un sous-espace vectoriel de R4 [X] . On verifie facilement que la famille (Pi , P2, P3) 
est libre. Si a 1 , , a 3 sont trois reels tels que a 3 Pi + ct/Pz + a 3 P 3 = 0 alors par integrite de l’anneau des polynomes, 
a 3 X 2 + azX + a 3 = 0 ce qui n’est possible que si a 1 = a 3 = «;>, = 0. La famille (Pi,P2,P 3 ) forme done une base de F. 

Exercice 24.42 V 

Soit F 1 ’ensemble des fonctions f : R — ► R telles qu ’il existe a,b,ceU pour lesquels : 

VxeR, / (x) = [ax 2 + bx+ c) sinx 

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de ■'¥ (R,R). 

2 . Determiner une base de F ainsi que sa dimension. 

Solution : 

1. F est engendre par la famille (x — x 2 sin x, x >-<• xsin x, x >-*• sinx). C’ est done un sous-espace vectoriel de & (R,R). 

2 . Une base de E est donnee par la famille precedente : Soient a,p,y £ R tels que : Vx e R, ax 2 sinx + fix sin x + 
ysinx = 0 , alors Vx ^ 0 [tt] , ax 2 + | 3 x+ y = 0 . Un polynome du second degre est soit identiquement nul, soit ne 
s’annule au plus que deux fois. Done a = |3 = y = 0 . La famille est done libre. Elle est, par definition generatrice 
et forme done une base de F qui est alors un sous-espace vectoriel de dimension 3 de E. 


Exercice 24.43 

Determiner une base du sous-espace vectoriel F de & (R, R) donne par : F = Vect [fa , fa, / 3 , fa) ou 
fa : x >-<■ e x , fz'.x>-+ e~ x , / 3 : x >-<■ ch x, fa : x >-► sh x. 


Solution : On verifie facilement que la famille [fa , fz) est libre. De plus : fa — - [fa + fa) et fa = - [fa - fa). Done par 

application du lemme de reduction d’une famille liee : F = Vect [fa, fa, fa, fa) — Vect[fa,fa). On en deduit qu’une base 
deFest [fa, fa). 

Exercice 24.44 V 

On pose : 

fa\x^-x, fa'.x^x 2 , fa : x >-► xlnx, fa : x >-► x 2 In x 
On pose aussi : F = Vect [fa, fa, fa, fa). Prouver que F est un R -espace vectoriel et determiner sa dimension. 

Solution : L’ ensemble F s ’ecrit comme unVect, c ’est done un sous-espace de (R* , R) et done un R -espace vectoriel. 

Soient a,- el, ie [ 1,41 tels que f = «| fa + 0.2/2 + «;s/ 3 + 0(4/4 = 0 . La fonction f ainsi que toutes ses derivees sont 
identiquement nulles sur R* . L’egalite f ( 1 ) = 0 amene o\ + 02 ~ 0 . L’egalite f ( 1 ) = 0 amene ai + 2a2 + a 3 + 04 = 0 
et f" ( 1 ) = 0 amene 2tX2 + a 3 + 3a4 = 0 . Enfin, f" ( 1 ) = 0 amene -a 3 + 2a4 = 0 . Le quadruplet (ai,a2,a 3 ,04) est done 
solution du systeme forme par ces 4 equations. On verifie en le resolvant que sa seule solution est ( 0 , 0 , 0 , 0 ). II vient 
done que a 3 = a2 = ^3 = 0(4 = 0 . La famille [fa, fa, fa, fa) est libre et dimF = 4 . 

Exercice 24.45 V 

PosonsF - Vect[fa, fa, fa) ou 

fa : x 1— e x , fa : x • e 2x et fa:x^ e* 2 . 

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de ■'¥ (R, R) et en donner la dimension et une base. 


Solution : 

L’ ensemble F etant donne comme un Vect, e’est un sous-espace vectoriel de JF (R,R). Soient ai,a2,a 3 e R tels que 
01/1+02/2 + 03/3-0. On a done : VxeR, a 1 e* + 012 c 2x + a 3 e x = 0. En particular, pour tout x e R, en divisant par 

X 2 

e : 

0 = (a 1 e x ~ x2 + 02e 2x ~ x2 + a 3 | » a 3 

done a 3 = 0 . On a done en revenant a la premiere egalite : Vx e R, a t e x + 02 e 2x - 0 . De me me, on divise cette egalite 
par e x et on trouve 

0 — (a 3 + a^e*) * a 3 

et necessairement ai = 0 ce qui amene aussi «2 = 0 car la fonction exponentielle est strictement positive. La famille 
[fa, fa, fa) est bien libre et dimF = 3 . 
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Exercice 24.46 99 

Soit p e N* . On considere le sous-ensemble 99 p (R) de 5? (R) des suites p-periodiques : 

[K) = {[Un) £ y (\ R) | V«eN, u n+p = u n } 


Montrer que ,9 p (R) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de 5? (R) et determiner sa dimension. 


Solution : -9 p (R) est stable par combinaison lineaire. C’est done un sous-espace vectoriel de .9 (R). Pour tout n e N, 
notons « n mod p »le reste de la division euclidienne de n par p. Introduisons la famille ((mJ,)) j de suites donnees 
par 


Mn eN, 


j 1 si n mod p - i 
1 0 sinon 


Cette famille forme une base de d9 p (K). Si a\,...,a p e R sont tels que Zf =1 a; ( mJ,) = 0 alors il vient que la suite 
(ai,...,ap,ai,...,ap,ai,...) est nulle et done que ai = ... = a p = 0. Done la famille est libre. Considerons une suite 
p-periodique a — [a\,...,a p , ai,...,a p ,ai,...) E 9C p (R). On peut ecrire que a - a\ (w*) + ... + a p (tt^) et done la famille 
engendre SC (R). En conclusion, c’est bien une base de .9 p (R) et d i m .9 p (R) = p. On aurait aussi facilement pu resoudre 
cet exercice en montrant que 


y’p (R) — UP 

(m„) 1 — * (mq , ... , U p —ij 


est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 


24.7.5 Hyperplan 

Exercice 24.47 SO 

Soit un K-espace vectoriel E, H un hyperplan de E, et H' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que 

HcH' => H' = HouH' = E 


Solution : Supposons que H' C H. Alors il existe a e H' \ I I. On sait alors, puisque El est un hyperplan quo l leVect(fl) = 
E. Montrons que H' = E. Soit xeE, il existe (xh, A) e H x IK tels que x - Xu + Xa e H' car H' est un sous-espace vectoriel 
de E. 


Exercice 24.48 r SS 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et El un hyperplan de E. Montrer qu ’il existe une forme lineaire tp tel 
que El = Kertp. 


Solution : Comme E[ est un hyperplan et que E est de dimension finie, El admet un supplemental D dans E et 

dimD = L Soit v un vecteur formant une base de D. Tout vecteur x e E se decompose de maniere unique sous la 
forme x = xq + otv ou xo e E[ et a e R. On considere alors la forme lineaire donnee par ip (x) = 0 si x e El et tp (v) - 1. 
L’ application tp est bien definie surE et verifie par construction Kertp = H. 


Exercice 24.49 99 

Soit D une droite vectorielle et E[ un hyperplan d’un K-espace vectoriel E de dimension n eN*. Montrer que si D <£ El 
alors D et El sont supplementaires dans E. 


Solution : 

Le sous-espace vectoriel D + El contient El et D et est contenu dans E done dim(D +11) = n ou dim(D + El) = n— 1. 
Si dim (D + El) = n - 1 alors comme dimH = dim (D + H), il vient que D + Ei = H et done que D c (D + H) = Ei ce qui 
contredit 1 ’hypothese formulee au sujet de D. Done dim (D + H) = n, ce qui prouve que D+ H = H. De plus dim (DnH) = 
dim (D + Ei) - dimH - dimD = 0, done FnH = )0| d’ou le resultat. 


Exercice 24.50 99 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Hi et H 2 deux hyperplans de E avec Hi / H 2 . Calculer dim (Hi n 
H z ). 


Solution : 

Calculons tout d’abord dim (Hi + H2). Remarquons que Hi + H2 est un sous-espace vectoriel de E qui contient Hi. On 
a done dim (Hi + H2) = n ou dim (Hi + H2) = n— 1. Si dim (Hi + H2) = n — 1 alors, comme dimHi = dimH2 — n — 1 
et que Hi c Hi + H 2 , H 2 c Hi + H 2 alors Hi = Hi + H 2 = H 2 ce qui contredit le fait que Hi et H 2 sont distincts. Done 
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dim (Hi + H 2 ) = dimE = n. La formule de Grassmann amene dimHi + dimH 2 = dim (Hi + H 2 ) + dim (Hi n H 2 ) et done 
dim (Hi n H 2 ) - 2n - 2 - n - n-2. On peut aussi raisonner avec des formes lineaires. Comme H 2 est un hyperplan de 
E, il existe une forme lineaire sur E, cp e E* non-nulle telle que H 2 = Kercp. Considerons la restriction cp de la forme 
lineaire cp au sous espace Hi. II est clair que ip est une forme lineaire de Hi ; cp e H*. 

1 . Cp 0 H * : par l’absurde, si cp = 0, on aurait Vx e Hi, Cp(jc) = cp(x) = Ok et done on aurait Hi c H 2 . Mais puisque 
dimHi = dimH 2 — n— 1, on aurait Hi = H 2 ce qui est faux d’apres Tenoned ; 

2. Hi n H 2 = Kercp : 

- Soit x e Hi n H 2 , cp(x) = cp(x) = Ok, 

- Soit x e Kercp, x e Hi et cp(x) = tp(x) = Ok et done x e Hi n H 2 ; 

Nous avons done montre que Hi n H 2 est un hyperplan de l’espace Hi et puisque dimHi = n—1, en udlisant le resultat 
du cours, il vient que dim (Hi n H 2 ) = n-2. 


Exercice 24.51 W 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie. Soient H un hyperplan et F un sous-espace vectoriel de E non inclus 
dans H. Montrer que dimFn H = dimF- 1. 


Solution : Comme dimH = n - 1, le sous-espace vectoriel F + H de E est de dimension egal an ou n- 1. Mais F n ’est 
pas inclus dans H, done dim (F + H) = n. Par ailleurs, d’apres la formule de Grassmann dimF + dimH = dim (H + F) + 
dim (F n H) done : dimF + n- \ - n + dim (F n H) ce qui prouve le resultat. 


24.7.6 Sous-espaces supplementaires 

Exercice 24.52 V 

Determinerun supplementaire deF -Vect{u,v) ou u= (1,0,1) et~v - (1,1,0) dans R 3 


Solution : Posons w = (0,0, 1). On verihe facilement que la famille (u, v, w) forme une base de R 3 . Done, d’apres le 
cours les deux sous-espaces F = Vect( u, v) et G = Vect{w ) sont supplementaires dans R 3 . 


Exercice 24.53 

On considere le U-espace vectoriel E - U 3 et u - (1, 1, 1) e R 3 ; Posons : 

F = {(x,y, z) e R 3 | x+ y- z - 0} et G-Vect{u ) 
Prouver que F et G sont des sous-espaces supplementaires de E. 


Solution : On a F = {(x,y,z) e R 3 | x+ y + z — 0} = {(x,y,x+ y) | x,y e R} = Vect{v, w ) avec v = (1,0, 1) et w - 

(0, 1, 1). On verihe facilement que la famille (u, v, w) forme une base de R 3 done F ® G = R 3 . 


Exercice 24.54 V 

Dans E = R 4 , on considere P ensemble 


F = {(x, y, z, t) e E | x = y et x - y + t — 0} 

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E, et determiner une base de F. 

2. Determiner un supplementaire de F dans E. 

3. Le supplementaire trouve est-il unique ? 


Solution : 

1. On a F = {(x, y, z, t ) e E;x = y et x - y + t — 0} = {(x, x, z,0) | x, z e D?} = Vect(u, v ) avec u - (1, 1,0,0) et v — 
(0,0, 1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colineaires done ils forment une famille libre. En conclusion, (u, v) est 
une base de F et dimF = 2. 

2. Introduisons les vecteurs w = (1,0, 0,0) et W = (0,0,0, 1). On montre facilement que la famille (u, v, w,\N ) est 
libre. Comme son cardinal est egal a la dimension de R 4 , e’est une base de R 4 et si G = Vect[w,\N ) alors F et G 
sont en somme directe. 

3. Ce supplementaire n’est bien entendu pas unique. On montre de la meme faqon que precedemment que, par 
exemple, G' = Vecf ((1,0, 1,0) , (0,0,0, 1)) est un autre supplementaire de F dans R 4 . 
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Exercice 24.55 V 

Soit 1 ’espace vectoriel E des polynomes a coefficients reels de degre =£ 4. On considere 1 ’ensemble 

F = {P £ E | P(0) = P'(0) = P'(l) = 0} 

1. Montrer que F est un IK -espace vectoriel, determiner une base de F et preciser sa dimension. 

2. Montrer que le sous-espace vectoriel G = Vect(l,X, 1 +X + X 2 ) est un supplemental de F dans E. 


Solution : 

1. Determinons F. Soit PeF. Puisque P(0) = P'(0) = 0, 0 est racine double (au moins) de P. Done 3Q £ R |X| tel 
que P = X 2 Q. En examinant les degres, on obtient que degQ 2. Done Q = aX 2 + bX+ c. Alors Q' = 2 aX + b. 

3 

Comme P' = 2XQ + X 2 Q', et P'(l) = 0, on trouve que 4a + 3b+2c = 0. Done P = X 2 (flX 2 + bX-2a- -b) On verifie 
reciproquement qu ’un polyndme de cette forme est dans F. Done 

F = {aX 4 + bX 3 - (2 a+ 7 ;b)X 2 ; (a, b) e R 2 } = {a(X 4 - 2X 2 ) + b(X 3 - ^X 2 ); [a, b ) e R 2 } = Vect(Pi,P 2 ) 

3 

ou Pi = X 4 - 2X 2 et P 2 - X 3 - -X 2 . On verifie que (Pi , P 2 ) est une famille libre (degres disdnets). C’est done une 
base de F et alors dimF = 2. 

2. On verifie que (1,X, 1 +X + X 2 ) est une famille libre (degres etages). C’est done une base de G et alors dimG = 3. 
On montre ensuite que FnG = {0}. Soit P e F n G. Alors comme P £ G, il existe a,b,c £ R tels que P = a + 

{ a + c =0 

b+c =0 
b + 3c — 0 

done 1’ unique solution est le triplet nul. Done P = 0 et F et G sont bien en somme directe. Puisque dimE = 5 = 
dimF+ dimG, d’apres le cours, E = F® G. 


Exercice 24.56 

Dans 1’ espace vectoriel R 4 , on considere les sous-espaces vectoriels 

F = Meet ((1, 2, 1, 3), (2, 0, 0, 1)) et G = {(x, y, z, t) £ R 4 [ 2x + y + z = 0, x = y} 

1. Determiner les dimensions des sous-espaces vectoriels F et G. 

2. Montrer que Fn G = {0}. 

3. En deduire que R 4 = F ® G. 

Solution : 

1. Par definition. Si = (/i,/ 2 ) est generateur de F. On verifie que cette famille est libre. C’est une base de F et done 
dimF -2.11 faut determiner une famille generatrice de G : 

G= {x(l, 1,-3, 0)+ f(0, 0,0,1) | (x, t) £ R 2 } 

Done gi = (1, 1,-3, 0) et g 2 = (0, 0, 0, 1) forment une famille generatrice de G. On verifie qu ’il est libre. C’est done 
une base de G et dimG = 2. 


2. On verifie facilement que les vecteurs (1,2, 1,3) et (2,0,0, 1) ne sont pas solutions du systeme 


2 x + y + z =0 
x =y 


done FnG= {0}. 

3. D’apres la formule de Grassmann, puisque dimF + dimG = dimR 4 et que FnG = {0}, il vient que dim (F + G) 
dimE et done que F + G = E. On peut alors ecrire que E = F © G. 


Exercice 24.57 

Soit un K -espace vectoriel E de dimension finie n. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E verifiant dimF + 
dimG > n. Montrer que Fn G ^ {Oe}- 

Solution : Udlisons la dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels : 

dim(F + G) = dimF + dimG- dim (Fn G) 

On obtient que dim (FnG) = dim F+ dimG- dim (F+G) > «-dim (F+G). Mais comme F+G est un sous-espace vectoriel 
de E, dim (F + G) ^ n et done dim (F n G) > 0. On obtient finalement que F n G / {0}. 
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Exercice 24.58 W 

Soit E un U-espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel de E different de {0} et different de 
l’espace E. Montrerque F admet une infinite de supplementaires dans E. 

Indication 24.15 : Faire un dessin dans l 2 lorsque F est une droite vectorielle. 


Solution : Considerons une base de F, e f) ) (ou p = d i m F) et completons la en une base de E par des 

vecteurs e p+ \,...e n e E. Pour tout tel, posons G t — Vect{te\ + e p+ \,e p+ 2 ,...,e n )■ Soit t e ITS, montrons que G t 
est un supple me ntaire de F dans E. II suffit pour ce faire de montrer que [e\,...,e p , te\ + e p+ i,e p+ 2 ,...,e n ) est 
une base de E. Soient OLi,...,a n £ K tels que aiei + ... + a p e p + a p+ i [te\ + e p +i) + a p+ 2 e p+ 2 + + ...a n e n = 0 alors 
(ai + fa p+ i) ei + . . .+a p e p +a p+ ie p+ i + a p+ 2 e p+ 2 + ■ ■ .+a n e n = 0 etcomme ( ei,...,e n ) estlibre, il vient que ai + ta p+ i = 
a .2 = ... = a p = a p+ \ = a p+ 2 - ... = a n = 0 et done que a\ = ... = a n - 0. La famille [ e\,...,e p , te\ + e p+ i,e p+ 2 ,-..,e n ) 
est done bien libre et comme son cardinal est egal a la dimension de E, il s’agit bien d’une base de E. En conclusion, 
E = F®G t . 

Si t 4 t' sont deux reels, alors Gt 4 Gf. En effet le vecteur e p + te \ n’est pas element de Gf. Si e’etait le cas, alors 
il existerait a p+ i,...,a n e R tels que e p+ \ + te \ = a p+ i ( e p+ \ + t' e{) + a p+ 2 e p+ 2 + ... + a„e„. Alors ( a p+ \ t' - t ) e\ + 
[a p+ i - l) e p+ \ + a p+ 2 e p+ 2 + . . . + a n e n — 0. La famille (ei, e p+ \,. . . , e n ) est libre comme sous-famille d’une famille libre 
done en pardculier a p+ 1 1' - t = a p \ - 1 = 0 et t = t' , ce qui est contraire a notre hypothese de depart. 


Exercice 24.59 000 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On considere F et G deux sous-espaces vectoriels de E de meme 
dimension. Le but de cet exercice est de montrer que F et G a dmettent un supplemental commun. 

1. Montrer que F n G admet un supplemental F' (resp. G') dans F (resp. dans G ). 

2. Montrer que F' et G' sont de meme dimension. 

3. Montrer F' et G' sont en somme directe. 

4. En considerant une base de F' et une base de G', construire un supplemental commun a F et G dans F + G. 

5. Repondre alors au probleme initial. 


Solution : 

1. F n G est un sous-espace vectoriel de F qui est de dimension finie car e’est le cas de E. Done F n G admet un 
supplemental F' dans F. On fait de meme pour G'. 

2. Comme F = Fn G® F', il vient que dimF' = dimF- dimFn G. De meme, dimG' = dimG- dimF n G. Le resultat 
s’ensuit alors du fait que F et G ont meme dimension. On notera p = dimF' = dimG'. 

3. Soit jceF'n G'. Comme F'cF et que G' c G, on a xeFn G. Mais F' et F n G sont supplementaires done x-0. 

4. Comme F' et G' sont de meme dimension p, ces deux sous-espaces admettent des bases f = (J\ f p ) pour F' 

et (gi,---,gp) pour G'. Considerons la famille h = [hi,...,h p ) ou pour tout i e [l,p|, hi = ft + gt. Aucun des 
vecteurs de cette famille n ’est dans F u G. Bn effet, s’il existe i e [l, p] tel que hi eFuG alors hi e F ou hi £ G. 
Si hi - fi + gi e F alors g/ - ft - hi £ F. Done g; £ F n G. Mais gi e G' et les deux sous-espaces G' et Gn F sont 
en somme directe, done gi - 0, ce qui n ’est pas possible car la famille g tie serait pas libre. On fait de meme si 
hi £ G. Montrons maintenant que la famille h est libre. Soient £ K tels que (X\h\ + . . . + a p h p - 0. Alors 
le vecteur v - tx\f\ + . . . + oi p f p = - (aigi + . . . + « ; ,g p ) est element de F' n G'. D’apres la question precedente, 
v - 0 et cti/i +... + a. p f p = aigi + . . , + a p g p = 0. Les families f et g etant libres, on en deduitque ai-...-a p -0 
et done que h est libre. Posons Fi = Vect(hi,...,h p ). Il est clair que dimH = p. Montrons que FnH = {0}. Soit 
x £ Fn FI. Alors il existe ai, ...,a p £ IK tels que x — Zf =1 a ih{. Mais Xf =1 c qgi = x- Zf =1 ex,/,- et done le vecteur 
Y. P i= i of / gi e F n G ce qui prouve que Y. P i=1 a igi = 0 car ce vecteur est aussi element de G'. Comme la famille g 
est libre, il vient que ai - ... - a p - 0 et done x - 0. F et FI sont bien en somme directe. Enfin, puisque F' est 
supplementaire de F dans F + G, done dim(F + G) = dimF + dimF' = dimF + p - dimF + dimFF Done H est un 
supplemental de F dans F + G. De meme Fi est un supplementaire de G dans F + G. 

5. On considere un supplementaire H a F + G dans E. Il existe car E est de dimension finie. Montrons que FI ® H 
(verifier que cette somme est bien directe) est un supplementaire commun a F et G dans E. Soit x £ F n (H ® H). 
Alors xeFetx-a+douaeHetdEH. Mais d = x- a£F + FI = F+ G done a £ (F + G) n H ce qui amene 
a — 0 et x - a. Mais comme FnH- {0}, il s ’ensuit que x-0 et done F et H ® H sont en somme directe. De plus 
dim (H ® H) = dim (F + G) - dimF + dimE - dim (F + G) = dimE - dimF. Done F+ (H ® H) = E et E = F® (FI ® H) . 
On montre de meme que E = G ® (FI ® H) 
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24.7.7 Rang d’une famille de vecteurs 

Exercice 24.60 V 

Determiner le rang des families [v\, v 2 , v 3 , 1/4 ) de vecteurs de M 4 donnes par : 

1. vi - (1,1, 0,0), v 2 - (1,0, 1,0), v 3 - (1,0, 0,1), v 4 = (0,0, 1,1). 

2. vi = (1,1, 0,0), i/ 2 = (1,0, 1,0), 1/3 = (1,0, 0,1), 1/4 = (1,1, 1,-1). 


Solution : 

1 . La famille est libre done son rang est 4. 

2. Comme v 4 = v\ + V2 - v 3 , d’apres le lemme de reduction d’une famille liee, dimVecf (vi, V2, v 3 , v 4 ) = 
dim Veer ( i >\ , v 2 , v 3 ). La famille (01,02,03) est une sous-famille de celle etudiee dans la premiere question et 
qui etait libre. Elle est done libre. On en deduit que le rang de la famille est 3. 


Exercice 24.61 r 2 

Dans le U-espace vectoriel JP ([0, 1[,R), on considere : 



Quel est le rang de la famille [f \ , /2, /3, / 4 ) ? 


Solution : 

Pour tout xe [0, 1 [, fi (x) = ^=5 = f 3 (x) + f 4 (x) et f 2 (x) = = f 3 (x) - / 4 (x) done rg (/i , f 2 , f 3 , / 4 ) = rg [f 3 , / 4 ) = 2 

car cette derniere famille est libre 


24.7.8 Applications lineaires en dimension finie 

Exercice 24.62 V 

J K 4 — R 2 
On considere u : < , 

l (x, y, z, t) > — * (2x + y, t - x) 

1 . Montrer que u est une application lineaire et determiner Ker u et Im it. 

2. La famille {(w(l, 0,0,0), u( 1, 1, 1, 1)} est-il libre dans R 2 ? 


Solution : 

1. On verifie facilement que it est lineaire. On a 

Kerw = j(x, y, z, t) e R 4 | j +t q} = {(x, -2x, z,x) \ x, z e R} = Vect (ei,e 2 ) 

avec e\ — (1,-2, 0, 1) et e 2 - (0,0, 1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colineaires done ils forment une base de 
Ker u. Alors dim Ker;/ - 2 et d’apres la formule du rang d i m I m u - 2. Comme Im n c R 2 et que dimR 2 = 2, il 
vient que Im it - R 2 et done que u est surjective. 

2. Comme it (1,0, 0, 0) = (2, - 1) et que u (1, 1, 1, 1) = (3, 0) et que ces deux vecteurs ne sont pas colineaires, ils forment 
une famille libre de R 2 . 


Soit 0 : 


Exercice 24.63 

| 0*3 [X] — 


V 

R 3 [X] 
XP'-2P ’ 


1 . Montrer que 0 est un endomorphisme de R3 [X] . 

2. Determiner Im0 et en deduire le rang de 0. 

3. Donnerla dimension de Ker0 et determiner Ker 0. 


Solution : 
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1. Si P e K;j [X] , il est clair que deg (XP' - 2P) ^ 3 et done que 0 (P) e RX, [X] . Soient a, (3 e 1 et P, Q e R 3 [X] alors 

0 (aP + PQ) = X (aP + PQ)' - 2 (aP + PQ) = a (XP' - 2P) + p (XQ' - 2Q) = a0 (P) + p0 (Q) 
done 0 est lineaire. 

2. Soit P = flX 3 + foX 2 + cX + d e IR3 [X]. On calcule que 0 (P) = aX 3 - cX - 2d. Done I in 0 = Vect (l,X,X 3 ). La famille 
(l,X,X 3 ) etant libre, il vient que rgO = 3. 

3. D’apres la formule du rang, dim Ker0 = 1. Comme 0 (X 2 ) = 0, Ker0 = Vect (X 2 ). 

Exercice 24.64 Z> 

Soient a e R et F = {P e R„ [X] | P (a) = 0}. 

1. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de R„ [X]. Determiner sa dimension. 

2. Determiner un supplementaire de F dans R„ [X]. 


Solution : 


1 . Posons 0 : 


IntX] — > R 
P > — * P (a) 

F est un sous-espace vectoriel de R„ [X]. D’apres la formule du rang, dimF = dim Ker0 = dim R„ [X] - d i m R = n. 


On veride facilement que 0 est lineaire et surjective. De plus F = Ker0. Done 


2. Notons G = Ro [X] . G est clairement un sous-espace vectoriel de R„ [X] de dimension 1. On verifie facilement que G 
esten somme directe avec F. Comme deplus dim (F+ G) = dimF+dimG = n+ 1 = dimR„ [X], on a R„ [X] = F+G. 
En conclusion, R„ [X] = F © G. 


Exercice 24.65 00 

On considere 1 ’application lineaire 


( R[X] — R[X] 

} P i— P + P' + P" 


1. Montrer que l’endomorphisme tp est injectif. 

2. Montrer que 1 ’endomorphisme tp est surjeedf. 

Indication 24.15 : Pour montrer la surjeedvite, etudierla restriction de tp ii R„[X] qui est un espace de dimension finie. 


Solution : 

1. Soit un polynome PeR|X] tel que P + P' + P" = 0, soit P = -(P' + P"). Si l’on suppose que P / 0, on a degP « 
degP - 1 , une absurdite. Done (p est injective. 

2. Soit un en tier n e l\l . Notons cp, 2 la restriction de i pa R n [X] . Alors, si P e R„ [X] , cp„ (P) = P + P' + P" e R„ [X] car 
deg(cp„(P)) ^ max(degP, degP', degP") ^ n. Done <p„ est un endomorphisme de R„ [X] injectif, done surjeedf, car 
R„[X] est un espace de dimension finie n+ 1. 

Soit alors PeR[X|. Notons n — degP. Alors P e R„[X| et done 3Q e R„[X] tel que tp„(Q) = P. Mais alors tp(Q) = P 
et on a done montre que tp est surjective ! 


Exercice 24.66 W 

On dednit 1’ application 


R 3 [X] 

P 


R 4 

(P(0),P'(1),P"(1),P"(2)) 


1. Montrer que tp est un isomorphisme. 

2. En deduire qu’il existe un et un seul polynome P e R;>, |X| veridant P(0) = 1,P'(1) = 2,P"(1) = -1 et P"(2) = 1. 


Solution : 

1. Il est clair que tp est lineaire. Montrons que Kerip = {0}. Soit P e R3 [X] tel que tp(P) = 0. Considerons Fi = P-P(l). 
Comme H(l) = H'(l) = H"(l) = 0, il vient que 1 est racine d’ordre 3 de Fi, done H = (X- 1) 3 Q et done P = 
Q(X- l) 3 + P(1). Mais en examinant les degres, il faut que Q = AeR d’oiiP = A(X- l) 3 + a (avec a — P(l) eR). 
Comme P(0) = 0, a = -A et done P = A((X- l) 3 - 1). Mais alors P" = A(6(X- 1)) et comme P"(2) = 1, il vient que 
A = 0 et done que P = 0. 

Comme cp est injective, et que dim K3 [X] = d i m R 4 = 4, (p est done bijeedve. 

2. Comme tp est bijeedve, V element (1, 2, - 1, 1) possede un unique antecedent P e R 3 [X] . 
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Exercice 24.67 W 

On considere un IK -espace vectoriel E et un endomorphisme u e L(E) . Soit un sous-espace vectoriel F de E. On suppose 
que F c z/ (F) . 

1. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que w(F) = F. 

2. Trouver un contre-exemple lorsque E est de dimension inftnie. 


Indication 24.15 : Pour la deuxieme question, on pour ra etudier u : 


R[X] 

P 


R[X] 

P' 


avec F = {XP ; PeE|. 


Solution : 

1 . Considerons la restriction de u a F : M|f : F — <■ E. Alors d ’apres la formule du rang, dim u (F) = dim V- dim Ker u K 
dimV. Comme Fcw(F),ona aussi que dimF dim u (F). Done dimF = dim u (F) et F = u (F). 

2. En considerant E = DS [X] et F = {XP ; P e E}, 1 ’application u : P ^ P' fournit un contre-exemple puisque w(F) = E / 
F. 


Exercice 24.68 00 

Soit f e 5£ (E,F) avec E et F deux IK -e spaces vectoriels tels que dimE - n et dimF = p. Dire, pour chacune des phrases 


suivantes, si elle caracterise V injectivite, la surjeedvite ou 

1. L’ image de toute famille libre de E par f est libre 

2. Im/ = F 

3. L’ image d’une base de E par f est genera trice de F. 

4. rg f = n. 

5. L’ image d’une base de E par f est libre. 

6. rg f = p. 


bijectivite de f : 

7. L’ image d’une base de E par f est une base de F. 

8. L’ image de toute famille generatrice de E par f est 
generatrice de F. 

9. 3ge 5£ (F, E) , g°/ = id E 

10. 3ge££ (F, E) , /og=id F 


Solution : 

1. Supposons que 1’ image de toute famille libre est libre. Montrons que f est injective. Considerons une base e 
de E et un vecteur x e E tel que f (x) = 0. Notons (Xi, . . . , x n ) e R” les coordonnees de x dans la base e. On 
a done : 0 - f (x) - H E=0 x ;/( e ;)- Mais la famille e = (e\,. . . , e n ) etant libre, il en est de meme de la famille 
(/’(e i (en)) ■ L’egalite precedente n ’est done vraie que si X\ = ... = x n = 0 et alors x - 0. On a ainsi montre 
que Ker / = {0} et que f est injective. 

2. Si Im / = F alors f est surjective. 

3. Si 1’ image d’une base e — (e\,...,e n ) de E par f est generatrice de F alors montrons que f est surjective. Soit 
y e F. La famille [f (e\) ,... , f (e n )) est done generatrice de f et il existe des scalaires ai,...,a n e R tels que 
y-aif(ei) + ... +ot n f(e n ) = f (u.\ei + . . . + a n e n ). Par consequent, y - f(x) avec x = a\e\ + .. . + a n e n et f est 
bien surjective. 

4. Si rg/ = n alors f est injective. En effet, d’ apres la formule du rang, on a : dimE = dimKer/ + rg/ et il vient que 
dim Ker / = 0 e’est a dire que Ker / = {0} 

5. Si l’image d’une base e- (ei, .... e n ) de E par f est libre dans F alors montrons que f est injective. Soit x e E tel 

que / (x) = 0 et soit (xj, . . . , x n ) les coordonnees de x dans la base E. Alors 0 = / (x) = x,-/ (e/). On termine 

alors comme dans la premiere question et on montre que x - 0 e’est-a-dire que f est injective. 

6. Si rg/ = p alors par definition du rang d’une application lineaire, dimlm/ - p - dimF et done Im/ = F. On 
prouve ainsi que f est surjective. 

7. Si P image d’une base de E par f est une base de F alors en appliquant les resultats des questions 3) et 5), il vient 
que f est bijective. 

8. Si P image de toute famille de E par f est generatrice de F alors en particulier 1’ image d’une base de e est 
generatrice de F et appliquant la question 3, / est surjective. 

9. Si il existe g e 5P (F,E) tel que go / = id|; alors g est surjective et f injective. Pour que f soit surjective, il faudrait 
supposer de plus que dimF = dimE. 

1 0. Si il existe g e , c £ (p E) tel que fog- id E alors f est surjective et g injective. Pour que f soit injective, il faudrait 
supposer de plus que dimF = dimE. 


Exercice 24.69 VO 

Soit un IK -espace vectoriel E de dimension finie n, un vecteur xo de E et un endomorphisme f £ L(E) tel que 
(f{x 0 ), f 2 (x 0 ) , . . . , f n (x 0 )) soit libre. 
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1. Montrerque la famille (xo,/(xo),...,/' 2 1 (xo)) est une base de E. 

2. Montrer que f est inversible. 


Solution : 

1. Soit a o, ...,a n -i e K tels que a,-/ 1 (xo) = 0. Alors f a if‘ ( x o)) = 0 ce qui s’ecrit aussi a,-/ !+1 (xo). 
Mats la famille (f(xo),f 2 (xo),...,f n (xo)) est libre done ao = ... = ot n -i - 0 ce qui prouve que la famille 
(x 0 , f (x 0 ) , . . . , /' !_1 (x 0 )) est libre 

2. Comme dimE = n, les families (xo,/(xo), ...,/ n_1 (xo)) et (/(xo),/ 2 (xo),... ,/ n (xo)) sont des bases de E. Comme 
1 ’image de la premiere base par f est la seconde base, f est forcement inversible. 


Exercice 24.70 W 

Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et deux endomorphismes (u, v) e L(E). Montrer que 

rgu + rgv^ rg (u ov) + n 

Indication 24.15 : On pourra etudier la restriction u de u aim v et montrer que lmu- Im(uov') et Ker u - Ker wnlm v, 
puis appliquer le theoreme du rang a u. 


Solution : Considerons la restriction de u a Imv : u - u\i mv . On verifie facilement que Im uo v - Im u et que 

Ker u = Ker u n Im v. En appliquant le theoreme du rang a u, on trouve que 

dim (Imv) = dim (Ker wnIm(d + rg(woy) 

Mais dim (Ker u n I m v) ^ dim (Ker it) et done, en appliquant le theoreme du rang pour u, on trouve que 

rg v sS {n-rgii) + rg [u o v ) 


Exercice 24.71 W 

Soit un K-espace vectoriel E et deux sous-espace vectoriel Ei,E 2 de E. Montrer que : 

(3u e L(E) | Ker» = Ei et Imtt = E 2 ) (dimE = dimEi + dimE 2 ) 

Indication 24.15 : Pour la reciproque,construire une base de E en completant une base de Ei. Dcfinir alors u en se 
donnant V image de cette base. 


S olution ; 

- | (z) => (ii) | : Le sens direct est une consequence directe de la formule du rang : dimE = dim Ker u + rgu- dimEi + 

dimE2- 

- | (ii) => (/) | ; si Ei = {0}, alors dimE 2 = dimE done E 2 = E. En posant it = id, on verifie que u convient. De meme si 
E 2 = {0}, it - 0 convient. Supposons maintenant que Ei ^ {0} et E 2 # {0}. Alors, il existe une base (e\,..., e f> ) de Ei (ou 
p = dimEi j. Completons cette base en une base de E : e - (e\, . . . , e p , e f) - \ , . . . , e n ). Comme dimE 2 = n — p, il existe 
une base f de E 2 de la forme (f p+ 1 , . . . , /„) . Dehnissons alors u en se donnant 1 ’image de la base e : 

Vi e [l,p] , u(ei) = 0, Vie \p+l,n\,u(ei) = f i+ 1 

Alors, Vx e Ei, u(x) = 0 done Ei c Ker u. Soit x e Ker u, decomposons x dans e. 

x = xi ei + • • • + x p e p + x p+ i e p+ i + • • • + x n e n 

u(x) = x p+ if p+ i H 1 - x n f n — 0. Mais comme f est libre, il vient que x p+ \ =■■■ = x n = 0 et done que xeE], 

D’ autre part, Imi/ = Vect(w(ei),..., u(e n )) = Vect(/ p+ i,... f n ) = E 2 . 


Exercice 24.72 W 

Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et deux endomorphismes f, g de E verihant fog = 0 et f+ge GL(E). 
Montrer que rg (/) + rg (g) = n. 


Solution : 

- Comme f o g - 0 alors Imgc Ker / et d’apres la formule du rang rg / + rg g s; rg/ + dim Kerf = n. 

- D’ autre part, comme f + g e GL(E) alors n — rg (f + g) ^ rg/ + rgg car Im (/+ g) c Im/ + Img. 
L’egalite est ainsi prouvee 
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Exercice 24.73 W 

Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n. On considere V ensemble A - {{u, v) e L(E) 2 | uo v = 0}. Determiner 
supjrg u + rg v \ {u, v) e A}. 


Solution : L’egalite u o v - 0 amene Im v c Ker u et done d ’apres la formule du rang rg u + rg u ^ rg u + dim Ker u-n. 

Pour u - id et v - 0, il y a egalite. Done 

supjrg u + rg v \ [u, v)eA }-n 



Exercice 24.74 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n 5 2. 

1 . Demontrer que les homotheties sont les seuls endomoiphismes f de E tels que : 

Vx e E, (x,/ (x)) est une famille liee. 

2. En deduire que les homotheties sont les seuls endomorphismes de E qui commutent a vec tout autre endomor- 
phisme. 

Indication 24.15 : Pour tout xeE, on pourra considerer une projection surVect (x ) ). 


Solution : 

1. Les homotheties verifient clairement la propriete indiquee. Reciproquement, on sait par hypothese que Vx e 
H,3A_ a . e IK | f{x) - A,x. II s’agit done de demontrer que l’on peut choisirle meme A pour tous les x. Autrement 
dit, si l’on choisit deux vecteurs x et y, on peut prendre A, = Ay. 

► Si (x, y) est libre, alors, comme : (A x+ y - A*) x + (A^+y - Ay) y-Oil vient que A x+y = X y - \ x . 

► Sinon x et y sont colineaires et il existe « e R tel que y ~ ax et 

f[y)-f (a*) = Kxax = a/ (x) = a\ x x 

et on peut prendre \ ax = A. On a ainsi montre que pour tout vecteur y e E, / (y) = Ay. Done f est une homothetie 
de rapport A. 

2. Considerons f un endomorphisme de E qui commute avec tous les endomoiphismes de E. Soit x un vecteur non 

nul de E et soit n la projection de E surVect(x) parallelement a un supplemental donnede Vect(x) dans E (qui 
existe car E est de dimension finie). Comme f et n commute, on a : n(/(x)) = /(I7(x)) = fix). Done comme 

II (/ (x)) e Vectix), f (x) et x sont lies, x etant quelconque non nul, ce resultat est vrai pour tout x e E \ {x}. Ce 

resultat est aussi clairement verifie par le vecteur nul. D’apres la premiere question, on peut affirmer que f est 
une homothetie. Reciproquement, une homothetie commute avec tous les endomorphismes de E. 


Exercice 24.75 VVV 

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n. Pour tout p e l\l, on note : 

K p — Ketf p et l p = Im f p . 


1 . 

2 . 

3. 


Montrer que : 


\/p e M, Kp c Kp + i et Ip + iclp. 

Prouver qu ’il existe un plus petit entier naturel r ^ n tel que : Mi 5= r, K; = K, + i . 
Montrer de meme que : 


Vizr, I, = I,+i. 


4. Montrer que : E = K r ffi I r . 


Solution : 

1. Soit p e N et soit x e K p . Alors f p+1 (x) = f[f p (x)) = 0 car f p (x) = 0. Done x e K p+1 et K p c K p+ i. Considerons 
maintenant y e I p+ i. Alors il existe xeE tel que : y = f p+l (x) = f p (/ (x)) et done y e I p et I p+ i c I p 

2. Pour tout p e N, K p c K p+ i done : dimK p ^ dimK p+ i et la suite (dimK p ) est croissante. Comme K p c E, on a 
aussi : dimK p ^ n. La suite (dimK p ) est done majoree. Appliquant le theoreme de la limite monotone elle est 
convergente mais, ses valeurs etant entieres, cela equivaut au fait qu ’elle est constante a partir d’un certain rang 
r e N. r est le plus petit entier naturel tel que V i 5 r, K; = K; + 1 . 

3. D ’apres la formule du rang et le resultat precedent, on montre que Mi^r, I;=I;+i. 

4. Soit y e K,-nI r . Effectuons un raisonnement par l’absurde en supposant que yf 0. Alors f r (y) = 0 etil existe xeE 
tel que y-f r (x). Il vient done : f 2r (x) = 0. Mais comme y-f r (x) f 0, il existe r' e [r + l,2r] tel que f’ (x) = 0. 
On a done xeK r / et x ^ K, ce qui contredit le fait que la suite (K r ) est constante a partir du rang r. On en deduit 
que y-Oet que K r n l r = {0}. Il vient alors que : dim (K, + I r ) = dimK r + diml r = dimKer/ r + dimlm/ r = n par 
application de la formule du rang et de ce fait : K r + I r = E. En resume : E - K r el r . 
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Exercice 24.76 

Soit un espace vectoriel E de dimension 3 et un endomorphisme u de E tel que u 2 =0. Montrer que 
3a e E : 3/eE*: VxeE, u{x) = f{x)-a 

Indication 24.15 : Traduire en terme d’ image et de noyau la relation u 2 = 0. Introduire ensuite une base de Ker it et la 
completer. Deftnir f a 1 ’aide de cette base. 


Solution : La relation u 2 = 0 donne que Im uc Ker u (le montrer). D’apres le theoreme du rang, 

3 = dim (Ker u) + rg u 2dim (Ker u ) 

ce qui implique que dim (Ker n) 5= 2. Si dim (Ker u) = 3, alors u - 0 et le resultat est evident avec f - 0 et a quelconque. 
Supposons done que dim (Ker a) = 2. Alors d’apres le theoreme du rang, dim (Im u) = 1. C’est une droite vectorielle : 
3a e E, a ^ 0 tel que Im u - Vect(a). Considerons une base (e\ , < 22 ) de Ker u et completons-la en une base ( e 1 , <?2 , £ 3 ) de 
E. Puisque u 4- 0, u[e 3 ) ■f 0 et done 3c e K tq uief) = ca. Deftnissons la forme lineaire f en se donnant 1’ image de la 
base e par f : fie 1 ) = 0, fie 2 ) -0 et fie 3 ) = c. Soit alors xeE. Decomposons x dans la base e : x- x\e\ + X 2 ez + ^ 363 . 
Alors u[x) = X 3 ca = x?,fief)a = f(x)a. 


Exercice 24.77 

Soit E un IK -espace vectoriel de dimension finie et soit f e L(E) un endomorphisme de rang 1. 

1. Montrer qu ’il existe un scalaire A e K tel que f 2 = A/. 

2. A quelle condition surle scalaire A, (id-/) est-il inversible ? Calculer alors (id-/) -1 . 


Solution : 

1. Comme rg/ = 1, il existe un vecteur e\ e E tel que Im/ = Vectie 1). On complete le vecteur e\ en une base 
iei,...,e n ) de E. Comme Im/ = Vect (ei), pour tout i £ II, nj, il existe A,- e IK tel que fief) = A,ei . Done f 2 ie{) = 
f (Ajei) = A,-Aiei = X\f ie{). Si x e E alors il existe £ IK tels que x = XL| oc ; et 

n n 

f 2 lx) - £ a if 2 id ) = Ai Y, a if = Ai fix) . 
i = 1 /= 1 


2 . 


Posons alors A = Ai . On a bien f 2 (x) - A/' (x) pour tout ieE. 

Remarquons que if -id) if + (1- A) id) = (A- 1) id. On en tire une condition necessaire et suffisante pour que id-/ 


soit inversible : il faut et il suffit que A / 1 .On calcule alors 


(id-/) -1 


1 - A 


(/+(!- A) id) 


Exercice 24.78 

Soit un IK -espace vectoriel E de dimension finie n et deux endomorphismes if,g ) de E verifiant : 

f 0 8° f - f el g°f°8-g 


1. Montrer que E = Ker/© Img. 

2. Montrer que rg(/) = rg(g) = rg(go/) = rg(/o g). 


Solution : 

1. Soit y e Img n Ker/. Il existe x e E tel que y - g(x) = g° f° gix) = g° fiy) — 0 car ye Ker/. Done Kerf et Img 
sont en somme directe. Soit xeE, on ecrit x — [x- go fix)] + go fix). On a f[x— go fix)) = /(r)-/ogo/(r) = 
fix) -fix) — 0 done x- go fix) e Ker/. Il est clair que go f {x)e Img. Done E = Ker / + Img. En conclusion, on 
a bien E = Ker / ® Img. 

2. D’apres le theoreme du rang, dimE = dim Ker / + rg/ et d’apres la question precedente, dim Ker / + rg g d’ou 
rg f - rg g. Comme go f°g=g, on a que Imgclmfgo /) ce qui implique que rg g =£ rggo /. De meme, comme 
Imgo /elmg alors rggo f ^ rgg et on on obtient que rgg = rggo /. On fait de meme pour la seconde egalite. 


Exercice 24.79 

Soit E un IK -espace vectoriel de dimension finie n et u,v e L(E). On suppose que E - Imit + Imv - Ker u + Ker v. 
Montrer que ces deux sommes sont directes. 
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Solution : On a : 

n - dim (Imu + Imp) car E = Imu + Im v 

= dimlm u + dimlm v - dim (Im u n Im v) d’apres la formule de Grassmann 
= n — dim Ker u+n- dim Ker v - dim (Im u n Im v) d’ apres la formule du rang 

= 2/i - (dim (Ker u + Ker v) + dim (Ker u n Ker /;)) - dim (Im un Im v) a nouveau d’apres la formule de Grassmanr 

= 2 n-n- dim (Ker u n Ker v) - dim (Im u n Im v) car E = Ker u + Ker v 

done 0 = dim ( Ker u n Ker p)+dim (Imunlm v) etceci n’est possible que si dim (Ker n n Ker v) = dim ( I m u n I m v) = 0. 
On en deduit que les deux sommes sont directes. 

Exercice 24.80 

On considere un K-espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme u £ L(E). Montrer qu'il existe un auto- 
morphisme v £ GL(E) et un projecteur p £ L(E) tels que u - vop. 

Solution : Si u est inversible, il suffit de prendre v — u et p - idg. Sinon, notons r = dim Ker u. D’apres la for- 

mule du rang, on a n— r = dim (Im u) . Considerons une base (cy ,.. . ,e r ) de Ker u et completons-la en une base 

e = (C| , . . . , e r , e r + \ e n ) de E. Posons f r+ \ — n(e r+ \ ), . . . , f n — u(e n ). On verifie que cette famille est libre. Soient 

a r+ i,...,a n £ K tels que a r+ if r +i + ... + a n f n - 0 alors u{a r+ ie r+ i + ... + a n e n ) - 0 et a r+ ie r+ i + ... + a n e n £ 
Vect (e r +i, ■ ■ ■ , e n ) n Ker u = {0}. Done a r+ ie r+ i + ... + a n e n = 0 mais comme (e r+ \,...,e n ) est libre, a r+ i = ... = a n = 0. 
On complete alors cette famille en une base f = ( fi,...,f r ,fr+i>---,fn ) de E. Definissons alors p le projecteur sur 
Vect(e r+ i, . . . , e n ) donne par p (e,) - 0 si i e [1, rj et p {ep = e t si i £ [r + 1, // 1| . Definissons aussi V application lineaire 
v par uief — ft pour tout i £ [1, Comme v envoie une base de E sur une base de E, v est inversible. On verifie 
facilement en calculant 1 ’image des vecteurs de la base e que vop - u. 

Exercice 24.81 VOO 

Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et un endomorphisme f £ L(E). Montrer 1’ equivalence entre les 
proprietes suivantes : 

1. E = Im/ + Ker/ 4. Im/ = Im/ 2 

2. E = Im/®Ker/ 

3. Im/ n Ker / = {0} 5. Ker/ = Ker/ 2 . 


Solution : 

1. | 1) ==> 2)~| Comme E = Im/ + Ker/, en appliquant la formule de Grassmann puis la formule du rang, 

dim (Im / n Ker/) = dimlm/ + dim Ker / - dimE = 0 et Im/ n Ker / = {0}. Done E = Im/ © Ker/. 

2. | 2) => 3)~| Par definition. 

3. | 3) ==> 2)~| Par la formule du rang. 

4. | 2) ==> 4)~| II est clair que Im/ 2 c Im/. Soit y £ Im/ alors il existe x — x\ + xi £ Im / © Ker / tel que y - fix). 

Alors y-f (xi) e Im/ 2 car x\ £ Im /. Done Im/ c Im/ 2 et on a bien Im/ = Im/ 2 . 

5. | 4) ==> 5)~| Il est clair que Ker / c Ker/ 2 . On utilise la formule du rang : n — dim Ker/+ dimlm/ = dim Ker/ 2 + 
dimlm/ 2 . Comme Im/ = Im/ 2 , il vient que dim Ker / = dim Ker/ 2 . Finalement, Kerf — Ker/ 2 . 

6. | 5) ==> 4)~| se prouve de la meme fagon. 

7. | 5) => 3)~| Soit x £ Im/ n Ker / alors f (x) = 0 et il existe xq £ E tel que x = f (xo). Done f 2 (xo) = 0 et xq £ 
Ker/ 2 = Ker/. Alors x-f (xo) = 0 et Im/ n Ker / = {0}. 

8. | 3) ==> jj] C’est une consequence directe de la formule de Grassmann. 

On verifie que la chaine d’implications est bien fermee. 


Exercice 24.82 W 

On note E l’espace vectoriel K„ [X] des fonctions polynomials de degre inferieur ou egal a n. On definit 1’ application 



ou Q est de finie par : 

VxeR, Q(x) = f (x+ f)”P(t) dr 
Jo 
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Montrez que f est un automorphisme de E. 


Solution : On verifie d’abord que f est bien de finie. Si P e E, en udlisant la formule du bindme, on obtient que Vx e E, 

Q(x)= L (j*) [jf df ] xk 

ce qui montre que /( P) est une fonction polynomiale de degre inferieur a n. 

II est immediat que f est lineaire. Montrons l’injectivite de f en verifiant que Kerf - {0}. Soit PeE tel que /( P) = 0. 
D’apres le calcul precedent, 

c i 

VfcE[0,«], / t k P(t)dt = 0 

Jo 

Comme P(f) = Z^ =0 a kt k , on obtient alors que 

rl n nl 

/ P 2 (t)dt = £ a k \ t k P[t) dt-0 

Jo fc =0 Jo 

Done Vf e [0, 1], P(f) = 0, ce qui montre que le polynome P a une infinite de racines et est done nul. 

Un endomorphisme injectif en dimension finie etant bijectif, f est un automorphisme de E. 

Exercice 24.83 

Suite de V exercice 19.55 p. 742. 

Soit un anneau (A, +, x). On dit qu’il est regulier lorsque 

Vue A, 3x e A : u- uxu. 

Montrer que si E est un K-ev de dimension finie, V anneau L(E) est regulier. 

Solution : On choisit une base de E ; (e\,...,e n ). Les u(.ef) appartiennent a l’image de u. On considere une base 

(f f r ) de Im f que l’on complete avec f r+ i,...,f n ) de E. On a fa - u(Xfc) pour 1 ^ k^r. On pose x(fU - x ^ pour 
1 ^ k r et x(/jt) = 0 par exemple pour k> r. On a alors u{x{fU) — u(xt) = fa pour 1 Done pour tout u e Im f, 

u{x(v)) - v. A fortiori pour v - u(eO, 1 A: sS n et done uxu - u. 


24.7.9 Rang d’une application lineaire 

Exercice 24.84 

Determiner une base du noyau et del’ image des applications lineaires suivantes 

1 f-{ K3 — R3 3 f-j C -* 

J 1 [x,y,z) ' — * [y-z,z-x,x-y] J \ z • — * 

( R 4 — * R 3 toriel ) 

J ' ] [x,y,z,t) > — * (2 x + y+z,x + y+t,x + z-t) 


C 

z+iz 


(C vu comme R -espace vec- 


Solution : 


(y-z - 0 

1. On calcule Ker /. On sait que ( x,y,z ) e Kerf si et seulement si < z- x = 0 . On montre alors que x-y-z 

lx- y = 0 

et done Ker / = Vect((l, 1, 1)). Le vecteur (1, 1, 1) forme une base de Ker / et dim Ker / = 1. D’apres la formule 
du rang, dimlm/ = 2. Une base de Im/ est done formee de deux vecteurs de Im/ non colineaires. II suffit de 
prendre par exemple f (1,0,0) = (0,-1, 1} et / (0, 1 , 0) = (1,0, — 1 ). 

1 2x + y + z =0 

x + y+t - 0. On trouve y — —2x— z 
x+ z- t =0 

et t - x + z done Kerf — Vect(«i, 112 ) avec u\ — (1, -2,0, 1) et 1/2 = (0,-1, 1,1} qui sont non colineaires. Une 
base de Kerf est formee de ces deux vecteurs. D’apres la formule du rang, dimlm/ - 2 et il suffit de trouver 
deux vecteurs de Im/ non colineaires pour avoir une base de Im/. On peut prendre f (1,0, 0,0) = (2,1,1) et 
f (0,1, 0,0) = (1,1,0). 

3. On calcule le noyau de f. On trouve z — a+ib e Ker/ z+iz = 0 [a + b) (1 + i) - 0 a + b - 0. 
Done Kerf - Vect(l-z’) et le vecteur 1 - i forme une base de Kerf. De meme, Im/ = {z + zz | z e €} = 
{(a+ b ) (1 + i) | a, b e R} = Vect(l + i) et une base de Im/ est 1 + i. 
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Exercice 24.85 V 

Determiner toutes les applications lineaires de R vers R. 


Solution : Soit f cL(R). Alors pour tout x e R, f (x) — xf [\ ). Posons a - f { 1). Alors f : x >-*• ax. Reciproquement, si 
f est de cette forme alors f e L(R). On montre ainsi que L(R) = Vect(idR). 


Exercice 24.86 V 

Determiner toutes les applications lineaires de R 2 vers R 2 . 


Solution : Soit iei,ez) la base canonique de R 2 et soit u : R 2 >-► R 2 line application lineaire. Alors pour tout v = 

xe\ + ye z £ R 2 , on a : u{v) — xu{e 1 ) + yufez). Reciproquement, si on se donne deux vecteurs v\, v 2 e R 2 et si on 

, 1 on montre facilement qu’elle est lineaire. On en deduit que 

[x,y J 1 — * xvi + yvz 

L(R 2 ) = {(x,y) 1 — xvi+yvz \ Vi, v 2 £ R 2 }. 


Exercice 24.87 

SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie n, F un IK -espace vectoriel de dimension finie p etue L(E,F). Montrer 
que rg(w) ^ p). 


Solution : Comme Im u c F, rg(it) = dim Im u ■+ dimF = p. De plus, par la formule du rang, rg(w) = n - dim Ker u 5 = n 
d’ou rg («) min(«, p). 


Exercice 24.88 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, et u e L(E). Montrer que 

(Kerw = Im«) <=> (u 2 = 0 et n- 2rg(w)) 


Solution : Soit u e L(E) tel que Ker u-lmu. Soit xeE alors u (x) e I m u - Ker u done u 2 (x) - 0 et u 2 - 0. De plus 
d ’apres la formule du rang, dimE = dim Ker u + dim Im u — 2dim I m u ~ 2 rg( u) . 

Reciproquement, si u 2 — 0 et si n = 2rg(u) alors Ker u = Im u. En effet, comme u 2 - 0, il est clair que I m u c Ker u. 
La formule du rang amene dimE = dim Ker u + dimlm u et comme n = 2 rg( u) , dim Ker u — dimlm u. On en deduit le 
resultat. 


Exercice 24.89 V 

On considere (n + 1) reels distincts (xo, . . . , x n ) e R n+1 et V application 

( R„[X] — R ,!+1 

<P: 1 P — (P(x 0 ),...,P(x„)) 

1. Montrer que tp est un isomorphisme. 

2. En deduire que si (yo, •••,»;) £ R' 1+1 , il existe un unique polyndme P E R„[X] tel que Vi e [0 ,n], P(x,) = y,; 
(polynome interpolateur de Lagrange). 

3. Soient deux reels distincts (a, b) e R 2 et quatre reels (a, (’>, 8, y) e R 4 . Montrer qu ’il existe un unique polyndme 
PeR 3 [X] verifiant 

P (a) = a, P '(a) = |3, P(i?) = 8, P'(b) = y 


Solution : 

1. On montre facilement que ip est lineaire. Si P e Kertp alors P(xo) = ■■ ■ = l’(x„) = 0. Done P estde degre au plus n et 
admet n+1 racines. Cecin’est possible que si P = 0. Done cp est injective. Comme dimR” +1 = dim R„ [X] - n+1, 
on en deduit, grace a la formule du rang que dimlm cp - n+1 et done cp est surjective. On prouve ainsi que cp est 
un isomorphisme. 

2. Le resultat annonce dans cette question decoule directement de la definition d’une bijection. 

pq ¥ 0^4 

p ^ (P(a) P'(a) P(fo) P’{b)) O nmon ~ 

tre facilement qu’elle est lineaire. Soit P e KerG. Alors a et b sont des racines doubles de P. Mais a et b sont 
distincts et P de degre au plus 3. Ceci n’est possible que si P = 0. Done KerG = {0} et 6 = 0. On montre comme 
avant, en udlisant la formule du rang, que 6 est surjective. Done G est un isomorphisme. En consequence de quoi 
il existe un unique polyndme P e R 3 [X] verifiant P{a) = a, P '{a) — (i, P (b) = 8, P '(b) = y. 
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Exercice 24.90 V 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u,v e L(E). Montrer que 

u 2 o v - u o v o u + id = 0 ==> u e GL(E) 


Solution : On a u o ( v ° u - u o u) = id done u admet un inverse a droite donne par v o u - u ° v. Comme E est de 

dimension finie, on en deduit que u est inversible. 


Exercice 24.91 

Soit E = K„ [X] et Q e E. Montrer qu ’il existe un unique polyndme PeE veridant P' + P = Q. 


[xj * ^ pq 

" p"+P ' verifie faeilement que <p e L(R„[X]). De plus ip est injective. En effet, 

si P e Kerip alors P + P' = 0 et degP = degP'. Ceci n’est possible que si P = 0 et montre que Kercp = {0}. Comme 
dim R n [X] = n + 1, on peut affirmer que tp est un a utomoiphisme. On sait en effet d’apres le cours qu’un endomorphisme 
injectif dans un espace de dimension finie est bijectif. Si Q e R ;i [X], il existe alors un unique polynome P e R„ [X] tel que 
ip (P) = Q, c ’est-a-dire tel que P + P' = Q. 


Exercice 24.92 W 

Soient E un K-espace vectoriel et f,gef£ (E) . Montrer que : 

1 - rg(/ + g)«rg/ + rgg 

2- |rg/-rgg|=srg(/-g). 

Solution : 

1. On a 

rg(/ + g) = dimlm (/ + g) ^ dimlm/ + dimlmg 

car Im [f + g) clm/+lmg. 

2. Par ailleurs 

rg/ = r g (/ - g + g) ^ rg (/ - g) + rg g 

d 'oh rg / - rg g s: rg (/ - g) . On montre de meme que rg g - rg/ *£ rg (g - /) . Comme rg (/ - g) = rg (g - /) , on en 
deduit 1 ’inegalite. 


Exercice 24.93 W 

Soit E un K-espace vectoriel reel de dimension n. Soit f un endomorphisme nilpotent de E, c’ est-a-dire qu’il existe 
peN* tel que f p — 0. 

1. f peut-il etre bijectif? 

2. Prouver que Ker / ^ {0} et que rg/=S n — 1. 

3. Soit q le plus petit entier non nul tel que f' 1 - 0 

(a ) Montrer que :V k 3= q, f k — 0. 

(b) Jusdfier P existence de x qeE tel que ( xq ) # 0. 

(c) Montrer que : [xo,f (xo) , . . . , / (xo)) est libre. 

(d) En deduire que q n puis que f n = 0. 

4. On suppose dans cette question que q-n. Trouver tous les endomorphisme s g e L(E) qui commutent avec f. 
Indication 24.15 : On montrera que g° f = f ° g si et seulement si il existe {oq, . . . a n -\) e K" tels que g = 
floid + fli/ + ... + 


Solution : 

1. Si f etait bijective alors il en serait de meme de f p car ce serait une composee de fonctions bijeedves. Or f 1 ’ - 0 
qui n’est pas bijective done f n’est pas bijective. 

2. On a vu dans le cours que pour un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie, on a equivalence 
entre le fait que cet endomorphisme est bijectif, surjecdf ou injectif. Comme f n ’est pas bijective, elle n ’est a la 
fois ni injective et ni surjective. Il vient alors : Kerf 4 {0} et rg/ n - 1 . 

3. (a) La composee de P application nulle par une application quelconque est une application nulle ! 

(b) Comme q est le plus petit entier non nul tel que f' 1 - 0, f q ~ l n ’est pas idendquement nul sur E : il existe 
done xq e E tel que f q ~ l (xq) / 0. 


940 


(c) Soit ao,...,aq-\ e R tels que 

a 0 x 0 + aif (x 0 ) + . . . + (x 0 ) = 0 (*) . 

Alors, par linearite : f q ~ l (aoJCo + a\f (xo) + . . . + oi q -\f q ~ l (xo)) = 0 et : u.of q ~ l (xo) + CL\f q (xo) + . . . + 

a q -\f 2q ~ 2 (xo) = 0 mais comme : \/k 3= q, f k = 0., il vient aoXo = 0 et done : ao = 0. L’egalite (★) 

devient alors : ctif (xo) + . . . + oi q -\f q ~ l (xo) = 0. En appliquant f q ~ 2 a cette egalite, on montre de la me me 
fagon que ai = 0. On repete encore n - 2 fois ce procede et on montre aussi que : 0 i 2 = ... = a q - 0. La famille 
(xo, / (xo) , . . . , f q ~ l (xo)) est bien litre. 

(d) Une famille libre de E est de cardinal au maximum la dimension de E. Done q n. D’apres la question 3(a), 
il est alors clair que f" = 0. 

4. On suppose que g est un endomorphisme de E qui commute avec f. Comme (xo,/(xo),...,/ n_1 (xo)) est une 
base de E, il existe ao,...,a, 2 _i e IK tels que g(x o) = a kf k (xo) . On calcule alors V image par g des vecteurs 

de la base [xq, f (xo) , . . . , / n_1 (xo)) : 

g[f (Xo)) = / 1 (g (Xo)) = /‘ ( Y. a kf k (Xo) ] = £ Ukf 1+k (Xo) = ( D Ct k f k ) if (Xo)] 

\k = 0 ) k = 0 \k = 0 I 

et on peut alors affirmerque g - a kf k ■ Reciproquement, si g est de cette forme, on verifie facilement qu’elle 

commute avec f. 


Exercice 24.94 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle. Demontrer 1 ’equivalence des deux proprietes suivantes : 

1. Il existe f e (E) tel que Im f — Ker /. 

2. La dimension de E est paire. 


Solution : 

| => | Soit f e 5 £ (E) tel que Im f — Ker/. D’apres la formule du rang : dimE = dimKer/ + dim Im f — 2dimKer / et 
dimE est bien pair. 

| => | Reciproquement, si dimE -2 n ou neN* alors considerons une base ,...,e n ,e' v ..., e' n ) de E ainsi que 1’ endo- 
morphisme f e , c £ (E) donne par : V/ e [1, n\\ f (e,) = e'. et / (e() = 0. On verifie facilement que f est lineaire, que 
Ker / = Meet [e[ ,...,e' n ) et que Im f — Vec t (e[ ,...,e' n ). 


24.7.10 Formes lineaires en dimension finie 

Exercice 24.95 W 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n e N* et tp une forme lineaire non nulle sur E. Montrer que pour tout 
x e E \ Kerip, Kerip et Vect(x) sont supplementaires dans E. 


Solution : Posons F = Kenp + Vect(x). Comme dim Kertp - n - 1, on a la disjonction : dimF — n — 1 ou dimF = 
n. Si dimF = n - 1 alors F = Kertp et forcement x - 0 ce qui n’est pas possible par hypothese. Done dimF - n et 
Kert p+Vecf(x) = E. Si u e KeripnVecf(x) alors il existe a e K tel que u = a-x et 0 = tp (it) = acp (x). Comme x e E\Kerqt, 
(p (x) / 0 et a = 0 ce qui prouve que u — 0 et done que Kercp n Vect(x) = {0}. Kerip et Vect(x) sont bien supplementaires 
dans E. 


Exercice 24.96 VO 

Soient f et g des formes lineaires sur un K-espace vectoriel E de dimension finie telles que Ker / = Kerg. Montrer 
qu ’il existe a e K tel que f — a • g. 


Solution : 

Si / = 0, le resultat est clair. Sinon, il existe x e E tel que /(x) / 0. Par consequentVect {x) etKer/ sont supplementaires. 
Puisque g(x) / 0, on peut trouver a e K tel que f (x) = ag(x). On pose h = f-ug. L’ application h est nulle sur Ker / et 
h (x) = 0 done h = 0 d’ou le resultat. 


Exercice 24.97 W 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et ue L(E) t in endomorphisme. On suppose que VipsE*, ipo u - 0|*. 
Montrer que u = Ol(e) • 
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Solution : Supposons que u ne soit pas nulle. Soit xq e E tel que yo-u (xo) / 0. Posons F = Vect (yo) et considerons 
un supplementaire G a F dans E. Ce dernier existe car E est de dimension finie. On sait que tout x e E se decompose 
de maniere unique sous la forme x - ayo + xq oil xq e G el o e K. On introduit V application cp sur E definie par 
cp (x) = a. On verihe que cp est lineaire. Si x - ayo + xq et si x' = a'yo + x'-, sont deux vecteurs de E alors par unicite 
de la decomposition d’un vecteur sur E = F ® G, pour a, a! e IK, le vecteur ax + a'x' se decompose sous la forme 
ax+ a' x' = (aa+ a'a')yo + ( oxq+ a' x' G ) et c p[ax+ a'x') - aa+ a' o' = acp(x) + fl'cp(x'). De plus, tp(yo) = 1 done tp 
n’ est pas nulle et cp (u (xo)) non plus. On aboudt alors a une contradiction et u est nulle. 


Exercice 24.98 000 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soient f\, f n e f£ (E, 
la famille f - f „ ) est une base de 5£ (E,K) si et seulement si 1’ application 0 

est un isomorphisme. 


n formes lineaires sur E. Montrerque 
E — * IK” 

X • — * C/i(x),...,/„ (X)) 


Solution : 

| => | Supposons que f est libre. Soit x e Ker0. Alors fiix) = ... = f n (x) = 0. Par l’absurde, supposons que x / 0. 
Considerons un supplementaire FI a Vect (x) dans E et considerons la forme lineaire cp donnee par cp|H = 0 et cp (x) = 1. 
Comme f est une base de (E, IK), il existe ai,...,a„ e IK tels que cp = Z” =1 a ,■_/}. Mais alors cp(x) = L" =1 a ifi M et 
on aboudt a une absurdite. Done x - 0 et Ker0 = {0}. Done 0 est injective. Comme dim.5? (E, IK) = dim IK” - n, Q est 
un isomorphisme. 

| | Prouvons la reciproque par contraposee. Supposons que f est liee et montrons que 0 n ’est pas injective. Un des 

vecteurs de f peut s’ecrire comme combinaison lineaire des autres. Supposons, quitte a renumeroter les vecteurs de 
f, que ce soit le dernier. Alors il existe X n -t e IK tel que f n — Y. ”1 1 A;/; . Si x e E alors 

n-1 

F n - 1 M ^ A ifi (X) 

Jfc=l 

( 

e i= 0,...,0, ^ , 0, . . . , A; . 

k i-eme place t 

On montre sans difficulty que la famille (ei, . ..,e n _i) est libre done dim Vect (ei, . . . ,z n -\ ) - n-1. Alors dimlm0 ^ 
n - 1 et 0 n ’est pas surjective done n ’est pas un isomorphisme. 


(x) = fi (x ) , . . . , f 


Vie [I,w-1L 


e Vecf (ei,...,e„_i) 


24.7.11 Recurrences lineaires 

Exercice 24.99 

l-y/5 

Programmer la suite definie par uq — 1, u\ = — - — et \fn e N, u n+ 2 - u n+ \ + u n . 

1. Que valent U 20 , U 50 , t<ioo ? 

2. Trouvez-vous les memes resultats que votre voisin ? 

3. Demontrer que Vn eN,m„= u”. 

4. Les resultats sont ils en accord avec ceux des questions precedentes ? Pourquoi ? 

Solution : 

1. On trouve par exemple comme valeurs approchees U 20 = -10 -7 , M 50 = -4 x 10 -7 et u \ 00 = -11892. 

2. Pour des raisons qui apparaitront plus tard, il n’y a pas de raison de trouver la meme chose pour u 100 , sauf a 
travailler avec le meme logiciel sur le meme type de materiel. 

3. Les deux suites (u n ) et (/<”) verifientla meme relation de recurrence d’ ordre 2 et coincident sur les deux premiers 
termes. Elies sont done e gales. 

4. On a z/|oo = 10 -27 environ, a comparer avec -11892 trouve precedemment. Nous sommes ici en presence d’un 
cas ou les accumulations d’erreurs d’arrondis provoquent a coup sur ce phenomene. 

Les suites solutions de u n+ 2 - u n+ \ + u n sont de la forme ar ” + brj 1 , ou a et b sont determines paries conditions 
initiales uq et u\. Une petite erreur sur uq etu\ entraine une petite erreur sur a et b. Mais cette erreur sur b fait que 
b se retrouve non nul, ici en l’occurrence strictement negatif, au lieu d’etre nul, et de ce fait, la suite programmee 
tend vers - 00 . De fait des que V on trouve deux termes consecutifs de la suite qui sont de meme signe, la suite va 
tendre vers -00 (ou + 00 ) 
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24.7.12 L’espace vectoriel des polynomes 

Exercice 24.100 O 

Soient 

Pi = 2X 2 — X — 1, P 2 = X 2 + 2X, P 3 =X 2 -1 

Montrerque la famille L? = (Pi,P 2 ,P 3 ) est une base de K 2 [X]. 


Solution : Soient ai,a 2 ,a3 e K tels que aiPi + a 2 P 2 + (X3P3 = 0 alors a vec X- 1, on obtient que 2a 2 = 0, c’est-a-dire 
a 2 - 0. On a done aiPi + (X3P3 = 0. Mais ces deux polynomes ne sontpas pioportionnels done a 1 = « 3 = 0. La famille 
& est done libre. Comme Card {fiP) -3- d i m K 2 [X], e’est une base de R 2 [X]. 


Exercice 24.101 OP 

1. Pour tout 1c e [0, n\, on pose P/ c = (X+ l) fc+1 -X k+1 . Montrer que la famille PA = (Po,...,P n ) est une base de 
K B [X]. 

2. En etudiantla preuve de la question precedente, determiner une condition suffisante pourqu ’une famille (Qo, . . .,Q, 
de polynomes de IR„ [X] forme une base de R„ [X] . 

3. En udlisant ce critere, montrer que la famille = (Ro, ■ ■ ■ , R«) ou, pour tout k e [0, n\, R/ c = (X - a) k + (X + a) k , 
aeR forme une base de R„ [X] . 


Solution : 

1. En udlisant la formule du binome, on calcule facilement que, pour tout k e [0, n\, Pfc = (* 7 1 )^ ( ■ O n a en 

particulier deg P/ c = k et on reconnait une famille de R n [X] etagee en degre. Done elle est libre et comme son 
cardinal est egal a la dimension de IR n [X] , elle forme une base de IR n [X] . 

2. L’ argument cle dans la demonstration precedente est que : V/c e [0, n\\ , degPj; = Ic. Une famille de n + 1 
polynomes de 1„ [X] verifiant cette propriete forme toujours une base de R„ [X]. 

3. 11 est clair que pour tout k e [0, nj, degRfc = Ic. La famille forme done une base de R„ [X]. 


Exercice 24.102 PP 

Pour tout k e [0, /i|| et a e C*, on pose P^ = X k [a-X) n ~ k . Montrer que la famille S? — (Po,... ,P„) est une base de 

c„pq. 


Solution : 

1. Soient a a„£C tels que Z^ =0 afcX fc ( a-X) n ~ k - 0. 

► En remplagantX par 0 dans cette egalite, on trouve : «o = 0 et celle-ci devient : . a fcX^ {a-X) n ~ k = 0. 

► Le terme de gauche de cette derniere egalite est un polynome divisible parX. 

On a alors : L!r =1 otfcX fc_1 [a-X) n ~ k = 0. On recommence comme en 1., on montre que ai = 0. 

► On repete n- 2 fois ces operations et on montre que a 2 = . . . = a„ = 0. 

On a ainsi montre que fiP est libre. Comme cette famille est de cardinal egal a la dimension de C n [X] , on en deduit 
que c ’est une base de C n [X] . 

2. A partir de Pjt(X) = X fc_1 ( a-X) n ~ k , on definit Pfc(X) = X"Pfc(^) = (aX- \) n ~ k . Les (Pjt(X))osfcsn forment une 
famille echelonnee en degres, done une base de C„ [X], 

3. C’est du corns : Proposition ?? p. ??. 


Exercice 24.103 OP 

On pose Po = 1 et pour tout ke [1, n\ , on pose 

X(X-l)...(X-fc+l) 
p * = H ■ 

1. Montrerque 2? — (Po,...,P n ) est u/te base de [X], 

2. Montrer que : V / e z , \/ke]0,n[, Pj (!)eZ. 

3. Determiner P ensemble des polynomes P de R„ [X] verifiant : Vt eZ, P (/) e 


Solution : 

1. Pour tout k e [0, n \\ , degP^ = k. On reconnait une famille etagee en degre, on en deduit que £? est une base de 
K»[X]. 
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2. Si k - 1, le resultat est evident. Supposons k > 1 . Si l 5= k alors : Pfc(/) = 
[ 0 , 1c - 11 on a (Z) = [o] et enfin si l < 0 , on a : 


Z(Z- 1 ) fc + 1 ) 
k\ 


Si l e 


p ten 


-|Z|(-|Z|-l)...(-|Z|-fc+l) 

kl 

^ IZ| (I Z| + 1 ) ... (|Z| + k— 1 ) 



Dans chacun des trois cas, Pfc (Z) e Z. 

3. Soil P £ [X] verihant : VZ e Z, P (Z) e Z. Dans la base £? , P s’ecrit : P = X£ =0 a fc Pjt avec a,t e IR. Mais, 

P (0) = no done «o e Z. De meme P (1) = oq + ci\ done a\ e Z. Supposons que ciq, a\, . . . , e Z pour k£ [1, n - 1] 
et montrons qu ’il en est de meme de a^ + ] . On a : 


P(fc+1) - Po {k+ 1) + a\V\ (fc+ 1) + . . . + afcPfc (fc+ 1) + afc + iPj; + i {k+ 1) 

= Pp (fc+ 1) + niPj (fc+ 1) + . . . + flfcPfc (fc+ 1) +afc + i 

€Z 


et comme P (fc+ 1) e Z, il en est de meme de a^ + \ . On montre ainsi que tous les coefficients de P sont entiers. 
Reciproquement, un polynome dont les coo rdonnees dans la base £? sont entieres est a valeurs entieres sur les 
entiers. En resume, V ensemble recherche est \ Z n [X] . 


Exercice 24.104 W 

Considerons le C-espace vectoriel E = C 5 [X] et A = X 2 + 1. 

1. Montrer que 

F = {P e C 5 [X] |A|P} 

est un sous-espace vectoriel de C 5 [X] 

2. Determiner une base et la dimension de F. 

3. Determiner un supplementaire de F dans E. 


Solution : 

1. On verihe facilement que : F = {(nX 3 + Z?X 2 + cX+ d) (X 2 + l) | [a, b, c,d) e C 4 } = Meet (Pi, P 2 ,P 3 ,P 4 ) avec Pi = 
X 3 (X 2 + l) , P 2 = X 2 (X 2 + l) , Pi = X (X 2 + l) et Pi = (X 2 + l) . F est done un sous-espace vectoriel de E. 

2. La famille S? = (Pi,P 2 ,P 3 ,P 4 ) est generatrice de F. De plus si [a, b,c, d) e C 4 est tel que aV\ + Z 7 P 2 + CP 3 + dP 4 = 0 
alors flX 3 + bX 2 + cX+ d - 0 et a - b - c - d - 0. Cette famille est done libre et elle forme une base de F. On en 
deduit que dimF = 4. 

3. Posons G = Meet (1,X) . Il est clair que F n G = | 0 ( et par application de la formule de Grassmann, dim (F + G) = 
6 = dimE. On en deduit que F + G = E et done que F et G sont supplementaires dans E. 


Exercice 24.105 V 

Soit P un polynome de H|X] , de degre inferieur ou eg a I a n. 

Demontrer que 

P ffi (0 ) jt +1 f 1 lfc P W (x) 

(fc+1)! ^0 (fc+1)! 


E 


x 


k+l 


Solution : Il suffit de le verifier pour une famille generatrice de [X] : X" 1 . En posant 8 ij = 1 si i — j et 8 /y = 0 sinon, 

le membre de gauche egale 


E 


pW( 0 ) 


fc= 0 (fc+D! 


= E 


8 k,r 


*=o (*+«! 

x m+\ 

m+ 1 

: [ P(f ) dt 

Jo 
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D’ autre part le membre de droite egale 


v>, „t ptl) W..hi f, k m{m-l)...(m-k+l)x n k k+1 
j (fc+1)! J 


On a bien l’egalite demandee. De plus on a 


k = 0 
v .m + 1 


(fc+l)! 


L j. mi 

(-1) 

k=0 {m - k)\[k + 1)! 


l .m + 1 


m 


m 


= x y (-d^ 

(m- fc)!(fc+ 1)! 

v m+l m 


^ z — n 


fc (m+l)! 


m+ l/t7o (m- fc)!(fc+ 1)! 

xm+ iy f _u4 m+1 

i*=o U+i 


m + 

^.m+l m+l 

m + 


^ k J m + l 

i £ ( - i, i * 

i 


x m+l 

m+l 


m+l 


kl m + 1 

1 - E (-D 1 

k=0 


VP E R[X], £ 




fc e 0 (fc+D! s, ( fc+1 ) ! 


=X 


x k+1 = P(t)dt 


Exercice 24.106 

Soil n e N*, E = R„[X], E m (X) = (")X m (l -X)"-™. 
Exprimerla base (1,X,...,X”) da/is la base (Eo,Ei,...,E„). 


Solution : On considere ip : j ^ £ avec E*, = X m (l -X)” m = (1 -X)" — ] • Done ip(P) = (1 - 

( X 1 * E m V 1 -X 

X) " p (t^x) = Q(X) - 

X Y 1 

En posantY = , on a X = et done 1 - X = . 

F 1-X 1+Y 1+Y 

Comme P (-^- | = Q(X) on a P(Y) = (1+Y)”q(— 

U-Xj (l-X)” ll + Y 

Les (E ni) 0<m <n f° rment une famille de E echelonnee en valuations. C’est done une base de E. <p est une bijecdon, de 

bijection reciproque i|/Q ► — - (1 +X)”Q — — j. 

( X \ m ( X \ n ~ m ( ] \n—m 

1 =X m (l+X) n - m = x m . 

1 + X j \ 1 +Xy v 1 +Xy 

X k r. r. y,* ln-lc\ m J\ (n-k\ „ 2k In - k\ i 

r =x fc (i+x)"- fc =x i - y x m =y x p =y Me*, . 

a+x) fc ^o\ m I pttlp-fcj ' k (p-ky ( p ) 

( \ rn-k\ /m 

JE * = E -TTTT-Ep^ E T^Ep. 

P c ) p=k IpJ p=k IjtJ 

On peutle verifier directement : 

£ %^E P = E f”"*W(l-X)"-P= xf f"“ fc |x m+fc (l-X)”- m - fc - vfc 

p=fc (pj p=fc\P k ) m = 0 


Maintenant ip(X fc ) = (1 +X) ,: 


x fc E I” /c |x m (i-x) 


n-k-m _ x^ 


24.7.13 Endomorphismes operant sur les polynomes 
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Exercice 24.107 00 

Soit V application 

f IK [X] — R[X] 

tp: | P ■ — - P-XP' 

Montrer que tp est un endomoipbisme. Determiner son noyau et son image. 



Exercice 24.108 00 

Soit A — X 3 + X 2 + X + 1 et E = IR„ [X] . Considerons 1 ’application 


( E — * E 

1 P — r CP) 


oil r (P) designe le reste de la division euclidienne de P par A. 

1. Montrer que r est bien definie et que r e 0£ (E).. 

2. Prouver que r 2 = r. Qu’en deduisez vous ? 

3. Determiner 1 ’image et le noyau de r. 


Solution : 

1. Soit P £ E. Par application du theoreme de la division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) £ (R [X ]) 2 tel 
que P = AQ + R et degR < 3. On a done r (P) = R et r est bien definie. Si on considere un autre polynome PeE, il 
existe un couple (Q, R) £ (R [X ]) 2 tel que P = AQ + R et degR < 3. De plus, pour tout a, a £ R : 

aP + aP = A (aQ + aQ) + (aR + aR) 

et deg(aR + aR) < 3. Par unicite du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynomes, on peut 
affirmer que le reste de la division euclidienne de aP + aP par A est aR + aR. On prouve a insi que r (aP + aP) = 
ctr (P) + a7- (P) et done r e ££ (E). 

2. Avec les notations de la question precedente, r (P) = R avec degR < 3. Done R = 0A+ R et par unicite du couple 
quotient-reste dans la division euclidienne, r (R) = R. On prouve ainsi que r 2 = r. r est done un projecteur. 

3. Il est clair que le noyau de r est V ensemble des polynomes de R„ [X] qui sont divisibles par A. Il est aussi clair 
que Im r c R 2 [X]. Mais si P £ U 82 [X] alors r (P) = P done on a aussi : R 2 [X] c Im r et done Im r = IR 2 [X]. 


Exercice 24.109 000 

1. Soient n £ N* et 


A: 


C„+i [X] 
P 


c „ [X] 

PCX+Q-PCX) 


(a) Montrer que A est bien definie puis que e’est une application lineaire. 

(b) Determiner le noyau de A. 

(c) En deduire que A est surjective. 

2. On considere main tenant E = € [X] et 


A: 


E 

P 


E 

P(X+1)-P(X) 


(a) Montrer que A est un endomorphisme de E. 

(b) Determiner ImA. 
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(c) Soient PeC[X] et neN. Montrer que : 

A" (P) = (- 1) " t (- D k f t\ P (X + fc) 
k = 0 l 

(d) En deduire que si degP < n alors on a : X£ =0 (-l) fc (^)P (fc) = 0. 


Solution : 

1. (a) Soit P = a n+ \X n+l + ... + ao e C„+i [X]. Montrons que A(P) e C n [X], On a : 


A (P) 


[a n+ 1 (X+ 1) 22+1 + a„ (X+ \) n + ... + a\ (X+ 1) + a 0 ) - [a n+1 X n+l + a n X n + ... + a l X+a 0 ] 


f 1 

( 

a„ + iX n+1 + ^ 

- 

a„ +1 X n+l + ^ 

, termes de degre s= n. 


, termes de degre ^ n. 


done deg A (P) n et A (P) e C n [X] . Par ailleurs, si P, Q e C, i+ i [X] et si «,(’) e C alors : 


A(aP + PQ) 


(aP + PQ) (X+ 1) - (aP + PQ) (X) 
a(P(X+l)-P(X)) + P(Q(X+l)-Q(X)) 
aA (P) + PA (Q) 


done A est lineaire. 

(b) Soit m S 1 et soit P = ci m X m + . . . + ciq un polynome de degre m e C n +\ [X] avec m « n + 1. On a done : 
a m ^ 0. Supposons que P e Ker A. Alors P verifie P (X+ 1) = P (X) ce qui amene : 

a m (X + 1) 222 + . . . + ciq — ctfiiX™ 1 + . . . + oq. 


Le coefficient du terme de degre rn - 1 de P (X+ 1) est ma m + a m -\ et celui de P est a m -\. Les deux 
polynomes etant egaux, il en est de meme de leurs coefficients, ce qui amene m - 0 car a m ^ 0. On en 
deduit que P est un polynome constant. Reciproquement, on verifie que tout polynome constant est element 
du noyau de A et done | Ker A = IRp [X] | . 

(c) D’apres la formule du rang, dim I m A = n + 1 et comme dimC„ [X] = n+ 1, il vient ImA = C„ [X]. A est done 
surjective. 

2. (a) On montre de la meme fag on que precedemment que A est un endomorphisme. 

(b) Montrons que A est surjective. Soit P e C [X] et n- degP. Par application de la partie precedente, A|c, 1+1 [x] : 
C /1+ i [X] — * C n [X] est surjective. Comme PeC„ [X] il existe Q £ C„+i |X| tel que A (Q) = P. Onen deduit que 
A est surjective et que | Im A - C [X] | . 

| e — * E 

(c) Introduisons P application 8 : < p ^ p (X+ 1) ' v ^ r, ^ e facilement que 8 est un endomorphisme de 

E et que A = 8 - id. De plus, pour tout k e IM*, 8 k (P (X)) = P (X+ k). Comme les endomorphismes 8 et id 
commutent, la formule du binome donne, pour tout n e N* : 


A" = (8 -id) 22 = £ = (-1) 22 £ , (-D 8 


A 22 (P) = (-1)” ^ (~l) fc P (X+ fc) 


done pour tout PeE : 


3. Remarquons que pour tout polynome non constant de C [X], degA(P) = degA(P)-l. On en deduit que si degP < n 
alors A” (P) - 0 et en utilisant la relation etablie dans la question precedente, on obtient 


E (-ir | fc |P(fc) = o 


Exercice 24.110 

Determiner dans M[X] les polynomes P satisfaisant a n[n— 1)P- (X 2 - 1)P" = 0. in 5 2). 

1 . Montrer que P est necessairement nul ou de degre n. 

2. Demontrer que P ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 1. 
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3. Demontrer queP est un polyndme de meme parite que n. En deduire la nullite de certains coefficients de P. 

4. Etablir une relation de recurrence entre les coefficients de P, determiner P et montrer que : 


1+ £ (-U* 

2=s2 q^n 



— o. 


Solution : 

1. Supposons que P est une solution non nulle et soit \X k son terme dominant. Comme les termes dominants de 
n[n- 1)P et de (X 2 - 1)P" sont egaux, on en deduitque A n[n- 1) = A k{k- 1) d’ou n 2 — n— k 2 - k soit (n-k){n + 
k - 1) = 0 d’ou n- k ce qu ’il fallait verifier. 


2. L’ ensemble des solutions est le noyau de 1’endomorphisme cp de [X] defini par : 

cp(P) = n{n- 1)P- (X 2 -1)P" . D’apres la question precedente, pour 0 sS k ^ n— 1, deg(cp(X fc )) = k. Done la famille 
(cp(X fc ))o«fc«n-i est une famille echelonnee en degres. Elle engendre done un un espace vectoriel de dimension 
n - 1 . Done la dimension de V image de ip est superieure ou egale an—1. De plus si degP = n, alors deg(<p(P)) =£ 
n — 1. Done Im(<p) = IR„_i [X] et la dimension du noyau de <p est done egale a 1. 

3. II est clair que si P est solution non nulle, alors Q = P(-X) est aussi solution, de meme degre n. Q- ( — 1) ”P 
appartient done aussi a Kerip. Comme son degre est < n, c ’est le polyndme nul. Ce qu ’il fallait verifier. 

n 

On en deduit qu ’en posant P = L on a a n -( 2 q+n — 0. 
k = o 


4. En posant P = ^ a/ c X k on a P" = ^ k{k- 1 )flfcX fc 2 = ^ ( k + 2){k+ \)a] c+ 2 X k etXP" = ^ k(k~ \)aCX k . Pour 
k = 0 k = 0 k = 0 k = 0 

k = 0, . . . , n - 2, le coefficient de degre k du polynome n(n - 1)P - (X 2 — 1)P" est nul, 

, , [k + 2)(k+ 1) (k+2)(k+ 1) 

done n{n-\) a^ - k{k-\) <1^ + (k+2)(k+\) cik +2 = 0, done a , t = — a-k +2 = ; ; <*k+ 2 - 


[n-2q + 2)(n-2q+l) 

En posant k=n- 2 q, a n - 2q = — — — — — a n - 2 (q- 1 ), 


k{k- 1) - n[n- 1) 


(n- k){n- k+ 1) 


d’ou 


a n-2q — ( 1 )^ 


(2q){2n -2q - 1) 


[2q)[2n -2q-\) 


n{n- 1) 


[2q-2){2n-2q+ 1) 


Et done 


a n-2q — ( 1 ) * a r 


Soit a n - 2 q = (-1 ) q a n 


[n - 2q)\ x 2 x . . . x 2q x {2n - 2q - 1) x 
n\ 


(n-2q)\2 c t q\ x (2n-2q- 1) x ... x ( 2n-3 ) 
qui manquent pour avoir le produit de 2n-2q - 1 a 2n-2 au denominateur : 


x (2/7 — 3) 

. On ecrit au numerateur les q facteurs pairs 


a n-2q — ( 1 a n 


n\ [2q)\ x [2n - 2q) x (2n - 2q + 2) . . . x (2 n - 4) x [2n - 2) 
2qj2 c l q\x (2 n - 2q - 1) x (2n - 2q) x . . . x (2n - 3) x (2 n - 2) 


Comme (2n - 2q - 1) x (2 n - 2 q) x 


. . x [2n - 3) x (2 n - 2) = 


(2/7 — 2)! 

(2/7 — 2/7 — 2)! ’ 


a n -2q = (-1 ) q a n 



[2q)\2 c l [n - q ) (/7 - q + 1) x . . . x (n - 1) (2/7 - 2q - 2)! 
2‘tq\{2n-2)\ 


q a I /i | (n-1)! {2q)\{2n-2q -2)\ 

an [2qj q\(n- q-l)\ (2/7 — 2)! 


(- 1 ) q a n 



La derniere egalite traduit le fait que P(l) = 0 pour une solution P non nulle. 
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Chapitre 


Calcul matriciel 


Pour bien aborder ce chapitre 

Tout est dit dans le theoreme 24.21 page 908 du chapitre 24. ..si on se fixe une base e — (ei,...,e p ) de E et une base 
/ = (/i , . . . , fq) de F alors une application lineaire u £ L (E, F) est entierement determinee par les composantes des vecteurs 
u (<?;) dans la base /. Ces pq scalaires definissent completement u. II est tentant de les representer dans un tableau. Si on 
note, pour tout j e [l, p] , u (ej) = Xf =1 cnjfj alors on peut ecrire : 

it ( e \ ) it (e^ u [e p ^ 

t Y Y 

' 

Cl\\ &lj p ■< fl 

&n &ij &ip ■< fi 

a qi a qj a qp J ■ <fq 

Ce tableau est la matrice de u dans les bases e de E et / de G. Se posent alors des questions naturelles : 

1 Si on effectue cette manipulation pour deux applications lineaires u et v, comment se calcule la matrice correspon- 
dante a(i«+ (’) v ? On verra qu’on peut definir une addition entre les matrices et une multiplication par un scalaire. 
Avec ces deux lois, l’ensemble des matrices (de meme taille) possede une structure de K-espace vectoriel. 

2 Si u et v sont deux endomorphismes de E, quel est le lien entre la matrice de u o v et celles de u et v7 Pour 
Texpliciter, on definira le produit entre les matrices. 

3 Peut-on calculer le rang d’une application lineaire facilement a partir de sa matrice dans des bases donnees ? La 
reponse est oui et l’outil est le pivot de Gauss. 

4 Peut-on par un procede calculatoire determiner si un endomorphisme est inversible a partir de sa matrice dans des 
bases donnees ? La reponse est la aussi oui et 1’outil consistera en le determinant. 

5 Pour un endomorphisme inversible, existe-t’il un procede permettant de calculer la matrice de son inverse? Cet 
outil existe et il est donne par la comatrice. 

6 Si on prend d’autres bases e ' et f de E et F, peut-on calculer la matrice de u dans ces nouvelles bases en fonction 
de sa matrice dans les bases initiales ? La reponse est encore positive et on mettra en place des formules de 
changement de bases. 

7 Enfin, pour un endomorphisme u eL(E), existe-il une base de E dans laquelle la matrice de u prend une forme 
simple et facile a manipuler ? La reponse sera donnee en spe dans le chapitre sur la reduction des endomorphismes. 

Au niveau historique, on peut indiquer qu’au 3 e siecle, le mathematicien chinois Liu Hui resolvait les systemes lineaires 
ayant jusqu’a 6 inconnues. II representait ces systemes grace a des tableaux et avait decouvert la methode qu’on appelle 
maintenant pivot de Gauss pour les resoudre. Au 17 e siecle, toujours pour resoudre des systemes lineaires, Leibniz in- 
vente le determinant. Cette notion est approfondie par Cramer qui decouvre soixante ans plus tard la methode qui porte 
maintenant son nom. II faut attendre le 19 e siecle, pour que la notation matricielle sous forme de « rectangle (ou carre) de 
nombres » apparaisse. Gauss decouvre le produit matriciel en dimension 3 et indique que la formule se generalise dans 
les autres dimensions mais sans detailler. Sylvester, le premier, denomme ces rectangles de nombres du mot « matrix ». 
Dans tout ce chapitre, m, n, p, q, r sont des entiers positifs, IK designe le corps K des reels ou le corps C des complexes. E 
et F sont des K-espaces vectoriels. 
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25.1 Matrice a coefficients dans IK 


25.1.1 Definitions 


/Definition 25.1 Matrice 

Soit K un corps et q, p e N*. On appelle matrice a q lignes et p colonnes a coefficients dans K toute application : 


[Ml x [1 >p] 

b-j) 


que Ton note : 


colonne j 


Hi p 


a q i 


-ligne i 


- Le coefficient de A qui se trouve a F intersection de la i-eme ligne et de la /-erne colonne est note a/j ou [A] : 

1 i represente F indice de ligne. 

2 j represente Findice de colonne. 

- On dit aussi que A est une matrice q x p ou une matrice {q, p) a coefficients dans K. 

- On note 9Jlq, p (IK) Fensemble des matrices a q lignes et p colonnes a coefficients dans K. 


Notation 25.1 On notera aussi [ A | z / le coefficient a, j de A. 


Definition 25.2 Vecteur ligne, vecteur colonne d’une matrice 

\ 

Pour toute matrice A e 9 Jlq iP (K) : 

fli,i ... a\ iP 


A = 

< a q,\ a q,p J 


on appelle, pour [i, j) e [ 1 , < 7 ] x[l,p] : 

- i-eme vecteur ligne de A le p-uplet L,- = (a i; i , . . 

KP. 


- j-eme vecteur colonne de A le g-uplet C j [ai.j,- 

..,a q j) e K q . 

J 


Definition 25.3 Matrice ligne, matrice colonne 

- Une matrice colonne est une matrice qui ne possede qu’une seule colonne. 

- Une matrice ligne est une matrice qui ne possede qu’une seule ligne. 


Definition 25.4 Matrice nulle 

On dit que A e iXHq :P (K) est la matrice nulle de 9Jlq iP (K) si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On la note : 
Oau,, ,, (ik j ou 0 lorsqu’aucune confusion n’est a craindre. 


Definition 25.5 Matrice carree 

Une matrice possedant autant de lignes que de colonnes est dite carree. On note 97 l n (K) Fensemble des matrices carrees 
a n lignes et n colonnes. 


Definition 25.6 0 Matrice identite 

On appelle matrice identite et on note \ n la matrice de 9Ji„ (K) donnee par : 

I n = 

'1 0 ... o' 

0 1-.: 

: ■■ 0 

[0 ... 0 lj 

e 97l„(K) 
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Tous ses coefficients sont nuls sauf ceux situes sur la diagonale et qui valent 1. 


II 01 f 1 ° 

Exemple 25.2 Ii = (l), I 2 = ^ ^J, 13=^0 1 0 . 


25.1.2 L’espace vectoriel IDT qtP (IK) 

On munit 5 Vtq, p (IK) d’une addition et d’une multiplication par un scalaire. Le triplet [9Rq,p (K) , +, .) est alors un IK-espace 
vectoriel de dimension pq. 

Proposition 25.1 T Somme de matrices, multiplication d’une matrice par un scalaire 

- Soient A = (aij) , B = {bij) £ S9tp,p (IK). On definit A+ B comme etant la matrice C = (c,j) £ 99tp,p (K) donnee par : 

V (i,j) £ [1, (/] x [1, p] , CiJ = a itj + b^. 

- Soit A = (a,:,;) £ 9Rq,p (IK) et A £ IK. On definit A • A comme etant la matrice D = (dj/) £ SOT^p (IK) donnee par : 

V [i,j) e [1, qj x [1, pj , d t j = A a Uj 

Muni de ces deux lois (SOT q :P (IK) , +, •) est un K-espace vectoriel. 

Demonstration : Laissee au lecteur. On verifie aisement les differents axiomes definissant un espace vectoriel. 


Exemple 25.3 


1 -1 ° 1 ( ° 2 11(1 -5 -2 

-2 1 -3 ~ 2 -1 0 1 1" 0 1 -5 


Definition 25.7 Matrices elementaires 

Pour tout i e [l, q\ et j £ [l, p\ on definit la matrice elementaire E ,-j £ 9Jlq,p (IK) par : 


colonne j 



Tous les coefficients de la matrice elementaire E,;j sont nuls sauf celui a T intersection de la z emc ligne et de la / eme 
colonne qui vaut 1 . 


Exemple 25.4 Les matrices elementaires de 9012,3 (IK) sont 

2 3*.-C ; 3*.-c 0 iK-e 2 9 M; \ i ?)■ 

A titre d’exercice, et pour preparer le theoreme suivant, montrer que cette famille de 6 matrices constitue une base de 

9K 2 ,3 (K). 


Theoreme 25.2 Base canonique de 9 Jlq, p (IK) 

La famille formee par les matrices elementaires (E;j)^. ^ e jj ^ x ^ ^ est une base de 9Jlq,p (IK) appelee base canonique 
de 9}lq,p (IK). On en deduit que : 

I dim Mq, p (IK) = qp I 
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Prouvons que cette famille est libre. Soient I a,- : I une famille de scalaires de IK tels que .yj 1 . .a,- ,-E; ,• = 0. 

4 l H ^i= 1^J=1 l 'l l ’l 

Alors on al’egalite : 

/ 'a u ... ai, p ' 


a q,p) 

Par identification des coefficients de ces deux matrices, on a : Vi e [l, g ] , V f e [ 1, p \ , a = 0 ce qui prouve la liberte de la 
famille (e,- 


Montrons que cette famille est generatrice de Wlq,p (IK). Soit A = ya^j 
Z q i=1 L P =1 eiijEij. Ce qui prouve que la famille IE,-j I est generatrice de iPlq.p ( 


/£ll,(/]Je[l,p] 


e 9Jlq,p (IK). On a clairement : A = 


25.1.3 Produit matriciel 

On definit maintenant, quand c’est possible, le produit de deux matrices. Le theoreme 25.10 page 957 explicite le sens de 
ce produit, il correspond en fait a la composition des applications lineaires. 


Z^efinition 25.8 Produit matriciel 

Soit A G 9 7t rr q (IK) et B e 9Jlq,p (IK). On definit AB comme la matrice C de 9Jl r , p 


definie par : 


VieU.rl Vj g [l, p] 


q 

Ci,j = [AB] ij = £ a uk b k j 


k= 1 


colonne j 



V J 


/j\ Attention 25.5 On ne peut effectuer le produit de A g (IK) et B g 9 Hq',p (IK) que si q - q’ 


, ... C- f 1 

- 1 ] 

f-i 1 m ( 1 1 1 

Exemple 25.6 Si A = 0 

2 

et B = alors AB = 0 4 2 

u 

— 3J 

l-l -5 -3, 


general, le produit AB peut exister sans que ce ne soit forcement le cas pour le produit BA. 

II est souvent utile dans les exercices de savoir multiplier les matrices elementaires. Pour ce faire 
de Kronecker. 


1 


I. Remarquons qu’en 


introduisons le symbole 
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Theoreme25.3 QQQ Produit de matrices elementaires 

Pour deux matrices elementaires de OT«(K), on a la formule importante suivante qui donne leur produit : 


Efc/Epg — S/pE^q, 


Demonstration Par un calcul direct. 


Proposition 25.4 Regies de calculs avec les matrices 

Quant les produit suivants sont possibles, pour des matrices A, B, C et des scalaires a, () : 

1 Le produit matriciel est distributif a gauche par rap- 3 Le produit matriciel est associatif : (AB) C = A (BC). 

port a P addition : C (aA + pB) = aCA+ (3CB. 

2 Le produit matriciel est distributif a droite par rap- 4 Le produit matriciel admet la matrice I„ comme 

port a P addition :(«A + (ill) C = aAC + ()BC. element neutre :AI„ = I„A = A. 


Demonstration Laissee au lecteur. 

25.1.4 Transposition 


Definition 25. 10 V Transposee d’une matrice 

On appelle transposee de Ae 9Jlq,p (IK) la matrice note 'A e 9)lp,q (K) dont les colonnes sont formees par les lignes de 
A. Autrement dit : 


Vte[l,p], Vj £ [!,<?] , [ f A ] i>j = aj, i 


| Remarque 25.1 Transposer revient a echanger les lignes et les colonnes d’une matrice. 


Exempt e 25.7 



-3' 

7 

-4, 


alors 'A - 


-3 7 -4 


Proposition 25.5 Q La transposition est une symetrie de 9Jip , ? (K) 

L’ application : 

( m q , p m — m p , q m 

■ 1 A ' — ► l A 

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, si A,B e 9Jtq,p (IK) et si a,p e IK. Alors : 

et 


f (aA + pB) = a f A+p r B 


Demonstration : La linearite ainsi que la relation r ( r A) = A sont faciles a prouver. Pour la bijectivite, on propose deux methodes : 

- On montre facilement que, si Ae Ker<3>, on a ( f A) = 0 et done A= f ( f A) = 0 et KerO = {0}, 0 est injective. Grace a la formule du rang, 
on en deduit qu'elle est aussi surjective et done bijective. 

- On peut aussi remarquer que <f> o O = id ce qui prouve que <1> est bijective et egale a sa fonction reciproque. 

I Remarque 25.2 En prenant un peu d’avance sur le paragraphe 25.3.4, L’ operation de transposition est une symetrie 
par rapport a Ker<l> - id = .9' n (IK) parallelement a Ker® + id = </J n (IK). 
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Proposition 25.6 Transposee d’un produit 

Pour tout A e 9 Ji r ,q (IK) et B e 9Jlq,p (IK) : 


^(AB)^B^aJ 

Demonstration On suppose que A = e (Utr.^OK), que B = e 9Kq,p[K), C = AB = e ®t r , p (IK) ou Cij = 

Y, ( j . _j ai,kbk,j- On note aussi : 

• A! = t A = fa'. fc j e (IK) avec pour tout i e |l, g] et tout k e [1, r], a'. k = aj.;. 

• B' = f B = [b' k .j e VJt Pi q (IK) avec pour tout ke |l,p] et tout j e [l,g], . = bj j c . 

• C' = 'B f A=(cJ. .]e9tt p , r (IK). 

Pour tout t e [l,p] et j e [1, r] : 

q q 

c 'i,j = L b 'i,k a 'k,j = L a j,k b k,i = Cjj 
k= 1 fc=l 

et par consequent, C' = f B f A = C = f AB. 

/j\ Attention 25.8 Attention au retournement dans le produit. 


25.1.5 Avec Maple 

Void une feuille de calcul Maple sur les matrices. On notera : 

- la premiere ligne qui sert a charger en memoire les instructions maple pour faire du calcul matriciel. 

- la commande pour le produit de deux matrices : &*. Pour l’addition de deux matrices, on utilisera + et pour la multi- 
plication par un scalaire *. 

- la commande pour evaluer les matrices : evalm. 


> with(linalg) : #0n charge la librairie de calcul matriciel 

> A : =matrix ( [ [1,-1] , [0,2] , [1,-3] ] ) ; 



[1 

-1] 


[ 

A := [0 

] 

2] 


[ 

[1 

] 

-3] 

> 

B : =matrix ([[2,0], [1,-3] , [-1,1]] 

; 


[ 2 
r 

0] 


L 

B : = [ 1 

J 

-3] 


[ 

[-1 

] 

1] 

> 

C : =matrix ([[-1,1,0], [0,2,1]]); 



[-1 

1 0 


C := [ 



[ 0 

2 1 

> 

evalm (2*A-B) ; fon calcule 2A-B 



[ 0 

-2] 


[ 

[-1 

] 

7] 


[ 

[ 3 

] 

-7] 

> 

evalm (A&*C) ; fon calcule AC 



[-1 -1 

-1] 


[ 

[ 0 4 

] 

2] 


[ 

[-1 -5 

] 

-3] 

> 

transpose (A) ; fon transpose A 



[ 1 0 

1] 


[ 

[-1 2 

] 

-3] 
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25.2 Matrices (Tune famille de vecteurs, d’une application lineaire 

25.2.1 Matrice d’une famille de vecteurs relativement a une base 


Definition 25. 1 1 V Matrice d’un vecteur relativement a une base 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et e - (<q , . . . , e n ) une base de E. Soit x e E un vecteur qui se 
decompose sur la base e en : 

x= xie\ + ■■■ + x n e n 

On appelle matrice de x relativement a la base e et on note Mat,, (jc) la matrice colonne donnee par : 

(x i 

Mat e (jc) = : e (K) 

k x n) 
n 

OU X — x i e i 
i = 1 


Exemple 25.9 On considere IR 3 muni de sabase canonique e — (ei,e 2 , e 3 ). Soit u = (1, 


-2,3) eR 3 . Alors Mate(u) = 



Remarque 25.3 Mat,, (jc) represente les coordonnees du vecteur x dans la base e. II y a bien sur une correspondance 
biunivoque entre les vecteurs de E et les matrices colonnes de taille n (qui contiennent les composantes de ces vecteurs 
dans une base fixee). De plus, « effectuer des calculs avec ces vecteurs » correspond a « effectuer des calculs avec ces 
matrices ». C’est le sens de la proposition suivante. 


Proposition 25.7 Tout IK-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a (K) 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit e une base de E. L’ application 0 : j ^ | ^ Mat ' ix) ‘l 13 * ^ un 


vecteur associe la matrice colonne de ses coordonnees dans la base E est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. 


Demonstration Six = x,e ( - et si y=Z”_ 1 y/e ( - alors pour tout a, p e K, ax + Py = ZjLj (ax,- + Py,-) e,- done il est clair que 

Mat e [oix + fly) = aMatg (x) + fiMat,? (y) et 0 est lineaire. Si x e Ker0 alors 0 (x) = 0 et les composantes de x dans la base e valent 
toutes 0. Done x = 0 et 0 est injective. De plus. dimE = dimSJl^i (K) done 0 est bijective. 

Definition 25. 12 O Matrice d’une famille de vecteurs relativement a une base ^ 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension q et e- ( | , . . . , e rj ) une base de E. On considere (iq, . . . , v p ) une famille 
de p vecteurs de E qui se decomposent dans la base e sous la forme : 

‘ 1 

Vj e [l> P\ Vj = J^ a ij e i. 

i = 1 

On appelle matrice de la famille ( v\ , . . . , Vp) relativement a la base e et on note Mat e (vi,...,Vp) la matrice : 

Vi Vj v p 

Y Y Y 

, \ 
an a tj a i p -<e\ 

Mat*(vi , . . . , v p ) = a n ci u a\ p _ c, 

^q\ C*qj &qp J -< ^q 

La /-erne colonne de cette matrice est constitute des coordonnees du vecteur Vj dans la base e. , 


Exemple 25.10 On se place a nouveau dans IR 3 muni de sa base canonique e = (£ 1 , 02 , 03 ). Soient V\ = (-1,3,0) , V 2 

(- 1 0-3 1 ' 

(0, -1, 5) , U 3 - (-3,2, 1) , V 4 — (1, 0,-1) e R 3 et soit v = (iq, vz, V 3 , V 4 ) alors Mat,, [v] = 3 -1 2 0 . 

I 0 5 1-1, 
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25.2.2 Matrice d’une application lineaire relativement a deux bases 


/Definition 25.13 V Matrice d’une application lineaire relativement a deux bases n, 

Soient : 

1 E un K-espace vectoriel de dimension p et e = [e \, . . . , e p ) une base de E. 

2 F un K-espace vectoriel de dimension q et f = (f\ , ... , fq ) une base de F. 

3 ue St ?(E,F). 

On appelle matrice de u relativement aux bases f et e et on note Mat^g (u) (ou Mat e j («)) la matrice q x p donnee 
par : 


u(e i ) ■ 

t 

( a u - 


■ 11 \ e i 

y 


■ U \e p 
y 


Mat/<_g (n) = 


&q\ 


ou [a\j, . . . , aqj) sont les composantes du vecteur u ( ej ) dans la base /. 

Autrement dit : Maty^g (i/) est la matrice de la famille de vecteurs (// (ei) (e p )) relativement a la base / : 

Maty^g (i/) - Mat/ [u(e\) u[e p )) . 


Remarque 25.4 Les notations utilisees sont un peu lourdes mais elles rendront tres simples a retenir les formules de 
changement de base. 

Exemple 25.11 Donnons deux exemples : 

- Soit E = [R 3 muni de sa base canonique e et F = K 2 muni de sa base canonique /. Soit u : 
E — * F 

y z j i ^ (x + y z 2x y + 2>z) a l° rscoimne w ( e t) = (1.2), wte) = (1,-1) et = (-1,3), Mat/^g(w) = 

1 1 -l] 

2-13 


Soit E = IR 3 [X] muni de sa base canonique e et u 
et u (X 3 ) = 2X 3 - 3X 2 . II vient alors Matg (u) = 


e — : 

P ' — > 2P - P 
( 2-10 0 1 
0 2-20 
0 0 2 -3 

V0 0 0 2 ) 


j alors i/(l) = 2, uQQ = 2X-1, i/(X 2 ) = 2X 2 -2X 


Definition 25. 14 O Matrice d’une forme lineaire relativement a une base 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et e - (ei,...,e n ) une base de E. Si ip est une forme lineaire sur E, on 
appelle matrice de ip relativement d la base e la matrice ligne 1 x ti donnee par : 

Matg (ip) = (tp(ei),...,tp(e„)) 


(Proposition 25.8 V Une application lineaire est entierement determinee par sa matrice dans deux bases ^ 

Soient : 


1 E un K-espace vectoriel de dimension p et e = [e\, . . . , 

e p ) une base de E. 

2 F un K-espace vectoriel de dimension q et / = (/), ... , 

fq) une base de F. 

F application : 


0 .J ^(E,F) — 

^Rq.p (K) 

’ ) U ' — * 

Mat/^g (i/) 

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, si 

M e 9Jlq,p (K), il existe une unique application lineaire 

u e 5£ (E,F) telle que 0 1 (M) = u. On dit que u est V application lineaire de E dans F representee par M dans les bases 

de E et f de F. 

J 


956 









Demonstration 

• On verifie tout d’abord que 0 est lineaire. Soient a,p e IK et soient u,v e f£[E,F). On suppose que 0(zz) = Maty^ e (zz) = 

A = (a,'jj e yilq,p (IK), que 0(zz) = Matp^ e (zz) = B = [ b i,j] e q,p (IK) et que 0(azz + (3zz) = Maty^ e (azz + (3zz) = C = (c;j j e 

90lq,p (IK). Par consequent : 

t \ q t \ q 

V/G [l,p] . uleA = Y a k,jfk et vie A = Y b k,jfk- 

k=l k = 1 

Pat suite, pour tout j e [l,p] : 

(azz + pzz) iej] = Y Ck,jfk = <™[ej)+flv[ej)= Y [ aa kj + b b kj)fk- 
k=i k = l 

Par identification, la famille f formant une base de F, on a : 

Vfce [l,p] , V;e[l,p], c kij = aa kj + $b kj 

ce qui prouve que : C = aA + |3B et que 0 est lineaire. 

• 0 est injective. En effet, si tie f£{ E,F) est telle que 0 (zz) = 0 alors V / e [l, p] , zz(eyj = 0 .f k = 0. u s’annulant sur une 

base de E ne peut que s’annuler surE tout entier et done zz = 0. On en deduit que Ker0 = {0} et que 0 est injective. 

• 0 est surjective. Soit A = (azj j e 9Jtq,p (IK). Considerons V application lineaire tie f£ (E,F) donnee par : \/j e [l,p] , zz (ey j = 

a k,jfk (Rappelons qu’une application lineaire est completement determii tees paries valeurs qu’elle prend sur une base de 
l’espace vectoriel sur lequel elle est de finie). On a clairement 0 (zz) = A ce qui prouve que 0 est surjective. 

Plan 25.1 : | Autrement dit : | 

Avec les notations precedentes, se fixant une base e dans E et une base f dans F. 

• Toute matrice de 9Jlq,p (IK) est celle d’une application lineaire u e 5£ (E,F) dans les bases e et f. 

• Reciproquement, a toute application lineaire de 5£ (E,F) correspond une et une seule matrice de 9Jlq, p (IK) qui 
la represente dans les bases e et f. 

En utilisant ces deux dernieres propositions, on obtient : 


f COROLLAIRE 25.9 

1 

Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension finie, soient e et / des bases respectives de E et F. Si on note 

p — dimE et q - dimF, on a : 



dim.S?(E,F) = dimlDt^p (K) = qp | 


Demonstration : En effet, deux IK-espaces vectoriels isomorphes ont la meme dimension. 

Le theoreme suivant justifie la definition du produit matriciel. Composer des applications lineaires revient a multiplier les 
matrices correspondantes. 


1 Theoreme 25. 10 V Fondamental ! Matrice de la composee de deux applications lineaires 1 

Soient 




l 

E un IK-espace vectoriel de dimension p et e = [ei, . . . 

, e p ) une base de E. 

2 

F un K-espace vectoriel de dimension q et / = (fi,... 

, fq) une base de F. 

3 

G un K-espace vectoriel de dimension r et g = (gi, . . 

. , g r ) une base de G. 

4 

ue (E, F) et ve&(F,G). 



alors : 






Matg^ (zzo zz) = Matg, 

-f{v) xMaty^e(zz) | 


Demonstration Notons : A = («;',/) = Maty^ e (zz) B = I by jn j = Matg^ (zz) et C = (c,yyj - Matg^ e (z/° u). Soient j e 

[1, P\ ef i e U, r\ . On a : (zz o zz ) (ey) = zz (zz (ey)] = v (l£ =1 a kJ /*] = Z k=1 a kij v [f k ) = Z k=l «*:,y I - =1 b i,kgi = l| =1 1 - =1 b itk a ktj gi = 

^ r i=l[^l=l b i.k a k,j)gi 

Et par identification : c k j = b j,k a k,i ce c l u ' prouve le resultat. 

Enfin, on ecrit le calcul de l’image d’un vecteurpar une application lineaire peut s’effectuer, en dimension finie, au moyen 
des matrices. 
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Proposition 25. 1 1 O Ecriture matricielle de l’image d’un vecteur par une application lineaire 

Soient : 

1 E un K-espace vectoriel de dimension /; et e - (e\ e p ) une base de E. 

2 F un K-espace vectoriel de dimension q et / = (/i f c/ ) une base de F. 

3 ueS ?(E,F). 
alors : 

Autrement dit, si Y = Maty ( u (x)), A = Maty^ e (u) et X = Mat e (x), on a : 


Demonstration Posons A = [a p j j e fXflq,p (IK), X = ^Xyj e DJlpp (K) et Y = (jy) e Tlqp (IK). On a : u(x) = xyeyj = 

Y,^_ 1 Xj u f e j J ~ Y . | xj J_ | a i,jfi = Y!--i a i,j x jfi yifi ■ Par identification, on a bien ; 


Vie[l,<?], yt=t*t.]X] 
1=1 


ce qui prouve le resultat. 

Exempt e 25.12 

- Soit deux applications lineaires 


(x,y,z) > — » (x-y, x+y + z) 


On note e la base canonique de K 3 et / la base canonique de I 


(x+y, x + 2y, x-y) 


( 1 1 1 

1 2 . 

1 

2. On ecrit maintenant Mat e ^ e (uo u) et Maty^y (zto u). On sait que 

Mat e ^ e {vou)= Mat e ^y (v) x Maty^ e (w) = 1 1 2 X ; 1 ? = 3 

U -iJ V ' VO 

et que 

Maty_y [uo v) — Maty_ e (tt) x Mat e _y (r) x — ^ x |l ^| = 

3. Donnons l’expression analytique de uo yet ito u. On utilise le theoreme 25.1 1. 


2 0 1 

3 1 2 

0 -2 -1 


2 0 1 \(x 


D’unepart 3 1 2 y = 3x+y + 2z done uo u(x,y,z) = (2x+z,3x+y + 2z,-2y-z). 

k 0 -2 -1 )[z) \ -2 y-z , 


D’ autre part 


3 2 J [yj ^3x + 2y 


et yo u[x,y] - (-y,3x + 2y). 


25.3 Matrices carrees 

25.3.1 Definitions 

Rappelons qu’une matrice est carree si et settlement si elle possede autant de lignes que de colonnes. L’ ensemble des 
matrices carrees de taille n est note DJl n (K). 


Proposition 25.12 

- (9Jt„ (K) , + , •) possede une structure d’espace vectoriel de dimension finie n 2 . 

- (9)1, ; (K) , +, x) possede une structure d’anneau unitaire (non commutatif). 

Demonstration Le premier point est un corollaire immediat des propositions 25. 1 et 25.2. On verifie facilement les axiomes d’un 
anneau pour 0)X n (K) , + , x ) . 
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Remarque 25.5 Comme (91X n (K) , +, x) est un anneau, pour deux matrices A, B £ 9JX n (K), on pourra utiliser la formule 
du binome de Newton (voir le theoreme 19.17 page 725) des que A et B commutent, c’est-a-dire des que AB = BA. 


(1 

-l 

1 ' 

10 -1 

M 

Exemple 25.13 Calculons les puissance de A = 0 

l 

-1 

. On remarque que A = I 3 + B avec B = 0 0 

- 1 

lo 

0 

1 ; 

Vo 0 

0 J 


0 0 1 ) 

On remarque aussi que B 2 = | 0 0 0 

0 0 Oj 

ecrire pour n> 2 : 


et que B 3 = 0. Comme I 3 B = BI 3 = B, on peut appliquer la formule du binome et 


A" = £ I “ I Ig _fc B fc = I 3 + nQ + — U ^ ° 2 


1 -n 

B^=|0 1 -n 

0 0 1 


Par un calcul direct, on montre que cette egalite reste correcte si n = 0, 1 d’ou le resultat. 




Definition 25.15 O Matrice d’un endomorphisme dans une base 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et e une base de E. Soit u e 5£ (E) un endomorphisme de E. On appelle 
matrice de l’ endomorphisme u dans la base e la matrice notee Mat,. ( u) et donnee par : 

Mat e (m) = Mat e <— e ( u ) 

Remarquons que Mat e (u) est une matrice carree : Mat e (u) £ 3 7t n (K). 


Proposition 25.13 Un endomorphisme est entierement determine par sa matrice dans une base 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 11 et e une base de E. Alors, V application 

0 f S£ (E) — 9Jt„(K) 

'} u ' — * Mate(tt) 

est un isomorphisme d’anneaux et d’espaces vectoriels. 

En particulier, si M e 9JX n (IK), il existe un unique endomorphisme u e 5£ (H) tel que 0 _1 (M) = u. On dit que u est 
1’ endomorphisme de E represente par M dans la base e. 


Demonstration Le fait que 0 est un isomorphisme d’espaces vectoriels est un cas particulier du theoreme 25.8. Par a illeurs, si 
u, v £ f£ (E) alors 0(mod) = Mat e (u ov) = Mat e («)Mat e (v) = 0(n) 0 (p) ce qui prouve que 0 est un morphisme d’anneaux. 

.Plan 25.2 : | Autrement dit : | 

Avec les notations de la proposition precedente, se fixant une base e de E : 

• A toute matrice A de 9Jl n (K) correspond un et un seul endomorphisme u de E dont la matrice dans la base e 
est A. 

• Reciproquement, a tout endomorphisme de E correspond une et une seule matrice de 911 „ (K) qui le represente 
dans la base e. 


25.3.2 Elements inversibles dans 9)1 n (IK), groupe GL„ (IK) 


Definition 25.16 O Matrice inversible 

On dit qu’une matrice carree A e 91l n (K) est inversible si et seulement si il existe B £ 91l n (K) tel que : 

AB = I„ et BA = I„ 

Si tel est le cas B est unique et est appelee matrice inverse de la matrice A; on la note A -1 . L’ ensemble des matrices de 
taille n est note GL„ (K). 


Demonstration : Soit B et B' deux matrices de 911,,. (IK) telles que AB = BA = l n et AB' = B'A = l n . On a done 

B = BI„ = B(AB') = (BA) B' = I„B' = B'. 


| Exemple 25.14 
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La matrice A = L ' ) est inversible. En effet, cherchons son inverse sous la forme B = | “H. Comme AB = I? on a le 

10 lj [z t) z 

x + z - 1 

y+t = 0 1 1 -it 

systeme :< qu’on resout et on trouve B = . On verifie que AB = BA = I 3 done B = A . 

z = 0 1 I 

i 

Remarque 25.6 On comprend grace a cet exemple qu’il va falloir developper des outils plus sophistiques si on 
veut montrer sans trop de calculs qu’une matrice est inversible. Ces outils seront le rang (voir paragraphe 25.5) et 
le determinant (voir paragraphe 25.6). On montrera aussi dans ce dernier paragraphe comment, grace a la notion de 
comatrice, on pourra calculer F inverse de matrices inversibles de taille pas trop grande. 

La proposition suivante permet de traduire la notion d’inversibilite entre les matrices et les applications lineaires. 


Proposition 25. 14 O Une application lineaire est inversible si et seulement si sa matrice est inversible 

Soient e et f des bases respectives des K-espace vectoriels E et F tous deux de dimension n, u e ££ (E, F) et A = 
Mat f^ e (it). Alors A est inversible si et seulement si u est un isomorphisme. 


Demonstration 

E Supposons que A est inversible. Alors il existe B e Tl n (K) tel que AB = BA = \ n . Soit v element de S£ (E,F) tel que B = 
Matg (v). On a : 

Matg^g (We) = In = BA = Mat e ^p (v)Matf^ e (u) - Matg^g (i/o u ) . 

Par consequent : vo u = Irfp. De meme. on a ; 

Mat (Wp) = I n = AB = Matf^ e (ii)Mat e ^p (v) = Matp^p [uo u ) . 

Par consequent : u°v = Irfp. On a ainsi prouve que u est un isomorphisme de E dans F d’application reciproque v. 

| <= | Reciproquement si u est un isomorphisme de E dans F alors notons v : F — *■ E son application reciproque. Posons B = 
Matg^y (u). On a : 


et 


AB = Matj^g («) Matg^y (p) = Mat [u°v) = Mat^y (Wp) = l n 
BA = Matg (n) Mat p_ e ( u ) = Matg^g [v o u) = Matg^g (We) = I n 


et done A est inversible de matrice inverse B. 


Proposition 25.15 Si E est de dimension n, GL„ (IK) et GL (E) sont des groupes isomorphes 

1 (GL„ (K) , x) est un groupe (en general non abelien). 

2 Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et si e est une base de E, F application 

Q f GL (E) — GL„ (K) 

' ) u > — * Matg (n) 

est un isomorphisme de groupe. 

Demonstration 

• 0 est bien dehnie car si u est un a utomorphisme de E alors Matg (u) est inversible. 

• 0 est un morphisme de groupe : si (u, v) e (GL (E)) 2 , alors 0 [u o v) = Mate ( u o v) = Matg (z<)Mat e (n) = 0 («) 0 (y). 

• 0 est injective car si 0 (u) = l n alors Mate («) = In et done u = Wp. 

• Enhn, 0 est surjective car toute matrice de GL ;i (K) represente un a utomorphisme de E. 

I Remarque 25. 7 Les deux demonstrations qui viennent sont typiques de ce chapitre. Pour demontrer une propriete sur 
les matrices, on la transcrit en terme d’application lineaire. Vous devez vous familiariser avec cette gymnastique. 

Exemple 25.15 On reprend la matrice A = j J de Fexemple 25.14 p. 959. 

A est la matrice, dans la base ( 1 , X) , de Fendomorphisme u de Ki [X] dans lui-meme defini par u(P) = P(X+ 1). 

II est clair que Fendomorphisme v de Ki[X] dans lui-meme defini par n(P) = P(X- 1) "defait ce que fait it" et done que 
u et v sont inverses Fun de l’autre. Done A est inversible d’apres la proposition 25. 14 p. 960. De plus A -1 est la matrice 

de v dans la base (1,X), a savoir 
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Theoreme 25. 16 W Une premiere caracterisation des matrices inversibles 

Soient A,Be 3 7t n (IK). On suppose que : 

(JT) A x B = l n 

alors A et B sont inversibles et inverses l’une de l’autre : B = A -1 et A = B -1 . 


Demonstration Soient E un espace vectoriel de dimension n. e une base de E et soit u l’endomorphisme de E represente par A 
dans la base e et v l’endomorphisme de E represente par B dans la base e. Comme AB = l n , on a : l n = AB = Mate (u) Mate (r) = 
Matg (u o f) = Mate (We)- Bar consequent : u ov = I rf E . On en deduit que d’apres le theoreme 24.30 page 912 que u est inversible 
d’ inverse v et done que A est inversible d’ inverse B. 


Proposition 25.17 Une seconde caracterisation des matrices inversibles 

AeGL„(K)<=> [VXeSD?„,i(K), AX=0 => X=0], 


Demonstration Soient E un espace vectoriel de dimension n. e une base de E et soit u l’endomorphisme de E represente par A 
dans la base e : A= Mat e (m). Soient Xe (IK) et x le vecteur de E tel que Mat e (x) =X. On a : 

AX = 0 <=> Mate (u) Mate (x) = 0 <=> Mate (u (x)) = 0. 

Si A est inversible alors u est un isomorphisme. Done AX = 0 n ’est possible que si u (x) = 0 e’est-a-dire si x = 0. Par consequent 
X = 0. Reciproquement, si AX = 0 entraine X = 0, alors u (x) = 0 entraine x = 0 et done Ker u = {0} par suite u est injectif. Comme 
u est un endomorphisme. u est done aussi surjectif d’apres le corollaire 24.29 page 912 et definit bien un isomorphisme. Par 
consequent A est inversible. 


Proposition 25.18 W 

Si A, B e (IK) sont inversibles, il en est de meme pour AB et : 



(AB) -1 =B _1 A _1 |. 

* 


Demonstration Supposons que A et B soient inversibles. II existe alors A', B ' eiSl n (IK) telles que : AA' = \ n et BB' = l n . Montrons 
que : B'A' est la matrice inverse de AB ce qui prouvera le resultat. II suffit pour ce faire de remarquer que : 


ABB' A' = A BB' A' = AA' = I n . 


Proposition 25.19 

Si A e 9Sl n (IK), t A est inversible si et seulement si A Pest. De plus, si tel est le cas : 



(‘A) - Ma" 1 ) | 






Demonstration : On a la serie d" equivalences : 

Ae GL „ (IK) <=> 3B e Wt n (IK) : AB = I„ <==> 3B e 9Jt„ (IK) : f (AB) = <==> 3B e m n (IK) : f B r A = I„ <==> f Ae GL„ (IK) . 


Exemple 25.16 On a vu au chapitre 2 que si 77 est un vecteur du plan de coordonnees (x, y) dans une base orthonormale 
directe e = (T ,7) et si Rq est la rotation vectorielle d’angle 0 e R alors les coordonnees de Rg (7t) dans e sont : - 

(cos0x + sinGy, -sin0x + cos0y) . On a done : 


Mate (Re) = 


cos0 sin0 
-sin0 cos0 


Remarquons que Rg est un automorphisme du plan, de bijection reciproque : R_g. On a par ailleurs bien : 


Mate (Rg)Mate (R_g) 


COS0 

sin0 

COS0 

-sin0 

-sin0 

COS0 

sin 0 

COS0 


Remarquons que (Mat e (Rg)) 1 = 'Mat e (Rg). Les matrices inversibles A dont la matrice inverse est egale a leur trans- 
posee : t A sont dites orthogonales. 
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BlO 22 | Camille Jordan, ne le 5 janvier 1838 a Lyon, mort le 22 janvier 1922 a Paris) 

Mathematicien Franyais. Camille Jordan est issu d’un milieu favorise. Son pere 
etait polytechnicien et sa mere etait la soeur du peintre Pierre Puvis de Cha- 
vannes. 11 fait des etudes brillantes et integre Polytechnique a la premiere place. 

II devient ingenieur du corps des mines et mene en parallele des recherches math- 
ematiques. En 1876, il succede a Cauchy comme enseignant a Pecole Polytech- 
nique. 

Ses travaux mathematiques portent sur la geometrie, (courbes de Jordan), mais 
egalement sur 1’ etude du groupe des permutations, et les series de Fourier. II 
est aussi Pauteur d’un procede de reduction des endomorphismes tellement utile 
qu’il est parfois nomme « jordanisation des endomorphismes ». Reduire un en- 
domorphisme consiste a trouver une base dans laquelle sa matrice prend une 
« forme simple ». Dans le cas de la jordanisation, il s’agit d’une matrice diago- 
nale par blocs dont les blocs sont des matrices de Jordan (voir Fexercice 25.58). 

Ce procede est en particulier important pour resoudre certaines equations dif- 
ferentielles. Ajoutons que Jordan etait repute pour Fexcentricite de ses notations. 

Il prend sa retraite en 1912. Celle ci est marquee par le deces de trois de ses huit 
enfants durant la premiere guerre mondiale. 


25.3.3 Trace d’une matrice 

Definition 25. 17 O Trace d’une matrice carree 

Soit A = {cijj) E 9J l n (IK) une matrice carree. On appelle trace de A et on note Tr (A), le scalaire : 

n 

Tr (A) = £ a u 


| Remarque 25.8 La trace de A e 9Ji„ (IK) est egale a la somme des elements diagonaux de A. 



Demonstration 

- La linearite de la trace est laissee en exercice. 

- Soient A, B e 9J l n (IK). On suppose que A= [a^j j etB = On a ;Tr (AB) = Z”_i a i,k^k,i] et Tr (BA) = Z”_i a k,i^i,k] 

et ces deux quantites sont bien egales. 

PLAN 25.3 : | En resume : Operations sur les matrices | I 

1 Si A, B e 9J lq tP (IK) et si a, p e K, alors 

fA)=A 

f (aA + pB) =a f A + p f B 
f (AB) = f B f A 

2 Si A, BeGL„ (IK), 

(AB) -1 = B _1 A _1 


( f A) -1 = f (A -1 ) 

3 Si A, B e 9Jt n (IK) et si a, p e IK, alors : 

Tr (aA+ ()B) = aTr (A) + pTr (B) 
Tr (AB) = Tr (BA) 
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25.3.4 Matrices carrees remarquables 

Matrices scalaires, diagonales, triangulaires 

Nous allons nous interesser a deux types particuliers de matrice dans cette section : les matrices diagonales et les matrices 
triangulaires. Les premieres se multiplient et s’inversent tres facilement (quand c’est possible evidemment). Avec les 
secondes, les calculs sont plus difficiles mais moins que dans le cas de matrices quelconques. 


Definition 25. 18 V Matrices scalaires, diagonales 

- Une matrice D e (K) est diagonale si et seulement si : 


V i,j e [l,nl 
(*i 


D = 


0 


j 

0 .. 

A-2 


d ir j - 0 


0 


On notera D = Diag(Ai, . . . , A 2 ) ainsi que 3> n (IK) l’ensemble des matrices diagonales de taille n. 
Les matrices diagonales de la forme Diag (A, . . . , A) ou A £ K sont appelees matrices scalaires. 




| Remarque 25.9 Une matrice A e 9)t„ (K) est scalaire si et seulement si il existe A e K tel que A = AI ;i . 


Definition 25. 19 V Matrice triangulaire superieure 

On dit que T e (K) est triangulaire superieure lorsque : 


T est de la forme : 


V/, j £ [l,u] i > j 


= 0 


(til ■■■ hn' 

0 t 2 2 


VO ... 0 tun) 


On note ST n (K) F ensemble des matrices triangulaires superieures de taille n. 


Proposition 25.21 Dimension du sous-espace des matrices diagonales et du sous-espace des matrices triangu- 
laires 

1 Le sous-ensemble des matrices scalaire de 9J l n (K) est un sous-espace vectoriel de DJl n (K) de dimension 1. 

2 Le sous-ensemble des matrices diagonales Q) n (K) de 9J l n (K) est un sous-espace vectoriel de 9Jt„ (K) de dimen- 
sion n. 

3 Le sous-ensemble des matrices triangulaires superieures ST n (IL) de 9J1,, (K) est un sous-espace vectoriel de 

n[n+ 1) 

V. 7t n (K) de dimension . 


Demonstration 

• Le fait que chacun de ces quatre sous-ensembles de (K) sont des sous-espaces vectoriels de dJl n (IK) est laisse en exercice a u 
lecteur. 

- La matrice identite engendre clairement le sous-ensemble des matrices scalaire de (IK) . Par consequent ce sous-ensemble est 

de dimension 1. 

- Les matrices elementaires 1 ^ engendrent clairement le sous-ensemble des matrices diagonales 3> n (IK) de 9Jt n (IK) . 

Comme cette famille est une sous-famille d'une famille libre, elle est libre et forme done une base de @i n (K). Par consequent : 
dimS> n (K) = n. 


De meme les matrices elementaires E; 




, engendrent le sous-ensemble des matrices triangulaires superieures 3~ n (IK) 


de 9)t (i (IK). Comme cette famille est une sous-famille d'une famille libre , elle est libre et forme done une base de 3~ n (K). II y a 
n{n+ 1) n(n+ 1) 

de telles matrices et done : dim5)j (K) = . 


Proposition 25.22 O Operations algebriques avec les matrices diagonales et les matrices triangulaires 
superieures 
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- Si Di et D2 sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont respectivement Ai ,..., \ n et p n , 

D1D2 est diagonale et ses coefficients diagonaux sont Arpi,..., A„p n . 

- Si Ti et T2 sont deux matrices triangulaires superieures dont les coefficients diagonaux sont respectivement Ai, . . . , X n 
et pi,..., p n , T1T2 est triangulaire superieure et ses coefficients diagonaux sont Aipi,..., A n p n . 

- Si N e 9Jl,i (IK) est une matrice triangulaire superieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls, alors N" = 0 ; on 
dit que N est nilpotente. 


Demonstration Exercice. 


Corollaire 25.23 9 ? Inverse d’une matrice diagonale et d’une matrice triangulaire A 

• Une matrice diagonale D = Diag (Ai , . . . , A,,) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non 


nuls. Dans ce cas : 


D 1 = Diag(Ai 1 ,...,A« 


Une matrice triangulaire superieure T e 3 Jl„ (IK) de la forme : 


est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. Dans ce cas, T 1 est de la forme : 


Demonstration 

• Soit D = DiagfAj , . . . , K n ) une matrice diagonale. Supposons que : Vfc e [1, n] , Aj. ^ 0 alors clairement la matrice Diag(Aj ,..., A n _1 ) 
est la matrice inverse de D. Reciproquement, si un des coefficients, Ai par exemple est nul. Alors, posant X = f (l,0,...,0) e 
90ln,l (IK), on a AX = 0 et X 0 donc,appliquant la proposition 25. 17, An ’est pas inversible. 

• De meme si T est une matrice triangulaire superieure telle que ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors en posant X = 
t [xl,...,x n ) e (IK), on a : TX= 0 si et seulement si : 

A 1 X 1 + fli, 2^2 + 01,3*3 + ... + a\ M x n = 0 
\ 2 X2 + a 2 ,3X3 + ... + a2,nXn = 0 


comme les Kj, pour i e [1, n] sont non nuls, ce systeme possede comme unique solution le n-uplet nul done X = 0 et appliquant 
a nouveau la proposition 25.17, A n’est pas inversible. Reciproquement, si un des coefficient, Ai par exemple est nul, alors en 
posantX= r (l,0,...,0) e (IK), on aAX = 0 efX^O done, appliquant la proposition 25.17, A n’est pas inversible. 


Matrices symetriques, antisymetriques 


Definition 25.20 9? Matrices symetriques, antisymetriques 

Soit Ae 9 Jl„(K). 

- On dit que A est symetrique si et seulement si l A — A e’est-a-dire si et seulement si : 

Vi, / e [ 1 , n\ cijj — at j 

L’ ensemble des matrices symetriques de taille n est note (K). 

- On dit que A est antisymetrique si et seulement si 'A - -A e’est-a-dire si et seulement si : 

V i, j e [ 1 , n\ ajj = - ai'j 

L’ ensemble des matrices antisymetriques de taille n est note sd n (IK) a n lignes et n colonnes. 
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Remarque 25.10 Par definition, si A= e (K) est antisymetrique, et si i e [1, rz] alors = -a,- ,- et done 
ai t i = 0. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymetrique sont done nuls. 

Proposition 25.24 

Sfn (IK) et si n (IK) sont des sous-espaces vectoriels supplementaires de 97t n (IK). De plus : 

et 




Demonstration Posons, pour tout i,j e [l,n], i < j posons F ,-j = Ejj +E jj et ff jj = Ejj -E j j ou Ejj designe la matrice 
elementaire ( i,j ). On a : 

S^ n (IK) = Vect^EijyEjj \ i,j e [l,n] ,i < y'j 


et 

sin (IK) = Vecf (|h,-j | i,j e [1, n] , i < )}j 


ce qui prouve que ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels de 9 71 n (IK). De plus, on veriGe facilement que les families 
I \ 1 n[n + 1) n{n— 1) 

\Ejj,Ejj | i, ] e\l,n\ ,i < j J et | i,j e [1, n\,i < jj sont libres de cardinal respectif et . Elies constituent 

done des bases de, respectivement, SP n (IK) et s£ n (IK) ce qui donne leur dimension. On veriGe de plus facilement que si une matrice 
est ala fois symetrique et antisymetrique, elle estnulle et done Sf’n (IK)n.c/n (IK) = {0}. Comme de plus : dim^n (IK) + dimsf n (IK) = 
dim 9Jl n (IK) = n 2 on peut afGrmer que ces deux sous-espaces sont supplementaires dans 9Jtn (IK). 


Matrices de changement de base 

Comme leur nom l’indique, les matrices de changement de base vont nous permettre de calculer la matrice d’une appli- 
cation lineaire dans des bases donnees quand on connait cette matrice pour d’autres bases. 


Definition 25.21 O Matrice de changement de base 

Soient e - {e\,...,e n ) et f — deux bases du K-espace vectoriel E de dimension n. On appelle matrice de 

passage de e a f (ou matrice de changement de base) et on note P e ^f la matrice de la famille (fi, ■■■,/„) relativement 
a la base e : 

P e— / — Mat e (/t >•••>/«) 


| Remarque 25.11 P e ^f e (IK). 



Demonstration 

1 La premiere egalite est laissee en exercice. 

2 On a. par application du theoreme 25.10 : P e ^jxPf->g = Mat e ^p (id^)x Matj^g (id^) = Mat e ^g {id^ o id^) = Matg^g ( idD = 
P e~g. 

3 Par application de la proposition precedente, on a : P e ^j = P e ^ e = l„ etPj_> e xP e ^ / = P f->f = I n Par consequent, 

P e ^f est inversible et : |p e _^j = P f^ e . 

Corollaire 25.26 00 Caracterisation matricielle de la liberte d’une famille de vecteurs 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, e une base de E et x une famille de n vecteurs de E. Alors, la famille x 
est libre si et seulement si la matrice des n vecteurs de la famille x dans la base e : Mat,, (jci, . . . , x n ) est inversible. 

Demonstration 
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h Supposons que la famille x soit libre. Comme elle est de cardinal n, elle fonne une base de e et done, appliquant la propriete 
precedente, Mat e [x\ , . . . , x n ) = P e —x est une matrice de passage de la base e ala base x et est done inversible. 

| <= | Reciproquement, si Mat e (xi,...,x n ) est inversible alors cette matrice represente un a utomorphisme u de E dans la base e 
et comme l’image d'une base de E par un automorphisme de E est une base de E, on en deduit que x est une base de E. En 
particular x est libre. 

Proposition 25.27 V Toute matrice inversible s’interprete comme une matrice de changement de base 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n et e une base de E. Alors pour toute matrice inversible A e GL„ (K), il 
existe une unique base e' de E telle que A = P e ^ e '. 

Demonstration Soit A e GL (i (IK). Les vecteurs colonnes de A sont les coordonnees d'une famille de vecteurs f dans la base e : 
A= Mate (/l , • ■ ■ .//;)• Par application de la proposition precedente, la famille f est libre et done A = Mat e (/) = Pe—f- 


Matrices de transvection et de dilatation, operations elementaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice 

On considere dans tout ce paragraphe une matrice 


f a i,i 

A = : 

V Q-n,\ 


,p ' 


1n,p J 


£ m„ lP ( do . 


/ \ ' 
Definition 25.22 O Operations elementaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice 

On appelle operation elementaire sur les lignes (respectivement sur les colonnes) de la matrice A une des operations 
suivantes : 

1 Addition d’une ligne (respectivement d’une colonne) a une autre ligne (respectivement a une autre colonne). 

2 Multiplication d’une ligne (respectivement d’une colonne) par un scalaire | non nul] , 

3 Echange de deux lignes (respectivement de deux colonnes) 


A Notation 25.17 On note, pour tous i, j e [1, n\ et tout A e IK* : 

- L <— AL; la multiplication de la ligne i par le scalaire A. 

- L; <— L i + AL j 1’ addition de la ligne AL ; a la ligne L/. 

- L i •<->• L j l’echange des lignes i et j. 

On a des notations analogues avec les colonnes. 

Nous noterons, pour tout i € [1, nj et tout j e [l, p] • E a la matrice elementaire de dJl n ,p (IK) dont tous les coefficients sont 
nuls sauf celui a l’intersection de la /-erne ligne et de la /-erne colonne et qui vaut 1. 


Proposition 25.28 O Traduction des oel en termes matriciels 

On a le tableau de correspondance : 


k 

oel 

matrice P 


1 

U — Lj + AL j 

1 72 + A.Ejj 

Matrice de transvection 

2 

Li — AL, 

I n - E n + AEn 

Matrice de dilatation 

3 

L<~L , 

In - Eii - Ejj + E ij + Eji 



qui se lit ainsi : 

Effectuer l’operation elementaire n'7c sur les lignes de A revient a multiplier A a gauche par la matrice inversible P 


Demonstration Par un calcul direct. 


Proposition 25.29 Traduction des oec en termes matriciels 

On a le tableau de correspondance : 


k 

oec 

matrice P 


1 

C i - AC/ + AC / 

Ip + AE ij 

Matrice de transvection 

2 

C i - AC i 

Ip -En + AE/f 

Matrice de dilatation 

3 

C/-C/ 

Ip - E u - Ej j + E ij + E ji 



qui se lit ainsi : 

Effectuer l’operation elementaire n'7c sur les colonnes de A revient a multiplier A | a droite | par la matrice inversible P 
Demonstration Par un calcul direct. 
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25.4 Changement de base 


25.4.1 Pour un vecteur 

Proposition 25.30 O Formule de changement de base pour un vecteur 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n. Considerons e et / deux bases de E et x e E. Alors : 



Demonstration Posons Maty (x) = ^X'.j e (IK). Mat e (x) = (X,;) e (IK) erPy^g = fayj e d7l n ,n (IK). On a : 

n n n 

x = ^ Xj./j = ^ X jej et Vie [1, 72] , ej = ^ fl; j/). 

(=1 7=1 7=1 

Par consequent : 

77 

x = X Xjej 
1=1 

n f n \ 

= EXj 

n I n \ 

= X | X a 7 J X 7 

n 

= LKfi 

7=1 

Done, par identification, on a bien : Vi e [1 , 72 ] , X( = j at,jXj . 

On peut aussi prouver ce resultat de la fagon suivante : 


Mat y (x) = Mat y ( Id e (x)) 

= Mat y^ e (We) x Matg (x) par application de 25. 1 1 
= Py^gxMate(x) 


25.4.2 Pour une application lineaire 


Proposition 25.3 1 O Formule de changement de base pour une application lineaire 

On considere : 

• e et e' deux bases du IK-espace vectoriel E 

• / et /' deux bases du K-espace vectoriel F 

et ue 5£ (E,F). On a la formule de changement de base : 



Demonstration Soit x e E ef y = m(x). Soit X = Matg(x), Y = Maty (y), X' = Mat e / (x), Y' = Maty/ (y), A = Mat et 
A' - Maty/^g i {u ). On a. par application du theoreme 25.11 ; Y = AX et Y' = A'X'. De plus, par application de la proposition 
precedente : X = P e ^ e /X' et Y= Py_ y/Y'. On a done : 

Y' = Py,_yY = Py,_yAX et Y' = A'X' = A'Pg/_gX. 

Par consequent : A'P e i^ e = P y;_ yA ce qui donne bien : A 1 = P y'^y x Mat y^g ( 22 ) x Pg^ e / . 

On peut aussi demontrer cette formule ainsi : 

A' = Maty/^g/ (77) = Maty/^g/ (Idpo 22 0 We) 

= Mat p*—f (We) x Mat y*— g ( 22 ) x Matg^g/ (We) 

= P y'_*y x Maty<_g ( 72 ) x Pg — * g/ 


25.4.3 Pour un endomorphisme 
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Proposition 25.33 O Formule de changement de base pour une forme lineaire 

Soient e et e' deux bases du K-espace vectoriel E. Si (p est une forme lineaire sur E, on a : 

Demonstration : C’est encore un corollaire immediat de la proposition precedente. 

25.4.5 Un exemple 

Soit Fespace vectoriel E = R 2 muni de sa base canonique e et les deux vecteurs f\ — (1,2), /2 = (1,3). 

1. Montrons que le systeme / = (/i,/2) est une base de E. Ces deux vecteurs ne sont pas colineaires, ils forment done 
une famille libre de R 2 . Comme dimR 2 = 2, / est forcement une base de E. On ecrit Mat e (/) = | 2 gj 

2. On ecrit la matrice de passage P e — / = | 2 gj- 

3. On inverse cette matrice en cherchant une matrice B = telle que P e — / x B = I2. On obtient un systeme et on 

trouve P f^ e - B = ^ j 

4. Soit le vecteur x = (4,1). On cherche matriciellement les coordonnees du vecteur x dans la base /. On trouve 

Mat/ (x) = P/^gMatg (x) = |_ 3 2 ^ j |^| = (^) . 

( E — * E 

5. Soit l’endomorphisme u : j ^ ^ ^ (2 x + y x y ) ' ^ es matr * ces cet en domorphisme dans les 

bases e et / : Mat e (w) = ^ | et Mat/ (u) = P/_ e Mat e (u) P e ^/ = | -i) (2 3) = (-9 -12)' 

25.5 Rang (Tune matrice 

On va developper dans cette section des methodes pratiques pour : 

1. calculer le rang d’une application lineaire a partir de sa matrice dans des bases donnees. 

2. tester si une matrice (et done si Fendomophisme associe) est inversible. 

25.5.1 Definition et proprietes 

Definition 25.23 OOO Rang d’une matrice 

On appelle rang de Ae 3 Jlq,p (K), et on note rgA, le rang de la famille constitute des vecteurs colonnes C| ,...,C p de A 
dans K q . 
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Proposition 25.34 Le rang d’une matrice est egal au rang de l’application lineaire qu’elle represente 

Soient : 

1 E un K-espace vectoriel de dimension p muni d’une base e. 

2 F un K-espace vectoriel de dimension q muni d’une base /. 

3 aesot, iP (K). 

On sait qu’il existe une unique application lineaire ue (E,F) telle que A = Maty^ e (u) alors on a : 

Demonstration Rappelons que rg u = dimVecf [u [e\ u (e p )). Pour tout i e [l,p] . notons C; le vecteur colonne de Wl p> i (IK) 
donne par : Cj = Maty [u (e,-)). Les vecteurs colonnes de A= j sont exactement les vecteurs Ci,...,C p . Notons aussi : 

& - Meet [u (ei) (e p )) c F et & = Meet (Ci,... ,C p ) e IK'?. 

Utilisant le lemme de reduction d’une famille liee, on peut extraire de la famille [u [e \) , «(e p )) une sous-famille libre b qui 
engendre encore & . Quitte a re-numeroter les vecteurs de la famille [u(e i) ,..., u (e p )), supposons que la sous-famille en question 
est : b = [u(ei) ,...,u[ei)) ou l e [l,p] . b est done une base de et rgu = l. Montrons que c = (Ci, ... , C/) est une base de ^ . 

On aura ainsi bien prouve que rgA = l = rg u. Supposons que Qq,...,a / sont l scalaires de K tels que E,j_ 1 <XjCj = 0. Alors : 

V i e [ 1, q\ , Y.' nl Uj a ij - 0. Par a illeurs : 



La famille b etant libre, ceci n ’est possible que si ai = ... = a; = 0. Done c est libre. Montrons que c est generatrice de&. II suffit 
de montrer que chacun des vecteurs C j pour j e [ / + 1 , p] est combinaison lineaire des vecteurs Ci , . . . , C/ . Mais ceci est clairement 
consequence du fait que chaque vecteur u pour j e [ / + 1, p] est combinaison lineaire des vecteurs u (ej u (e;). La famille 
c est done bien une base de C S et la proposition est alors demontree. 

Theoreme 25.35 W'? Une matrice carree est inversible si et seulement si son rang est egal a sa taille 

A e (K) est inversible si et seulement si rg (A) = n. 

Demonstration Soient e une base d’un K-espace vectoriel E de dimension n et soit u l’unique endomorphisme de E tel que : 
Matg [u] = A. On a : A inversible <=> u est un automorphisme de E <=> rgA = rg u = n. 

Proposition 25.36 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, e une base de E et (X| , . . . , x n ) une famille de n vecteurs de E. Alors 
Mate (xi, . .., x n ) est inversible si et seulement si (xi, ... , x n ) est une base de E. 

Demonstration Soit u 1 ’endomorphisme de E defini par : Mi e [1, n \ , u (e,-) = Xj . Notons A = Mat e [x\ , . . . , x n ) = Mat e (u) . On 
a : A est inversible <=> u est un automorphisme de E <=> 1’ image d’une base de E par u est une base de E. 

Theoreme 25.37 

Soit A e ‘ffSlq.p (K). On a : A est une matrice de rang r si et seulement si il existe Q e GL q (K) et P e GL p (K) telles que 
A= QJ r P ou 


r 



Demonstration 
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E Soit E un K-espace vectoriel de dimension p, e une base de E, F un K-espace vectoriel de dimension q et f une base de 
F. Soit ue ££ (E,F) l'unique application lineaire de E dans F telle que Matp^ e ( u ) = A. On a : rg u = rgA = r. Faisant comme 
dans la demonstration du theoreme 24.27, on peut decomposer E en la somme : E = Ker u ® G ou G est un sous-espace de E 
tel que u\q : G — * Imu est un isomorphisme. Par consequent, dimG = dimlmw = rg u = r. Soit [e'^, . . . , e' r ) une base de G et 

{ e r+V'"’ e p) une b ase de Ker/. e' = [e'^, , e' r ,e' r+1 e ' n ) est done une base de E et Vintage d’une base d’un espace vectoriel 

par un isomorphisme etant une base de V espace vectoriel d’arrivee, [u[e^),...,u ( e' r )) est une base de Im f qu’on peut completer 
en une base f = \u [e’l u [e’ r ),fj. +l ,...,fq j de F. On a : Mat f^ e ’ ( u ) = J,- et utilisant les formule de changement de base, 
on a : 

A= Mat f^ e [u) = P f_fi xMat ( m) xP cUe 

qui est de la forme voulue. 

E Soit E un K-espace vectoriel de dimension p et F un K-espace vectoriel de dimension q. Soit e une base de E. f une base de 
F et : 

- e’ une autre base de E telle que P e ’^ e = P. 

- f une autre base de F telle que P f—f = Q. 

Soit ueJ£ (E,F) tel que ; Mat p^ e f (u) = J r . Interpretant la formule A= QJ,-P comme une formule de changement de base, on a : 
A= Mat^^g (m). Par consequent : rgA= rgtt = rgj r . 


Corollaire 25.38 V? Le rang d’une matrice est egal au rang de sa transposee 

Pour tout A e Wl q , p (K), rg( r A) = rg(A). 


Demonstration Posons r = rgA. En appliquant la proposition precedente, il existe Q e GL,y (K) et P e GLp (K) telles que A = 
QJ,-P. Par consequent : f A = f P f J r f Q = f PJr f Q et f P e GLp (K), l Q e GL^ (K). Par consequent, appliquant a nouveau la proposition 
precedente : rg f A = r. 


Definition 25.24 Matrices equivalentes 

Deux matrices A,B e OTp.p (IK) sont dites equivalentes si et seulement s’il existe deux matrices inversibles Q e GLp (K) 
et P e GLp (IK) telles que A = QBP -1 . 


Remarque 25.13 Un corollaire du theoreme precedent est que deux matrices sont equivalentes si et seulement si elles 
ont meme rang. 


Definition 25.25 Matrices semblables 

Deux matrices carrees A, B e 9.1 i„ (IK) sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle que A = PBP -1 . 
| Remarque 25.14 Deux matrices semblables sont a fortiori equivalentes. 

| Remarque 25.15 Deux matrices semblables ont meme trace. 


25.5.2 Calcul pratique du rang d’une matrice 


Proposition 25.39 V? Deux matrices deduites l’une de l’autre par une oel ou une oec ont meme rang 

Deux matrices obtenues Pune de l’autre par une oel ou une oec sont de meme rang. 


Demonstration Soit A e 9JT ;i ,p (K) et P une matrice correspondant a une oel ou une oec. P est done inversible. Posons B = PA. Soit 
r = rg (A) . On applique le theoreme 25.37. II existe des matrices Qi e GL n (K) et Q 2 e GL p (K) telles que A = Qi L Q 2 . On a done : 
B = PQ1LQ2 = Q0DQ2 avec Qo = PQi qui est une matrice inversible de GL n (K). Par consequent, B etant de la forme Q0DQ2 °u 
Qo et Qj sont inversibles. On applique a nouveau la proposition 25.37 et on peut a ffirmer que B est de rang r. 


Lemme 25.40 V 





N 

Soit a e IK*. On a : 


r a 

* ... * 1 




rg 

0 

A' 

= 1 + rgA'. 




, 0 

) 








j 
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Demonstration Soit 



Par definition, rgA = dimVecf (Li,...,L n ) ou Li,...,L n represented les vecteurs colonnes de A. Posons F = Vecf(Lj) et G = 
Meet (L 2 ,...,L n ). Montrons que ces deux sous-espaces vectoriels de (K p sont en somme directe. Soit L= [ti,... ,f p ) e FnG. Comme 
L e F, on a : L = ALi . Comme L e G, on a aussi l\ = 0. Par consequent, en regardant la premiere coordonnee, Aa = 0, d’oit A = 0 et 

done L= 0. Done F et G sont en somme directe. On a done dimVecf (Li ,L n ) = dimF + dimG ce qui s’ecrit aussi rgA= 1 + rgA'. 

PLAN 25.4 : Application au calcul du rang d’une matrice A 

Pour calculer le rang d’une matrice, on applique le plan suivant : 

1 Si A = 0 alors rgA = 0. 

2 Sinon A possede un coefficient a non nul. Par des permutations de lignes et de colonnes, on peut supposer 
que a est en position (1, 1). En retranchant aux n— 1 dernieres lignes un multiple judicieusement choisi de la 
premiere ligne, on obdent une matrice du type : 

fa * ... * ^ 

~0 

: A' 

l 0 

et done rgA = 1 + rgA' 

3 On se ramene ainsi a une matrice de taille (n - 1) x (p - I ) sur laquelle il suffit de reiterer le procede jusqu ’a 
obtenir une matrice de taille nulle. 


fl -1 2 0 A 

Exemple 25.18 Calculons le rang de la matrice A = 0 2 1 - 1 . On a 

11-12 0 I 


fl -1 2 0 1 _ fl - 1 2 01 

rg(A) = rg 0 2 1 -1 - 3 ^ ?T 1 rg 0 2 1 -1 =l + rgL . n =2 + rg(0 0) = 2 


1-12 0 


0 0 0 0 


Proposition 25.41 Methode du pivot de Gauss 

Par une suite d’oel, on peut transformer une matrice inversible en une matrice triangulaire superieure (inversible !). 


Demonstration On va demontrer cette proposition en effectuant une recurrence sur la taille n de cette matrice. 

1 Si n - 1 la proposition est evidente. 

2 Soit n e N, n > 1. 

3 Supposons la proposition vraie au rang n - 1 et prouvons la au rang n. Soit A = [ciij j e GL n (IK) . Quitte a permuter les lignes 
de A. cette matrice etant inversible, on peut supposer que a\\ ^ 0. Par des oel, en utilisant comme pivot le coefficient a\\, 
on peut alors transformer A en une matrice B de la forme : 



et on a, par application du lemme precedent : rgA = rgB = 1 + rgA'. On applique l’hypothese de recurrence a A', on peut 
transformer A' , via une suite finie d’oel, en une matrice triangulaire. On effectue les oel correspondantes sur la matrice B et 
on la transforme en une matrice triangulaire. 

4 La proposition est alors demontree par application du principe de recurrence. 


Remarque 25.16 Grace aux operations elementaires sur les lignes et en s’inspirant de l’algorithme precedent, on peut 
calculer P inverse d’une matrice A e GL„ (IK) donnee. II suffit de suivre les etapes suivantes. 
l On juxtapose A et l n . 
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2 Grace a des oel de type 1 et 3 sur A on se ramene a une matrice triangulaire superieure. Ceci correspond a 

multiplier successivement a gauche A par des matrices Pi, . . . , P r de type 1 ou 3. La matrice triangulaire obtenue 
est P r Pi .A. On effectue ces memes oel sur I„. La matrice obtenue est P r Pi. 

3 On effectue des oel de type 2 sur P, Pi. A afin d’obtenir une matrice triangulaire dont la diagonale ne 

comporte que des 1. Ceci correspond a multiplier successivement a gauche A par des matrices Qi, . . . , Q s de 

type 2. La matrice triangulaire obtenue est Q s Qi-Pr Pi .A. On effectue ces memes oel sur I„. La matrice 

obtenue est Q s Qi-P r Pi- 

4 Enfin, a nouveau grace a des oel de type 1, on se ramene a la matrice I«. Ceci correspond a multiplier 

successivement a gauche Q s Qi-Pr Pi -A par des matrices Ri, .... R f de type 1. La matrice triangu- 
laire obtenue est R f Ri-Qs Qi-Pr Pi .A. On effectue ces memes oel sur I n . La matrice obtenue est 

Rt Ri-Qs Qi-Pr Pi- 

5 Au final, on a done R f Ri-Qs Qi-Pr Pi.A= I n . La matrice R f Ri-Qs Qi-Pr Pi est done Fin- 

verse de A. 


f 1 1 

Exemple 25.19 La matrice A =1— 1 1 

1 0 -1 

son inverse : 

1 1 
-1 1 
0 -1 

1 1 
0 2 
0 -1 

1 1 
0 2 
0 0 

1 1 
0 1 
0 0 

1 1 
0 1 
0 0 

1 0 
0 1 
0 0 

(1 0 V 

et on en deduit que A -1 = 1 1 1 . 

U 1 V 


0 est de rang 3 comme on le verifie en appliquant la methode 70. Calculons 


-1 




1 

0 

0 

0 




0 

1 

0 

1 




0 

0 

1 

-1 




1 

0 

0 

-1 

L 2 

— 

L 2 + Li 

1 

1 

0 

1 




0 

0 

1 

-1 




1 

0 

0 

-1 




1 

1 

0 

1/2 

l 3 

— 

L 3 + L 2 / 2 

1/2 

1/2 

1 

1 




1 

0 

0 

-1/2 

l 2 

«- 

L 2 /2 

1/2 

1/2 

0 

1 

l 3 

*- 

2L 3 

1 

1 

2 

0 

Li 

— 

Li + L 3 

2 

1 

2 

0 

l 2 

— 

L 2 + L 3 / 2 

1 

1 

1 

1 




1 

1 

2 

0 

Li 


Li -L 2 

1 

0 

1 

0 




1 

1 

1 

1 




1 

1 

2 


25.6 Determinant d’une matrice carree de taille 2 ou 3 


Grace a la notion de determinant nous disposerons d’un outil performant pour prouver qu’une matrice est inversible. 
Cette notion a neanmoins d’autres applications comme le calcul de Finverse d’une matrice inversible via le calcul de la 
comatrice, la resolution de certains systemes lineaires, les problemes d’orientation du plan ou de Fespace... 

Comme stipule dans les programmes des filieres PCSI, PTSI, TSI, nous nous bornerons a travailler en dimension 2 ou 3. 
Neanmoins, la plupart des demonstrations que nous allons donner sont valables en dimension ti quelconque. 

Les etudiants de la filiere MPSI devront completer ce chapitre par la lecture du chapitre 26 sur le groupe symetrique. 
Dans toute la suite, on pourra considerer que n est un entier egal a 2 ou 3 et que E est un K-espace vectoriel de dimension 
n. On commencera par expliquer ce qu’est le determinant d’une matrice, d’une famille de vecteurs puis d’un endomor- 
phisme. Nous nous interesserons ensuite a des methodes pratiques de calcul du determinant. Enfin, nous donnerons des 
applications. 
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25.6.1 Definitions 


/^Definition 25.26 Determinant d’une matrice de taille 2 ou 3 

an a\2 


On appelle determinant de la matrice A = | 

det (A) 


■ 9J1 2 (IK) le scalaire de IK, note det (A) et donne par : 


a\\ a \2 

<?21 <?22 


All <222 — <2l2<221 


a 11 a 12 a 13 

On appelle determinant de la matrice A = | <221 a 22 <223 ] e 9Jt;j (K) le scalaire de K, note det (A) et donne par : 

fl3i <232 <233 


det (A) = 


a \\ tin <213 

(221 <?22 <223 

(231 <232 <?33 


an 


1 «22 

<223 

<212 

- <221 

<213 

+ «31 

<212 

<213 1 

| «32 

<233 

<232 

<*33 

<222 

<223 | 


flllfl22fl33 + <212<223<Z31 + <213<<21<Z32 ~ «31«22<2l3 _ <232<223<211 ~ (233(221(212 

qui se calcule avec la regie de Sarrus. Voir remarque 3. 14 p. 125. 



Exemple 25.20 

- detl2 = 1, detl3 = 1. 

- Plus generalement, le determinant d’une matrice triangulaire est egal au produit de ses coefficients diagonaux. 


25.6.2 Proprietes 


Theoreme 25.42 O Proprietes du determinant d’une matrice 

Soient A, Be SET X n (IK) 


1 ^et(0gj^(K))^0j. 

2 

3 ^leUAA^^'MeUAj ou A e K. 

4 j^IeUAB^^ieUAD^ieUBj 

5 Caracterisation des matrices inversibles : 

A e Gh n (IK) <=> det (A) ^ 0 I. 


Autrement dit : le determinant d’une matrice in- 
versible est inversible 


6 Si A est inversible alors 


^ie^A^^ieUAj 


det ( A-1 ) = ^caTI - 


Demonstration Ces proprietes se demontrent pour la plupart par des calculs directs. Prouvons par exemple les points 5 et 6 
. Soit Ae GL (i (IK) une matrice inversible. Alors AxA -1 = I n et d’apres les points 2 et 4, det (A) det (A -1 ) = 1 done det(A) ^ 0 
et det (A -1 ) = . La reciproque sera une consequence du corollaire 25.45. En effet, A peut etre vue comme la matrice d’une 

certaine famille de n vecteurs dans un espace de dimension n dans une base e fixee. Dire que det (A) ^ 0 revient a dire que cette 
famille est libre et done que la matrice A qui les represente dans la base e est inversible. 


25.7 Determinants d’ordre 2 ou 3 d’une famille de vecteurs 

25.7.1 Definition 
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/Definition 25.27 Determinant d’ordre 2 et 3 d’une famille de vecteurs "'N 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base e = (ei,..., e n ). 

- Si n — 2, on appelle determinant dans la base e des vecteurs Vi et V2 de E et on note det,. (Vi, V2), le determinant de 
la matrice formee par la famille (Vi,V2) dans la base e : Mat,. (Vi,V2) : 


det(Vi,V2) = detMat e (Vi,V2) 


En particulier, si : Vi = X\\e\ + Xi2e2, V2 = X2iei + Xi2^2 alors : 

A , I X 11 *21 I 

det(Vi,V 2 )= = X11X22-X12X21 

e | X12 X22 | 

- Si n — 3 , on appelle determinant dans la base e des vecteurs Vi, V2 et V3 de E et on note det,, (V 1 , V2, V3), le determi- 
nant de la matrice formee par la famille (Vi,V2,V3) dans la base e : Mat,. (Vi,V2,V3) : 

det(V 1 ,V 2 ,V 3 ) = detMat e (Vi, V 2 , V 3 ) 

e 

En particulier, si : Vi = Xnei + Xi 2 e 2 + Xi 3 e 3 , V 2 = x 2 iei + x 2 2 62 + x 2 3 63 et V 3 = x 3 iei + x 32 e2 + x 33 e 3 alors : 


det(Vi,V 2 ,V 3 ) 

e 


Xll 

X21 

X31 

X12 

X22 

X 32 

X13 

X 23 

X33 


- X11X22X33 + X12X23X31 + X13X21X32 - X31X22X13 - X32X23X11 - X33X21X12 

V qui se calcule avec la regie de Sarrus. 




Remarque 25.17 

- Le determinant introduit dans les chapitres 2 et 3 est celui dans les bases canoniques respectives de IR 2 et R 3 . 

- Le determinant d’une matrice carree definie dans le paragraphe precedent est le determinant de ses vecteurs colonnes 
dans la base canonique de K n . 

25.7.2 Proprietes 

/Proposition 25.43 Le determinant de deux ou trois vecteurs est une forme multilineaire alternee \ 

Soit e une base du K-espace vectoriel E. 

- Si n — 2, le determinant est une forme bilineaire et alternee : pour tout u, U\ , 112, v, V\. i>2 e E et pour tous scalaires 
A-i, A2, on a : 

1 Le determinant est une forme bilineaire : 


det(w, Ai t/i + vo ) = At det(w, z/i) + A2 det(w, V2) 



det(Ai u\ + A2M2, v) = Ai det(wi, v ) + A2 det(z/2, v) 

e e e 


2 Le determinant est alterne : 

det ( v, u) - - det ( u } v) I 

e e \ 

- Si n — 3 , Le determinant est une forme trilineaire et alternee : pour tout u, u \ , 112, v, v \ , V2 , w, w \ , W2 e E et pour 
tous scalaires Ai, A2, on a : 

1 Le determinant est une forme trilineaire : 


det(w, v,X\ vw\ + \2iv2) = Ai det(«, v, wf + A2 det(w, v, W2) 

e e e 


2 Le determinant est alterne : 


det(u, v, w) = - det(u, u, w) — det(t/, w, u) = - det(w, v, u) I. 
e e e e \ 



det(Ai iii + A2M2, v, w ) = At detfizi, v, w) + A2 det(z/2, v, w ) 



det(w, Ai ui + A2U2, tv) - Ai det(zz, V\ , w) + A2det(u, V2, w) 

e e e 
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Demonstration Par un calcul direct. 


Remarque 25.18 

On suppose que n - 2 ou 3. Soient xi,...,x n £ E. Si deux des vecteurs de cette famille sont egaux alors det ( > (X| , . . . , x n ) = 
0 . 

25.7.3 Formule de changement de base 


Proposition 25.44 O Formule de changement de base 

Soient : 

- E un K-espace vectoriel de dimension n. 

- e = (ei, . . . , e n ) une base de E. 

- e' = e' n ) une autre base de E. 

- 5? = (jq, x n ) une famille de n vecteurs de E. 

Alors : 

det(xi,...,x„) = det(ei,...,e„) x det(xi x n ) 

e' e' e 

\ 


Demonstration On a : 


det(xi ,...,x n ) 
e' 


det (Mat e / [x\ x n )) 

det(P e ^g/ xMatg (xi,...,x„)) 

det (Mat e / (e) x Mate (xi , . . . , x n )) 

det(Mat e / (e)) x det (Mate (xi,...,x n )) 

det(e) x det(xi,...,x n ) 
e' e 


Remarque 25.19 En remplagant x par e' dans cette derniere formule, on obtient : 

1 = detfe'l = det(e) x det(e') 

e' e' e 


Corollaire 25.45 WO Caracterisation des families libres via le determinant 

Soient : 

- E un K-espace vectoriel de dimension n. 

- e-(e\ e n ) une base de E. 

- ={x\ x n ) une famille de n vecteurs de E. 

Alors 5? est libre si et seulement si det e {x\ x n ) ^ 0. 


Demonstration 

E Supposons que 5/ soit libre. Alors comme 5/ est de cardinal n = dimE, 5/ forme une base de E. Par consequent. Mate 050 
est inversible et det e (.50 = det Mate (S e ) ^ 0. 

| <= | Reciproquement, supposons que 5? soit liee, alors, quitte a re-numeroter les vecteurs de la famille 5? , on peut supposer que 
x\ est combinaison lineaire des vecteurs : X2,...,x n , c’est-a-dire qu'il existe a 2 ,...,a n tels que : x\ = a2 x 2 + ••• + et n x n . On a 
done 


det(xi,x 2 ,...,x„) = det(a 2 X 2 + ... + a n x„,x 2 ,...,x„) = a 2 det (x 2 ,x 2 ...,x n ) + . .. + a„ det(x„,x 2 x„) = 0 

e e e e 

par application de la remarque 25. 1 8 p.975. Done det e ( 2 ?) est nul. 


Proposition 25.46 OOO Caracterisation des families bees via le determinant 

Soient : 

- E un K-espace vectoriel de dimension n. 

- e = (ei, . . . , e n ) une base de E. 

- 5? — (xi, . . . , x n ) une famille de n vecteurs de E. 

Alors S? est liee si et seulement si det e (jci, x n ) - 0. 


Demonstration Par contraposee de la proposition precedente. 
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25.8 Determinant d’un endomorphisme 

25.8.1 Definition 

Proposition 25.47 O Determinant d’un endomorphisme 

Soient : 

- E un K-espace vectoriel de dimension n. 

- e- (ei,...,e n ) une base de E. 

- u un endomorphisme de E. 

Le scalaire dot,, (u(e\) , . , u (e n )) est independant de e et est appele determinant de l’endomorphisme u. On le note 
det(u).. 

Demonstration Soit f une autre base de E. On a : Maty (u) = Py_ e x Mat e (u) x P e ^f. Par consequent, 
det (u (/i) , u[fn)) = det ^Maty (w)j = detjPy^,, x Mat e (u) x P e ^yJ 

= det ^P f ^ e j det (Mat e (u)) det ^P p _y j = det (Mat e (w)) 
carP^y = [Py-e] 1 et done det (P e -y) = (det (Py^ e ]j \ 

| Remarque 25.20 Si u est un endomorphisme de E et que e est une base de E, on a : det(u) = det(Mat e (u)). 

25.8.2 Proprietes 


1 Theoreme 25.48 WV Proprietes du determinant d’un endomorphisme 



Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, u, v des endomorphismes de E. On a : 


l 

det[ 0^(E)) = Oik |* 5 Caracterisation des automorphismes de E : 

2 

det (We) = Ik | 

u e GL (E) ^=> det (u) ^ 0 | || 

3 

det (Aw) = A" det (w) | ou A e K est un scalaire. 



4 

det(wo v) = det(w) x det(u) |. 6 Si u e GL (E) alors 

det (“ -1 )=d^M |' 






Demonstration C’est un corollaire immediat du theoreme 25.42 et de la remarque preceden te. 


25.9 Methodes de calcul du determinant 

On se restreindra dans cette section aux determinants des matrices carrees, le determinant d’une famille de vecteurs ou 
d’un endomorphisme s’en deduisant. 

25.9.1 Operation sur les lignes et les colonnes 

Les proprietes qui suivent decoulent directement des proprietes des formes /t-lineaires alternees : 


Theoreme 25.49 O Calcul d’un determinant par des oel et des oec 

1 Un determinant qui a deux colonnes identiques est nul. 

2 Un determinant qui a une colonne combinaison lineaire des autre s colonnes est nul. 

3 Un determinant dont une colonne est formee de 0 est nul. 

4 On ne change pas la valeur d’un determinant en ajoutant a une colonne une combinaison lineaire des autres 

colonnes. 

5 Si on multiplie par A une colonne d’un determinant, on multiplie par A la valeur de ce determinant. 

6 Quand on permute deux colonnes d’un determinant, on change son signe. 

7 Comme le determinant d’une matrice est egale a celui de sa transposee, les 6 phrases precedentes restent vraies 
si on remplace le mot "colonne" par le mot "ligne". 
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Demonstration Demontrons par exemple le point 4. On suppose que la matrice A e 2)X n (IK) est composee des vecteurs colonnes 
C\,...,C n Soient i e [1, w] , aj,... des scalaires de IK. On a : 

det (A) = det (Ci ,...,C n ) = det (Ci,. ..,C n ) + det |Ci,...,C,_ ll Y (*jfcCjfc,C,- +1 ,...,Cn I 

\ k=l,W I 

=0 en raison du second point 

= det [ Ci C,-_i,Ci+ Y a k C k ,C i+ i,...,Cn\ 

\ k=l.k^i I 

I Exemple 25.21 Calculons 


1 

3 

1 

1 

3 1 

1 3 1 

1 

2 

0 

1 . 2 - L 2 -L 1 

2 0 = 

0 -1 -1 

0 

1 

2 

0 

1 2 

0 1 2 

1 

1 

2 




2 

3 

1 

= 0 car la troisieme ligne est nulle. 

0 

0 

0 




2 

1 

4 




1 

1 

2 

= 0 car L 3 = Li 

+ l 2 . 



I | 3 2 6 | 

25.9.2 Developpement d’un determinant suivant une rangee 


Proposition 25.50 2) 

Soit A e 9Jl„ (IK) une matrice de la forme : 



Demonstration Par un calcul immediat en utilisant la definition d'un matrice de faille 2 ou 3. 

Definition 25.28 2? matrices triangulaires 

On appelle matrice triangulaire inferieure toute matrice A e 2)1 n (IK) verifiant VI < j, cijj = 0. 

On appelle matrice triangulaire superieure toute matrice A e 2)1 n (IK) verifiant V i > j, cii j - 0. 

Soit L (resp. U) Fensemble des matrices triangulaires inferieures (resp. superieures). L et U sont des sous-espaces- 
vectoriels de 2)1 n (K), et (IK) = L + U. Ln U est l’espace vectoriel des matrices diagonales. 

Corollaire 25.5 1 K 1 Le determinant d’une matrice triangulaire est egal au produit de ses elements diagonaux 

Soit A = (fljj) e 9J!„ (IK) une matrice triangulaire : Alors : 

n 

detA = Y\ a kk 
k= 1 


Demonstration Immediat par un calcul direct (si n = 2 ou 3) ou en utilisant la propriete precedente. 
Exemple 25.22 On va calculer, sous forme factorisee : 



a-b-c 2 a 

2 a 


a 

b 

c 


be 

ca 

ab 

1 . 

2b b-c-a 

2b 

3. 

c 

a 

b 

5. 

a 

b 

c 


2c 2c 

c- a-b 


b 

c 

a 


1 

1 

1 


1 + Cl Cl Cl 



1 

a 

a 2 




2 . 

b 1 + b b 


4. 

1 

b 

b 2 





c c 1 + c 



1 

c 

c 2 





ou a, b, c sont trois complexes. 
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1 . On commence par additionner toutes les lignes, disons dans la troisieme : L 3 - — L 1 +L 2 + L 3 On peut mettre 
[a + b + c) en facteur. 

a—b—c 2 a 2 a a—b—c 2a 2a 

2b b-c-a 2b ={a+b+c) 2b b-c-a 2b . On effectue 1 1 3 : 

n „ „ „ r , , , O2 < — O2-O3 


a-b- c 

2 a 

2 a 


a-b- c 

2 a 

2 a 

2b 

b- c- a 

2b 

= (a+b+ c) 

2b b 

-c-a 2b 

2c 

2c 

c- a-b 


1 

1 

1 

a-b- c 

2 a 

2 a 


-(a+ b+ c) 

0 

2b 

b- c- a 

2b 

= (a+b+ c) 

0 

- {a + b + c) 

2c 

2c 

c- a-b 


0 

0 


2. En procedant de la meme facon : 
I 1 + a a a I 


1 + a 

a 

a 

1 

0 

a 

= (1 + a+ b+ c) b 

1 + b 

b 

— (1 + £Z+Z?+C) 0 

1 

b 

1 

1 

1 

0 

0 

1 


3. La encore : L 3 * — Li + L 2 + L 3 On peut mettre (a+b+c) en facteur. 
I a b c I label \ a bj ci 2 


= [a + b + c) 

a b c 
cab 

= (a+b+ c) 

a bj cj 2 
c aj bj 2 

- (a + b+ c) 

a+bj + cj 2 bj cj 2 
c+ aj + bj 2 aj b j 2 


1 1 1 


1 j j 2 


0 j j 2 


1 be 1 b- c c 

{a+b+ c){a + bj + cj 2 ) j a b — [a + b+ c)(a + bj + cj 2 ) j a-b b = {a+b+ c){a + bj + cj 2 )[a-b + 

Oil 001 

cj - bj) - {a + b+ c)(a+ bj + cj 2 ) ( a + bj 2 + cj) . 

C r , Ll * Ll - L3 


4. On effectue 

l a a 2 

1 b b 2 

1 c c 2 


L2-L3 • 



1 

1 

<3 

O 


0 

1 

a+ c 

= 

0 b-c b 2 - c 2 

= (a- c)[b- c) 

0 

1 

b + c 


1 c c 2 


1 

c 

c 2 


bc-ab ca-ab ab 


-b -a ab 

a- c b- c c 

= [a- c)(b- c) 

1 1 c 

0 0 1 


0 0 1 


Definition 25.29 V Mineur,cofacteur 

Soit A = [at]) £ D)l n (IK). 

- On appelle mineur d’ indice (/,/) le determinant A de la matrice obtenue en supprimant la i-eme ligne et la /-eme 
colonne de la matrice A. 

- On appelle cofacteur d’ indice ( i,j ) et on note A,j le scalaire A ,-j = (-l ) i+ - 7 Ajj. 
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25.10 Applications 
25.10.1 Colinearite de deux vecteurs du plan 
Proposition 25.53 O Caracterisation de Palignement de trois points du plan 

Soit &(0, e\,e 2 ) un repere du plan, e = ( ei,e 2 ) forme done une base du plan. Soient Mo (xo,yo), Mi (xi,yi), M 2 (x 2 ,y 2 ) 
trois points distincts du plan. Alors, Mo, Mi, M 2 sont alignes si et seulement si 


1 

1 

1 

Xq 

Xi 

x 2 = 0 

yo 

y 1 

y2 


Demonstration On a ; 



1 1 1 

Xq X\ X 2 =0 

yo yt y2 

- 

1 0 0 

xq x\ - xq X 2 - xq =0 par des operations sur les colonnes 

yo yi - yo yi- yo 



\ xi -xq X2~xn \ n ,, , . , ., 

= 0 par developpement suivant la premiere ligne 

1 yt - yo y2 - yo 1 

det ^MoMi,MoM 2 j = 0 


<=> 

les vecteurs M 0 M 1 et M 0 M 2 sont colineaires 



les points Mg, Mi, M 2 sont alignes 

25.10.2 Inversion de matrice 



Definition 25.30 O Comatrice 

Soit A = J e 9.1i„ (IK). On appelle comatrice de A et on note Com (A) la matrice des cofacteurs de A : 


Vi, j £ [1, n] , [Com (A)] y = Ay = (-l) i+; ' Ay 



Demonstration Notons, pour tout i,j e [l,n], bjj = (-1) !+ I Ay etposons B = j e (IK). Soit i,j e [1, n], on a . 


det (A) si i = j 
0 sinon 


Exempt e 25.23 
-S°i‘ A =(_3 2 

K :!) 


[A f B] ; ., = ^ a ik b jk = £ a ik i-l)i +k A lk -- 
k= 1 fc=l 


Comme det(A) = -1, A £ GL 2 OR). On calcule Com(A) = L J et A - (Com(A)) = 


- Soit A = 0 1 1 . On calcule det (A) = 3 done A £ GL 3 (0?) . On calcule alors Com (A) = -2 4 - 1 et A 1 = 


-1 -1 1 


(2 - 2-1 
-^/(Com(A)) = ± -1 4 -1 
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I Remarque 25.21 On comprend apres ces quelques calculs les limitations pratiques de cette methode. En dimension 2 
et 3 les calculs restent faisables mais ils deviennent tres lourds des que n S 4 si la matrice ne possede pas beaucoup de 0. 

25.10.3 Orientation du plan et de l’espace 

Definition 25.3 1 O Bases de meme sens, de sens contraire 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 ou 3. Soient e et e' deux bases de E. On dit que : 

- e et 9 sont de meme sens (ou ont meme orientation) si et seulement si det e (<?') > 0. 

- Sinon, on dit que e et e' sont de sens contraires (ou n’ont pas la meme orientation). 


Definition 25.32 O Orientation 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension 2 ou 3. Orienter E revient a choisir une base e de E. Si e' une autre base de 
E, on dit qu’elle est directe si elle est de meme sens que E et indirecte sinon. 

Exemple 25.24 On oriente E = IR 2 en prenant la base canonique e. La base donnee par e' — ((1, 1) , (1,-1)) est indirecte. 
En effet : 


25.11 Systemes lineaires 

On termine ce chapitre par une etude des systemes lineaires. 


25.11.1 Definitions 


Definition 25.33 V Systeme lineaire a n equations et p inconnues 

Soient 


( a l,l 



' b\ ^ 


; 

£ (K) et B = 


{ a n,l 

tin, p / 


< bn J 


A = 


On considere le systeme lineaire a n lignes et p inconnues (29) donne par : 

flpiXi + Hl. 2^2 + * ‘ ‘ + Cl\,pXp — b\ 

( 3 ^)= ' 




. fl//,lXi + Cl/i, 2%2 + * * * + ein.pXp — bn 

Resoudre ce systeme consiste a determiner Fensemble 29 de tous les p-uplets [x\ , . . . , x p ) e ¥J‘ verifiant (■'/'). 

Le vecteur b — {b\,...,b n ) s’appelle le second membre du systeme [£?). 

On appelle systeme homogene associe au systeme (.9'), le systeme obtenu lorsque b- 0. On le note (.Ko) et on 
note & o Fensemble de ses solutions. 

A s’appelle la matrice du systeme (29). 

rgA s’appelle le rang du systeme et est note rg(^). 

On dit que le systeme est compatible si Fensemble de ses solutions est non vide. 


25.11.2 Interpretations 

La comprehension des differentes interpretations qu’on peut avoir d’un systeme lineaire est un bon test de votre com- 
prehension de l’algebre lineaire. 


Interpretation vectorielle 

Notons Ci = (flu, ... , fl,ii) ,...,Cp = [ci\p,... , dnp) £ K" les p vecteurs colonnes de A et b- (hi,... , b n ) le second membre 
de (,9). On a : 

[xi ,...,Xp) e K^ est solution de (29) X 1 C 1 + . . . x p C p - b 

Done : 

- Le systeme est compatible si et seulement si be Vect[Ci,...,Cp). 

- rg(29) — rg({Ci C p }). 
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Interpretation matricielle 


( Xl 


Notons X = 


eOT 


p, 1 I 


On a : 


V x P J 


( x\ x p ) e K p est solution de (9) <=> AX = B 


Interpretation en termes de formes lineaires 


Notons E = K P , e la base canonique de E et Li = ( an,...,aip ) ,...,L n = [a n i, . . . , a np ) £ K p les n vecteurs lignes de A. 
Soient <pi,...,cp„ n formes lineaires surE telles que : 

Vi £[!,«], Mate (rp?) = L,; 


On a : 


(xi , . . . , Xp) e K p est solution de (9o) 
Vi e [1, n} , (pi[xi,...,Xp) -0 

n 

(x\,...,x p ) e p| Kerip,- 


Interpretation en termes duplications lineaires 


Considerons E = ¥J‘ et F = IK" munis de leurs bases canoniques respectives e et /. Soient u e ££ (E,F) l’unique application 

I Xi 

lineaire de E dans F telle que Mat f^ e (u) — A et x le vecteur de E tel que Mat e (x) = : 

k x p j 


On a : 


(xi , . . . , Xp) e K p est solution de (9) u(x)-b 


Done : 

- Le systeme (9) est compatible si et settlement si b e Im (it). 

- Si u est injective et si le systeme (9) est compatible alors Fensemble des solutions de {.9'} ne possede qu’un et un seul 
element. 

- Si u est surjective, le systeme (9) est compatible. 

- Si u est a la fois surjective et injective alors Fensemble des solutions de (.9) ne possede qu’une et une seule solution. 


25.11.3 Structure de l’ensemble des solutions 


Theoreme 25.55 O Structure de Fensemble des solutions de F equation homogene 

Soit (9) un systeme lineaire a n equations et p inconnues. L’ensemble des solutions du systeme homogene (.'9 ) ) 
associe a (9) est un K-espace vectoriel de dimension p — rgLS^). 

Demonstration Soit u : K p — > IK" V application lineaire representee par A dans les bases canoniques de IK" et IK p . Soit x = 
(xi,...,Xp) e IK P . x est solution de (9 q) si et seulement si u(x) = 0 e’est-a-dire si et seulement si x e Kent. Par consequent 
(9 q) = Kertt. Ceci prouve a la fois que (9 q) est un sous-espace vectoriel de IK P mais aussi que, d'apres la formule du rang, 
dim (9 0 ) = dim Ker u = dim IK P - rg u = p - rg9 . 


Theoreme 25.56 T Structure de Fensemble des solutions de (-9) 

Soit S Fensemble des solutions du systeme lineaire (9). 

1 Si le systeme [9) n’est pas compatible alors -9 — 0. 

2 Sinon, alors il existe une solution particuliere xq de (9) et on a alors : 

5? - x 0 + 9b = {x 0 + x e K p | x e So} 


Demonstration Supposons que le systeme (9) soit compatible, alors 9^0. Soit xq e 9 . On a : 

xe.9 <=> u (x) = b <=> m (x- xq) = 0 <=> x- xq e Ker u = 9q <=> x = xq + 9q 
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25.11.4 Cas Particulier : Les systemes de Cramer 


Definition 25.34 V Systeme de Cramer 

Un systeme de n equations a n inconnues de rang n est dit de Cramer. 

| Remarque 25.22 Matriciellement, un systeme de Cramer s’ecrit AX = B ou A e GL n (K) et B e Wing (K). 


Proposition 25.57 V Resolution matricielle d’un systeme de Cramer 

Un systeme de Cramer possede une et une seule solution qui s’ecrit matriciellement : X = A - 1 B. 

Demonstration A etant inversible, la proposition est immediate. 


Proposition 25.58 O Formules de Cramer 

Si {2?) est un systeme de Cramer d’ecriture matricielle AX = B, l’unique solution de (.'/') est le n-uplct (x\ ,..., x n ) tel 
que : 

Viell.nl, 

ou A,- est la matrice obtenue en rempla 5 ant la /-erne colonne de A par B. 



Demonstration Soit [X\ ,...,x n ) V unique solution de (S*) alors si C\,...,C n designent les vecteurs colonnes de A. on a : 
Xjl-i ^fcCfc = B. Par consequent, pour tout i e [1, n], on a : 

n 

det (Ci C/7.) = ^ x fc det(Ci > ...,C,-_ 1 ,C fc ,C/ +1 ,...,C„) 

k=l 

= x\ det (Ci , . . . , C j_i , Cj , Cj+i , . . . , Cn) = x,- det (A) 

d’ou le resultat. 



25.11.5 Methode du Pivot de Gauss 

I Remarque 25.24 Si un systeme a n equations et a n inconnues est sous forme triangulaire (c’est a dire si la matrice A 
correspondante est triangulaire et sans zero sur la diagonale) alors il est de Cramer. En effet, la matrice A est inversible. 

Methode : Resolution d’un systeme de Cramer par la methode de Gauss 

Soit {5?) un systeme de Cramer d’ecriture matricielle AX = B. La methode du pivot de Gauss consiste, en utilisant des 
oel a transformer la matrice A en une matrice triangulaire superieure en effectuant les memes operations sur la matrice 
colonne B. Le systeme correspondant est alors equivalent au systeme initial et possede done le meme ensemble solution. 

( x +2y +3 z = 1 

La descente : < —x -3 y +5z = 2 

( x +y +z — — 1 

On fait apparaitre des zeros : coefficients de x dans les deuxiemes et troisiemes lignes. On ne touche pas a la premiere. 

) x +2 y +3 z = 1 

—y +8 z — 3 L .2 * — L 2 + Li 

y +2 z = 2 L 3 * — L 3 - Li 
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Ces operations sur les lignes se traduisent par des multiplications a gauche par des matrices. II suffit de voir le resultat sur 
la matrice I3. Done il s’agit de la matrice 


Gi 


1 0 0 

1 1 0 

-1 0 1 


Autrement dit 


ou encore 


f 1 

0 

O' 

( 1 

2 

3' 

P 

2 

3' 

1 

1 

0 

x -f 

-3 

5 

= 0 

-1 

8 

-1 

0 

1 / 


1 

l. 

Vo 

1 

2 


f 1 

0 

ov 

( 1 

2 

3 

1 ' 

f 1 

2 

3 

V 

1 

1 

0 X -1 

-3 

5 

2 

= 0 

-1 

8 

3 

-1 

0 

1 J 

ll 

1 

1 

-l y 

Vo 

1 

2 

2) 


On continue de «sculpter» le systeme (ou la matrice A obtenue en soudant les matrices A et B) pour faire apparaitre un 
zero : le coefficient de y dans la troisieme ligne. 


Cette fois 


) x +2y +3 z 

-y +8 z 

10z 


1 

3 

5 L3 •• — L3 + L2 


n 0 0 
g 2 = 0 1 0 
\o 1 1 


II ne reste plus qu’a remonter : On trouve successivement z=\,y= 1 et jc = -|. 

II est a remarquer que Gi et G 2 sont inversibles. Pour trouver leurs inverses, il suffit de defaire ce que faisaient ces matrices, 

f Li < — Lj 

Pour Gj 1 : < L 2 < — L 2 - Li . 

I L3 * — L3 + Li 

Done 


( 1 

0 

O' 

fl 

0 

O' 

-1 

1 

0 

De meme G 2 1 = 0 

1 

0 

1 

0 


Vo 

-1 

lj 
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25.12 Exercices 


25.12.1 Operations sur les matrices 


Exercice 25.1 

Soient les matrices : 


V 


f -1 

0 

1 1 [ 

1 

1 

1 ' 

0 

2 

-1 et B = 

-1 

0 

2 

V -2 

1 

0 J l 

2 

-1 

2 


1. Calculer : AB et BA. 

2. Calculer : '(AB) et f B, ' A et 'B'A. 

3. Calculer : Tr (A), Tr (B), Tr (AB) et Tr (BA). 

4. Developper :(A + B) 2 . 


Solution : 



f 1 -2 1' 


f - 3 3 O' 


1. AB = 

-4 1 2 

et BA = 

-3 2 -1 

. On remarque que AB ^ BA. 


. -3 -2 0 , 


,-60 3 , 




' 1 -4 

-3 ' 


' 1 

-1 

2 ' 


r - 1 

0 

-2 ' 


^ 1 

-4 

-3 ' 

2. f (AB) = 

-2 1 

-2 

, t b = 

1 

0 

-1 

, r A = 

0 

2 

1 

et'B f A = 

-2 

1 

-2 


, 1 2 

0 . 


, 1 

2 

2 . 


, 1 

-1 

0 . 


, 1 

2 

0 , 


3. Tr (A) = 1, Tr (B) = 3, Tr (AB) = 2 et I t (BA) = 2. On a bien : Tr (AB) = Tr (BA) 

4. (A+ B) 2 = A 2 + AB + BA+ B 2 / A 2 + 2AB + B 2 car AB ^ BA. De maniere plus generate, la formule du binome tie 
s’ applique pour developper (A + B)" que si A et B commutent. 


Exercice 25.2 

Calculer lorsque cela est possible les produits AB et BA : 

1. 3 

( 1 0 1 

0 1 
1 2 
l -1 1 

2 . 

( 1 

A = ( 1 ) et B = 0 

l 1 


A = 


-10 11 
2 10 0 


et B 


r - 1 1 

A = ( 1 1 1 l) et B= g 

, 1 , 


Solution : 


1. 


2. 


3. 


' -1 0 1 1 ' 

I —1 3 1 2 10 0 

AB = et BA = 

\ 2 1 j 3 2 11 

k 3 1 -1 -1 , 

Le produit AB n ’est pas possible. Par contre : BA = B. 

' -1 -1 -1 -1 ' 

1111 


AB = ( 1 ) et BA = 


V 


0 

1 


0 0 
1 1 


0 


Exercice 25.3 W 

1. Soient i,j, k, l e [1 ,nj et E jj, E les matrices elementaires de 931 n (K) correspondantes. Calculer E, j x E^/. 
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2. Soit une matrice A £ Wl n (M) . On suppose que A commute avec toutes les matrices diagonales. Montrer que A est 
une matrice diagonale. 

3. Trouverles matrices A £ 9Jt fi (IR) qui commutent avec toutes les matrices symetriques. 


Solution : 

1. On verifie facilement que E ij x E k e = 

2. Notons A - ((a^-))- Soit k £ [1, n]. Comme A commute avec la matrice Ekk, on a 

n n 

AE fcfc =XX 

i=lj=l 

et 

n n 

E JcfcA = a ijEijEkk — X X a ij^kkEij 
i=l y=l 

et done 

n n 

X Q-ikfiik = X a kjEkjt 

i = 1 ]= 1 

Ceci pour tout indice 1c. 

Comme le membre de gauche est une matrice nulle sauf peut-etre sur la k-ieme colonne et le membre de droite, 
une matrice nulle sauf peut-etre sur la k-ieme ligne. On en deduit que pour i ^ k, - 0 et done que A est une 
matrice diagonale. La reciproque est claire. 

3. Soit une matrice A = (( aij )) qui commute avec toutes les matrices symetriques. Soit k £ [[1, n]}. La matrice K^- est 
symetrique, et on calcule 

n n n n n 

AE kk~ X X a ij^ J i]^ J kk — X X a ij^ > jk^ik — X a ik^ik 

i=lj=l (= 17=1 (=1 

n n n n n 

EfcfcA= X X ^iyEfcfcE/j — X X a ij^kiEkj — X a kj^kj 

i=l;=l i=l 7 =l 7=1 

Par consequent, les coefficients de la matrice AEkk sont nuls, sauf sur la k-ieme colonne ou ce sont les coefficients 
de la k-ieme colonne de la matrice A. De me me, les coefficients de la matrice H 7 - 7 -A sont tous nuls sauf sur la k- 
ieme ligne, ou Lon retrouve les coefficients de la matrice A. Puisque AEkk = E^A, on en deduit que V(i, k) e 
[I, n]] 2 , i k => dik = aid = ()[< . La matrice A est done necessairement une matrice diagonale : A = £” =1 d,E,,-. 
Considerons ensuite pour (k,£) e [[ 1 , n]] 2 , k^ (.,1a matrice symetrique S = Ekk + E^. On calcule 

n n 

AS = X di'Ej/Ejfcf + X d/EffEfjt = d^Ekt + d( E(k 
(=i [=1 

n n 

SA = X djEkfEn + X djEckEu - dfEki + dkE^k 
(=i (=i 

Puisque le systeme (EkhE-ik) est libre, on trouve que c/< = dk- En definitive, la matrice A doit etre une matrice 
scalaire : 3a £ IK tel que A - a\ n . Reciproquement, une matrice scalaire commute avec toute matrice, done avec 
toute matrice symetrique. 


Exercice 25.4 W 

Soit une matrice A = (( a/j )) e et deux indices ( k , l ) £ HI, n]] 2 . 

1. Determiner les matrices AH/,/ et H/-/A. 

2. Trouver toutes les matrices A £ Oft,, (IK) verifiant : VB £ 9 Tl n (IK), AB = BA. 


Solution : 




1. On sait que A = Y.i,j= i...« UijEij done 




NEki = X 

&i j^i j^kl ~ ^ 


= X a ikEll 

(,7=1.. 

n 1 , 7 = 1 .. 

n 

i=l...n 

Efc/A = X 

a ij^kl^ij ~ ^ 


- X a U^kj 

(,7=1- 

n (, 7 = 1 - 

n 
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2. Si pour tout B e 9Jl n (K), AB = BA, alors en particular, pour tout k,l£ [1, nj, E^/A = AE/fc et doncJji= i... n dik^il = 
Y.j=\...n a ij^kj- Mais la famille (F. l; ) est libre done cette egalite n’a lieu que si = 0 pour i R Ic et si aij = ajj 
pour tout i,j £ [1, nj, autrement dit que si A est scalaire. Reciproquement, si A est scalaire alors elle commute 
avec toutes les matrices de 9Jt n (K). 


Exercice 25.5 SO 

Determiner une condition necessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices symetriques soit encore une 
matrice symetrique. 


Solution : Soit C = AB, ou A = {aij) et 15 = (/?;/) \s : i< : n sont deux matrices carries symetriques. On a Cij = 

l^j^n l^j^n 

n n n 

Y_, a ik bkj - Y_, a k'J\jk = X bjk a ki = c 'j i avec C' = BA. Done Cij = Cji si et seulement si C-C' e’est-a-dire lorsque A 
k-l k-l k-l 

et B commutent. 

Plus synthetiquement : ‘ (AB) = ' B ' A = BA car A - 1 A et 15 = 1 B. Done ‘ (AB) = AB si et seulement si AB = BA. 


Exercice 25.6 SO 

On considere la matrice 


Calculer f JJ, et J f J. 


tO 1 ... 0\ 


J = 


V.O 


0 1 

0 0, 


Solution : On considere S3 = (e;)i la base canonique de R" et u l’endomorphisme de R" defini par u(e i) = 0 et 
u{e{] = e,_i pour i 3= 2. ] est la matrice de u dans S3. l ] est la matrice de u dans S3, avec e(e,) = e ;+ i pour i ^ n — 1 et 
v{e n ) = 0. C JJ est la matrice de vo u dans S3. On a vo u[e i) = 0 et vo u{ei) - u(e;-i) = ei. Done 


[0 

0 

... 



(1 

0 ... 



0 

1 0 ... 




0 

1 0 



0 1 0 


de meme 

Yl = 


0 1 

0 ... : 



0 





•. •. 0 



0 



0 


1 0 

,0 

0 

0 1, 



lo 

0 ... 

... 0 0, 


Exercice 25.7 SO 

On dehnit pour i ^ j, la matrice T^. e 9Jl„(IR) par 

t^ = i+ae (J - 

Soit une matrice A e9Jl n (R). Calculer AT A etT^.A. Interpreter le resultat trouve. 

Solution : Soit e,- ies vecteurs colonnes de la base canonique de R". On a 'I’A e/ c = e*. pour /c ^ t et T'*\ ej - ej + Ae,-. Ou 
en deduit que la k-ieme colonne de la matrice de AT'\ est AT'\ = Ae^ pour k R / et AT^. e,- = Aey + AAe;. Moralite : la 
matrice AT A est obtenue en ajoutant A fois la i-eme colonne de Aasa j-eme colonne. 

De meme (par exemple en transposant) la matrice lA A est obtenue en ajoutant A fois la j-eme ligne de A a sa i-eme 
ligne. 

Moralite : Lorsqu ’on multiplie a gauche (par une matrice T'A ) on agit sur les lignes. Quelle action ? II suffit de le voir 
sur la matrice \ n . 


Exercice 25.8 OS 

Soit A e 9Jt np ([R) telle que 


1 . Montrer que A - 0. 


V(X,Y) e 9Jtni(DS) x 9Jtpi(IR) f XAY = 0. 
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2. Trouver une matrice 2x2 non-nulle telle que 

VXe9Jt 2 i([R) f XAX=0. 


Solution : 

1. Soit fj la j-eme matrice dela base naturelle de 9Jlp \ (R) et e; la i-eme matrice de la base naturelle de 9Jl«i(IR). On 
a 1 Sj i\f j = dij d’ou leresultat. 


Exercice 25.9 W 

Soient deux matrices A, B e 9Jl n (R) telles que : 


VC £ ACB = 0 


Montrer que A = 0 ou B = 0. 

Solution : On traduit l’enonce avec des endomorphismes : Soit u, v e tels que V w e . < Z J ('R n ), uo wo v - 0. 

Demonter que u = 0 ou v-0. 

Par contraposee : Supposons u ^ 0 et v ^ 0. Done 3x e R" tel que z = v(x ) ^ 0 et 3y e R" tel que u(y) ^ 0. On construit 
alors w e tel que w(z) - y. On a alors ( uo wo v)(x) - u(y) ^ 0. Done uo wo v ^ 0. 

Exercice 25.10 W 

Soit deux matrices colonnes non nulles X, Y e 9Jt„i (R). 

1. Montrer que la matrice X f Y est de rang 1. 

2. Montrer que toute matrice carree A de rang 1 peut s’ecrire sous la forme ci-dessus. 

3. Soit une matrice A e Wl n i (R) de rang 1. Montrer qu ’il existe AeR tel que 

A 2 = AA 


et exprimer A en fonction de X et Y. 

Solution : 

1. Le rang de X et de f Y egale 1 done le rang du produit est s; 1. Par exemple parce que toutes les lignes (ou les 
colonnes) sont proportionnelles, ou bien parce que si u et v sont deux applications lineaires, uo u (si elle existe) 
a un rang inferieur au rang de u. Le rang de X f Y n ’est pas 0 manifestement. 

2. Comme A ^ 0, on choisit un element aij ^ 0. Comme A est de rang 1, toutes les lignes sont proportionnelles a la 

i-eme ligne : Lfc = Done on peut prendre X- l,aj + i,...,a n ) et Y - (an, . . . , ai n ) . 

3. On ecrit A = X' Y, d ’ou A 2 = AA = X' YX' Y. Comme f YX est un reel, il commute a X. Done AA = ( t YX)X t Y = ( f YX) A. 
On peut done prendre A = ' YX. 

Exercice 25.11 A? A? 

Determiner toutes les formes lineaires cp sur 9JI,, (R) verifiant : 

VA,BeOT„(R) ip(AB) = ip(B f A) 


Solution : Remarque : Si n = 1, alors toutes les formes lineaires conviennent. 

Onprend n > 1. Une forme lineaire est definie par ses images des vecteurs d’une base, done ici les cp (E iO- 

OrEik = EijEjic done en choisissant A - I:; / et B = Ej^ avec k Y j (c’ est possible puisque n > 1) on a B f A = Ej ^ K j = 0. 

Done cp (E ifc) = 0 et cp est la forme nulle. 

Exercice 25.12 W 

On considere deux matrices A et B de M 2 (R), et C- AB. 

1. Calculerle nombre d’ additions, puis de multiplications necessaires au calcul de C. 

2. On pose : Si = fl 2 i - an; S 2 = an + ai 2 ; S3 = ai 2 - Si; S4 = a 22 - S3; S5 = fo 22 - i?i 2 ; S6 = b\2 - bn; S7 = 
b\\ + S5; Ss = fc 2 1 - S7. 

Pi = a 2 idn; P 2 = a 22 fo 2 1 ; P 3 = S 1 S 5 ; P 4 = S 2 S 6 ; P 5 = S 4 fo 22 ; P 6 = ai 2 Ss; P 7 = S 3 S 7 . Enfin Sg = Pi +P 7 ; S 10 = 
Sg + P 3 ; Sn = P 4 + P 5 - 

Demontrerque c n - S 10 + P 6 ; c\ 2 - S 10 + P 4 ; c 2 i = Pi + P 2 ; c 22 = Sg + Sn- 

3. Calculer le nombre d ’additions, puis de multiplications necessaires au calcul de C par cette nouvelle methode. 
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Solution : 

1. II y a 4 coefficients a calculer. Pour chacun d ’eux il y a deux multiplications et une addition. Soit 8 multiplications 
et 4 additions. 

2. Sio + P6 = Sg + P3 + «12S8 = Pi + P7 + S1S5 + «12 (^21 “ S7) = <221 £>11 + S3S7 + (fl21 ~ (^22 ~ b\ 2 ) + <212^21 ~ 

<212(^11 + S5) = a 2 ibi\ + (ai 2 -Si)(b\i+Ss) + a 2 \l) 22 - d 2 ib\ 2 - a\\b 22 + cii\b \2 + ai 2 bz\- a\ 2 b\\- a\ 2 {b 22 -bi 2 ) = 
U2\b\i + a\2b\\ + ai2(b22-b\2)-{a2\- a\i)b\i-{a2\- a\i){b22-bi2) + a2\b22~ d2\b\2- a\\b22 + oi\b\2 + a\2b2\- 

O.V 2 .b\i — <712^22 + <212^12 = <221 b\\ + <2i2&ll + <212^22 _ ^12 ^12 ~ <221 i’ll + <2ll b\\ - <721 i>22 + <221 b\2 + <2n £>22 _ <2ll b\2 + 
<*21 ^22 _ ^21 ^12 _ <2l 1 ^22 + ^11 ^12 + <212^21“ ^12^1 1 _ <212^22 + ^12^12 = <211^11 + All £>22 “ a \l b\2 ~ <2ll £>22 + <2n &12 + 
<212^11 + <212^22“ <212^12 + <212^21 _ <212^11 “ <212^22 + <212^12 + <221 i’ll _ <221 i’ll “ <221 £>22 + <221 b\2 + <221 £>22 _ <221 ^12 = 
<2iii<ii + <212^21 + 0 = C11. Les trois autres calculs sont tout aussi jubilatoires. 

3. II y a 7 multiplications et 11 additions. Le deuxieme algorithme est plus rapide des qu’une addition est 7 fois 
plus rapide qu ’une addition. Dans ce cas on constate que le gain en rapidite est au detriment de la place memoire 
utilisee. 


25.12.2 Trace d’une matrice 

Exercice 25.13 O 

Existe-t-il deux matrices (A, B)eM„(R) 2 verifiant AB - BA = I„ ? 


Solution : Si AB - BA = I n , en prenant la trace, on obtiendrait Tr (AB) - Tr (BA) = Tr ([„) et alors Tr (I„) - 0 ce qui est 
faux. 


Exercice 25.14 O 

Soit (A, B) e M„ (R) 2 verifiant AB - BA = B. 
Demontrerque V/c e N*, Tr(B*) = 0. 


Solution : On demontre par recurrence : 1 1 1 : AB* - B*A = fcB*. On a Hi par hypothese. D’ autre part 
AB* +1 - B* +1 A = (AB* - B*A)B + B*(AB - BA) = 7cB*B + B*B = (k+ l)B fc+1 . 

En prenant la trace, on obtient le resultat. 


Exercice 25.15 O 

Soit deux matrices A,Be 9Ji„(K). On suppose que 

VXem n ( IK) Tr (AX) = Tr (BX) 


Montrer que A = B. 

Solution : Si A = {{ciij) etX= { ( jc // )) , on calcule 

n n 

Tr(AX) = Y. L a ‘k x ki 
(=ifc=i 

En prenant X- B pq , on a Tr(AX) = a qp , done Mq,p e [1, re], a qp = b qp et par suite A = B. 

Exercice 25.16 00 

On se donne deux matrices A, B e 91 l n (R) . Trouver toutes les matrices X e (R) verifiant : 

X+ Tr(X)A = B. 


Indication 25.24 : Si X est une solution, prendre la trace de 1 ’equation puis discuter. 


Solution : Soit une matrice X e 9Jl n (R) solution. Alors Tr (X) + Tr (X)Tr (A) = Tr (B) . II faut etudier deux cas : 


1 . Si Tr(A) / -1, alors Tr (X) = 
convient. 


Tr(B) 

1 + Tr (A) 


et alors X - B - 


Tr(B) 

1 + Tr (A) 


A. Reciproquement, on verffie que cette matrice 
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2. Si Tr(A) = -1, alors en prenant la trace dans l’egalite X+ Tr(X) A = B on deduit Tr(X) + Tr(X)Tr(A) = Tr(B) soit 
Tr (B) = 0. Done si Tr (B) / 0, il n’y a pas de solution. 

Reciproquement, si on suppose Tr (B) = 0, alors en posant X = B + AA, on a bien TrX = Tr B + ATr A = — A, et par 
consequent X + Tr (X) A = X - AA = B + AA - AA = B. 

Dans le cas ou Tr (A) = - 1 et Tr (B) = 0 , 1 ’ensemble des solutions est £P — {B + AA, A e ![. 

Conclusion : Si Tr (A) P- - 1 , SP = |b - - — ^ ^ a| . Si Tr (A) = - 1 et Tr (B) P- 0, SP — 0. Si Tr (A) = - 1 et Tr (B) = 0, alors 
5? = {B + AA; A £ IR}. 


Exercice 25.17 W 

Trouver toutes les formes lineaires cp sur 9Jl n (IK) verifiant 

V (A, B) £ OT„(IK) 2 , cp(AB) = cp(BA) 


Solution : Soit cp une telle forme lineaire. Avec des matrices elementaires, il vient pour tout i,j,k,£ £ [1, «], 

cp (E,yEfc/ - Efc/Ejy) = 0 soit cp(8yS;E;/ - 8f/E kj) = 0. Si j — k et i P £ il s’ensuit que cp (E,^) = 0. Et si j = k et i — £ alors 
*P(E u-Ejj) = 0. Done cp est nulle sur tous les vecteurs de la base canonique tel que i P ( et constante sur ceux tels 
que i = £. On en deduit que pour une matrice A = (flij) e 9Jt„(IK) alors ip (A) = y £" =1 an = yTr (A) ou y = (p (En). Done 
ip £ Vect (Tr). Reciproquement, si ip est proportionnelle a la trace, alors cp verifie V(A,B) e iDc„ (K) 2 , cp(AB) = cp(BA). 


Exercice 25.18 W 

Soient deux matrices A,B £ (K). On note 

<A,B>=Tr(A f B) 

1. Calculer < A,B > en fonction des coefficients de A et B. 

2. Verifier que < A, B >=< B, A > 

3. On note || A|| = y/< A,A>. Montrer que || A|| = 0 A = 0. 

4. Montrer que A«< A,B > etB«<A,B> sont des formes lineaires sur 9Jt„([R). 

5. Montrer que |< A, B >| ^ ||A|| ||B||. 

On a pro uve que <,> est un produit scalaire sur SDT„(K), voir le chapitre 27. L’inegalite prouvee dans la derniere 
question n ’est autre que celle de Cauchy-Schwarz. Voir le theoreme 27.2 page 1 063. 


Solution : 


1. On utilise la formule du produit matriciel. Si A - («;;) et si B = [bij) Pour tout i,j £ [1, n\, [A f B] . . = X£ =1 o-ikbjk 


done 


< A,B >= Tr (A J B) = ^ E cl ik b ik 

i = 1 k = 1 


2. C’est evident d’ apres la formule precedente. 

3. On utilise a nouveau la formule precedente : ||A|| 2 = X” =1 Z^ =1 ■ Le resultat en decoule immediatement. 

4. On montre facilement la linearite de A«< A, B > en udlisant la linearite de Tr. D’ apres la question 2., B >->■< A,B > 
est aussi lineaire. 


5. Pour tout teU, 

0 ^ ||A+ fB || 2 =< A+ tB, A+ rB>= |] B || 2 r 2 + 2<A,B> t+ ||A|| 2 . 

On obtient ainsi un trindme du second degre en t. Son discriminant est A -< A,B > 2 - ||A|| 2 || B || 2 . Comme ce 
trinome est positif, il admet au plus une racine reelle et done A^O .On en deduit que < A,B > 2 - ||A|| 2 ||B|| 2 ^ 0 et 
done que |< A,B>| ||A|| ||B||. 


25.12.3 Rang d’une matrice 

Exercice 25.19 7? 

Determiner le rang des matrices suivantes : 


f 1 

2 

-1 

( 1 

-1 

0 

2 1 

( 2 

2 

1 

0 

1 

1 

2 

1 

0 

2. B = 

2 

-1 

1 

-1 

3. C = 

1 

2 

1 

0 

-1 

2 

V -1 

1 

0 

3 

2 

0 

1 

2 

3 

1 

-1 

0 

1 





l 4 

3 

-1 

1 J 


l -1 

0 

1 

2 

3 

1 
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Solution 

1. 


rg 


1 

CM 

(-12 1 ) 

( -1 2 1 \ 

2 10 

Cl"C3 „ , ^ 

rg 0 1 2 

L3^L3-L2 „ 1 0 

rg 0 1 2 

O 

1 

1 

O 

\ 0 0-3 


= 0 


( 1 

-1 

0 

2 1 

( 

0 

-1 

1 

2 'j 

( 

1 

-1 

2 

-1 A 


2 

-1 

1 

-1 

C1-C3 


1 

-1 

2 

-1 



0 

-1 

1 

2 

rg 

3 

2 

0 

1 

rg 


0 

2 

3 

1 

rg 


0 

2 

3 

1 


l 4 

3 

-1 

1 


l 

-1 

3 

4 

1 


l 

-1 

3 

4 

1 


L4*— L4+L1 


-1 2 -1 \ 


rg 


-1 2 -1 \ L 3 — L 3 + 2L 2 


-1 2 -1 \ 


0 -1 

0 

2 

L 4 — L 4 /2 

0 

-1 

1 

2 

L4 — ► L4 + L2 

0 

-1 

1 

2 

L4«— L4— ^L,3 

0 2 

3 

1 

..... rg 

0 

2 

3 

1 

r g 

0 

0 

3 

5 


0 2 

6 

0 J 


1 0 

1 

3 

0 J 


1 0 

0 

5 

2 J 



rg 


( 1 

0 

0 

V 0 


-12 -1 A 


-1 1 
0 
0 


2 

3 5 

n li 

0 o ) 


= 0 


( 2 

2 

1 

0 

1 

1 

'j 

( 

0 

2 

1 


2 

1 

1 


( 

-1 

3 

1 


2 

0 

1 

\ 


1 

2 

1 

0 

-1 

2 




0 

2 

1 


1 

-1 

2 




0 

2 

1 


1 

-1 

2 


rg 

2 

3 

1 

-1 

0 

1 


rg 


-1 

3 

1 


2 

0 

1 


rg 


0 

2 

1 


2 

1 

1 



l -1 

0 

1 

2 

3 

1 

> 


l 

2 

0 

1 


-1 

3 

1 

J 


l 

2 

0 

1 


-1 

3 

1 

j 










( “I 

3 


1 

2 

0 

1 

A 


( - 1 

3 


1 

2 

0 

1 

A 








LuT*— L4+2L1 


0 

2 


1 

1 

-1 

2 


La*— L4/3 


0 

2 


1 

1 

-1 

2 










rg 

0 

2 


1 

2 

1 

1 


rg 

0 

2 


1 

2 

1 

1 












l 0 

6 


3 

3 

3 

3 

j 



l 0 

2 


1 

1 

1 

1 



L3 L3 ~ L2 

L4 1— L4 - L2 


: rg 


( _1 

3 

1 

2 

0 

1 


f "I 

3 

0 

2 

1 1 

0 

2 

1 

1 

-1 

2 


0 

2 

-1 

1 

2 

0 

0 

0 

1 

2 

-1 

“ r 8 

0 

0 

2 

1 

-1 

V 0 

0 

0 

0 

2 

-1 J 


l 0 

0 

2 

0 

-1 


= 0 


On a supprime la troisieme colonne, combinaison lineaire des deux premieres. 


Exercice 25.20 W 

Determiner suivant la (011 les) valeur(s) du (des) parametre(s) le rang des matrices 




1 -a 

0 

0 ' 


f 1 

1 

1 


1. 

A = 

-1 

2 —a 

1 

4. D = 

a 

b 

c 




2 

0 

3 —u j 


[ a 2 

b 2 

r Z 

c 




1 

1 

1 






2. 

H 

b+ c 

c+ a 

a+b 

( a 

b 0 

0 

0 



be 

ca 

ab 


0 

a b 

0 

0 


3. C = 


1 cos0 cos20 
cos0 cos20 cos30 
cos20 cos30 cos40 


5 . E = 


0 0 a b 0 

0 0 0 a b 

V b 0 0 0 a 


Solution : 

1. 


( 1 -a 0 0 

rg - 1 2 - a 1 

\ 2 0 3 -a 


transpo. 
= rg 


1 - a 
0 
0 


-1 
2 -a 

1 


2 

0 

3 - a 


si a / 1 


1 + rg 


2 -a 
1 


0 \ transpo. 
3- a) 


1 + rg 


2 -a 1 
0 3- a 


si a 2 


2 + rg (3 - a) 
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De plus, on vert tie facilement que si a - 1 ou a -2 alors rgA = 2. Done rgA = 


si a - 1,2 ou 
sinon 


rg 


1 

b+ c 
be 


1 

c + a 
ca 


1 

a + b 
ab 


transpo. 


rg (i 


b+ c 
c+ a 
a+b 


bc\ 

ca 

abj 


L2 — L2 ~ Li 
L 3 *— L 3 - L x f 1 
rg 0 

VO 


, (a-b c{a-b)\ si b et a^ c , (\ 

1 + rg U- c 6(a _ c) — 1 + r s[i 


En 

1 

2 

3 


de 


la 


matrice. 


utilisant les sy me tries 

si a-b-c 

si deux parmi les trois nombres a, b et c sont egaux et le troisieme different 
si b^ c et a^b et c 


b+ c be 
a-b c(a-b) 
a- c b(a-c ), 

| 3 si b / c 
12 si b-c 

deduit que rgB 


3. Si0^O[-j 


rg 


1 1 

COS0 

cos20 

L 3 <— L 3 - cos20Li ( ' 

COS0 

cos 20 1 

COS0 

cos20 

cos30 

rg 0 

cos20 - cos 2 0 

cos 30 - cos 0 cos 20 

V cos 20 

cos30 

cos 40 y 

l 0 

cos30 - cos20cos0 

cos40-cos 2 20 J 


L 2 


l 2 


rg 


Par ailleurs si 0 = 0 | — | , rg C - 2. 


[ 1 

COS0 

cos20 

L 3 — ( 1 

COS0 

cos20 1 

° 

- sin 2 0 

-sin 20 sin 0 

-sin 20 rg Q 

sin0 

sin 20 

V 0 

- sin 20 sin 0 

- sin 2 20 

V 0 

sin0 

sin 20 J 


rg 


cos0 cos 20 
sin0 sin 20 


= 2 . 


rg 


- rg 


a a 
b b 2 


L2 — L2 - Li 
L 3 — L 3 - Li 


b- a 
c- a 


= 1 + rg 


b— a 
c- a 


sib^ aet a , (1 

= 1 + rg 


b+ a\ l 2 ^l 2 -Li 
c+ a 


1 + rg 


b+ a 
c-b 


matrice. 


utilisant 
si a-b — c 

si deux parmi les trois nombres a, b et c sont egaux et le troisieme different . 
et a c 


En 

: 

3 si bj£ c et a^b 
5. Supposant a 0 et b / 0 : 


rg 


les symetries 


de 


la 


2 + rg (c-b): 
deduit 


b - a 

2 2 

c - a 

si , 

si c - , 


que rgD 


! a 

b 

0 

0 

0 1 

( a 

b 

0 

0 

0 1 

1 a 

b 

0 

0 

0 'i 

0 

a 

b 

0 

0 


0 

a 

b 

0 

0 


0 

a 

b 

0 

0 






L^—aLs-bLi 






L5<— flL5 + Z? 2 L2 






0 

0 

a 

b 

0 

rg 

0 

0 

a 

b 

0 

rg 

0 

0 

a 

b 

0 

0 

0 

0 

a 

b 


0 

0 

0 

a 

b 


0 

0 

0 

a 

b 

V b 

0 

0 

0 

a , 


l 0 

-b 2 

0 

0 

a 2 , 


l 0 

0 

b 2 

0 

a 3 j 


L 5 ^aL 5 -b 3 L 3 


rg 


( a 

b 

0 

0 

0 1 

( a 

b 

0 

0 

0 1 


0 

a 

b 

0 

0 


0 

a 

b 

0 

0 

f r 

0 

0 



0 

0 

0 



0 

5 si 

a 

b 

rg 

a 

b 

= < 

0 

0 

0 

a 

b 

0 

0 

0 

a 

b 

|4 si 

l 0 

0 

0 

-b 4 

a 4 , 


l 0 

0 

0 

0 

b 5 + a 5 , 



En resume, (et dans le cas ou a et b sont reels) : rg(E) - 0 si a et b sont non nuls. rg (E) -5 si a ou b est nul i 
pas en meme temps. rgE = 4 si a = 1 et b = - 1 ou si a — - 1 et b = 1. Dans tous les autres cas rg (E) = 5. 
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Exercice 25.21 V 

Calculerle rang des families de vecteurs v = Oi, v 2 , v;\) de l 3 suivantes avec : 

1. V] = (1,2,0), v 2 = (0,1,0), v 3 = (1,1,1). 

2. vi= (1,1,0), v 2 = (0, 1, 1), 1-3 = (1,2,1). 

3. Vi = (1,1,1), V2 = (1,2,1), i^ 3 = (1,-1, 1). 


Solution : 

1. On a tres clairement une base de R 3 . Le rang est 3. 

2. V\ et V '2 forment une famille libre. v 3 - v\ + v 2 . Le rang est 2. 

11 

3. Le rang de la famille v est le rang de la matrice I 1 2 - 1 


1 2 1 


En operant stir les lignes, on obtient : 




f 1 

1 

M 

f 1 

1 

1 


L 2 

- l 2 -Lj 

b 

1 

-2 , puis 

0 

1 -2 

. Le rang est done 3 

l 3 

- L 3 -Lj 

VO 

1 

0 J 

0 ^ 

J 

1 

2? 

1 

2? 

0 

2 J 



Exercice 25.22 V 

Calculerle rang des applications lineaires suivantes : 

| R 3 — * R 3 
J ‘ ( (x,y, z) > — * [x + y — z, x, -z) 

? ( R 2 — ► R 3 

■* ' l ( 5 , f) ' — » (s+t,2s-t,t) 


( R 2 [X] — R 2 [X] 

1 P i— P' 

( R 3 [X] — R 3 [X] 

) P I— XP'-P • 


Solution : 




[1 

1 

-n 


1. C’est le rang de la matrice 1 

0 

0 

qui est clairement de rang 3. 

lo 

0 

-ij 


n 

1 1 



2. C’est le rang de la matrice 2 

-1 

qui est clairement de rang 2 en regardant les deux dernieres lignes. 

Vo 

1 J 



3. L’ image de la base (1,X,X 2 ) par 0 est (0, 1, 2X) qui est de rang 2. Done 0 est de rang 2. 

4. L’ image de la base (1,X,X 2 ,X 3 ) par 0 est (-1,0,X 2 ,2X 3 ) qui est de rang 3. Done 0 est de rang 3. 


Exercice 25.23 VO 

I 8 2 -2 1 

Soit M = 2 5 4 

1-2 4 5 

1. CalculerM 2 . 

2. Determiner le rang de M. 

3. Soit A e 9Jl 3 , 2 (€) et B e 9Jt 2> 3 (C) telles que AB = M. Demontrer que BA = 9I 2 . 

Solution : 


( 64 + 4 + 

4 

16+10-8 

-16+8-10 

( 72 

18 

-18 ' 


16+10- 

8 

4 + 25+16 

-4 + 20 + 20 

= 18 

45 

36 

= 9M 

V -16+8- 

10 

-4 + 20 + 20 

4+16 + 25 , 

l -18 

36 

45 J 



2. M est de rang 2. (4L 2 - Li = 4L 3 + Li). 

3. AB est de rang 2, done rg(A) 5= 2, done rg(A) = 2. De meme rg(B) = 2. Done A est la matrice d'une application 
lineaire injective. 3A' e 9Jt 2i 3(C), telle que A’ A — 1 2 . De meme B est la matrice d’une application lineaire surjective. 
3B' e Pits i2 (C) , telle que BB' = I 2 . Comme ABAB = 9AB, on en deduit que A'ABABB' = 9A'ABB' = 9I 2 I 2 = 9I 2 . 


25.12.4 Calcul de determinants de taille 2 ou 3 

Exercice 25.24 V 

En variant les techniques utilisees (Regie de Sarrus, developpement suivant une ligne, une colonne, en faisant appa- 
raitre des zeros,...) Calculer les determinants suivants : 
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3 4-2 
2 3 1 

1 2 3 



1 2 

0 



1 

1 

1 


a) 

0 1 

6 


c) 

5 

8 

3 

e) 


2 4 

2 



2 

-1 

2 



-3 

2 

9 


1 

-1 

0 


b) 

-1 

0 

-1 

d) 

5 

-5 

5 

0 


11 

-5 

-12 


2 

1 

3 



Solution : 

a) On peut operer sur les lignes : L 3 * — L 3 - 2Li et 

b) En developpant par rapport a la deuxieme ligne : 

-3 2 9 


1 

2 

0 


1 

2 

0 

0 

1 

6 

= 

0 

1 

6 

2 

4 

2 


0 

0 

2 


= 2 . 


-1 0 -1 
11 -5 -12 


= -1 X (- 1 ) X _ 2 5 _ 1 9 2 + (- 1 ) X (- 1 ) X I 3 _ 2 5 = (-24 + 45) + (15-22) = 21- 7 = 14. 


c) La presence des trois 1 ala premiere ligne incite a soustraire la premiere colonne aux deux autres : 
10 0 13-21 

5 3 -H-3 oh -6 - 

2-30 1 1 

C2 + Ci 


1 

1 

1 


5 

8 

3 

= 

2 

-1 

2 



d) En additionnant les colonnes : C 2 


1 

-1 

0 


1 

0 

0 


1 

0 

0 

5 

-5 

5 

= 

5 

0 

5 

= - 

5 

5 

0 

2 

1 

3 


2 

3 

3 


2 

3 

3 


= -15. 


e) Avec la regie de Sarrus, alors 


3 4-2 

2 3 1 

1 2 3 



1 

1 

-2 


1 

1 -2 

f) L 2 * — L 2 + Li et L 3 ♦ — L 3 + Li 

-1 3 

4 

= 

0 

4 

2 


-1 

1 

8 


0 

2 

6 


= 27 + 4 + 6-8-24-6 = -!. 


= 24-4 = 20. 


Exercice 25.25 

Sans les calculer, expliquer pourquoi les determinants suivants sont nuls : 


1. A, = 


2. A 2 = 


3. A 3 = 


0 -1 10 
0 2 5 

0 1 1 

-12 3 

1 -2 5 

1 -2 2 

2-13 
-1 2 -3 

3 1 2 


4. A 4 = 


5. A 5 - 


5. A 6 = 


1 2 
0 0 
0 0 

1 a 
1 b 
1 c 

1 

1 


1 
3 
1 

b+ c 
c+ a 
a+b 


cos 2 x 
- cos 2 x 
cos x sin x cos x sin x 


2 cos 2 x 
2 sin 2 x 
sin 2 x 


Solution : 


1. Une colonne de Ai est nulle done Ai = 0 . 


2. Les deux premieres colonnes de A 2 sont proportionnelles, done A 2 = 0. 

3. La premiere colonne de A 3 est somme des deux autres done A 3 = 0. 


4. A 4 etant diagonale, le determinant A 4 est egal au produit de ces termes diagonaux. Un de ceux-ci etant nul, il en 
est de meme de A 4 . 


5. 


^5 


C3— ‘C2+C3 


A s = 0. 


1 a a+b+ c 
1 b a+b+ c 
1 c a+ b+ c 


et les premiere et troisieme colonnes de A 5 sont proportionnelles. II vient 


6. La derniere colonne de As est somme des deux autres done A 6 = 0. 


Exercice 25.26 W 

Calculer, sous forme factorisee : 
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a-b-c 2 a 2 a 

1. 2b b-c-a 2b 

2c 2c c-a-b 

0 a b 

2. a 0 c 
be 0 

1 + a Cl d 

3. b 1 + b b 

c c 1 + c 

a b c 

4. cab 
b c a 

ou a, b, c sont trois reels. 


1 a a 2 

5. 1 b b 2 

1 c c 2 

(appele determinant de Vandermonde), 
a+b b+ c c+ a 

6. a 2 + b 2 b 2 + c 2 c 2 + a 2 
a 3 + b 3 b 3 + c 3 c 3 + a 3 

1 sin a cos a 

7. 1 sini? cos b 

1 sine cosc 


Solution 



a-b-c 

2 a 

2 a 


a+ b+ c 

a+ b+ c 

a + b+ c 

1 . 

2b 

b- c- a 

2b 

Li— L1+L2+L3 

2b 

b- c- a 

2b 


2c 

2c 

c- a-b 


2c 

2c 

c- a- b 


{a + b+ c) 


1 1 1 

C3 - 1 — C3 - Ci 

1 0 0 

2b b-c-a 2b 

[a + b+ c) 

2b -b-c-a 0 

2c 2c c-a-b 


2c 0 -c-a-b 


(a + b+ c) 3 


0 a 
a 0 
b c 


= | 2 abc | par application de la regie de Sarrus. 



1 + a 

a 

a 


1 + a+b+ c 

1 + a+ b + c 

1 + a + b+ c 

3. 

b 

1 + b 

b 

Li<— L1+L2+L3 

b 

1 + b 

b 


c 

c 

1 + c 


c 

c 

1 + c 



1 

1 

1 

C3 C3 - Ci 

1 

0 

0 

(1 + a+ b+ c) 

b 

1 + b 

b 

(1 + a+b + c) 

b 

1 

0 


c 

c 

l + c 


c 

0 

1 


= 1 + a+b+ c\ 



a 

b 

c 


a+ b+ c 

b 

c 

4 . 

c 

a 

b 

Ci * — CI+C2+C3 

a + b + c 

a 

b 


b 

c 

a 


a+ b+ c 

c 

a 



1 

b 

c 

L 3 — L 3 - Li 

lb c 

(a+ b+ c) 

1 

a 

b 

( a+b + c ) 

0 a-b b- c 


1 

c 

a 


0 c-b a- c 


(a + b + c) [a 2 + b 2 + c 2 - ab - ac - be) - 
L2 — L2 - Li 


- [a + b + c) ((a - b) 2 + [a - c) 2 + {b - c) 2 ] 


1 

a 

a 2 

L 3 -L 3 

-Li 


1 

a 



a 2 



1 

a 

a 2 

1 

b 

b 2 





0 

b — 

a 

b 2 

- a 2 

= 

a) ( c - a ) 

0 

1 

b+ a 

1 

c 

c 2 





0 

c- 

a 

c 2 

- a 2 



0 

1 

c + a 

L3^- 

L 3 -L 2 




1 

a 


a 2 









( b 

- a) (c- 

a ) 

0 

1 

b+ a 

= 

[b 

- a) ( c 

- a) (c 

- b ) | 









0 

0 

c 

- b 










a+b 

b+ c c+ a 


-2c 

b+ c 

c + a 


c 

b+ c 

c+ a 

a 2 + b 2 

b 2 + c 2 c 2 + a 2 

1-1^01-02-03 

-2c 2 

b 2 + c 2 

0 ? 
tr + a z 

= -2 

c 2 

b 2 + c 2 

+ cr 


a 3 + b 3 

b 3 + c 3 c 3 + a 3 


-2c 3 

b 3 + c 3 

Q Q 

c + ar 


c 3 

b 3 + c 3 

c + ar 


C2 — C2 - Ci 
C3 — C3 - Ci 


-2 


c b a 


1 

1 

1 


c 2 b 2 a 2 

= -2 abc 

c 

b 

a 

= | -2 abc{b- a) (c- a ) {c-b) | car on reconnait 

c 3 h' a 3 


c 2 

b 2 

a 2 



un determinant de Vandermonde. 
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Exercice 25.27 V 

Montrer que : 


3 

0 

0 


0 

0 

3 

0 

4 

0 

= - 

0 

4 

0 

0 

0 

5 


5 

0 

0 


Solution : Facile par permutations des colonnes. 


Exercice 25.28 V 

Les nombres 119, 153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans le developper que le determinant 
divisible par 1 7. 


1 1 9 

1 5 3 

2 8 9 





100 

10 

9 

Ci— C1+C2+C3 

119 

10 

9 

Solution : 

Notons A ce determinant. On a 

1000A = 

100 

50 

3 

153 

50 

3 




200 

80 

9 


289 

80 

9 


17 


a 10 9 
b 50 3 
c 80 9 

a 10 9 
b 50 3 
c 80 9 


oil a, b et c designent respectivement le quotient de 119, 153 et 289 par 17. On obtient :A = 17m 
qui est un entier. Comme 17 est premier avec 1000, appliquant le lemme de Gauss, 17 divise A. 


Exercice 25.29 P? 

Soit ( a,b,c ) e R 3 . Considerons les polynomes P a = (X -a) 2 , P/, = (X - b) 2 , P c = (X-c) 2 . Determiner pour quelles 
valeurs de ( a , b, c ) la famille g? — (P a ,Pi,,P c ) forme une base de R 2 [X] ? 


I a 2 b 2 c 2 1 

Solution : La matrice de la famille g? dans la base canonique ( 1 , X, X 2 ) de R2 [X] est M = -2a -2b -2c 

VI 1 1 , 

Utilisant les determinants de Vandermonde, on trouve detM - —2 (b- a ) (c- a ) ( c—b ). La famille Pg forme une base de 
R2 [X] si et seulement si les scalaires a, b et c sont deux a deux distincts. 


Exercice 25.30 

Montrer que 

A = 


cos {a—b) cos(fo-c) 
cos(a+f? ) cos [b+c] 
sin (a + b) sin ( b + c) 


cos(c- a ) 
cos(c+ a) 
sin(c+ a) 


— -2 sin ( a - b ) sin (fo - c) sin (c - a ) 


Solution : On developpe suivant la premiere ligne et on reconnait les formules d’ addition : 

A = cos (a - b ) [cos(fe+ c) sin(c+ a ) - cos(c+ a) sin(l?+ c)] - cos [b- c) [cos ( a+ b) sin(c+ a) - cos(c+ a) sin(a+ b~)] + 

cos (c - a ) [cos ( a + b ) sin [b + c) - cos ( b + c) sin [a + b)] - 

cos [a — b ) sin (a - b) + cos [b — c] sin(f?- c) + cos(c- a) sin(c- a) - - (sin2 ( a - b) + sin2(l7- c) + sin2(c- a)) 

2 
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puis on utilise les deux formules sin p + sin q — 2 sin cos ^r- et cos p - cos q — -2 sin sin : 

A — - (2 sin (a - c) cos(a+ c-2b) + sin2(c- a )) 
2 

= sin (a - c ) cos (a + c- 2b) + sin (c - a) cos (c - a) = sin [a - c) (cos (a + c - 2b) - cos (c - a)) 

- -2 sin ( a - i>)sin(£>- c) sin(c- a) 


Exercice 25.31 V 

Soient 

P x = 2X 2 — X+l, P 2 =X 2 + 2X, P 3 =X 2 -1 

Montrerque la famille £? = (Pi,P 2 ,P 3 ) est une base de R 2 [X], 

Solution : Notant e = (X 2 ,X, l) la base canonique de R 2 [X], on a : 

2 1 
-1 2 
1 0 

qui est inversible. La famille £? est done une base de R 2 [X]. 

Exercice 25.32 V 

A quelle condition sur le reel a la famille e - (e\ , e 2 , e 3 ) : 

e\-(a, 1,1) e 2 = (l,a, 1) e 3 = (1, 1, a) 

forme-t-elle une base de R 3 ? 


Solution : La famille e forme une base de R 3 si et settlement si 

a 1 1 

1 a 1 

0. Ce determinant vaut : (a - l) 2 (a+ 2). 

La famille e est done libre si et seulement si a ^ 1 et a ^ -2. 

1 1 a 



Mate = 



25.12.5 Inversion de matrice 

Exercice 25.33 

Inverser 



1. en utilisant des operations elementaires sur les lignes et les colonnes. 

2. en utilisant la comatrice. 


Solution : 









1. On effectue les memes operations sur 

les lignes de A et de 

I 3 . 




-3 

1 

0 




1 

0 

0 

2 

0 

1 




0 

1 

0 

1 

2 

-1 




0 

0 

1 

-3 

1 

0 




1 

0 

0 

0 

2 

3 

l 2 

— 

3L-2 + 2 Li 

2 

3 

0 

0 

7 

-3 

l 3 

— 

3L 3 + Li 

1 

0 

3 

-6 

0 

-3 

Li 

«- 

1 

hJ 

eg 

0 

-3 

0 

0 

2 

3 




2 

3 

0 

0 

0 

-27 

L3 

— 

2L 3 - 7L 2 

-12 

-21 

6 

-54 

0 

0 

Li 

_ 

9Li-L 3 

12 

-6 

-6 

0 

18 

0 

l 2 

— 

9L 2 + L 3 

6 

6 

6 

0 

0 

-27 




-12 

-21 

6 

9 

0 

0 

Li 

— 

L 1 /C- 6 ) 

-2 

1 

1 

0 

9 

0 

L 2 996- 

L 2 /2 

3 

3 

3 

0 

0 

9 

l 3 

— 

L 3 /C- 3 ) 

4 

7 

-2 


Chaque operation sur les lignes est la multiplication a gauche par une matrice inversible. Done A est inversible et 

1 if -2 1 M 

A -1 = — 3 3 3 

9 V 4 7 — 2 y 

(-? 3 4 A 

t (-2 1 1 A 

2. On calcule det(A) -9 et comfA) = 1 3 7 

, f com(A) 1 I 1 

done A 1 = = - 3 3 3 . 


l 1 3 —2) 

det (A) 9 ^ 4 7 —2) 


Exercice 25.34 V 

Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et calculer leur inverse : 


1. 


-1 

I] 


2 

1 


2. 

B = 

1 

;) 




' 1 

0 

1 

3. 

C = 

-1 

0 

1 



, 0 

1 

-1 



r 0 

-2 

1 ' 

4. 

D = 

1 

0 

1 



, 0 

-1 

2 , 


' 1 

5. E= 0 
, 0 


5. F = 


( 0 
0 
0 

V 1 


1 ° 

1 2 
0 1 , 

1 0 0 1 
0 1 0 
0 0 1 
0 0 o ; 



Exercice 25.35 

On considere la matrice A e ffli 2 (C) donnee par A = f V ^ | . 

1 . Montrer que A 2 - 2A - 1 2 = 0. On dit que X 2 - 2X - 1 est un polynome annulateur de A. 

2. En deduire que A est inversible et calculer son inverse. 

3. Retrouver ce resultat par un calcul direct. 


Solution : 

1 . On montre par un calcul direct que A 2 - 2A - 1 2 = 0. 

2. L’egalite precedente amene : A (A - 2 1 2 ) = I 2 ■ A est done inversible et sa matrice inverse est : | 

3. On retrouve ce resultat en utilisant la comatrice ou en passant par un systeme. 
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Exercice 25.36 V 

( 1 0 1 1 

Soit A = -10 2 

k 0 1 -1 , 

1 . Montrer que le polynome que P = X 3 - 3X + 3 est un polyndme annulateur de A. 

2. En deduire que A est inversible et calculer son inverse. 

3. Retrouver ce resultat par un calcul direct. 

1 if 2 - 1 0 

Solution: Meme deroulement quel’ exercice precedent. On trouve A 1 = I 3 — A 2 = - 113. 

3 3 v 1 1 0 , 

Exercice 25.37 V 

Soient deux matrices carrees A,Be 971 « (IK) verifiant AB = 0. Montrer que si A est inversible, alors B = 0. 
Solution : Si A est inversible alors on peut ecrire : 

AB = 0 => A - 1 x AB = A - 1 x 0 => B = 0. 


Exercice 25.38 W 

Soit une matrice A e 971, , (R) an tisymetrique. On pose M = I + A. 

1 . Soit une matrice colonne X e 97c, lj i (R) . Calculer la matrice l XAX 

2. En deduire que la matrice M est inversible. 


Solution : 

1. Si A = [dij) alors f XAX = E " =1 1 aijxixj. Comme A est antisymetrique, pour tout i / j cijixixj - -aijxixj 

et an = 0. Alors | l XAX - 0~| . 

2. Soit Xe 971, ,,1(11?). Alors 

MX= 0 => f XMX=0 => f X(I + A)X=0 =» ( XX+ ( XAX = 0 =^> f XX=0 

en vertu de la premiere question. Mais si X = ( X; ) , f XX = Z” =1 et f XX = 0 implique que Vt e [1, «], Xi = 0 et 
que X-0. On en deduit que M est inversible. 


Exercice 25.39 VO 

Determiner 1 ’in verse de la ma trice carree A— U 


O') 


k O a l j 


Solution : Soit e — (e\,... ,e n ) une base de K n et f - [f\ /„] 

matrice dans la base e. On a done : 

la famille de vecteurs de K n admettant A comme 

ft - e\ + oez, fi- 02 + 003, ■ • • , fn- 2 - o n - 2 + ae n - 1 , f n -i - e n -\ + ae n , f n - e n . 

On en deduit que : 


&n — fn 
@n - 1 — fn— 1 — &fn 

&n — 2 = fn — 2 — &fn— 1 + & fn 


e2 = fi — af 3 + a 2 f 4 - a 3 f 5 + 

■ ■ + (-1)" -2 a n ~ 2 f n 

e\ = fi- af 2 + a 2 f 3 - a 3 f A + 

.. + (-1) n - x a n ~ l f n 
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done f est une base de K n , A est inversible et 





f 1 

0 

. ... o ' 



-a 

1 : 




a 2 

-a 



A -1 = Maty (e) = 

- a 3 

a 2 




(-1 ) n -2a n ~ 2 

(-1 ) n - 3 a n ~ 3 .. 

1 0 




(-1 ) n ~ 2 a n ~ 2 .. 

-a 1 



Exercice 25.40 00 

Soit A e d7t n (K) telle que \ n + A est inversible. Soit B = (I„ - A) (I„ + A) - 1 . 

1. Montrerque B = (I„ + A) -1 (I„ - A). 

2. Montrer que l n + B est inversible et exprimer A en fonction de B. 


Solution : 

1. On a (I„ + A) (I„ - A) = (I„ -A) (I„ + A), done I„-A = (I„ + A) -1 (I„-A) (I„-A) done B = (I„ - A) (I„ + A) -1 = 
(I n + A) -1 (I„ - A), ce qu ’il fallait verifier. 

Un argument plus savant : ( I „ + A) -1 est un polynome en A, et comme tel commute avec n ’importe quel polynome 
en A, par exemple I„ - A. En effet, soit B = l n + A. La famille I„,B,B 2 ,...,B” est liee. On peut ecrire Xq I „ + 
AiB + ...AkB k - 0 oil k designe le plus grand indice n 2 pour lequel X^ / 0. On a Ao / 0, sinon on aurait 
B(AiI„ + . . . AfcB fc_1 -0 et done B ne serait pas inversible. Done on peut ecrire 


I« — B 


Ai A? 

I,,-— B-. 
A 0 A 0 


— B fc_1 
A-o 


Done B 1 = — -l n -B - . . . -B k 1 est un polynome en B done un polynome en A - B - I n . 

Ao Ao Ao 

2. B = (2I„ - In - A) (In + A)" 1 = 2 (1,2 + A)” 1 - (I„ + A) (I„ + A) -1 = 2 (I„ + A)" 1 - I„, D’ou I„ + B = 2 (I„ + A)" 1 , ce qui 
montre bien que I n + B est inversible. De plus (I„ + B) -1 = - (I„ + A), d’ou A - 2 (I„ + B) _1 - \ n . 


Exercice 25.41 00 

Soit A une matrice carree nilpotente de taille n e N* . Montrer que la matrice (I„ - A) est inversible. 


Solution : On suppose que A est nilpotente d’ordre peN*. On a done A k = 0 pour tout k S p et A k ^0 pour tout k< p. 
Mais 

(I, i -A)(l, i + A + A 2 + ... + AP- 1 ) = (I„-A) + (A-A 2 ) + ... + (AP- 1 -A^=I„ 
par telescopage et car A 1 ’ - 0. Done l n - A est inversible d ’inverse \ n + A + A 2 + . . . + A p ~ 1 . 


Exercice 25.42 00 

Soit une matrice U triangulaire superieure telle que tous les elements de la diagonale soient non-nuls. Montrer que la 
matrice U est inversible. (On montrera que UX = 0 ==> X = 0 ) 


Solution : Soit une matrice colonne X e 9Jl n i (R) telle que UX = 0. On obtient un systeme d’ equations triangulaire sur 
les coordonnees de X qui se resout de proche en proche en partant de la derniere equation et on obtient finalement que 
X = 0. Par consequent, U est inversible. 

Une autre faqon de voir est de considerer que la matrice est celle d’un endomorphisme u de 1 [X] dans la base 
(X k ). L’hypothese «U triangulaire superieure avec tous les elements de la diagonale non-nuls » se traduit par : V k e 
{0 ,...,n- 1}, deg(«(X fc )) = k. Done u transforme la base (X k ) en une famille echelonnee en degres, done une base de 
R„_ 1 [X]. Done u est bijectif, done U est inversible. 


Exercice 25.43 00 


On considere la matrice M = ((m,j))i«,j«n e 9Jl„(R) avec = 


i 

0 


si i j , , 

. Calculer IVU et M 1 . 

si i = j 
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Solution : Faire d’abord le calcul pour n — 3. En notant M 2 = )) , on tire que ciij = ££ =1 = Y.ky.{i,j] ~ 


) {n- 2)— si i ^ j 

j 

( n - 1) si i = j 


? _1 1 

On remarque que M - {n- 2)M + ( n - 1)I„ d’ou l’on tire que M est inversible et que M = .(M - ( n - 2)I„). 

n - 1 


Exercice 25.44 000 

Inverserla matrice suivante : 


A = 


Solution : Avec la forme de la matrice A, on peut faire le pari que la matrice inverse peut s ’ecrire, si elle existe, 



X 

y 

z 

t 

u 

V 


V 

X 

y 

z 

t 

u 

A -1 = 

u 

V 

X 

y 

z 

t 


t 

u 

V 

X 

y 

z 


z 

t 

u 

V 

X 

y 


J 

z 

t 

u 

V 

x) 


L’egalite AA 1 = 16 se traduit, pour la premiere colonne de AA 1 , par 


X 

+6v 

+5 u 

+4f 

+3z 

+2 y - 

1 

2x 

+ v 

+6 u 

+5f 

+4 z 

+3 y 

0 

3x 

+2 v 

+ 11 

+6f 

+5 z 

+4y 

0 

4x 

+3v 

+2 u 

+ t 

+6 z 

+5y 

0 

5x 

+4v 

+3 u 

+2 1 

+z 

+6y 

0 

6x 

+5n 

+4 u 

+3 1 

+2z 

+y = 

0 


11 n ’est pas difficile de voir que la (les ?) solutions de ce systeme fournit une solution pour les autres colonnes. 
Maintenant, en addidonnant les lignes, en posant S-x+v+u+t+z+y,on obtient 21S = 1. 

Ensuite on multiplie la 2 eme la 4 crnc et la 6 c,nc ligne par - 1 et on additionne les six lignes pour obtenir -3x+3v-3u+ 

1 4 

3t-3z + 3y = 1 soit 3Si - 3S2 = -1 en posant Si - x+u + zet S2- v + t + y. Ce qui donne Si = — et S2 = — . 

Si on continue dans la memeidee, pourquoi ne pas multiplier la 2 eme etla 5 eme ligne par j etla 3 eme etla 6 eme ligne par j 2 
avantd’additionnerle tout : (5+7 j +9 j 2 )(x+ f) + (9+57 + 7 j 2 )(i'+z) + (7+97+5 j 2 )(u+y) = 1 .En utilisant 7(1+ j+ j 2 ) = 0, 
on a (-2 + 2 j 2 )(x+ 1) + (2-2 j){v + z)+ (2 j - 2j 2 ){u+y) — l.En factorisant par (2-2 j), on a j 2 (x+ t) + (v + z} + j(u+y) — 

1 1 - j 2 1 ? , 1 

= = -(1 - / ). En conjusuant, on obtient / (x + t) + (v + z) + i (u+ v) = -(1 - /). En posant 

2(1 -j) 2(1 - j)(l - j 2 ) 6 J J B J J y n J F 

Ti-x+t, T2 = y + z, T3 - u + y on a 

1 

T 3 = — 

1 21 

j 2 Ti + T2 + 7T3 = -(1 - j 2 ) . Bon, on sent qu’il y a de l’idee mais il n’y arien de decisif. 11 faut aller 

\ 

6 (1 -^ 

Soit '(, - exp (^P) . On multiplie la k eme ligne par (, k et on additionne le tout : 

X 6 — \ 

xS + tvS + {, 2 uS + l, 3 tS + (, 4 zS + l, 5 yS = l enposantS = 1 + 2( + 3( 2 + 4( 3 + 5( 4 + 6<; 5 . Soit P(X) = on aS = P'(0. 


Ti 

+ 

t 2 

+ T 3 

7 2 T, 

+ 

t 2 

+ v’t 3 

JTi 

+ 

t 2 

+ 7 2 T 3 

encore plus loin : 



X-l 


, X b -1 6X b (X- 1) - (X b - 1) 6 

Or P (X) = +X . d’ou S = . 

x-i (X-i ) 2 c-i 
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On obtient ainsi en faisant jouer le role de ( par ( 2 , ( 3 , . . . 















1-1 

1 


X 

+ v 

+ li + t 

+ z 

+y 

= 



-|- — — 








6 


21 


X 

+£> 

+( 2 

zz +( 3 1 

+t 4 z 

+( 5 y 

- 

1,-1 



X 

+ ( 2 V 

+( 4 

zz + ( 6 f 

+C 2 Z 

+( 4 y 

= 

( 2 ~1 

6 


■< 

X 

+ ( 3 V 

+( 6 

zz +( 9 

+( 12 z 

+^ 15 y 

= 

c 3 -i 

6 



X 

+ ( 4 V 

+( 8 

zz +( 12 1 

H 16 z 

+ ( 20 y 

= 

( 4 -l 



X 

+ ( 5 zz 

+( 10 

zz +( 15 1 

+( 20 z 

+( 25 y 

- 

(Ai 

6 


On trouve x en additionnant les lignes, en udlisant 1 + (, k 

+ ( 2fc + ( 

3fc + +( 

4k _|_ _ 

0 pour 1 sS k 5 : 6x = — - 1 d’ou 

10 - 

x- . Pour trouver v, on multiplie la k 

63 F 

ligne par ( 

5k et on addidonne le tout 

6v 

1 „ , 11 
= 1h d OU V- — . 

21 63 

Pour trouver t, on multiplie la k-ieme ligne par C, 4k et on addidonne le 

tout 

6 zz = 

i 

21 

1 

d’ou t . Le meme calcul 

126 

donne le meme resultat pour les autres inconnues : t- z 

1 

~ y ~ 126' 









f-20 1 

1 

l 

1 

22 1 







22 -20 

1 

l 

1 

1 





A -1 - 

1 

1 22 

-20 

l 

1 

1 





126 

1 1 

22 

-20 

1 

1 







1 1 

1 

22 

-20 

1 







l 1 1 

1 

1 

22 

-20 




Exercice 25.45 

On considere une matrice A e ®t„(C), A = (fl//) \s : i,j<n a diagonale dominante : 

\/ie[[l,nf, \au\>Y J \ciij\ 
i*i 

Montrer que la matrice A est inversible. Cette propriete est connue sous le nom de lemme d’Hadamard. 


Solution: Supposons que A ne soit pas inversible. Alors il existeX- (x;) e 9JI i (C ) nonnul tel que AX = 0. CommeXest 
non nul, on saitquea- max, e [i jn ] | x; 1 ^ 0. De plus, on a encore A (X/a) - 0. On pent done suppose/' que max,x[ | „| | x, | = 
1. On note z'o V indice i e [1, n\\ tel que |x,-| = 1 . L’egalite AX - 0 amene pour tout i e [ 1 , zz] , X” =1 &ijXj - 0 ou encore 
-auXi = JL" =1 j-ti OijXj. En particulier, pour i = z'o, cette egalite devient en passant a la valeur absolue et en udlisant 
l’inegalite triangulaire : 


n 


n 


n 


E 


E 


E 


j=l,j?io 






carmaxzeii,,,] |x,-| = 1. Mais comme la matrice est a diagonale dominante, on a aussi | | > 'E.jjii 0 \ a kj\ et on aboudta 
une contradiction. Par consequent A est inversible. 


Exercice 25.46 WW 

1. Soit zzeN, Demontrer qu’ il existe un unique polynome U n (X) eZ[X], de degre n, veridant 

VQ e K, sin 9. U n (cos 9) = sin(zz+ 1)9. 


Demontrer que 


U )i+ 1 (X) + U n _ i (X) = 2XU n (X) (*) 


Demontrer que 


V Z7 1, \/ p S3 1, U n+p — U p\J n Up— lU/z— 1 


(**). 
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2. Soit 


(2x 1 0 ... 0\ 


1 2x 1 


B «(x) = o 


0 


: 1 2x 1 

k 0 ... 0 1 2x y 


lai 

Demontrer que pour x cos , B n (x) est inversible et son inverse est la matrice symetrique dennie par 

n+ 1 


b'ij = 


U/_| (X)IJ n -j(x) 
U „(x) 


pour i ^ j 


et 


b'ij = (-V t+i 


Uj-i (x)U n -j(x) 


pour i 3= j. 


Solution : 

1 . Existence : On 1 ’etablit par recurrence. On peut prendre Uo (X) = 1, Ui (X) = 2X, 
etpuisque sin (n + 2)i) + sin n\) = 2 cos 9 sin (n + 1)9 on a necessairement 

sin9U, !+ i (cos9) + sin9U H -i (cos9) = 2 cos 9 sin 9 U n (cos 9). 

Done on choisit I J „+ 1 (x) = 2xU„ (x) - U ;i - 1 (x) sur [- 1; 1] . On en deduit que les U ;i sont des fonctions polynomes, 
appeles polynomes de Tchebychev (de deuxieme espece). Les polynomes U«(X) ainsi construits conviennent et 
appartiennent a Z [X] . 

Unicite : La difference de deux tels polynomes s’annulerait sur [-1; 1] ce qui donne l’unicite. 

On a bien entendu 

U n +i(X) + U,i_i(X) = 2XU n (X). (*) 

U „ est de degre n par une recurrence immediate. 

JciX \ 

, 1 k ^ n sont les n racines distinctes de U„. 


Les = cos 


n+ 1 


Enfin, en utilisant trois fois sin a sin h - | (cos(a- b ) - cos(a+ b )), on a d’ une part : 

? 1 1 
sin 9U n+ n(cos9) = sin9sin(n+ p+ 1)9 = - cos(ti + p) 9 — cos(ti + p + 2)9, 

2 2 

et d’ autre part : 

sin 2 9Up(cos9)U,i(cos9) - sin 2 9Up_i(cos9)U n _i(cos9) = sin(p + l)9sin(7i + 1)9- sin p9sin n9 

= - cos [p- n) 9- - cos [p+ n + 2)9 
- - COS (p- 77)9+ - COS ip + 77)9 
= -COS(p+ 77)9- -COS ip- 77)9 

On a bien etabli (**) 

2. Soit Ui< j ^ 77 (en posant U_i (x) = 0 dans le cas ou j — n) 

n 

H bikbkj = b i j_ 1 bj-\j + b\ j bjj + b i j +1 bj + ij = b i j_ 1 bj^ij + 2xb t • + b t j +1 
k=\ ‘ 

(-l) /+ J- 1 U z _ 1 U„_ y+1 + (-l) i+J 2xU;_iU„_j + (-D^U^iy^ 

Unix) 

_ f 1 Ui'-l (Un-J+I -2xU n -j + Un-)-l) 


= (-D 
= 0. 

d’apres (*) ou l’on remplace n par n- j. 


U„(x) 
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Pour i = j (en posant U_i (x) = 0 dans le cas ou j - n et done b' +l — 0) 


E b 'ik b ki = b 'n-\ b i-\i + b 'n b ii + b' ii+1 b i+li = bi-u + 2xb' u + b\ M 
k= 1 

U/_ 2 U„_, + 2xU,_iU„_j - U,_iU B _,_i 


1 


U „(x) 

1 

u„(x) 

1 

U„(x) 


U„(x) 

(-U/- 2 UB-/ + U/_i (2jcU„_i + 


(-U/- 2 U l ,-/ + U/-iU fI -i + i) = 


-U„ - 1. 


1 


U„(x) 


Un-i+i+i-i d’apres (**) 


25.12.6 Calcul des puissances d’une matrice 

Exercice 25.47 

Calculer A" pour net 1 !* et les matrices A suivantes : 


1. A = 


2. A - 


f ; 

M 

3. 

A =( 


2 J 

f ; 

b ' 

I 4. 

A = ( 

1 0 

U 

1 

l 


1 1 

1 1 

1 -1 

-1 1 


Solution : 

1. A n = 

2. A” = 


Par des recurrences faciles, on trouve : 

( 1 2 ” — 1 
0 2 ” 

a" na n ~ l b 1 
0 a n j 


3 A n = 2 n - 1 

4. A" = 2 n ~ l 


1 1 

1 1 

1 -1 

-1 1 


Exercice 25.48 

1. Calculer les puissances de A = f j J j. 

2. On pose : Fo = 0 ; Fi = 1 ; f n +2 = F„+i + F„ (suite de Fibonacci) . 
Demontrer que pour tous entiers naturels n et p, F n+p - F /i+ i F p + F ;i F p _i. 


Solution : 

1. Par recurrence, V n e N* A ' 1 = ( F " +1 I. 

V F„ F„_i ) 

2. On calcule le coefficient de la l ere ligne et 2 eme colonne de A n+P = A n A p . Comparer avec 1 ’exercice 20.21 p. 764 


Exercice 25.49 7? 

( 12-1 
Soit A - 0 1 1 

{ 0 0 1 

1 . Montrer que A - 13 est nilpotente d ’ordre 3 (c ’est a dire que (A - I 3) 2 4 0 et que (A - 13) 3 = 0 

2. En deduire, en utilisant la formule du bindme de Newton A n pour tout neN. 


Solution : 

1. Par un calcul direct, on montre que B = A - 13 verifie IF 5 = 0 et B 2 4 0. 


1003 


2. Utilisant la formule du binome, ce qui est valide car I 3 x B = B x I 3 , on obtient, pour n 5 3 : 

A" = (B + I 3 )” 



( 1 2 n n[n- 2 ) 1 

= 01 n 

loo 1 

Cette formule reste valable si n- 0,1,2. 


Exercice 25.50 Z 

( 1 _1 

Calculer A n pour A-\ 0 1 

l 0 0 


0 ' 

- 1 de deux manieres differentes. 
1 


Solution : Meme deroulement que dans V exercice precedent : on forme la matrice B 

= A 

- 1 3 et on montre 

qu’elle est 

1 

n[n- 1) ' 
-n 

nilpotente d’ordre 3. On applique ensuite la formule du binome et on trouve : A n = 

0 

2 

1 —n 

. On peut 


l 0 

0 1 


aussi prouverce resultat en effectuant une recurrence. 





Exercice 25.51 ZZ 

On considere la matrice A = 

1 . Montrer que le polynome X 2 - 5X + 4 est un polynome annulateur de A. 

2. En deduire que A est inversible et calculer son inverse. 

3. Pour tt 3= 2, determiner le reste de la division euclidienne de X" par X 2 - 5X + 4. 

4. En deduire 1 ’expression de A' 1 pour tout neN. 



Solution : 

1. Par un calcul direct. 

(5 11 51 

2. On deduit de la question precedente que : A I -I 2 - — Al - I 2 . A est done inversible d’inverse : -I 2 - —A. 

3. En utilisant le theoreme de la division euclidienne, il existe des polynomes a coefficients reels Q et R tels que : 
X n = Q (X 2 - 5X+ 4) +R et degR < 2. Le polynome R est done de la forme R - aX+b. Remarquant que lesracines 

„ f a+ b - 1 

de X - 5X+ 4 sont 1 et 4, on obtient le systeme : 1 qui ad met comme solution : a — — (4 - 1) et 

[4a+b-4 n 3 

b=-( 4-4"). 

3 

4. On en deduit que si n 3= 2, A" = Q (A) (A 2 - 5A + 4I 3 ) + R (A) = R (A) = 


|(4”-1)A+|(4-4”)I 2 


Exercice 25.52 ZZ 

On considere la matrice J e 3J l n (R) remplie de 1 : 


n ... i\ 

j= : 1 i 

U ... ij 


1 . Calculer J 2 puis pour fee N, ] k . 

2. J est-elle inversible ? 
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3. On considere la matrice 


Calculer les puissances successives de A. 


1 -1 -1 
A = | -1 1 -1 

-1 -1 1 


Solution : 

1. J 2 — n] puis par recurrence, pour k 3= 1, J k - n k ~ 1 J. 

2. Puisque J 2 = nj, il vient que J (J - n\) - 0 et alors si J etait inversible, en multipliant a gauche par J -1 , on aurait 
J = n\ ce qui est faux pour n>2. 

Remarque : La matrice J est visiblement de rang 1. 

3. Ecrivons A - 21 - J et en udlisant le binome (l et] commutent), on trouve pour n 3? 1 que 

A n = £ ” 2"- fc (-l)¥ = 2”I+ (£ (" 2 ,J - fc (-l) fc 3 fc_1 )j 

k= 0\ k ) K k=l\ k ) ' 


Mais I" =1 ( "j2"- fc (-l) fc 3 fc - 1 = i jl " =0 | ^2"- fc (-3) fc -2' 1 ) = ( 2 " 


. Et finale me nt. 


A n = 2"I+ ■ 


Exercice 25.53 V 

On considere la matrice 


Calculer pour neN, A n . 


-1 

a 

a ' 

1 

-1 

0 

-1 

0 

-r 


g 9K 3 (R) 


Solution : Decomposons la matrice sous la forme A — H - 1 ou 


Avec le binome, on trouve finalement que 


( 0 

a 

a\ 

[0 

0 


1 

0 

0 

H 2 = a 0 

1 

1 

l-l 

0 

oj 

VO 

-1 



1 -na -na 1 

A” = (-1)” | —n l a 

'■a 




Exercice 25.54 

On considere la matrice 


Calculer ses puissances A" pour n e I 


A = 


a b 
b a 


Solution : On pose A = a I 2 + bj avec J = |!j* ^ J . On verifie que J 2 = I 2 . Comme I 2 et J commutent, on peut appliquer la 

formule du binome : 


k= 0 
k pair 


A n = L \ \b k a n - k ] k = £ \ \b k a n - k I 2 + £ b k a n ~ k ] — SI 2 + TJ 


k = 0 

A: impair 


Maintenant ( a-b) n = £ I I b k a n k - £ = S - T. Comme (a+b] n - S + T, on en deduit S = 

k = 0 \ k ) k = 0 \ k > 

A: pair A: impair 
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— [(a + b) n + (a- b) n ] et T = — [(a + b)' 


( a- b) n ]. Done 


A 




S T 
T S 


1 l[a + b) n + (a- b) n [a + b) n - (a- b) n \ 

2 \{a+b) n -(ci-b) n (a + b) n + (a- b) n )' 


Exercice 25.55 


f 1 

1 

1 ' 


[ a 

b 

0 ^ 

Soient les matrices A = 1 0 

1 

1 

, B = 

0 

a 

b 

V 0 

0 

1 , 


V b 

0 

Cl j 


Calculer les puissances des matrices A, B. 



[0 

1 

V 


(0 

0 

V 

Solution : 

On ecrit A = I + J avec J = 0 

0 

1 

. On calcule J 2 = 

° 

0 

0 


\0 

0 

oj 


u 

0 

0 


et J 3 = 0. Bn appliquant le binome. 


„ n[n- 1) 9 

A” = I + ri] H — -J 2 . 


(0 

1 

O' 

{0 

0 

r 


On ecrit B = a\ + bP avec P = 0 

0 

1 

. Alors P 2 = 1 

0 

0 

et P 3 = I. En appliquant la formule du binome. 

u 

0 

oj 

VO 

1 

0 , 



B” = al + PP + yP 2 avec a = Y. 


k=0,k=3p 


< = L 


fc=0,fc=3p+l 


etY = ZLo. fc =: 


3p+2 


Pour calculer ces trois sommes (voiraussi B.2.2 p. 1162), on developpe (a+ b) n , (a+ jb) n et (a+ j 2 b) n . On trouve ainsi 


P i 
Pi 2 


y = ( a + b) n 

■j 2 = ( a + jb) n 

\[j - (a + j 2 b) n 


A 

1 

M 

(a 


f ( a + b) n ' 


A 

1 

M 

1 

j 

n 

.x= p 

et D = 

( a + jb) n 

. Posons aussi V = 

1 

j 2 

i 

1 

f 

j ) 

UJ 


U a+j 2 b)'\ 


1 

j 

j 2 ) 


1- 

-VE 

3 


soit 


- ((a+ b) n + (a + jb) n + (a+ j 2 b) n ) 

1 3 

-((«+&)" + j 2 {a+ jb) n + j{a + j 2 b ) n ) 
- ((a+ b) n + [j a + jb) n + j 2 (a+ j 2 b ) n ) 


Autrement dit B" = y 


P y' 


y aj 

(i a+b) n + (a+ jb) n + {a + j 2 b) n 
= — I ( a+b) n + ( ja+ jb) n + j 2 [a+ j 2 b) r 
3 ’ ( a+b)' 1 + j 2 (a+ jb) n + j(a + j 2 b)' 


( a+b) n + j 2 [a+ jb) n + j{a + j 2 b)' 
(i a + b) n + (a+ jb) n + {a+ j 2 b) n 
(a + b) n + {j a + jb) n + j 2 (a + j 2 b )' 


( a+b) n + ( ja+ jb) n + j 2 (a+ j 2 b) n 
(. a+b)' 1 + j 2 [a + jb)' 1 + j{a+ j 2 b) n 
(. a+b)' 1 + (a + jb) n + [a + j 2 b) n 


Exercice 25.56 V 

1 5 -4Y 

Soit la matrice A = I . Calculer A n . (on decomposera A = I 2 + 4J) 


Solution : On a A - I 2 + 4], avec J = [ J | ]. Comme J 2 = 0, on en deduit, puisque I 2 et J commutent, 


1 -1 


A' 1 = I 2 + 4n) = 


4n+\ -An 
An -An+\ 


Exercice 25.57 W 

1. Soit la matrice H - (( hjj )) E®T n (IR) avec hij = 1. Calculer H fc . 

2. En deduire les puissances de la matrice A = ((a,y)) ou = (1 - 8,y). 

3. Montrer que la matrice A est inversible en calculant son rang. 

4. Trouver 1 ’inverse de la matrice A (on le cherchera sous la forme a\ + b\ I ). 
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Solution : 

1. On montre par recurrence que H k = n k ~ l H pour k S 1 et H () = I. 

2. A = H - 1. En udlisant la formule du binome. 


AP=(-l)Pl+- £ 

n U=i 


- fc (— D p - fc I H = (— !) p I + — -^.H 


3. Par les operations C 2 <— C 2 - <— C, n - C| , puis en ajoutant toutes les colonnes de la matrice obtenue a 

la premiere, A a meme rang que la matrice triangulaire superieure a vec pour elements (n — 1), — 1, . . . , — 1 sur la 
diagonale. Par consequent, pour n S2, le rang de A vaut n et done A est inversible. 

4. En calculant 

(al+ &H)(H-I) = -al + {a+ 

il suffit de prendre a - - 1 et b- — — - pour 71 3= 1. Par consequent, A est inversible et 

, 1 

A -1 = H-I 

77-1 


Exercice 25.58 00 

fO 0 


1. Soit la matrice J = 


(A 


1 0 : 
0 1 

0 : 

^0 ... 0 1 0 


e 9JT n ([K). Calculer les matrices ] 2 et]' 1 pour tout entier n e I 


2. Calculer les puissances de la matrice A - 


appelees matrices de Jordan. 


fa 0 
b a 
0 b 

1° ■■■ 


(A 


b a 0 

0 b a } 


e 9Jl n (K). Les matrices de cette forme sont 


Solution : 


1. OnaJ 2 - 


(0 0 
0 0 
1 0 

\0 - 


(A 


0 : 

1 0 0 


. On deduit done J 2 de J « en baissant d’un cran la diagonale de 1 dans la matrice > 


( 0 0 


On deduit J 3 de J 2 par le meme procede et ainsi de suite. On obtient alors V 


0 0 
1 0 


(A 


0 0 
0 0 


, J" = 0et 


] m = 0 pour tout m 3= n. 

2. On remarque que A — a\ n + h\. Comme I n et ] commutent, on peut appliquer la formule du binome. On obtient 
pour tout m eN: 


(aI B + W) m =£|" \a b 1 Y 


A m - 


)a m ~ l b 
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0 Qb m ... ^)a m ~ l b a"\ 



25.12.7 Representation matricielle d’une application lineaire 


Exercice 25.59 V 

Pour chacune des applications lineaires suivantes : 

1 . verifier que u est lineaire. 

2. determiner sa matrice dans les bases canoniques des espaces vectoriels consideres. 

3. determiner son rang. 

4. Determiner u~ l quand cette application existe. 

5. calculer P image du vecteur V donne en utilisant cette matrice. 


1. u: 

2. u : 

3. Oi 

4. u : 

5. u : 

6. u : 

7. u : 


| R 3 — 

R 2 

1 [x,y,z] — 

(x + y+ z,x-2y 

j R 3 — 

R 3 

1 ( x,y,z ) — 

[x + z, y - z, z - j 


( R 3 — > 

pose v = (1, 1, 1). u : j 

1 K 3 [X] — 

0*3 IX] 

, et V = 

1 p ~ 

XP' (X) - P 

| K 2 [X] — 

R 3 

1 p ~ 

(P (0) ,P (1) ,P (2)) 

\ m 2 (R) — 

etv=P 

j M >— 

M [t 

j 9Jl 2 (R) — 

vn 2 (R) . „ { 

1 M i— 

EM { 


- 3z) etV=( °' 1 -- 1) " 

I etV - (1,2, -1). 

p3 

-> — et V = (-1,0,2). 
U A V 

X 3 - 3X 2 + X - 1 . 
et V = X 2 -X+ 1. 


1 1 
0 1 


etV = 


0 1 
1 0 


Solution : 

1. (a) On verifie facilement que u est lineaire. 

(b) A — Matg/^g (m) = | j ^ °u e esf ^ a £> ase canonique de R 3 et e' celle de l 

(c) rg (u) = rg(A) = 2 

(d) u ne peut etre bijective car l 2 et R 3 ne sontpas de me me dimension. 

(e) OfiaB = Matg/V= | 1 j et AB = |°|. Done u(V) = (0, 1). 

2. (a) On verifie facilement que u est lineaire. 

f 1 0 1\ 

(b) A = Matg (u) = 0 1-1 

V-i o l 

(c) rg iu) = rg(A) = 3 


ou e designe la base canonique de l 


1 o -r 

(d) On en deduit que u est bijective. De plus A -1 = - 1 1 2 1 

2 \1 0 1 


done u 1 


(■ x,y,z ) 


- [x - z, x + 2y + z, x + z) 
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(e) 

3. (a) 

(b) 

(c) 

(d) 


f n 

f°) 

2 

etAB= 3 

V-iJ 

V- 2 J 


u est lineaire par bilinearite du produit vectoriel 

I o i -n 

A = Mate(w)= -1 0 1 

V 1 -10 

rg u = rgA = 2. 
u n ’est done pas bijective. 


ou e designe la base canonique de I 


(e) On aB- Mate V = | 0 
4. (a) 


(- 1 

(~ 2 \ 

° 

et AB= 3 

V 2 

V-iJ 


Done u(V) = (-2,3, -1). 


On verifie facilement que u est lineaire. 
(-1 0 0 0 1 
0 0 0 0 
0 0 10 
VO 0 0 2 ) 

rg u = rgA = 3. 
u n’est done pas bijective. 


(b) A = Mat e («) = 


(c) 

(d) 


ou e- (l,X,X 2 ,X 3 ) est la base canonique de IR 3 [X]. 


(e) On a B = Mat e V = 



( 1 

1 

et AB = 

0 

-3 


-3 

V 1 


l 2 


Done u (V) = 2X 3 - 3X 2 + 1 . 


5. (a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

6. (a) 


On verifie facilement que u est lineaire. 

n o oi 

A = Mat e '<=e (u) = I 1 1 1 \ ou e' est la base canonique de R 3 et e celle de IR 2 [X] 

\l 2 4} 

rg u - rgA = 3. 

2 0 O'! 

. On en deduit que u ~ 1 : 


A -1 = - I -3 4 -1 

2 'l -2 1 


(x,y,z) — 

Done u (V) = 3X 2 + X + 1 . 


u est lineaire car F operation de transposition est lineaire. 
(1 0 0 01 


SS 2 [X] 

- ( 2x+ (-3x + 4y-z)X+ [x-2 y+ z)X^ 



(A 

-1 

et AB= 1 

V 1 

UJ 


(b) A - Mate ( u ) - 


0 0 10 
0 10 0 
VO 0 0 1 


oue- (En , E 12 , E 2 i , E 22 ) est la base canonique de 9H 2 ( 


(c) rgu- rgA = 4. 

(d) On verifie sans peine que A -1 = Ace qui se verifie par ailleurs en remarquant que la transposition est une 
symetrie de 'Dl 2 TO- 


(e) 
7. (a) 

(b) 

(c) 

(d) 


On aB- Mat» V = 


f M 

f 1 ) 

-1 

etAB- 

0 

0 


-1 

1 1 


l 1 J 


Done u (V) = 


1 0 

-1 1 


On verifie facilement que u est lineaire. 
(1 0 1 01 

A = Mate (w) = ° l J l 

,0 0 0 1 , 

rg u - rgA = 4. 

On verifie que A 


ou e- (En , Ei 2 , E 2 i , E 22 ) est la base canonique de 9H 2 ( 



0 

-1 

0 ' 

0 

1 

0 

-1 

0 

0 

1 

0 

,0 

0 

0 

1 J 


On montre par ailleurs que : u 


!.J «m 2 (R) — * OT 2 (R 
M E _1 M 
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H 

1 

1 


i 

i 

. Done u(V) = || 'J 

(e) On aB- Mat e V = 

et AB = 


loj 


loj 



Exercice 25.60 V 

c ,,, , j u„m — m n [x] 

Soit 1 endomorphisme cp : < ^ „ 

1. Montrer que tp est lineaire. 

2. Ecrire la matrice de cp dans la base canonique de R„ [X]. 

Solution : 


'0 

0 

2 

0 


0 1 

0 

0 

0 

6 

0 ... . 






12 







0 

0 





n(n-\) 

0 





0 

lo 





0 


Exercice 25.61 

Soit cp : P 1 — * XP' + P oiiP est un polynome. 

1. Prou ver que tpe.£?([R 3 [X]). 

2. Calculerla matrice de tp dans la base canonique de R;>, [X]. 

3. Demontrer que cette matrice est inversible et calcule r son inverse. 

4. En deduire que cp est bijective et calculer V image reciproque de chacun des elements de la base canonique de 
B ?3 [X] par cp. 


Solution : 

1 . La linearite provient de la linearite de la derivation et de la multiplication par X. Reste a demontrer que XP' + P 


est un polynome et que deg(XP' + P) 3 ce qui ne pose pas de difficulte. 
2. On a cp(X fc ) =XkX k ~ 1 +X k ={k+ l)X fc . D’ou la matrice : M = 

n o o o 1 


n o o o 1 
0 2 0 0 
0 0 3 0 
Vo 0 0 4 


3. M" 1 - 


0 J 0 0 

0 0 i 0 
lo o o y 
1 


4. On a c p” 1 (X fc ) = j-X\ 


Exercice 25.62 r 2 

On considere 1 ’espace vectoriel E = t ^’°° (R) et les vecteurs /i , fz , / 3 , /4 e E donnes par : 


fi'.x^chx, f 2 '.x^shx, f 3 '.x^xchx et fi'.x^xshx 

1 . Determiner la dimension du sous-espace vectoriel F de E engendre par la famille f — (/i , fz , / 3 , /a) ■ 

2. Soit cp : f 1 — * /'" -2 /" + /'- f ■ Montrer que cp e 5£ (E). 

3. Determiner la matrice de cp dans la base f. 

4. cp est-elle un a utomorphisme de F dans F ? Si oui, determiner la matrice de cp -1 dans la base f. 

5. Trouver une solution particuliere de V equation differentielle : /'" - 2f" + /' - / = shx+ xchx. 
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Solution : 


1. dimF = 4 car la famille f est libre. En effet supposons Vx e IR, achx+ hshx + cxchx + dxshx — 0, en regardant 
en 0, on a a — 0 on a done dxshx = -(hshx+ cxchx) qui est done une fonedon impaire : d’ou d - 0. Comme en 
+oo, b shx = o(xshx) on en deduit que d, puis c sont nuls. 

2. La linearite est claire. ip(/i) = f 2 - 2/l + /> - f\ = 2 f 2 - 3/i,tp(/ 2 ) = 2/i - 3/ 2 ,ip(/ 3 ) = 2 / 4 - 3 / 3 + 4/i - 4/ 2 et 
«P(/4) = 2/ 3 -3/ 4 + 4/ 2 -4/i. 


3. M = 



1 

4 

-41 


1 - 

-2 

-4 

4 


0 

0 

-3 

2 


, 0 

0 

2 

-3, 


no 

5 

4 

-4' 

l 

5 

10 

-4 

4 

15 

0 

0 

9 

6 


lo 

0 

6 

9 


Comme M 1 existe, ip est un a utomorphisme de F. 


5. Oil cherche une solution u e F, verifiant c p(w) = / 2 + / 3 = v. II suffit de prendre u - tp 1 (i<) pourcela on calcule 


D’ou u- — — (-3chx- 2shx + 3xchx + 2xshx). 


no 

5 

4 

-41 


(~ 9 \ 

l 

5 

10 

-4 

4 

i 

1 

-6 

15 

0 

0 

9 

6 

i 

’ _ I5 

9 


lo 

0 

6 

9 

loj 


l 6 


Exercice 25.63 W 

On considere un C -espace vectoriel E de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E. Montrez que f 2 - 0 si et 
seulement s’il existe une base e de E telle que 


( 0 1 O' 

Mat e(f) = 0 0 0 

1 ° 0 0 , 


Solution : Si f 2 — 0, Im / c Ker /. D’apres le theoreme du rang, 

dimlm/+ dim Ker / = 3 

Comme dimlm/ s; dim Ker/, il vient que 3 sS 2dimKer/ et done que dim Ker/ 3= 2. Comme f n’est pas V endo- 
morphisme nul, dim Ker/ - 2 et dimlm / = 1. Done il existe un vecteur e\ e E non-nul tel que Im/ = Vect(ei). On 
complete en une base (ei,e 3 ) de Ker / que l’on complete ensuite en une base (ei,e 2 ,e 3 ) de E. Comme /(e 2 ) e Im/, il 

existe A e R tel que /(e 2 ) = Aei. Mais A n’est pas nul (sinon f - 0 ) : on pose alors e 2 = — e 2 . La matrice de f dans la 

A 

base e = (ei, e 2 , e 3 ) est de la forme souhaitee. La reciproque est evidente. 


Exercice 25.64 W 

On considere la matrice A = [atj) e DJl n+ i (D$) donnee par : V ( i , j) [1, n + 1] , aij = On suppose que A est la 
matrice d’un endomorphisme 0 e 5£ (IR, 2 [X]) dans la base canonique e - (1,X, de [X]. 

1 . Soit PeR„ [X]. Expliciter 0 (P) . 

2. En deduire que A est inversible et calculer A -1 . 

3. Calculer A m pour tout m eN. 
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et done 0 (P) = (x £ =0 (g)flfc) + (e £ =1 (j) flfc) X +••■+(("_}) a n -\ + 1 + ('*)fl„X", ce qui amene, en re- 

groupant par coefficients et en utilisant la formule du binome : 


0(P) = fl„£ X fc + a„_i£ 


72 - 1 


X + . . . + ci\ (X + 1) + &o 


— &fi (X + 1 ) n + dfi—i (X + 1) n ^ + . . . + d\ (X + 1) + do 
= P(X+1) 


On a alors montre que | 9 (P) = P (X+ 1) | . 

2. 0 est un automorphisme de R„ [X] et , pour tout P e R„ [X], 0 _1 (P) = P (X- 1). On deduitde la question precedente 

. ■ I j — 1 

que A est inversible et que : A -1 = Mat e (0 -1 ) = [bjj] avec pour tout i,j e [0, nj, bij = (—\) 1 ~ l . 


3. Dela me me fag on que precedemment, A m - Mat e (0 m ) et, pour tout P e R n [X], 0 m (P) = P (X+ m) doncA m — (c,j) 
avec pour tout i, j e [0, n\, 


i - 1 


Exercice 25.65 W 

Soit A e dJl 2 (IR) . On definit 1 ’application 


( ffll 2 (R) — QTtzOR) 

^ ' \ X i — » AX 

1 . Verifier que /a est un endomorphisme de (IR) , et determiner sa matrice dans la base canonique de ®t 2 (R) . 

2. Comparer rg f\ et rg u,\ ou ii\ est 1 ’ unique endomorphisme de matrice A dans la base canonique de R 2 . 


Solution : 


1. 



{ a 

0 

b 

°\ 

b\ 

0 

a 

0 

b 

, \, on trouve M = 


0 

d 

0 

d) 

c 


lo 

c 

0 

dj 


2. En general on a rg/X = 2 rg u f \ . Si A est inversible, alors /a est inversible, et / A 1 est definie par 

9Jt 2 (R) — * W 2 (R) 

X i— A _1 X 


/a 


Done rg/ A = 4 = 2rgw A . 


Si A est nulle, il en est de meme pour f\. 

Si A est de rang 1, alors il existe une relation de dependance lineaire entre les deux colonnes. On retrouve cette 
relation entre la premieres et troisieme colonne de M d’une part et entre la deuxieme et la quatrieme d ’autre part. 
Done l’espace engendre par les colonnes de M est de dimension inferieure ou egale a 2. Par ailleurs la premiere 
et la deuxieme colonne sont lineairement independantes. D’ou le resultat. 


n-j-1 


Exercice 25.66 WO 

Soit A e 9Jl n (IR) definie par aij — (- 1) 

1. Demontrer que A 3 = (-1)” -1 I„. 

Indication 25.24 : On pourra considerer L : 

2. En deduire que 


(0 « i,j ^ n- 1). 


Vi [X] 
P(X) 


R»-i [X] 

(l-X)- 1 .?^) 


n-1 n - 1 

EEi-if 

k= o e=o 


n- k- 1 


n—i— 1 

i 


n-j- 1 

I 


= (— 1 ) 


pour tout [n, i , j) e (N*) 3 , i,j ^ n. 


Solution : 
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1. Remarquons que L est bien lineaire, et que L(X k ) - (1 -X)' 


'(1-X) fc 


= (1 -X)” k 1 e IR re _i [X]. L est done bien 


un endomorphisme. L 2 (X fc ) = (1 -X) 
\ n-k-l 


1- 


1-X 


L 2 {X k ) - (1 -X)' 


1 

"l-X 


1- 


1-X 


= (1-X)' 


= (1-X)"“ 
1 

l-X 


-X 


n-k-l 


l-X 

72— A:— 1 ( 

l-X 


- (-30 ' 


1 fl — X) / 




Done L 3 = (- 1) " 1 id Rn _! pq ■ 

Unfin La matrice de L dans la base naturelle de R„_i [X] est donnee par ses vecteurs colonnes. La j eme est donnee 


n— j - 1 

par LCX-' ) = (l-X) n ~i ~ 1 = X (-1) 
1=0 

On a done bien A 3 = (-\) n ~ l \ n . 


2. Le calcul de B = A 3 s’obtient par 
n-ln-l n- 1 n — 1 

btj = X X a ik a kt a tj — X X (~ 1) 

k= 0 1=0 k= 0 1=0 


n-j-1 


n- k- 1 


|X' = X C-D' 


n-j-1 


(-l) y 


z-f-1 


(- 1 ) ( 


X' . On retrouve done bien la matrice A. 


. D’ou le resultat. 


n-j-1 

i 


25.12.8 Structure formee de matrices 


Exercice 25.67 

Soit L ensemble 




e 9Jl 2 (IK) I x e IR \ {0} 


Montrer que, muni de la multiplication usuelle des matrices, J est un groupe abelien. 


Solution : Soit ] (x) = 


et J = J(l) . On a J 2 - 2] et J(x)J(y) = 2xyJ = J(2xy). On a done la stabilite et la commuta- 


tivite. On a aussi J(x)J(|) = J (x) done J(|) est element neutre et J(x)J(y) = J ( j) lorsque2xy - j soit y-j^. Tout element 
admet bien un symetrique. 


Exercice 25.68 

Pour la multiplication usuelles des matrices carrees, les ensembles suivants sont-ils des groupes : 
GL(2, R) n m 2 (Z) , {M e 9Jl 2 (Z) | detM = 1} ? 


Solution : Le premier ensemble n ’est pas un groupe car, par exemple, la matrice 
qui n ’ appartient pas a T ensemble. 


2 ! 

0 \) 

Notons G={Me Oita (Z) | detM = 1} et montrons que G est un sous-groupe de GL 2 ( 

- la matrice identite appartient a G. 

- si A, B e G alors AB £ 9712 (Z) et det AB = det A x detB = 1 x 1 = 1, et done AB e G. 


Si A = 


a b 
c d 


(a,b,c,deZ) alors ^ x \ d j' 


d -l 
-c a 


2 ne peut avoir pour inverse que 


appartient a G et est 1 ’inverse de A. 


Exercice 25.69 7? 

1. L’ ensemble E = {(g °) : ae R\ {0}} muni de la loi de multiplication usuelle des matrices de iffl 2 (R) est-il un 
groupe ? 

2. L’ ensemble SP 2 (R) des matrices symetriques reelles d ’ordre 2 muni de la loi de multiplication usuelle des matri- 
ces de Wl 2 (R) est-il un groupe ? 


Solution 


1. Oui. 


a 0 
0 0 


b 0 

0 0 


ab 0 
0 0 


. On a un groupe abelien. 


2. Non. Le produit de deux matrices symetriques n’a aucune raison d’etre symetrique . 
La loi n ’est pas interne. 


1 1 
1 0 


0 0 
0 1 


0 1 
0 0 
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Exercice 25.70 V 


1 . L’ ensemble des matrices [ f L , | avec a,b,c,d £ M tels que ad - be ^ 0 et a 2 - b 2 - c 2 - d 2 ^ 1 est il un sous- 


groupe de GfeOK) ? 

2. L’ ensemble des matrices 


b d 


0 a 1 


avec aeR* et be U est-il un sous groupe de Gh (ITS) 


3. Existe-t-il une valeur M e K telle que 1 ’ensemble des matrices | ^ ^ J avec a,b,c,d eU tels que ad - be / 0 et 

a« M forme un sous-groupe de Gh (K) ? 


Solution : 

1 . L’ ensemble G des matrices 


a c 
b d 


avec a,b,c,d e OS tels que ad - be ^ 0 et cr - b 2 - c 2 - d 2 =£ 1 n’estpas un sous- 


groupe de GZ 2 TO. En effet les deux matrices et | j ^ 

n ’appartient pas a G. 

2. L’ ensemble H des matrices 


0 ) . , ^ J . I 2 

appartiennent a G et leur produit 


1/2 
1/2 1/4 


q a -i | avec aeR* et beU est un sous groupe de GfefIR). En effet, 

I 2 element neutre de GfeTO appartient a H. 

/ nr nrl 4 - hr~^\ 

done le produit de 


- Soient M = \ t ^ I et M' = 


)0 a 

deux elements de H appartient a H. 


c d \ , , TT , ac ad+ be 

„ deux elements de H alors MM = „ , , 

0 c 1 10 (ac) 


Soit M = 


Alors M 1 = 


)0 a 

3. Soit Km V ensemble des matrices 


-b 


appartient a H. 


a 
b d 


avec a, b, c, d e R tels que ad - be ■£ 0 et a M. Nous allons montrer, en 


raisonnant par 1 ’absurde, qu ’il n ’existe pas de valeur M e M telle que Km forme un sous-groupe de Gh (IK) . 

Soit M El tel que Km forme un sous-groupe de G/ 2 (IK). Alors I 2 appartient a Km done Msl. Ainsi, les matrices 
11 ) . ( 11 ) . . (l + ri 2 


A = *J et, pour tout neN, A n = ^ appartiennent a K n done le produit AA n 
K n . En consequence, pour tout n e N, on a : 1 + n ^ M, ce qui est absurde. 


appartient a 


Exercice 25.71 

Soient les ensembles 


L = 


x 0 


e WI 2 (K) I x e IK > et M = 


0 0) “ ' ' ’ ) [\ -x -x 

Etudiersi, munis des lois usuelles, L et M sont des anneaux, des corps. 


e9J1 2 ([R) | X E [ 


Solution : Soit A(x) = 


x 0 
0 0 


On a A(x) + A(y) = A(x + y) et A(x) + A(y) = A(x + y) . On veribe ainsi que M est un 


anneau et meme un corps. De fait, A : x e [ 


• A(x) est un morpbisme d’ anneaux. 

Soit B(x) = | X x X x j = xA(l). On a A(l) 2 = 0. On en deduit que A(x)A(y) = 0 = A(0). La multiplication est done 

associative, commutative, distributive par rapport a V addition. En revanche il n’y a pas d’ element neutre. Bien entendu, 
M n ’est pas un corps. 


Exercice 25.72 

Soit la matrice A = | ^ j j . On note Hi 1 ’ensemble des matrices qui commutent avec A. 
Montrer que Hi est un sous-espace vectoriel de 9Ji2(R) et determiner sa dimension. 


Solution 


est le noyau de /a : 


9Jl 2 (K) 

X 


9Jt 2 (R) 


et en tant que tel est un sous-espace vectoriel de 31(2 (IK) 

0 1 


- AX-XA 

On a clairement A e Hi et G e Hi . Remarquons aussi que les matrices de Hi commutent aussi avec S = A - 12 = 
fa b) , f c d 


Soit M = 


e Hi , on a SM = 


d) \-a - 

sous-espace vectoriel de '3)1.2 (IK) engendre par A et I 2 (ou par S et I 2 .) 


et MS ^ fl |. Ott a done -b - c et a — d. Done 


-1 0) 
est bien le 


1014 


Exercice 25.73 

Posons : 


V 


1 = 


1 0 
0 1 


et 



-1 

0 


et E = {xl + yj | (x,y) e l 2 }. Verifier que J 2 = -I et montrer que P application 0 : 
isomorphisme de corps. 


C 

x+ iy 


E 

xl+ y] 


est un 


Solution : 0 est lineaire, et 0(x+ iy) - x\ + yj = 0 n ’est verifie que pour x — y - 0. 0 est done un isomorphisme lineaire 
entreE et C. 

Une fois etabli J 2 = -I, on en deduit que 0((xl + yj)(x'l + y' ])) = 0((xx' - yy')I + (xy' + yx')J) = 0(xl + yj)0(x'l + y'J)- 
Comme on a 0(1) = 1, on a bien un isomorphisme de corps. 


Exercice 25.74 

Soit c > 0. 


W 



c ; xe ] — c; c[. 

1 J 


Demontrer que cet ensemble de matrices est un sous-groupe. (de quoi ?) 


Solution : On pose cp -argth(-) ; Soit x - c.tlup. Or 1- th 2 cp = — — . Done — 

ch ‘ *P 


: chq>, et 


i 1 


■ ship. Done 


chip ship 
ship chip 


M(x) = 
on a M(x).M(y) = 


En posant 9 -argth(^), 


ch(ip + 0) sh(ip + Q) 
sh(tp + 0) ch((p + 9) 
l’appelle le groupe de Lorentz. 


On obtient bien un sous-groupe du groupe des matrices inversibles. On 


Exercice 25.75 W 

On considere le sous-espace vectoriel V de 9.Ti : > (R) engendre par les matrices 


f - 1 

0 

1 

f - 1 

1 

0 1 

1 

-1 

0 

et B = 0 

-1 

1 

V o 

1 

-1, 


0 

-1, 


Montrez qu’aucun element de V n’est inversible. Montrez que (V, +, x) est un corps isomorphe a C. 


Solution : Soit M = AA + pB et X = 


On a MX = 0. Done M n’est pas inversible. 


Pour la suite, on a besoin de quelques calculs euphorisants : AB = BA = -(A+ B); A 2 = B - 2A; B 2 = A - 2B. On en 
deduit queV est stable par multiplication. On remarque ensuite que (AA+ |jB)(A'A+ (i'B) = [(A - |i)(A' - |i') - 3AA'] A + 
[ (A — |x) (A' - |i') - 3|i[i'] B. On en deduit que la multiplication est commutative dans V. On cherche V element neutre de 
V sous la forme A'A+ p'B. On doit avoir (AA+ pB)(A'A+ |/B) = AA+ pB pour tous A et |x, done en particular lorsque 
A- p = 0, ce qui donneX' — |/ = — On pose alors E = -|(A+B). Ensuite on verifie que A(A+B) + 3A = B(A+B) + 3B = 0 
ce qui veut bien dire que AE = A et BH = IE On en deduit par linearite que E est element neutre de V pour la multiplication. 
Enhn (A-B) 2 = A 2 + B 2 -2AB = -(A+ B) + 2(A+ B) = -3E. Done en posant] - on a] 2 - -E. 

( C — . V 

Maintenant on a tout reconstitue : (E,J) est une base de V et tp : < z _ + / ; / > (i \: + j } j est un isomorphisme 


d’anneaux qui transporte la structure de corps de C surV. 


Exercice 25.76 <Z>VV 

f cos 2 f) -sin 29 

Pour tout V0 e R, on pose Eg = cos9. sinB cos29 
\ sin 2 0 sin 29 

1. Demontrer que T - {Eg,0 e R} est un groupe. 

2. Calculer detEg. 



- sin 0. cos 0 
cos 2 0 j 
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Solution : 


1. SoitA = Fg.F^ {a i: Ona 

a\ : \ = cos 2 9. cos 2 ip-sin29.cosip.sincp + sin 2 9.sin 2 (p 

= cos 2 9. cos 2 ip - 2 sin 9. sin (p cos cp. sin cp + sin 2 9. sin 2 tp 
= (cos 9. cos cp- sin 9. sin ip ) 2 = cos 2 (9 + <p). 

fli ,2 = -cos 2 9.sin2(p-sin29.cos2(p + sin 2 9.sin2(p 

= - sin 2<p. (cos 2 9 - sin 2 9) - sin 29. cos 2(p = - (cos 29 sin 2tp + sin 29. cos 2<p) 

= -sin2(9 + <p). 

fli ; 3 = cos 2 9.sin 2 cp + sin29.cos(p.sin<p + sin 2 9.cos 2 (p 

= cos 2 9. sin 2 cp + 2 sin 9. sin cp cos cp. sin cp + sin 2 9. cos 2 cp 
= (cos 9. sin cp + sin 9. cos cp) =sin 2 (9 + cp). 

« 2 .i = cos 9. sin 9. cos 2 cp + cos29.coscp.sincp- sin 9. cos 9 sin 2 cp 

= sin 9. cos 9. (cos 2 cp - sin 2 cp) + cos29.coscp.sincp 
= i(sin29.cos2cp + cos29.sin2cp) = isin(29 + 2cp) 

= sin(9 + cp).cos(9+cp). 

02.2 = -cos9.sin9.sin2cp + cos29.cos2cp-sin9.cos9sin2cp 

= cos 29. cos 2cp - 2 cos 9. sin 9. sin 2cp = cos 29. cos 2cp - sin 29. sin 2cp 
= cos2(9 + cp). 

a. 2,3 - cos 9. sin 9. sin 2 q)- cos29. coscp.sincp- sin 9. cos 9. cos 2 cp 
= — £ 22,1 — — sin(9 + cp). cos(9 + cp). 

« 3 ; i = sin 2 9.cos 2 cp + sin29.coscp.sincp + cos 2 9.sin 2 cp 

= — sin 2 (9 + cp) . 

03.2 = -sin 2 9.sin2cp + sin29.cos2cp + cos 2 9.sin2cp 

= — ^ 1,2 — sin 2 (9 + cp). 

< 23,3 = sin 2 9.sin 2 cp-sin29.sincp.coscp + cos 2 9.cos 2 cp 

= ( 2 i,i — cos 2 (9 + cp) . 

Finalement Fg.F,p = Fg +q ,. On a done un morphisme de R sur F, qui fait done de T un groupe. 


2 . 


Un calcul avec la regie de Samis n ’est jamais meprisable : 

det Tg = cos 2 9. cos 29. cos 2 9 + sin 29. sin 9. cos 9. sin 2 9 + cos 9. sin 9. sin 29. sin 2 9 

- sin 2 9. cos 29. sin 2 9. + sin 29. cos 9. sin 9. cos 2 9 + cos 2 9. sin 9. cos 9. sin 29 
= cos 2 9. cos 29. cos 2 9 + sin 29. sin 9. cos 9 + cos 9. sin 9. sin 29 - sin 2 9. cos 29. sin 2 9 
= cos 2 9. cos 29. cos 2 9 + 2. sin 29. sin 9. cos 9 -sin 2 9. cos 29. sin 2 9 
= cos 29. (cos 4 9 - sin 4 9) + sin 29. sin 29. 

= cos 29. (cos 2 9 - sin 2 9) . (cos 2 9 + sin 2 9) + sin 29. sin 29. 

= cos 29. cos 29 + sin 29. sin 29 = cos 2 (29) + sin 2 (29) = 1 . 

Si on utilise le fait que F = {Fg,9 e R} est un groupe, alors un argument plus savant permet d’aboudr au me me 
resultat : 

Tous les elements de Fg sont en valeur absolue inferieurs a 1. Done | detFgl ^ ^ 1 =£ 6. 


0 € 6 3 

Or 9 — > detFg est un morphisme de groupes. Son image est done un sous-groupe borne de R. II est done inclus 
dans {— 1; 1}. De plus, 9 — * detFg est une application continue de R dans R, son image est done un intervalle. 
C’est done {!}. Done, V9 e R, detFg = 1. 


Exercice 25.77 

Pour chacun des sous-ensembles suivants : 

1. Montrer que c’est un sous-espace vectoriel de E = flJF, (E). 

2. En donner une base et la dimension, 
a -b a 1 

Fj = -(| b -a b | a,beU\ et F 2 = 
ci — b ci 


2 a c-b a 
3 b+c a-b a + 2c 
a + 3c b —a—c 


\ a,b,cel 



1016 


Exercice 25.78 




Soit E 1’ ensemble des matrices de 9J1 2 (IK) de la forme : A - 


a+b b 


-b a-b 

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de 9Jt 2 (IK). Donner une base de E. 

2. Montrer que E est un sous-anneau commutatif de 9Jt 2 (IK). 

3. Determiner les elements inversibles de E. 

4. Determiner les diviseurs de zero de E. 


avec (a, b) e IK 2 . 


Solution : 

1. L’ application ip : 


(a, b ) 


est lineaire, clairement surjective. Son noyau est reduit au 


a+b b 
-b a-b 

vecteur nul. cp est done bijective. Une base de E est done, par exemple, ((p(l,0),<p(0, 1)). 

a+b b H a! + b' b' )_ / aa' + ab' + ba' ab' + ba' 

-b a-b -b' a'-b' ) ^ -ba! - ah' aa'-ab'-ba' 

tp(aa', ab’ + ba’). E est done stable par multiplication. Comme il contient I 2 = ip(l,0), e’est un sous-anneau de 
OH 2 (IK). 


2. ip(fl, b).q>(d, b') - 


3. Les elements inversibles de E sont ceux pour lesquels a ^ 0. On a alors ip(a, h) - cp [ ~ ~ “ 

ad = 0 


4. En resolvant le systeme j + ^ On obtient par exemple a - 0 ce qui interdit b = 0 et implique 

a' = 0. Done les diviseurs de zero sont les (cp (0, £>).ip(0, b')) avec bb' ^ 0. 


Exercice 25.79 00 

Une matrice A = [aij) de 9 JI 3 (R) est dite magique si elles verifie les 4 conditions suivantes ; 

3 

1 Pour tout j e {1,2,3}, on a : ^ aij - 0. 


2 Pour tout i e {1,2,3}, on a : ^ aij - 0. 

l=i 

3 

3 On a : ^ an = 0. 

i= 1 

4 CJ13 + a 2 2 + «31 = 0 . 

On notera ./// Pensemble des matrices magiques. 

1. Montrer que l’ensemble des matrices magiques possede une structure de U-espace vectoriel. 

2. Montrer que si M e ,M alors ( M e .M . 

3. Caracteriser les matrices magiques antisymetriques et les matrices symetriques. On notera .<// Pensemble des 
matrices magiques antisymetriques et 2/ Pensemble des matrices magiques symetriques. 

4. Prouver que sd © SP = . 

5. Interpreter le resultat obtenu. 


Solution : 

1. ■-//, est P intersection des noyaux de huit formes lineaires. C’est done un sous-espace vectoriel de 9 .TI 3 (R) comme 
intersection de sous-espaces vectoriels. 

3 3 

2. C’est clair, les roles des formes lineaires A • — * ^ an, et A > — > ^ a*,- etant echanges. 

i= 1 1=1 

( 0 -a a 'l 
a 0 -a 
-a a 0 

0 -a a 1 

| a e 


a 0 -a 

-a a 0 

Soit A e SC . En posant a = CI13 on obtient 031 - a et a 22 = - 2 a. On pose b — a\2 d’ou a 2 i = b, a\\ = - a- b, <233 = 


b + 3a, a 2 3 = a -)2 - 2a- b. La somme de la 3 eme colonne donne 6 a - 0. Done SC - 


((V 

b 

0 

0 ' 
-b 

| be»\ 

Ho 

-b 

b) 

J 
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4. 9.11.3 (IK) est la somme directe de l’espace des matrices symetriques et del’espace des matrices symetriques. Done 
a fortiori &/ © 5? — ,/#. (A = \ (A + l A) + ^ (A - f A) ). 


5. On en deduit que .W. = 


( —b b-a a 1 
a+b 0 -a-b \ [a,b)eU 2 
-a a-b b , 


Exercice 25.80 

(Extrait des petites Mines 2006) 
I-Etude de deux ensembles de matrices 


Soit (x,y) tin element quelconque de R 2 . On note M Xi y la matrice 


x-y y 
2 x+ y 

Soit 2 le sous-ensemble de 9Jt 2 (R) tel que 2 = {M^y | ( x , y) e IR 2 }. 

1. Quelle relation doivent verifier x et y pour que la matrice M XiV ne soit pas inversible? Calculer le produit 
M X: y x i\l — x,y ■ En deduire V inverse de M r y lorsqu ’il existe. 

2. 2 est-il un sous-espace vectoriel de (fDJ 2 (R) , +, .) ? On justifiera sa reponse. 

Soit A = e $t 2 (IR) et J = {A + M XtV \ (x,y)eR 2 }. 

3. Montrer que J est un sous-espace vectoriel de (9Jc 2 (R),+,.). 

4. Quelle est la dimension de] ? Determiner une base de J. 

5. Montrer que la loi x est interne dans ] . 

II - Etude d'une application de 9)t 2 (R) 

Soit B une matrice quelconque de 9Jt 2 (R). Soit tps 1’ application de 9Jt 2 (IR) dans ®t 2 (IR) qui a la matrice X associe la 
matrice ipu (X) = B x X. 

1. Montrer que ipe est un endomorphisme de l’espace vectoriel (9Jc 2 (IR) ,+, .). 

2. On suppose dans cette question que B = M 2 ,i = . 

(a) <[>n est elle surjective 2 Bijecdve ? 

(b) Determiner la matrice de tpe dans la base canonique de 9J l 2 (IR). 

On rappelle que la base canonique de 9Jt 2 (R) est constitute des matrices (Ei,i,Ei i2( E 2> i,E 2 , 2 ) on 


Ei,i = 


1 0 
0 0 


Ei, 2 = 


0 1 
0 0 


E 2 ,i - 


0 0 
1 0 


et E 2j2 - 


0 0 
0 1 


3. On prend dans cette question B = Mq -2 - 


2 . ipB est- elle surjective ? Bijecdve ? 


Solution : I. 

1. M Xi y n’est pas inversible lorsque x 2 - y 2 - 2y - 0. Dans les autres cas, M x , y est inversible dans 9Jt 2 (IR), mais 


peut-etre pas dans 2. 

M x.y x M -x,y - (y 2 - x 2 + 2y)I 2 . Done, lorsque x 2 - y 2 - 2y / 0, = M [~ y i_^ +2y < yi_ x i +2y ) 

bien a 2. 

2. La matrice nulle n ’appardent pas a 2. Done 2 n ’est pas un sous-espace vectoriel de (9Jt 2 (IR) , +, .) . 
— * E 


qui appardent 


A+Mv 


3. L’ application cp : 
nul. cp est done bijecdve. 

4. Une base de E est done, par exemple, (cp(l,0),cp(0, 1)). J est de dimension 2. 

5. cp(x,y).cp(x',y') = 


est lineaire, clairement surjective. Son noyau est reduit au vecteur 


x-y y 

0 x+ y 


x - y y 

0 x’ + y' 


xx - xy - yx + yy xy + yx 

0 xx' + xy' + yx' + yy' 


= cp(xx' + yy', xy' + yx'). C’est bien dire que la loi x est interne dans J. 


1018 


1. On a B(AX + pY) = ABX + pBY. De plus BX e 91 [2 (R). tpn est done un endomorphisme de (9112 (R) ,+,.)• 

2. (a) On a B _1 = | ^ On a cp B 1 (epe (X)) = B _1 .cpB (X) = B _1 BX = X. On a done tp B 1 = (ip B ) _1 . 

K 1 j + 2 E 22 . On obtient ainsi la premiere colonne de la matrice de tps 
. On trouve de la meme fag on les autres colonnes : 


(1 


fl 

0 

1 

[2 

3J 

lo 

0 

1 


(b) On a BE 11 = 

dans la base canonique de 9712 (R) '■ 


( 10 10 1 
0 10 1 
2 0 3 0 

\0 2 0 3 ) 


3. Cette fois B n ’est pas inversible. Puisqu ’il n ’est pas question d’obtenir une solution a cp B (X) = I 2 , tp is n ’est pas 
surjective et done pas bijective. 


Exercice 25.81 W 

Soit une sous-algebre si del’algebre L(E). On suppose que V/ e L(E), f 2 e si => / e sd . Montrer que si — L(E). 


Solution : Raisonnons de faqon equivalente surles matrices carries. Supposons que si soit une sous-algebre de 9)1 „ (IK) 
verifiant VM e 9)1 n (K ) , M 2 e si -=> Me si. II suffit de montrer que toute matrice E/j de la base canonique appartient 
a si . Comme si est une sous-algebre de L(E), 0l(ej e si. Or si ( i,j ) e [[1, n]] 2 , E 2 . = Ep-Ep- = 8ijEij . Par consequent, 
si i i- j, E 2 j e si et done Ejj e si . Soit maintenant i e [( 1 , n\\. Soit j i- i. On sait que E/y, Eji e si et comme si est 
une sous-algebre de L(E), le produit EijEji = Eu est encore dans si. Comme si contient toutes les matrices de la base 
canonique et que e’est un sous-espace vectoriel de 971 n (IK), si = 97t n (IK). 


25.12.9 Changement de base 

Exercice 25.82 9) 

On considere l’espace vectoriel R 2 muni de sa base canonique e - (ei,e 2 ). On considere l’endomorphisme f de R 2 
donne par : 

f[e i) = e 1 + e 2 et f(e 2 ) - -e\ + 2e 2 

1. Determiner la matrice A de f dans la base canonique e. 

2. Soit v = XC[ + ye 2 e R 2 . Calculer les composantes x' et y' de f (v) dans la base canonique e. 

3. On pose : £1 = e 2 et z 2 -ei + e 2 . Prouver que e = (£ 1 , 62 ) est une base de E. 

4. Determiner P f ._ E ainsi que 

5. En deduire la matrice B de f dans la base £ et en deduire les expressions de f (£ 1 ) et f (£ 2 ) en fonction de £1 et 
£ 2 - 

Solution : 



2. Par linearite de f : f ( v) = (x - y, x + 2y) 

3. Comme Mat e (e) = || et que cette matrice est inversible, la famille £ est une base de R 2 . 

4. Comme P e ^ E = Mat e (e) alors P E ^ e = (P e ^ E ) _1 = 

5. La formule de changement de base amene B = Mat E (/) = P E _ P Mat,. (/) £ . Apres calcul, on trouve : B = 


Exercice 25.83 

Soit [e\,e 2 , e-\) la base canonique de R 3 . On pose : 

fi = e\- e 2 + 2e 2 , f 2 -e2 + e 2 , ei + 2 e 3 

1. Prouver que [fi,f 2 ,f 3 ) forme une base de R 3 . 
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2. Ecrire la matrice de passage de la base e ala base f. 

3. Determiner la matrice de passage de la base f ala base e. 

4. On considere le vecteur u de coordonnees (-1,0,2) dans la base canonique. Quelles sont ses coordonnees dans 
la base f ? 


5. On considere 1 ’endomorphisme 0 : 
dans la base f. 


1 R 3 

[x,y,z] 


I R 3 

[x+ y-2z,-x- z, -x + 2y) 


. Determiner la matrice de 0 


Solution : 

1. On a : Mat e (/) = 


r 1 0 

1 A 

-1 1 

0 

, 2 1 

2 , 


. Le determinant de cette matrice est - 1. On en deduit que la famille f est libre 


et coimne elle est de cardinal egal a la dimension de R 3 , que c’est une base de [ 

2. Par definition : P e ^y = Mat e (/) . 


3. De meme Pf-> e = (Pe— /) 


CM 

1 

-1 

1 

-2 

0 

1 

OJ 

1 

-1 , 


r 4 ' 

4. D’apres la formule de changement de base Maty u = Py_ e Mat e (u) = 4 

, -5 , 


r 1 

5. On a : Mat e (0) = - 1 

, -1 


1 -2 

0 - 1 .En udlisant la formule de changement de base Mat y (0) = P y_ ( , Mat e (0) 

2 0 , 


on trouve Maty (0) : 


r 8 
5 

, -12 


5 8 1 

4 5 

-6 -11 , 


Exercice 25.84 

Soient : 

Pi=X 2 + l, P 2 =X+1 et P 3 = 2X 2 - X 
On note 3% = (l,X,X 2 ) la base canonique de R 2 [X]. 

1. Montrerque 33' = (Pi,P 2 ,P 3 ) forme une base de R 2 [X]. 

2. Ecrire la matrice de passage de 33 a 33' , puis celle de 33' a 3/3. 

3. Soit P (X) = X 2 -X+ 2. Donnerles composantes de P dans la base 3$' . 

p£] ► [J^2 [X] 

p ^ , . Determiner la matrice de 0 

dans la base 3$' . 


Solution 


( 1 1 
0 1 -1 


1. On a Mat^ [33') - 0 1-1 et detMat^ [33') = 1 done la famille 33' est libre. Cette famille est de plus de 

V 1 0 2 , 

cardinal egal a la dimension de R 2 [X] ce qui prouve que c’est une base de R 2 [X]. 

12 -2 -1 1 


et ] 


2. On a] 


3. On a Mat^/ (P) = Pgg'^SB Mat^ (P) : 


-1 2 1 

l -1 1 1 


(2 -2-11 


' 2 


' 5 ' 

-1 2 1 

X 

-1 

- 

-3 

,-11 1 , 


, 1 , 


, -2 , 
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f ° 

0 

0 1 


f -2 -2 -2 ' 


4 . On a Mat^( 0 ) = 

0 

1 

0 

et Mat gg, ( 0 ) = P Mat gg ( 0 ) P = 

2 2 2 



l 0 

0 

2 J 


l 2 1 3 J 



Exercice 25.85 V 

On considere E = R 3 et F = R 2 
( n>3 


f={h,f 2 ).Soit U -.\ (w) 


tous deux munis de leurs bases canoniques respectives qu’on notera e = (e\ , € 2 , e;() et 

— R 2 

— [x + y,y-z) 


1 . Prouver que ue St ? (E, F) et ecrire la matrice de u relativement aux bases e et f. 

2. On considere les families de vecteurs e' - (e' p e' 2 , e 3 ) avec e 3 = (0, 1, - 1) , e' 2 = (1,0, 2 ) ,e' 3 = (1, 1, 0) et /' = (/', f 2 ) 
avec /' = (1,0), f 2 = (1, 1). Montrerque e’ et f sont des bases de respectivement E et F et ecrire les matrices de 
changement de base de e vers e' et de f vers f. 


3. En deduire la matrice de u relativement aux bases e 1 et f. 


Solution : 

1. On verihe facilement que u est lineaire. De plus Mat f^ e ( u) ■ 


1 1 0 

0 1 -1 



' 0 

1 

1 ' 

2 . On ecrit Mat,, e' — 

1 

0 

1 


, -1 

2 

0 , 


1 1 


et comme det (Mat e e') - 1 on en deduit que e’ est une base de E. De meme 


et det (Maty (/')) = 1 . La famille f est done une base de F. De plus P e ^e' = Mat,, e' et 


Mat f [f) 

1 0 1 

P/— /' = Maty/'. 

3. La formule de changement de bases est Mat (w) = Pp^f Maty^ e (w) P e ^ e < et comme Pf-.f = (P /— /') = 

-1 3 1 


1 -1 

0 1 


on a Matp^e' (u) - 


2 -2 1 


Exercice 25.86 

Dans le U:-e space vectoriel E = K 3 muni de sa base canonique e, on considere la famille de vecteurs e = (£ 1 , 62 , 63 ) 
donnes pare 1 = ( 1 , 0 , 2 ), 62 = ( 0 , 1 , 1 ), 63 = ( 1 , 0 , 1 ). Posons F = Meet ( 61 , 62 ) et G = Meet ( 63 ). 

1 . Montrerque F et G sont supplementaires dans E. Donner une base de E adaptee a la supplementary de ces deux 
sous-espaces vectoriels. 

2. Ecrire, dans la base e, la matrice de la projection p de E sur F parallelement a G. 

3. En deduire les matrices, dans la base e de : 

(a) la projection // de E sur G parallelement a F. 

(b) la symetrie s par rapport a F parallelement a G. 


Solution : 


f 10 1 ) 


1. On a Mate (e) = 


0 1 0 


et detA = -1 .La famille e est done une base de E. On en deduit que (61,62) forme 


V 2 1 1 

une base de F et que (£3) forme une base de G. Ces deux sous-espaces sont de plus clairement supplementaires et 
la base e est adaptee a cette supplementary . 


2. On a : Mat E ( p) 


( 1 0 0 ) 

0 10 et, en utilisant les formules de changement de base Mat,, ( p) - \\^ e Mat f: ( p) P f: _ e 

k 0 0 0 , 


( -i -1 1 1 

avec e = Mate (e) et P f: _ ( , = (P e ^ e ) _1 . Apres calculs, on trouve Mate [p] = 0 10 

, -2 -1 2 j 
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( 2 1 

3. (a) On sait que p + p' = Me. Done Mate [p') = I 3 - Mat e [p) = 0 0 0 

k 2 1 -1 

( -3 -2 2 

(b) On sait aussi que s — 2p - Me- Done Mate (s) = 2Mat e [p) - 13 = 0 10. 

k -4 -2 3 

Exercice 25.87 

Soil E = US 3 , ei = (0,0, 1), £2 = (1, 1, 1) et £3 = (0, 1, 1). On pose : F = Vect (ei,£ 2 ) et G = Veer (£ 3 ). 

1. Prouver que e = (ei,E 2 ,£ 3 ) est une base de E et eti deduire que E = F® G. 

2. Determiner la matrice dans la base canonique e de E de la projection p sur F parallelement a G. 

3. En deduire, dans la base canonique de E, la matrice de la symetrie s par rapport a F parallelement a G et la 
matrice de la projection p' sur G parallelement a F. 


Solution : 

0 1 O' 

1. Com me la matrice Mat,, (e) = | 0 1 1 

lJ 


est inversible, la famille e est une base de R 3 . Comme (ei,£ 2) est une 


a 1 ij 

base de F et que (£ 3 ) est une base de G, on en deduit que E = F © G. 


2. On sait que Mat E (p) = 


u 0 o^ 

Mate (p) = | 1 0 0 

1 -1 1 


r 1 

0 

0 ' 


0 

1 

0 

done grace aux 

k 0 

0 

0 , 


e — 

Mate 

(E) et P E — >e — (P e — - e) _ 1 — 


0 -1 1 \ 

1 0 0 

-1 1 0 


. On effectue les calculs et on trouve 


(l 0 O' 

O 

O 

O 

2-10 

et Mate [p') — _ 1 1 0 

U -2 1 , 

l-i 1 0 


Exercice 25.88 


Soient A - 


r 2 

1 

-2 ' 

0 

1 

0 

k 4 

1 

-4 , 


et e- (e 1 .e 2 .e 3 ) la base canonique de IR 3 . Soit f l’endomorphisme de IR 3 represente par A 


dans la base e. On pose £1 = (1,0, 1) , £2 = (0,1,0), £3 = (1,0,2) et e = (ei,E 2 ,£ 3 ). 

1. Montrer que e est une base de IR 3 . 

2 . Ecrire la matrice de f dans cette base. 

3. Determiner une base de Kerf et de Im /. 


Solution : 


n 0 r 

1. On veritie que Mate (e) - I 0 1 0 est inversible done e est une base de If. 

U 0 2 

2. D’apres la formule de changement de base Mat E (/) = P E ^ e Mate (/) P e 


( 2 

0 

-r 

f 0 

1 


0 

1 

0 

. 11 vient Mat E (/) = 0 

1 

0 

V-i 0 

1 

lo 

0 - 2 } 


avec P e ^ E = Mate(E) et P E ^ e = 


3. Les deux derniers vecteurs colonnes de Mat E (/) sont non colineaires et le premier est nul done rgf - 2 et 
dimlm/ = 2 . Les vecteurs /fe) = (1,1,0) et /( £ 3 ) = ( 0 , 0 , - 2 ) sont non colineaires et dans l’image de f. II 
forment done une base de Im /. La formule du rang permet d’ affirmer que dim Ker / = 1. Comme f (e 1 ) = 0, une 
base de Kerf est (ei). 
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Exercice 25.89 V 

Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base e - (e\,e 2 , ef). On considere f Pendomorphisme de E dont la matrice 
f 3 -2 -4 \ 

dans la base e est A- 1 0 -2 

,1 -1 -1 , 

1. Calculer A 2 . Que peut-on en deduire au sujet de f ? 

2. Determiner une base de Im / et de Ker /. 

3. Prouver de deux fagons differentes que Im / et Kerf sont supplementaires dans E. 

4. Quelle est la matrice de f reladvement a une base adaptee a la supplementarite de Im/ et de Kerf. 


Solution : 

1 . On verifie facilement que A 2 - A. On a alors f 2 - f et f est done un projecteur de E. 


( x 

2. SoitX — y 

. On a: AX = 0 si et seulement si • 

3x- 2y — 4z 
x - 2 z 

-0 c ’est-a-dire si et seulement si X e Vect 

2 ' 
1 

l z , 


x-y-z 

= 0 1 

1 


On en deduit que Kerf = Meet (ei) ou - 2e\ + <?2 + <?;>, . Par ailleurs, posons £2 = f [e i) et £3 = / (e 2 ). On verifie, 
par un calcul matriciel facile que £2 = 3ei + e 2 + 03 et que £3 = -2ei + e 3 . Les vecteurs £2 et £3 sont dans Im f et sont 
non colineaires. Ils forment done une famille libre. En appliquantla formule durang, on montre que dimlm f — 2. 
II s’ensuit que cette famille est une base de Im/. 

3. Comme f est un projecteur, Im/ et Kerf sont necessairement supplementaires dans E. 

4. Utilisant la question precedente, la famille £ est adaptee a la supplementarite de Im/ et de Kerf. On obtient 

f 0 0 0 \ 

facilement : Mat e (/) = 0 10 . 

, 001 , 


Exercice 25.90 


r 2 4 

Soit e - [ei, e 2 , e;i) la base canonique de R 3 et soit A- 0 4 

k 0 -4 


4 1 

2 . Notons f Pendomorphisme de R 3 dont la 

-2 , 


matrice dans la base e est A. 

1. Determiner Ker / et Im/. Demontrer que ces sous-espaces sont supplementaires dans R 3 . 

2. Determiner une base a la supplementarite de Im/ et de Kerf et ecrire la matrice de f dans cette base. 

3. Ecrire f comme composee de transformations vectorielles elementaires. 


Solution : 


1 . Pour tout (x, y, z ) eK 3 , on verifie facilement que f (x, y, z) = (2x + 4 y + 4 z, 4 y + 2z, -4y - 2z) . On en deduit que 
Kerf = Vect (£ 1 ) ou £1 = (2, 1, -2)et que Im/ = Vect (£ 2 , £ 3 ) oil £2 = (1,0,0) et £ 3 - (0, 1, -1). On verifie facilement 
que la famille e = (ei,£ 2 ,£ 3 ) est une base de E. Comme (£ 1 ) est une base de Kerf et que (£ 2 , £ 3 ) est une base de 
Im /, on sait que Im/ et Kerf sont supplementaires dans E. 


2. La famille £ est adaptee a la supplementarite de Im/ et de Kerf. Utilisant la formule de changement de base : 


Mat E (/) = Pe— eMatg (/) ou P e ^ e - 


r 2 

1 

0 ' 


' 0 

-1 

-1 3 

1 

0 

1 

et oil Pe—e = Pe— >e _1 = 

1 

2 

2 

, -2 

0 

-1 , 


, 0 

2 

1 , 


on obtient 


Mate (/) = 

[0 -1 -1 ' 

1 2 2 

X 

2 4 4 ' 

0 4 2 

X 

(2 1 O' 

1 0 1 


f 0 0 0 1 

0 2 0 


,02 1 , 


, 0 -4 -2 , 


, -2 0 -1 , 


CM 

O 

O 


3. f est alors la composee de l’homothetie vectorielle de rapport 2 et de la projection de R 3 sur le plan Im / paral- 
lelement au plan Kerf. 
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Exercice 25.91 V 

Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base e = [e\, e^, e;s ) . On considere u e «£? (E) represente dans la base e par la 



' 1 0 

0 ' 

matrice A = 

1 2 

0 


k -1 0 

2 , 


1 . Montrer que la famille e = (ei,£2,£3) avec Ei = (- 1 , 1 ,- 1 ), £2 = ( 0 , 1 , 0 ) et £3 = ( 0 , 1 , 1 ) est une base de E. Ecrire 
la matrice de passage de la base e ala base e. 

2 . Calculerla matrice de u dans la base e. 

3 . En deduire la matrice de u" dans la base e. 


Solution : 


1 . Comme Mat e (e) = 

f -1 0 O' 

1 1 1 

et que det (Mat,, (e)) = 1 , la famille f est de rang 3 et forme done une base de 


e -1 0 1 , 



E. De plus P g — *£ = Mate (£)• 

2 . Appliquant les formules de changement de bases : Mat e (u) - P E _ e Mat,, (u) P,,_ e avec P E ^ e = (P e — E ) _1 = 


r -1 0 

0 


r 1 

0 

0 1 

2 1 

-1 

et Mat e M = A. On en deduit que Mat e ( u ) = 

0 

2 

0 

e -1 0 

1 , 


E 0 

0 

2 , 


f 1 0 0 1 

3 . Notons P = P e — e et Ao = Mat e (it). On a done : Mat e (u n ) - A n - (PA 0 P -1 )” = PA^P -1 = -1 + 2 " 2 " 0 

e 1-2" 0 2" , 


Exercice 25.92 V 

On considere le K-espace vectoriel H = R 3 muni de sa base canonique e ■ 


(ei, e2, fi'i)- Soit u l’endomorphisme de E 


repre sente dans la base e par la matrice A - 


r 0 

-2 

1 ' 

-3 

-1 

3 

e -2 

-2 

3 , 


Le but de cet exercice est de trouver une base e de E tel 


que dans cette base la matrice de u est diagonale. On dira alors qu ’on a diagonalise u. 

1 . Developper le polynome P (A) = det (A - AI3) . P est appele polynome caracteristique de u. 

2 . Calculer les racines de P. Les trois reels trouves sont appelees valeurs propres de u. 

3 . Determiner des vecteurs £i,E2,E3 de E en sorte que (ei) forme une base de Ker ( u - id), (£2) forme une base de 
Kerf u - 2 /d) et (£3) forme une base de Ker (u+ id). Ces trois vecteurs sont des vecteurs propres de u. 

4 . Montrer que c- (Ei , £2, £3) est une base de E. 

5 . Verifier que la matrice de u dans la base e est diagonale. 


Solution 




-A 

-2 

1 


Oti a : P (A) = det (A - AI3) 

= 

-3 

-1 - A 

3 

En effectuant les operations elementaires Ci — Ci + C3 puis 



-2 

-2 

3 - A 




-A+ 1 

-2 

1 


L3 <— L3 - Li , on a P (A) = 


0 

-1 - A 

3 

= (-A+ 1 ) (-1 - A) (2- A). 



0 

0 

2- A 



2 . Les valeurs propres de u sont 1 , -1 et 2 . 

f x 1 

3 . Soit ( x,y,z ) e R 3 . Posons X = I y . On a : u[x) - x — 0 si et seulement si AX-X = 0 qui est equivalent au 

\ z ) 

{ -2 y + z-x — 0 

- 3 x- 2 y + 3 z = 0 On verifie que 1 ’ensemble des solution de ce systeme est donnepar Vect (ei) avec 

-2x-2y + 2z = 0 
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El = (1,0, 1). Done Ker (u- id) = Vect (ei) On montre de meme que Ker [u-2id) = Meet (£2) avec £2 = (-1, 1,0) 
et que Ker ( u+ id) - Vect (£3) avec £3 = (1, 1, 1). 

( 1 -1 1 1 

et que det (P) = 1 , la famille £ est de rang 3 et forme une base de E. 


4. Comme P = Mat e (e) 


0 

l 1 


1 

1 


5. On a : Mat E (u) = P E _ f . Mat e (u) P,,_ E avec P e ^ e = (Mat,, (e)) 1 


f 1 ° ° 

Mate (ft) =020 

k 0 0 -1 , 


r - 1 - 1 

-1 0 

, 1 1 


2 1 

1 et done : 
-1 , 


Exercice 25.93 W 

Soit E = K 2 . Determiner tous les endomorphismes u e L(E) tels que : 


Ker(tt) = Vect(l,2), et Im u - Vect(l, 1) 


Solution : Posons f\ = (1,2) et /> = (0, 1). Comme et fz ne sont pas colineaires, ft (/a) est non nul et element de 
Im u. II existe done a / 0 tel que u [fz] - (a, a) ae\ + aez — a/i - a/2 =. On verifie facilement que f - [f \, />) forme 

une base de R 2 . II est clair que Maty (tt) = . De plus, P e —f = Q et P/— e = P~j*^ = | ^ ■ On en deduit 

2a 

2a a • Oft en deduit que u ( x , y) - a [—2x + y, —2x + y). Reciproquement, on 
verifie facilement que tous les endomorphismes de cette forme satis font l’hypothese. 


Exercice 25.94 W 


1. Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie et un endomorphisme u e L(E) de rang 1. Montrer qu’il existe 
A e IK tel que u 2 - Xu. 

2. Soit Ae£ER„(IK). Montrer que (rg(A) = l) <=> (3(X,Y) e9Jt„i(IK)* 2 A = X f Y). 

(!) (ft) 


Solution : 


1. Comme rg(u) = 1, d’apresla formuledu rang, Ker u est de dimension n - 1 oil n - dimE. Soit e' une base de Ker u. 
On applique le theoreme de base incomplete pour completer par un vecteur e n e E en une base e de E. Comme 
Vect(e„) = Imtt, il existe AeK' tel que u{e n ) = Xe n . Soit x — Z” =1 e E alors u(x) - x n u(e n ) = x n Xe n et 
u 2 (jc) = x n X 2 e n - Xu [x) et la propriete est prouvee. 

2. (i) ==> (ii) Supposons que rg(A) = 1. Soit b la base canonique de IK". II existe u e L(IK") tel que Mat/, (it) = A. 

Comme rg (it) = rg(A) = 1, d’apres la question 1, on sait qu’il existe une base e de IK" tel que u{ei) = 0 pour 
tout i e [1, n — 1] et it ( e n ) = Xe n ou X e IK* . Done 


(0 ... 0 0 1 


Mat e (ft) 


: 0 

0 A 


= AX 0 % 


avecXo = f (0,...,0,l) e 9Jt„i(K). Si P = V h - e alors A = PX 0 %P _1 = X f Y avec X = APX 0 e 9Jl„i(IK) et Y = 
f P -1 Xo e i (IK). Remarquons queX et Y sont non nuls car c’ est le cas de Xo et que P est inversible. 

(11) => (1) Reciproquement, si A = X f Y avec X- t (xi,...,x n ) e (Dl„i(IK)* etY= f (yi,...,y„) e (Dl„i(K)* alors 


(xiyi ... xiy„' 


A - 


\x n yi 


Xn,ynJ 


(Xi 0 

Toutes les colonnes de A sont colineaires done rg (A) = rg : : 

an 0 


01 


: = 1 carX est non nul. 


0) 
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25.12.10 Matrices semblables, equivalentes 

Exercice 25.95 

Trouverles matrices E/y de la base canonique de 9JI„([R) semblables a une matrice diagonale. 


Solution : Ce sont celles qui sont deja des matrices diagonales, e’est-a-dire celles pour lesquelles i = j. En effet 
supposons l’espace d’un instant qu’une matrice H,' ; - soit semblable a une matrice diagonale D avec i j. On en deduit 
que 0 = E ? . est semblable a D 2 , done D 2 = 0 done D = 0 puisque D est diagonale. Done le rang de D egale 0, alors que 
celui de E l; - egale 1. Comme deux matrices semblables ont meme rang, on a une contradiction. 

Exercice 25.96 0 

Montrer que la matrice A = ^ 

est semblable a la matrice D = 

(o 1 3 

Solution : Soit P = 

1 1 
-1 1 

, on a P 

1 = \ f P et P _1 AP = D. 



Exercice 25.97 V 


[~ l 

0 

O' 



0 

O' 


Les matrices A = 0 

0 

0 

et B = 

1 

0 

0 

sont-elles semblables ? 

V o 

0 

ij 


lo 

1 

oj 



Solution : En regardant Faction de ces matrices sur les vecteurs colonnes de la base naturelle, on voit que B 3 = 0 et 
A 3 = A. A et B no peuvent pas etre semblables. 


Exercice 25.98 

Soient deux matrices A, B £ 5JI„ (K) , avec A inversible. 

1. Montrer que AB et BA sont semblables. 

2. Montrer que le resultat est faux si A n ’estpas inversible. 


Solution : 

1. Si A est inversible, il suffit d ’ecrire AB = A(BA) A -1 

„ „ . (0 1 ) „ [1 0 ) , . 10 01 [0 1 ] , „ , 

2. Soit A = k et B = . Les matrices AB = et BA = L \ n ont pas meme rang et n ont done 

aucune chance d’etre semblables. 

Exercice 25.99 S? 

On considere une matrice A e 9Jt„(IR) qui s’ecrit : 


A = 


B C 
f D a 


oil B £ 5Jl„_i (R), C,D £ ®t n _i,i(IR) et a £ IR. On suppose que B est inversible. Montrer que A est inversible si et 
seulement si 


a/ c DB _1 C 


Solution : Si A n’etait pas inversible, il existerait X tel que AX = 0 avec X / 0. De plus, x n / 0 (car B inversible). En 
notantX- (xi,...,x n -i), on obtiendrait que BX+ x n C - 0 et f DX+ ax n = 0, d’ou la relation. 

Reciproquement, si a DB _1 C, alors on construit un vecteur X — - (B -1 C, -l) , on a AX - 0 avec bien surX/ 0. 


Exercice 25.100 00 

(0 1 1 

On considere la matrice P = / 

l 1 o 

1. Montrer que la matrice P est inversible et calculer son inverse P _1 . 

2. Pour une matrice A £ 9Jl n (IK) , calculer la matrice PAP. 

3. En deduire qu ’une matrice triangulaire inferieure est semblable a une matrice triangulaire superieure. 
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Solution : 

1. Soit E = 1" et e = (e 1 , . . . , e n ) la base canonique de E. Alors il existe un unique u e L(E) tel que Mat e (//) = P. On 
a pour tout i e [1, n ], u[ei ) = e n -i+\ et u 2 (ei) - e;, done P 2 = l n . Par consequent, P e GL„(IR) et P -1 = P. 

2. Puisque P = L” =1 E k ,n-k+i, 

PAP = E Efc^-fc+lE/jEn-z+j / = E &n+l—k,i& j ,n+l-(Pfc,/ — E a n+l-k,n+l-l^kl 

1 ni,j,k,lin i,j,k,l k,l 

La matrice PAP s’obtient en faisant deux symetries de A par rapport aux deux diagonales. 

3. Puisque P -1 = P, PAP -1 est une matrice triangulaire superieure lorsque A est une matrice triangulaire inferieure. 


Exercice 25.101 00 

A quelle condition deux matrices E pq et E k j de la base canonique de 9Jt„ (R) sont-elles semhlables ? 


Solution : Considerons l’espace vectoriel E = IK" muni de sa base canonique. 

1. Une condition necessaire est que les matrices aient meme trace. Done si p — q et k ^ l, (ou bien p / q et k — l), 
les deux matrices ne sont pas semblables. 

2. Montrons que deux matrices E pp et E qq (p ^ q) sont semblables. Soit u l’unique endomorphisme de E tel que 
Matg(w) = E pp . Considerons la base e' obtenue en permutant les deux vecteurs e p et e q . Dans la base e', la matrice 
de u est E qq . Par consequent, les deux matrices E pp et E qq represented le meme endomorphisme dans deux bases 
differentes : elles sont semblables. Complement : ecrivez la matrice de passage de la base e vers la base e' , et son 
inverse. 

3. Soient quatre indices (p, q) e [[1, «|| 2 avec p # q et (k, Z) e [[1, n\\ 2 avec k 1. Notons u l’unique endomorphisme 
ayant pour matrice E pq dans la base e. Considerons la base e' obtenue en echangeant les vecteurs e q <— e; et 
e p <-* e k . Alors la matrice de P endomorphisme u dans la base e' est la matrice E k [ (faire un dessin et verifier 
ce resultat meme lorsque p - q ou k - l). Done les matrices E pq et E k / sont semblables. Pouvez-vous ecrire la 
matrice de passage P e ^ e ' correspondante 1 Quel est son inverse ? 


Exercice 25. 102 W 

Soit une matrice A e DJQ (R) verifiant A 2 - I et telle que An’ est pas une matrice scalaire. Montrer que A est semblable 

. (0 1 ) 
a la matrice 


Solution : Soit E = R 2 et e - (e[ , C'p la base canonique de E. II existe un unique endomorphisme u de E ayant Acomme 
matrice dans la base e. Puisque A 2 - I, u 2 - id et done u est une symetrie vectorielle. On a 

E = Ker(w-id) ®Ker(u + id). 

En effet, on peut toujours ecrire x — — ( x+ u{x )) + - (x- u[x)) avec x+ u[x ) e Ker(tt - id) et x- u{x) e Ker(u + id). 
L’ intersection de Ker (it - id) et Ker(« + id) etant bien surreduite au vecteur nul. 

Comme A n ’est pas scalaire, u id et u ^ - id. Par consequent, aucun des deux noyaux n ’est R 2 tout entier. Les noyaux 
Ker (it - id) et Ker(« + id) sont done des droites vectorielles. Considerons f\ ^ 0 un vecteur de Ker (A - id) et f '2 ^ 0 un 
vecteur de Ker(u+ id). D’apres le theoreme sur les bases adaptees a une somme directe, f - (fi.fp) est une base de E. 
Dans cette base, 

D = Matf{u)= 

De la meme fagon, il existe un unique endomorphisme v ayant B = comme matrice dans la base canonique. 

Comme B 2 = id, le meme raisonnement montre que v est une symetrie vectorielle et permet de construire une base g 
dans laquelle M a t g ( v) - D. 

Par consequent, puisque A et D sont semblables et que B et D sont semblables, on en deduit que A et B sont semblables. 


Exercice 25. 103 W 

Soit un K -espace vectoriel de dimension finie n et un endomorphisme f e L(E) de rang 1. 
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1. Si l’on suppose que Ker/ n Im/ = {Og}, montrer qu ’il existe une base e de E et un scalaire A £ K tels que 

( A 0 ... 0 1 

Mate (/) = ° ; 

k O 0 ... 

2. En deduire que pour tout endomorphisme f de rang 1, il existe un scalaire a £ IK tel que f 2 = af. 

3. Soit une base e quelconque de E, et un endomorphisme f £ L(E) quelconque. On note B = Mat e (/) la matrice de 
F endomorphisme f dans la base e. Montrer V equivalence 

(rg (/) = l) <=> (3(X,Y) £ M n i (IK) 2 non nuls tels que B = X f Y) 

(i) (ii) 

(On se contentera de la demonstration dans le cas ou Ker/n Im/ = {0|}J. voir exercice 25.94 p.1025. 


Solution : 

1 . D ’apres la formule du rang, 

n - dim Ker / + rg/ 

done Ker / est un hyperplan de E de dimension (n - 1 ) . Comme rg (/) = dimlm / = 1, il existe un vecteur a 0 tel 
que Im / = Vect(a). Puisque l’on a suppose que Im fn Kerf = {Oe}, et que dimlm/ + dim Kerf - n, on sait que 

E = Vect(a) ® Ker / 


le systeme ( a ) est une base de Im /, et si l’on suppose n 5= 2, puisque Kerf / {OeI, il existe une base de Kerf 
de la forme (£ 2 . . .,£«). Le theoreme de la base adaptee a une somme directe nous dit alors que le systeme e - 
(a, £ 2 ,... ,e n ) est une base de E. Comme f{a) £ I m / = Vect(a), il existe A £ K tel que f(a) — A a. La matrice de f 
dans la base £ est done bien de la forme souhaitee. 

2. Dans le cas ou ae Kerf, on a Im / c Kerf et done f 2 = 0. Le resultat est montre a vec a - Ok • 

On peut done supposer que Im/ <£ Ker / et alors Im/ n Kerf = {0}. D’ apres a), on a construit une base £ dans 
laquelle la matrice de f etait simple : A = Mat E (/) = AEn. On calcule alors A 2 = A 2 EnEn = A 2 En = AA et on en 
deduit que f 2 -Xf. 

3. Supposons que rg/ = 1. Lorsque Im/ n Ker / = {0}, on a construit une base e dans laquelle la matrice de f 
s’ecrivait A - AEn. Posons X' la matrice colonne avec un A sur la premiere ligne et des zeros surles autres lignes, 
et Y' la matrice colonne avec un 1 sur la premiere ligne et des zeros sur les autres lignes. Un calcul direct montre 
que 

A = X'V 

Mais puisque les matrices A et B represented le meme endomorphisme f dans deux bases differentes £ et e, elles 
sont semblables. En notant P la matrice de passage de la base £ vers la base e, on a 

A = PBP -1 = (PX') f Y'P _1 = (PX') Vp _ 1 Y') 


et il suffit de poser X = PX' £ m nl (IK) et Y= f P _1 Y' £ m n i (K) pour avoir B = X l Y. 


B=((*iyy))uiJ*n = 


= (*i) is 

==« et Y = 

(y;)lsi« n 

fxiyi 

xiyz ■ 

■ Xi y,p 

X2yi 

X2y2 ■ 

■ x 2 y n 

vx n yi 

x n y2 ■ 

■ x n y nj 


On s’apergoit que toutes les colonnes de cette matrice sont proportionnelles a la matrice colonne X. En utilisant 
l’algorithme du rang, on trouve que cette matrice est de rang 1 (la colonne X est non-nulle). 


25.12.11 Systemes lineaires 

Exercice 25.104 9? 

Resoudre dans l 3 les systemes : 
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tx-y + z- 1 

I 

r x + 2y + 3z= 1 

f x + 2y + z — 2 

(2x-y + 3z = 0 
( x+y + 2z = 0 


1. 1 3y- z-2 

3. 

-x-3y + 5z= 2 

5. s2x +y + z — — 1 


l 2z- 8 

1 

l x + y + z - - 1 

l x-3y + 2z = - 1 



1 x - y + 2z = 1 

I 

r y + 3z= 0 

r2x -y + 3z= 1 

II 

1 

+ 

H 

1 

2. l2x-3y +z = 4 

4 - 

x + 2y + 6z= 2 

CM 

II 

1 

+ 

H 

'O 

8. 1 2x + 2y-2z = 

2 

l x-3y-4z = 5 

1 

i7x + 3y + 9z=: 14 

l x-2y + 4z= 1 

l - x - y + z = 

-1 


Solution : 

1. En remontant, on trouve successivement : z — 4; y- 2; x = -1. 

{ x - y + 2z — 1 lx - y + 2z = l 

2x - 3y + z = 4 L 2 * — L 2 - 2Li < - y - 3z - 2 . 

x — 3y — 4z — 5 L 3 * — L 3 - Li [ - 2y - 6z = 4 

Les deux dernieres equations sont equivalentes. Le systeme est de rang 2 et compatible. En prenant z comme 
parametre, 1’ ensemble des solutions est {(-5 z— l,-3z- 2,z) | z e IK}. 

3. Systeme de Cramer : {(-|, 1, |)}. 

4. Systeme de rang 2 et compatible. {(2, -3 z, z) \ z e K}. 

5. Systeme de Cramer : {(-2, 1,2)}. 

6. Systeme de rang 2 mais pas compatible. Pas de solution. 

7. | % + y + 2z -Q so,t |^ X ^+ 5 ^ o' Ee systeme est de rang 2, done compatible. En prenant z comme parametre, 
V ensemble des solutions est {(-|z, -|z, z) | z e K}. 

8. Le systeme est clairement de rang 1 et compatible (on a trois fois la meme equation). L’ ensemble des solutions 
est le plan d’equation x+ y- z— 1 . 


Exercice 25.105 V 

Sans chercher a resoudre les systemes suivants, discuter la nature de leur ensemble solution : 


f x 

11 

N 

1 

+ 

0 

f X 

+3 y +2z — 

1 

f X 

+3y +2 z — 

1 


-y 

0 

1 2x 

-2y 

2 

< 2x 

-2y 

2 

l ^ 

+y = 

0 

{ X 

11 

N 

+ 

+ 

2 

1 * 

11 

ts; 

+ 

+ 

3 


Solution : Premier systeme : Matrice de rang 3 (inversible) done une unique solution (0, 0, 0). 
Deuxieme systeme : Matrice de rang 2, systeme non compatible, pas de solution. 

Troisieme systeme : Matrice de rang 2, systeme non compatible, pas de solution. 


Exercice 25.106 

Discuter, suivant la valeur de m, la dimension de 1 ’espace des solutions des systemes suivants : 

( x+my +z - 0 1 x +y+mz - 0 

\mx +y+mz- 0 2. -< x+my +z- 0 

l mx + y + z - 0 


Solution : 

1. Si m— 1 ou m- -1, alors le systeme est de rang 1. L’espace des solutions est de dimension 2. Sinon le systeme 
est de rang 2 et l’espace des solutions est de dimension 1. Dans ce dernier cas, V ensemble des solutions est 
{{x,0,-x),x e R}. 

2. Si m — l, alors le systeme est de rang 1 . L’espace des solutions est de dimension 2. Si m - -2, alors le systeme 
est de rang 2. L’espace des solutions est de dimension 1. Sinon le systeme est de Cramer. L’espace des solutions 
est de dimension 0 . 


Exercice 25.107 S? 

On considere, pour un parametre reel m, les sous-espaces vectoriels de l 3 : 

¥ - {[x,y,z) eU 3 \ x+ my + z - 0 et mx + y-mz-0} 
et G = \{x,y, z) e IR 3 | x- my + z — 0} 

1. Determiner la dimension de F et de G. 

2. Discuter suivant les valeurs de m la dimension du sous-espace vectoriel F n G. 
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Solution : 

1. Que m soit egal alou non, dimF = 1 carle rang de 


1 m 1 

m 1 —m 


egale 2. dimG = 2. 


1 m 1 

n 1 —m 

1 —m 1 


= -Am 1 . Si m — 0, alors F n G est de dimension 1, et de dimension 0 sinon. 


Exercice 25.108 V 

Resoudre et discuter suivant les valeurs de b\, h- 2 , b:\ et b 4 : 


(Si) 


x + 3y + Az+7t 
x+3y + 4z+5t 
x+3y + 3z + 2t 
x + y + z+ t 


(S3) 


x + y + 2z - t 
-x + 3y+ t 
2x-2y + 2z-2t 
2 y + z 


h 

b 2 

b 2 

b 4 

b\ 

b 2 

b 2 

b 4 



x + 3y + 5z + 3t 
x + Ay + 7z + 3t 
y + 2z 
x + 2y + 3z + 2t 



x + 2y + z + 2t 
-2x-Ay-2z-At 
-x — 2y - z — 2t 
3x+6y + 3z + 6 f 


b\ 

b 2 

b 2 

b 4 

b\ 

b 2 

b 2 

bi 


Solution : 

(51) : solution unique quels que soient b\,b 2 , b 2 , h 4 . 

(52) : solutions si b 2 -bi + b 2 . 

(53) : solutions si b\ + b 2 - 2b 4 — 0 et 2b\ - b 2 - 2b 4 = 0. 

(54) : solutions si b 2 = -2b\ et b 2 = -b\ et b 4 = 3b\. 


Exercice 25.109 7? 

Resoudre les systemes suivants a 1’ aide du determinant : 

I x + y - z — 0 
x + 3y + z - 0 
2x +y-3z=0 
-x + 2y + 4z= 0 


x +y + 2 z= 1 

2x + y + z = 2 

-x-2y-5z= -1 



1 

1 -1 


1 

3 

1 

Solution: Premier systeme : 

1 

3 1 

-0 et 

2 

1 -3 


2 

1 -3 


-1 

2 

4 


= 0 done le systeme est de rang sS 2. Comme 


1 

1 


#0 le 


systeme est de rang 2. On a une droite de solution, 1 ’intersection des deux plans x+y-z-0etx+3y + z-0, autrement 
ditla droite vectorielle engendree par (- 2 , 1 ,- 1 ). 


Deuxieme systeme : 


1 1 2 
2 1 1 
-1 -2 -5 


1 2 

: 0 done le systeme est de rang s; 2. Comme 0 le systeme est de rang 2 et 


on peut choisir x comme parametre. On resout alors en y et z le systeme des deux premieres equations en fonction de 
x. Soit y-3-3xetz-x-l. On verifie enfin avec la troisieme equation : -x-6+6x-5x+5 - -1. 


Exercice 25.110 W 

Soit f 1’ application lineaire qui fait correspondre au vecteur [x, y, z) le vecteur ( a,b,c,d ) dont les coordonnees sont 
definies parle systeme suivant : 

{ —x — y + mz — a 
- mx+ y + mz = b 
x-y- mz- c 
mx + y + z — d 

Determiner suivant les valeurs du parametre reel m, le rang de f. En deduire le nombre de solutions du systeme 
precedent puis le resoudre en fonction du second membre. 


Solution : Apres permutation des deuxiemes et troisiemes lignes, on effectue des oel surle tableau : 

- 1 - 1 m 

a - 1 - 1 m 

a 

1 - 1 —m 

c L 2 * — L -2 + Lx 0 —2 0 

a+ c 

-m 1 m 

b L 3 — L 3 - mLi 0 1 + m m-m 2 

b- ma 

m 11 

d L 4 •<— L 4 + mLi 0 1 — m 1 + m 2 

d + ma 
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- 1 - 1 m 

0-2 0 

L3 <— L3 + ^ 4 pL 2 0 0 m-m 2 

L4 * — L4 + - 3— L2 0 0 1 + 


fl+ c 

b- ma+ ^p-(a + c) 
d+ma+ (a + c) 


En prenant les lignes Li, L2 et L4 on voit que le rang du systeme egale 3 . Done s’il existe une solution, alors elle est 
unique. 

On resout done le systeme (triangulaire) en x,y et z grace aux lignes Li, L2 et L4. La ligne L3 serf de verification : Si 

, m-m z ( 1 -m 1 +m 

[m- m z= 3 - a + ma-\ (a+ c) \ - b- ma-\ (a+ c), 

1 + m l V 2 > 2 

aiors le systeme est compatible et admet une solution unique. Sinon il n ’admetpas de solution. 


Exercice 25.111 W 

Determiner suivant les valeurs des reels m, a, b, c les solutions du systeme : 

tnx + my + mz = a 
x + my + z— b 
x + y + mz = c 


m m m \ f 2 si m - 0 

Solution : La matrice de ce systeme lineaire est A = | 1 m 1 et rg (A) = < 1 si m = 1 . 

1 1 tn ) 1 3 s inon 

{ 0 -a 

x + z— b .11 n ’est compatible que si a - 0. Dans ce cas, 1 ’ensemble de ses solutions 
x+ y - c 

est : ( b,c - b, 0) + Meet (-1, 1, 1). 

rx+ y+ z- a 

- Si m — 1 le systeme est : <x + y + z = b . II n ’est compatible que si a = b — c. Dans ce cas, 1 ’ensemble solution est 
[ x+y+z- c 

(a, 0,0) +Vect((- 1,1,0) , (0, 1,-1)) 

- Le systeme est de Cramer si m / 0 et m 1 . II admet une et une seule solution donneepar : 

{m+\)a-cm-mb -mb+a a-cm 


m(m-l) 


m(m-l) m(m-l) 


Exercice 25.112 W 

Determiner suivant les valeurs des reels m, a, b, c les solutions du systeme : 

x - y - mz = a 
x+ 2y+ z = b 
x+ y - z = c 


et rg (A) ■ 


si m — 5 


I -1 —m "\ 

Solution : La matrice de ce systeme lineaires est A = | 1 2 1 

II -1 

f x- y-5z- a 

rx - y-5z- a b-a 

Si m- 5 le systeme devient : < x + 2 y + z= b qui est equivalent a : < 


x + y - z- c 


y + 2z-- 


3 . 11 n ’est compatible que si 

c- a 


b-a c-a (2 a+b b-a ) 

= . Dans ce cas, 1 ensemble de ses solutions est : , ,0 +Vect{ 3,-2, 1). 

32 { 3 3 j 

- Le systeme est de Cramer si m ^ 5. II admet une et une seule solution donneepar : 

( 3fl+(m+l)fo+(l-2m)c 2a-{m+\)c+{m-\)b a+2b-3c\ 


Exercice 25.113 W 

Resoudre le systeme : 


ax+by + z 
x+by + z 
x+by+az 
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Solution 

1. a± l.b^O, SP = 


Le determinant de la matrice vaut ( a - 1 rb. 
1 — b ab+b-2 1 - 
a- 1 ’ 


[a-\)b a-lj 

2. a - l, le systeme est compatible si et seulement sib - 1 et dans ce cas, SP = (1,0,0) + Vect((-1, 1,0), (-1,0, 1)). 

3. b = 0, a / 1 : le systeme est incompatible. 


Exercice 25.114 W 

Resoudre le systeme : 


) ax + by + z— 1 
x+ aby + z — b 
x+by+az- 1 


Solution : Le determinant du systeme egale b(a + 2 )(a- l) 2 . 

Si b — 0, le systeme est toujours incompatible. Sinon, 

1. a? -2,1 : 

t a-b ab+b-2 a-b 

V [a - l){a + 2) ’ (a - 1) [a + 2)b’ ( a - l)(a + 2) 

2. a = -2, b ^ -2, 0. 

3. a — 1, b / 1, 0. 

4. a = -2 et b = -2, (-1 - 2y,y, -1 - x- y). 

5. a= 1 et f?= 1, (x,y, jc-y). 


Exercice 25.115 W 

Resoudre le systeme : 


I x+ay + bz-a 
\x-2 ay+ bz-b 


Solution : On soustrait les deux lignes pour obtenir < 


x+ay+bz-a 
-3 ay - b- a 

Si a — 0, deux cas se presentent : Si b - 0 a lors le systeme est de rang 1 et les solutions sont (0, y, z). Si b ^ 0 alors le 
systeme n ’est pas compatible. 

Si 0, alors y - et x+bz- qui est une equation de droite dans le plan y = pi-p . 


Exercice 25.116 O 

I lOx + 7y+8z + 7t-32 ( lOx + 7 y + 8 z + 7t =32,1 

7x + 5y + 6z + 5f = 23 7x + 5y + 6z + 5t = 22,9 

et< 

8x + 6y + lOz + 9f = 33 ] 8x + 6y + lOz +9 1 = 33,1 

7x + 5y + 9z + lOf = 31 [ 7x + 5y + 9z + lOf = 30,9 

Commentaire. 


Solution: (1,1, 1,1) est la solution du premier systeme. (9,2;-12,6;4,5;-l, 1) est la solution du deuxieme systeme. 

Dans cet exemple, une petite perturbation (0, 1; -0, 1; 0, 1; -0, 1) du vecteur de donnees entraine une grosse perturbation 
du vecteur de solutions. 
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Chapitre 


Groupe symetrique, determinant 


Pour bien aborder ce chapitre 

Ce chapitre est reserve aux eleves de MPSI. On va y definir le determinant en toute generality II va nous falloir au 
prealable etudier le groupe symetrique ©„. II est forme de toutes les permutations d’un ensemble Ean elements et admet 
comme loi interne la composition. Ce groupe est tres important en mathematiques. Ainsi, c’est en etudiant le groupe des 
permutations des racines d’un polynome que Galois est parvenu a prouver la non resolubilite par radicaux des equations 
polynomiales de degre 3= 5. Le mathematicien Arthur Cayley a par ailleurs prouve que tout groupe fini de cardinal n est 
isomorphe a un sous-groupe de 6 n (son resultat est en fait plus general car il s’etend aux groupes de cardinal infini). 

La construction du determinant est basee sur les notions que nous allons introduire quant au groupe symetrique. On 
explicitera ensuite, comme dans le cas des determinants de taille 2 et 3 traites dans le chapitre precedent, ce qu’est le 
determinant d’un endomorphisme et d’une famille de vecteurs. 

Le developpement de la notion de determinant est fortement lie aux tentatives effectuees par les mathematiciens pour 
resoudre les systemes lineaires a n equations et n inconnues. En 1545, Cardan introduit des determinants de taille 2 pour 
resoudre des systemes lineaires de deux equations a deux inconnues. En 1678, Leibnitz fait de meme mais pour n — 3 
et en 1748, MacLaurin resout le probleme quand n — 4. En 1750, Cramer etablit des formules pour le cas general mais 
ne sait pas les demontrer ( voir le theoreme 26.19 page 1044). En 1764, Bezout reprend les travaux de Cramer et met en 
place les formules de developpement suivant une rangee (voir le theoreme 26.24 page 1047). Elies permettent de formuler 
des relations de recurrence pour le calcul des determinants. Dans les " Disquisitiones arithmeticae " , Gauss donne au 
determinant sa denomination actuelle. Lagrange comprend le lien du determinant avec la notion de volume. C’est au 19 e 
siecle que Cauchy utilise pour la premiere fois le mot determinant dans le sens qu’on lui donne maintenant. II fait, dans un 
long article, la synthese des connaissances a son sujet et jette les bases de la reduction des endomorphismes. Grace a trois 
articles dans le journal de Crelle, Jacobi popularise la notion et construit des algorithmes permettant de le calculer. II faut 
attendre le milieu du 19 e siecle pour que les determinants soient utilises, par Sylvester et Cayley dans le cadre matriciel. 
Ce dernier est a l’origine de la notation utilisee pour les ecrire avec des grandes barres verticales. 


26 


26.1 Le groupe symetrique 


Definition 26. 1 Groupe des permutations 

Soit un ensemble E. On appelle permutation de E, une bijection a : E >-*■ E. On note ©e 1’ ensemble des permutations de 
1’ ensemble E. Puisque ©e = SS(E), on sait que (©e>°) est un groupe, appele groupe des permutations de 1’ ensemble E. 


Dans la suite, on considerera un ensemble fini E de cardinal n, et en particular E = [[1, «]]. 


Definition 26.2 00 Groupe symetrique 

Lorsque 1’ ensemble E = [[1, «||, on note 6„ le groupe des permutations de E qui est un groupe fini de cardinal n\. Ce 
groupe s’appelle le groupe symetrique d’ordre n. Une permutation ct e ©„ se note 

— ( cr(l) ... a(n)) 
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Definition 26.3 Orbite d’un element 

Soit une permutation ct e ©g et un element xeE. On appelle orbite de l’element x selon la permutation cr, F ensemble 
0(x) = { o k [x ) ; k e Z}. On verifie facilement que si y e 0(x), alors 0(x) - 0(y). 


Exe tuple 26.1 Si E = {1,2, 3, 4, 5, 6 }, et ct = [\\ f \ ), 0(1) = 0(2) = {1,2} et 0(3) = 0(4) = 0(5) = 0(6) = {3, 4, 5, 6 }. 



Definition 26.4 Permutation circulaire 

Soit une permutation ct e ©g. On dit que c’est une permutation circulaire s’ il existe un element x e E tel que 0 (jc) = E. 


Exemple 26.2 Si E = {1,2, 3, 4}, cr = (3 \ \ |) est une permutation circulaire : 

©—© 

| Remarque 26.1 II y a [n - 1)! permutations circulaires dans le groupe symetrique ©„. 


Definition 26.5 Cycle 

Soit une permutation cr e © 1 ;. On dit que cr est un cycle s’il y a au plus une orbite qui n’est pas reduite a un element. 
Cette orbite s’appelle le support du cycle, et le cardinal de cette orbite s’appelle la longueur du cycle. 


Exemple 26.3 E = {1,2, 3, 4, 5, 6}, cr = (2 3 1 4 5 i)> est un c y c l e d e support {1,2,3} et de longueur 3. On note plus 
simplement (l 2 3) un tel cycle. 



Lemme 26. 1 Deux cycles de supports disjoints commutent 

Soient deux cycles cri et 02 de ©g de supports disjoints. Alors cri 002 = 02 ° cri. 


Demonstration Soient c\ et cz deux cycles de supports disjoints. Montrons que c\o cz = cz° c\. Soit x e E, etudions trois cas : 
si x est dans le support de c\ . il n ’est pas dans le support de C 2 done C 2 ix) = x. Par consequent, c\ o C 2 (x) = c\ (x) et puisque c\ (x) 
est dans le support de ci, il n' est pas dans le support de cz et done C 2 (ci(x)) = c\(x). De meme, si x est dans le support de cz, 
ci o C 2 (x) = C 2 o ci (x) = C 2 (x) . Si enfin x n’est ni dans le support de ci , ni dans le support de cz . il est invariant a la fois par ci et cz 
d’oii ci o C 2 (x) = C 2 ° ci (x) = x. 


Theoreme 26.2 00 Decomposition d’une permutation en produit de cycles a supports disjoints 

Soit une permutation cr e ©g. Elle se decompose en un produit fini de cycles de supports disjoints qui commutent deux 
a deux. 


On obtient en pratique la decomposition en dessinant les orbites de la permutation cr : 

I Exemple 26.4 Considerons la permutation cr = (jq g j | 4 i 7 5 8 3 °)- represente graphiquement ses orbites : 
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Definissons alors les cycles c\ - (to 1 1 1 1 6 7 8 9 3°) = (l 1 ° 3 ) de support { 1 , 10 , 3 } et C2 = (} \ | \ 4 0 7 5 g }[j) = 

(2 9 8 5 4 ] de support { 2 , 4 , 5 , 8, 9 }. On a bien cr = ci o C2 = C2 ° £q. La decomposition en cycles permet de calculer 

facilement les puissances d’une permutation dans le groupe symetrique. Puisque les cycles commutent, a k = c k o c k . Si 
l est la longueur d’un cycle c, puisque c l = id, c k - c 1 ’ oil p est le reste de la division de k par l. Sur notre exemple. 


12 3 4 5 6 7 8 9 10t 
39 10 246758 lb 


Definition 26.6 WO Transposition 

Une transposition de ©e est un cycle de longueur 2 . Une transposition echange deux elements a , b et laisse les autres 
invariants. On note i a i, une telle transposition. 


Remarque 26.2 Se donner une transposition dans le groupe symetrique & revient a se donner une paire d’ elements 

( n\ n{n — 1 ) 

= transpositions dans On calcule facilement la composee de transpositions : 

ct = T23°t i2°x 13 = T12 : tous les 1 ^ { 1 , 2 , 3 } sont invariants par ces trois transpositions done a(i) = i et ct( 1 ) = T 23 °Ti 2 ( 3 ) = 
T 23 ( 3 ) = 2 , ct( 2 ) = T23 0 T12 ( 2 ) = T23 ( 1 ) = 1, 0'(3) = T 23 °Ti 2 (l) = T23 ( 2 ) = 3 . 


Theoreme 26.3 OOO Decomposition en transpositions 

Toute permutation ct e ©„ se decompose en un produit fini de transpositions : 

CT = TlO--OT(t 

II n’y a pas unicite d’une telle decomposition. 

Exemple 26.5 On dispose d’un algorithme simple qui permet de trouver une telle decomposition. Si par exemple 
2345 61 
0 ~ 13 5 1 2 6 4 b 

- On commence par regarder ct(6) = 4 ^ 6. Formons done la permutation cti = T46 OCT =(35i246)- Le 6 est maintenant 
a sa place. 

- Comme esq ( 5 ) = 4 , on forme ct 2 — T45 0(J i = (34i 2 5 6) et maintenant 5 et 6 sont a leur place. 

- Comme ct 2 ( 4 ) = 2 , on forme ct 3 = t 42 ° ct 2 = (3 \ f \ 5 |) 

- Comme 03(3) = 1 , on forme ct 4 = T13 0 CT3 = ( } \ 3 | 5 g) = id. 

Au bout d’au plus n etapes, on trouve l’identite. II suffit alors d’ecrire 

T13 o T 4 2 O T 45 o t 46 O CT = id 

et comme pour toute transposition x _1 = t, on en deduit la decomposition de ct : 

CT = (T13 o t 4 2 o T 4 5 o t 4 6) 1 = T 4 6 ° T 4 5 o T 4 2 ° T13 

Cet algorithme montre que toute permutation de & n s’ecrit comme un produit d’au plus n transpositions. 

Pour terminer ce paragraphe, dressons la table du groupe ©3 : a chaque ligne on place un element ct, et a chaque colonne 
un element Oj. A l’intersection de la ligne i et de la colonne j, on place l’element ct,- o c jj. II y a 3 ! = 6 permutations : 
©3 = {id, xi2,ti3,T23,ct,ct 2 } ou ct = ( 2 1 i ) est une permutation circulaire avec cr 2 = (3 \ |). 




On voit que le groupe ©3 n’est pas commutatif : par exemple t 1 2 ° t 13 b t 13 o t 1 2 . Plus generalement, le groupe &„ n’est 
jamais commutatif puisque si i,j, k sont distincts, T; ; jk^ T jk 0 T // • On peut montrer que les groupes finis de moins de 
5 elements sont tous commutatifs done ©3 donne le premier exemple de groupe non commutatif a 6 elements. 

26.1.1 Signature d’une permutation 
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Definition 26.7 Signature d’une permutation 

Soit une permutation a e ©„. On dit qu’un couple (/, /) e [[1, n|| 2 est un inversion de a lorsque 

i < j et a(t) > CT(j) 

On note 1(a) le nombre d’inversions de la permutation a, et on definit la signature de la permutation a par 

e(a) = (-D I(a) 

On dit qu’une permutation a est paire si e(a) = +1 et impaire lorsque e(a) = -1. 

Exemple 26.6 Considerons la permutation cr = ( 3572146 )- Ecrivons son tableau d’inversions : 



On trouve que 1(a) = 10 et e(a) = 1 ; 



Theoreme26.5 La signature est un morphisme de groupes 

L’ application 

F .I (©«.») — ({-1,1}, x) 

■| a ' — * e(a) 

est un morphisme de groupes. 


Demonstration Soient deux permutations 01,02 de& n . Montrons que e(ai 002) = e(ai) xe( 02 ). En utilisantla forme algebrique 
de la signature. 

„ , it CT i ( CT 2 0')) - ai (a 2 (i)) 

P = e(oj o o 2 ) = II : — : 

ft)} J~ l 

p _ T-r 01(02 (j)) -Pl(g2(t)) T-r 02 O') ~ 02(1) 

{!,)} o 2 (./)- 02 (l) { ]j, j-i 

Mais comme toute paire {k, 1} s 'ecrit de fagon unique (a 2 ( j), 02 (i)l ou {;, /'} est une paire. 


„ CTl(fc)-CTlU) „ 0 2 (j)-0 2 (l) 

P= n r - } n =e(0i)xe(CT2) 

{fc,« 1 U.jl J 1 
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Definition 26.8 7? Groupe alterne 

La signature etant un morphisme de groupes, son noyau 

Kere - {o e<S n \ e(cr) = +1} 

est un sous-groupe du groupe symetrique, appele groupe alterne. On le note .</l n . 


Lemme26.6 00 Signature d’une transposition 

Soit t une transposition de & n . C’est une permutation impaire : £(t) = -1. 


Demonstration Soit i e [[2, n\\ . La transposition t | ; s’ecrit : 

_ . _ ft 2 ... Cf-1) i O'+D ... ns 
ll( " W 2 ... (i-1) 1 (i+l) ... n> 

Le tableau d’ inversions de Tj; s’ecrit done : 


i 

1 

2 


i-1 

i 


n 


O' - 1) 

1 


1 

0 


0 


Par consequent. I(tj z O = (i — l) + (i— 2) =21-3 d'oul’on tire e(r x j ) = C — l) 2i 3 = -1. II suftit ensuite de remarquer que si i,j e [[1, n]] 
sont distincts et differents de 1, 

T ij -Tl(° T ly° T li 


et par consequent, 


e(T ij) = eCTxjOeCTxyOelTi,-) = -1 


Remarque 26.3 Puisque F application 



& n \ 
TOCT 


est une bijection, on en deduit que le cardinal du groupe alterne vaut nil 2. 


Corollaire 26.7 00 Autre caracterisation de la signature 

Si une permutation ct s’ecrit comme produit de p transpositions, 

Ct = Ti o • •• OTp 


alors e(ct) = (-l) p . 


Demonstration Comme la signature est un morphisme de groupes, e(ct) = e(ti) x ■■■ x e(t p ) = (-l)P. 


Remarque 26.4 La decomposition d’une permutation en produit de transpositions n’est pas unique, mais la parite du 
nombre de transpositions est la meme pour toute decomposition. 


Exemple 26.7 Dans les annees 1870, Sam Loyd a offert une prime de 1000 dollars a la personne qui trouverait la 
solution du jeu de taquin suivant : la case 16 est vide, et les pieces peuvent glisser sur cette case vide. Lors du premier 
coup, on peut faire glisser la case 15 ou la case 12 sur la case vide, et ainsi de suite. Le deft consiste a obtenir la meme 
configuration que la configuration initiale ou les cases 14 et 15 sont inversees. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

15 

14 



Toute configuration du taquin peut etre representee par une permutation ct e ©i6 : ct(/) represente le numero de piece qui 
se trouve sur la case i. La position initiale correspond a la transposition id et la position finale a la transposition t ] 4i 1 5 . 
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Pour passer d’une configuration a a une configuration cr', on echange une plaque avec la case vide done a' = ro a ou r 
est une transposition. Si Ton arrive a resoudre le puzzle en n coups, on a done 

Tn ° • •• °Ti oid = T 1445 

En prenant la signature, (-1)” = -1 et il faut done un nombre impair de coups. Colorions maintenant les cases du taquin 
alternativement en noir et blanc corrnne sur un echiquier. On s’apergoit qu’a chaque mouvement, la case vide change de 
couleur. Comme dans la configuration initiale et finale la case vide est de la meme couleur, le nombre de coups doit etre 
pair. On aboutit done a une contradiction et le probleme est impossible a resoudre. 


-BIO 23 


Arthur Cayley, ne le 16 aout 1821 a Richmond, mort le 26 janvier 1895 a Cambridge 


Mathematicien anglais. Arthur Cayley montre tres tot de fortes aptitudes pour les 
mathematiques. A 14 ans, il rentre au King’s College School. Ses professeurs in- 
vitent ses parents a pousser leur fils vers l’universite. Il entre a Cambridge a l’age 
exceptionnel de 17 ans. Pour ses 20 ans, il a deja verse trois contributions au Cam- 
bridge Mathematical Journal. Celles-ci portent sur des lectures des oeuvres de La- 
grange et Laplace. A la fin du premier cycle, il regoit le Smith’s Prize. 

Mais a 25 ans, il choisit d’embrasser la profession d’avocat. Metier qu’il exercera 
pendant 14 ans. Il cotoie alors le mathematicien Sylvester, lui aussi avocat et avec 
lequel il aura de nombreuses discussions mathematiques. Cayley publiera pendant 
cette periode entre 200 et 300 articles mathematiques. 

Alors qu’il est age de 42 ans, on lui propose une chaire a Cambridge. Il renonce alors 
a son travail lucratif d’avocat pour se consacrer entierement aux mathematiques. 

L’ oeuvre mathematique de Cayley est immense et est reunie dans une collection de 
13 volumes intitulee "Collected Mathematical Papers". Il a en particular et paral- 
lelement a Grassmann decouvert les notions d’espace vectoriel et de dimension. Il 
est le premier, avec Sylvester, a introduire la notion de matrice. Il s’est beaucoup 
interesse a la theorie des invariants qui vise a etudier les proprietes algebriques in- 
variantes par Faction d’une application lineaire. Vous etudierez en seconde annee le 

theoreme de Hamilton-Cayley qui est une de ses contributions fondamentales a l’algebre lineaire et qui dit que toute 
matrice carree annule son polynome caracteristique. 



26.2 Construction du determinant 

Etant donnee une famille de n vecteurs (X| , . . . , x n ) d’un espace vectoriel de dimension n, nous voulons developper un 
outil qui permet de detecter si cette famille est liee ou fibre. Dans la suite, E designe un IK -espace vectoriel de dimension 
finie n. 

26.2.1 Formes n-lineaires alternees 


Definition 26.9 Forme n-lineaire 

Soit E un K -espace vectoriel. On dit qu’une application <p : E" . K est n - lineaire si elle est lineaire par rapport a chaque 
variable, les autres etant fixees : Vi e [[l,n]], V (xi, . . . , Xi-i, Xi+i, . . . , x n ) e E", V(x,y) e E 2 , V(A,p)EK 2 , 

(p(xi,...,x ; _i,Ax+ p y,x i+ i,...,x n ) = A<p(xi,...,Xj_i,x, x i+ i,...,x„) + ptp(xi,...,x/_i,y,x/ + i,...,x„l 

Nous noterons 5P n (E) l’ensemble des formes n-lineaires sur l’espace E. 


I Remarque 26.5 On verifie facilement que 5£ n (Y.) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des applications de 
E” vers E. 


Proposition 26.8 Operation de & n sur i if”(E) 

Soit cp e S£ n { E) une forme /;- lineaire et a e 6 n une permutation. On definit une nouvelle forme M-lineaire : 

f E” — * IK 
CT ^'1 (xi,...,x„) > — ■> cp(x a( i),...,x a („)) 

et si CTi,a 2 £ &n, (Il * (CT 2 ★ cp) = (CTiOCT 2 ) *tp. 
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Demonstration On verifie facilement que a * cp est encore une forme n-lineaire. Notons pour i e [[1, n]] , y ; = x 0 (,-) et calculons, 
o 1 -k(o 2 *'P)(x 1 ,...,x n ) = ((j2*q>)(x ai{1] ,...,x ai{n] 'l = (p(y a2m ,...,y a2{n) ).Maisy a2i i ) = % l( CT 2 (fl) = %io<j 2 (() d’ou le resultat. 


Definition 26. 10 Forme n-lineaire antisymetrique 

On dit qu’une forme n-lineaire cp e f£ n {E) est antisymetrique lorsque Vct e a * cp = e(CT)tp ou e(ct) designe la 
signature de la permutation a. 


Lemme 26.9 

Une forme n-lineaire tp est antisymetrique si et seulement si V(x \,...,x n ) e E'\ Vi,j e [[1, n]] , i < j, 

(p(Xi, . . . , Xi-i,Xj,Xi+i,.. . , X n ) = — cp(JCi, . ,.,Xi,...,Xj X tl ) 


Demonstration 

- Si cp est antisymetrique, en notant t jj la transposition qui echange i et j, on obtient immediatement le resultat. 

- Reciproquement, toute permutation a s’ecrit comme un produit de transpositions : 

a = Ti°... Tfc 

et e(cr) = (-1)^. 11 suffit d’utiliser la proposition precedente : a*cp = iq ★ ...tj. *cp = (-l)^cp = e(cr)(p. 

Nous voulons trouver des formes n-lineaires qui s’annulent sur les systemes lies. En particulier, lorsque deux vecteurs 
d’une famille sont egaux, notre forme doit s’annuler. C’est ce qui motive la definition suivante : 

Definition 26.1 1 W 

On dit qu’une forme n-lineaire tp : E” ■ — ► IK est alternee si elle s’annule sur tout systeme comportant deux vecteurs 
egaux : M(xi,...,x n ) eE", Vi, j e [[1, n]] , i < j, si x,; = xj , alors 

tp(xi ,...,Xi,...,Xj x n ) = Ok 


Les deux notions de forme n-lineaire antisymetrique et alternee sont identiques comme le montre le theoreme suivant : 


Theoreme 26.10 00 Alternee = Antisymetrique 

Une forme n-lineaire est antisymetrique si et seulement si elle est alternee. 


Demonstration 

- Supposons cp antisymetrique et considerons n vecteurs (x\,...,x n ) avec Xj = Xj = x. Pour la permutation r jj qui echange i et j, 
on doit avoir 

(p(Xl ,...,Xj,...,Xj,...,X n ) = -cp(xi ,...,Xj,...,Xi,...,X n ) 

d’oit2q>{xi,...,Xi,...,Xj,...,x n ) = Ok . Comme nous travaillons avec un corps K = Q,IR,C, il vientque ip(X] Xj Xj x n ) = 

Ok- 

- Reciproquement. soient i < j deux indices, puisque cp est alternee, 

ip(xi ,... ,Xi + xj ,...,Xj + xj ,... ,x n ) = Ok 

Mais en developpant, en utilisant la bilinearite et le fait que cp est alternee, on trouve que 

cp(xi , . . . , Xj , . . . , xj , . . . , x n ) + tp(xi xj Xj, ... , x n ) = Ok 

Nous avons done montre que pour toute transposition t jj , tjj * cp = -cp. II suffit de conclure en utilisant le lemme 26.9. 

Remarque 26.6 On note srf"(E) Fensemble des formes n-lineaires antisymetriques (ou alternees) et on verifie facile- 
ment que c’est un sous espace vectoriel de .f£ "(¥.). 


Proposition 26. 1 1 Une forme n-lineaire antisymetrique detecte les systemes lies 

Soit cp une forme n-lineaire antisymetrique. Si la famille (xi, . . . , x n ) est liee, alors cp(xi, . . . , x n ) = Ok . 

Demonstration Si la famille est liee, l'un des vecteurs de cette famille est combinaison lineaire des autres : il existe i e [[1, n]] tel 
que 

x i= L^j x j 
j*i 

Mais comme cp est alternee, 

cp(xi ,...,Xi,...,Xn) = ^ A ; -cp(xi,...,Xj,...,Xj,...,x rt ) =0 K 
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26.2.2 Determinant de n vecteurs dans une base 

Pour comprendre ce paragraphe, nous allons commencerparun calcul simple en dimension 2. Soit E un K -espace vectoriel 
de dimension 2 et e = (ei, e 2 ) une base de E. Considerons une famille de deux vecteurs {x\ , x 2 ) que nous decomposons 
dans la base e : 

Ut = x\\e\ + x 2 ie 2 

\x 2 = X\ 2 e\ + X 22 S 2 

Soit ip une forme 2-lineaire alternee sur E. En utilisant la bilinearite, 

(p(xi,x 2 ) = xncp(ei,xi 2 e 1 + x 22 e 2 ) + x 2 np(e 2 ,x 12 e 1 + x 22 e 2 ) 

= xnxi 2 ip(ei, ei) + xnX22tp(ei,e 2 ) + x 2 ixi 2 tp(e 2 ,ei) + x 21 x 22 tp(e 2 , e 2 ) 

Puisque <p est alternee, ip(ei,ei) = tp(e 2 ,e 2 ) — Ok et tp(e 2 ,ei) = -tp(ei,e 2 ). Finalement, 

tp(xi,x 2 ) = [xnx 22 — x 2 ix 22 ] <? 2 ) 

Definissons une application que nous appellerons determinant dans la base e : 

( E 2 — *■ K 

det : t 

e { (xi,x 2 ) > — * X11X22-X21X12 

On verifie facilement que cette application det ( , est bien une forme 2-lineaire alternee. Alors, en notant A = <p(<?i , e 2 ), nous 
avons montre que <p = Adet,,. En d’autres termes, Fespace des formes 2-lineaires alternees sur un espace de dimension 2 
est une droite vectorielle engendree par det<? : .e/ 2 (E) = Vectfdet,,). Ce resultat se generalise en dimension n quelconque : 
c’est le theoreme principal de ce paragraphe. 


Theoreme 26. 12 OOO Les formes n-lineaires alternees forment une droite vectorielle 

Soit e = , e n ) une base d’un espace E de dimension n. Pour une famille (xi,...,x n ) de n vecteurs de E, on note 

Xij les composantes des vecteurs xj dans la base e : 

n 

V7 e [[1, ^z]], Xj = Y. X ij e i 

i = 1 

1. L’ application 

I E" — ► IK 

d e t: l (xi,...,x„) ■ — > Y e(ct)x CT (i),i...x < j( „),„ 

l cte©„ 

est une forme n-lineaire alternee appelee determinant dans la base e. 

2. Toute forme /i-lineaire alternee sur E est proportionnelle au determinant et Fespace .5/ "(H) est une droite vecto- 
rielle : 

st n \ E) = Vect(det), dim^ n (E) = 1 

e 

3 . det e e„) = Ik. 


Demonstration Soit tpe at"(E) une forme n-lineaire alternee et (x i,... ,x n ) e E' 1 n vecteurs que V on decompose dans la base e. 
Calculons en utilisant la n-linearite de (p, 

n n 

(p(xi,...,x„) = cp( Y x h,\e iv ..., Y x i„,n e i n l 
*1 = 1 fn = l 

n n 

= Y Y x h,i x h,2--- x i„,n'i>(e iv ...,e in ) 

*1 = 1 i'n = l 

Puisque (p est alternee, lorsque ip = iq, = Ok - Par consequent, ne restent dans la somme que les 

termes correspondant aux n-uplets (q , oil les sont tous distincts. V application <j : j ^ [[1, «]] eS f ( j oncune 

permutation de [[l,n]]. Nous pouvons alors ecrire 

cp(xi, . . . , x n ) — Y -'-cr(l) , 1 ■ • • x a(ri),n t P( e 0 (l)> • • • e a(n)l 
cte©„ 

Mais puisque (p est alternee, <p(e a (i),... , %(«)) = e(a)(p(ej, ... , en). En notant A = ip(ei, ... , e n ), on obtient finalement que 

<p[xi,...,x n ) = A Y, clolXtjti)^ ...X{jf tt ) jrt 

0 £©„ 
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Nous avons done montre qu’il existait une constante A e IK telle que (p = Adetg. La verification que detg est bien une forme n- 
lineaire alternee est technique et moins interessante, nous ne la ferons pas. Verifions enfin que detgfei,... , e n ) = 1. Puisque le 
vecteur ej se decompose dans la base e a vec les coordonnees x- t j = 8 (j , 

det(ei,...,e„) = Y ■■■£> a {n) ,n 

ac6 n 

Mais si o / id, il existe i e [[1, «]] tel que o(i ) ^ i et alors 8 a(i),i = 0 et le terme correspondant de la somme est nul. II ne reste done 
que le terme correspondant a a = id qui vaut 1. 


Remarque 26.7 Considerons un espace vectoriel de dimension 3 et une base e = (e\ , e 2 , . Trois vecteurs (x\ , x 2 , x 3 ) 

se decomposent dans cette base : 

) xi = xnei + x 2 ie 2 + Jt3ie 3 

%2 = ^12 ei + X22 e 2 + X32 e 3 

X 3 - x i3 e x + x 23 e 2 + x 33 e 3 

Dans © 3 , il y a trois permutations paires : 


id 


i ; = 




ainsi que trois permutations impaires : 


Ti 3 = 


T 23 


Le determinant des trois vecteurs dans la base e s’ecrit done : 


det(Xi,X 2 ,X 3 ) = XiiX 22 X 33 + X2lX 32 Xi3 + X 3 iXi 2 X 23 - X 2 iXi 2 X 33 - X 3 1X 32 X13 - XnX 32 X23 
e 


(x 11 X 12 Xi 3 ^ 

Si Ton considere la matrice des trois vecteurs dans la base e, x 2 i x 22 x 2 3 , on dispose d’un moyen mnemotechnique 

\X31 *32 X 33 J 

pour calculer le determinant des trois vecteurs, la Regie de Sarrus. Il suffit de recopier en bas de la matrice ses deux 
premieres lignes et de tracer les trois diagonales descendantes, de prendre le produit des coefficients sur chacune des 
diagonales affectes du signe + et de tracer les trois diagonales montantes en prenant le produit des coefficients sur 
chaque diagonale affecte du signe - : 



Theoreme 26.13 W Formule de changement de base 

Soient e et e' deux bases de Fespace E et (X| , . . . , x n ) e E". On a la relation suivante entre le determinant des vecteurs 
dans les deux bases : 

det(xi,...,x„) = det(ei,...,e„) x det(xi,...,x„) 

e' e' e 


Demonstration Lapreuve est typique et utilise le theoreme de structure de srf n [E). Puisque det e / e il existe une constante 

AeK telle que det e / = A detg. En particular. 


det(ei,...,e„) = Adet(ei,...,e„) = A 
e 1 e 

Alors, 

det(xi,...,x n ) = Adet(xi,...,x„) = det(ei,...,en)det(xi,...,x,i) 
g' e e ' e 
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Theoreme 26. 14 W'v’ Le determinant detecte exactement les families liees 

Une famille (xi x n ) est liee si et seulement si det e (xi,...,x„) = Ok- 


Demonstration 

- Nous a vons de/a verifie que si la famille est liee, son determinant est nul. 

- Supposons done que (x/ , . . . , x ;i ) est une famille de determinant nul. Par 1 ’absurde, si elle etait libre, elle definirait une base e' de 
E, mais d'apres la formule de changement de base, on aurait 

1r = det(xj ,...,x„) = det(ei,...,e„) x det(x l ,...,x n ) = 0 K 
e' e' <* 


ce qui est impossible. 


26.2.3 Determinant d’un endomorphisme 

Dans ce paragraphe, E designe un K-espace vectoriel de dimension finie n et u e £(E) un endomorphisme. Nous allons 
attacher a u un scalaire det(zz) appele determinant de V endomorphisme. 

Proposition 26.15 W Determinant d’un endomorphisme 

Si e = (ei,...,e n ) est une base de E, le scalaire 

det(zz) = det(zi(ei), . . . , u(e n )) 

e 

est independant de la base e, on Fappelle determinant de V endomorphisme u. 

. 

Demonstration Definissons V application 

_ I E" K 

ix\,...,x n ) > — > det e (M(xi),...,w(x„)) 

11 est clair que (p est une forme n-lineaire a lternee. Puisque #f n (E) est une droite vectorielle, il existe une constante A e IK telle que 

cp = Adet e , e’est-a-dire V(xi x n ), detg(zdxi),..., u[x n )) = Adetg(xi x n )• En prenant ( x\,...,x n ) = (e\,...,e n ), on trouve 

que 

A = det(zz(ei), ... , u{e n )) 

e 

Considerons maintenant une autre base e' = (e' 1 ,...,e' n ) de E. En prenant [xi,...,x n ) = (.ule^),... , u(e' n )), on a : 
det (u(e[),..., u{e n )) = det(M(ei),... , u{e n )) det(e[,...,e' n ) 

En utilisant la formule du changement de base pour le determinant, on a egalement : 

det (z<(ej),... , u{e n )) = Aet[e' l ,...,e' n )det(u[e' l ),...,u[e' n )) 

Puisque [e' lr ... , e' n ) est libre, det e (e , 1 ,...,e' n ) ^ 0^ et en simplihant, on trouve hnalement que 

det(M(ej),... , u{e n )) = det(zz(ei),... , u[e n )) 
ce qui montre que V expression det(zz) ne depend pas de la base e. 

Remarque 26.8 det(idE) = det e {ei,...,e n ) = Ik et det(0e(E)) =0 k- Si A£ K, 

det(Azz) = A"det(zz) 

En effet, en utilisant la multilinearite du determinant de n vecteurs, det(Azz) = det f ,(Azz(ei), . . . , A//(e„)) = 
A" detg(zzOi), . . . , u{e n )). 


Theoreme 26.16 Le determinant est multiplicatif 

Si zz et v sont deux endomorphismes de E, 

|~det(zzo v) — det(zz) x det(zz) 
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Demonstration Soit e = ( e\,...,e n ) une base de E, definissons l’application 


_ | E" — K 
^ ( (x\,...,x n ) ' — » det e (zz(xi),...,zz(x„)) 

On verifie a isement que ip est une forme n-lineaire alternee et puisque srf n (E) est une droite vectorielle, il existe une constante 
A e IK telle que cp = Adetg. En prenant (xi,... ,x n ) = (ei e n ), on tire que A = det(zz). Par consequent, V(xi,...,x n ) e E", 

det(z<(xi) u{x n )) = det(zz)det(xi x n ) 

e e 

En prenant ensuite [xi,...,x n ) = (zz(ei),..., v[e n )), on en deduit 

det(zzo v[e\ uo v(e n )) = det(u) det(y(ei),... , v(e n )) 
e e 

c’est-a-dire detfzzo v ) = det(zz) x det(n). 


Proposition 26. 17 WO Un endomorphisme est inversible si et seulement si son determinant est non nul 



2. Si u e GL(E), det(w x ) = . 

det(w) 


Demonstration Si u est inversible, u°u 1 = idp d’ou det(zz)xdet(zz 1 ) = Ik ce qui montre que det[u) 5 ^ Ok etdet(zz 1 ) = . 

det(zz) 

Reciproquement, si det(zz) = det e (zz(ei u{e n )) 5 ^ Ok . la famille (u{e\),...,u(e n )) estlibre et on sait qu’alors u est inversible. 
Remarque 26.9 L’ application 

det .j (GL(E),o) — (K*,x) 

" | u > — » det(zr) 

est un morphisme de groupes. Par contre, le determinant n’est pas lineaire et en general, det(w + v ) ^ det(w) + det( u). 


26.2.4 Determinant d’une matrice carree 


Definition 26. 12 WO Determinant d’une matrice carree 

fan ... a\n 

Soit A = ((fl/j)) = • : e 9Ji„ (K ) une matrice carree. On definit son determinant par la formule : 

K a n\ ■■■ ®nnJ 

det(A) = £(ct) ^cr(l) t l ■ ■ ■ tla{n),n 

c TE&n 

On notera entre deux barres le determinant d’une matrice : 

d\i ■■■ din 

det(A) = : : 

dni ••• d nn 


Remarque 26.10 Si E = K" et e designe la base canonique de K", il existe un unique endomorphisme u e £(E) ayant 
pour matrice A dans la base canonique : A = Mat e («) et alors 

det(A) = det(iz) 


En effet, la /-eme colonne de A correspond aux coordonnees du vecteur u(ej) dans la base E : 

n 

ui e j) = Y. a ij e i 

i = 1 


et alors 


det(u) = det(u(ei), . . . , u(e n )) 

e 


et il suffit d’utiliser la formule du determinant de n vecteurs. On en deduit les proprietes suivantes en utilisant les resultats 
sur le determinant d’un endomorphisme : 
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1. A,Be»t„([K), |^et(AB)^det(AMet(B^. 

2. Ae GL„(K) <=> det(A) / Ok et si A est inversible, det(A _1 ) = . 

det(A) 

3. det(AA) = A"det(A). 

4. Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles ont meme determinant. En effet, s’il existe P e GL„(K) telle 

que A = PBP -1 , det(A) = det(P)det(B) det(P _1 ) = det(P) — - — det(B) = det(B). 

det(P) 

Le resultat suivant est a la base du calcul pratique des determinants : 


Theoreme 26.18 OOO Operations elementaires sur les colonnes 

1. On ne modifie pas le determinant d’une matrice si Ton retranche a une de ses colonnes Cj une combinaison 
lineaire des autres colonnes : 

det(Ci Cj-\,Cj - Y k k C k ,C ]+ i,...,C n ) = det(Ci,... ,Cj C n ) 

Lors du calcul d’un determinant, pour expliquer les calculs, on code cette operation elementaire sur les colonnes 

de fagon algorithmique : Cj — Cj - Y AfcCfc. 

k?j 

2. Si Ton inverse deux colonnes d’une matrice, on change son determinant en son oppose : 

det(Ci , . . . , Cjt, . . . , C/, . . . , C n ) = -det(Ci,...,C / ,...,C fc ,...,C fI ) 

On designe cette operation elementaire par : C k C /. 


Demonstration 

1. II suffit d'utiliser la multiline arite du determinant : det(Ci,...,C j~Y.k^j Aj;Cj.,...,C n ) = det(Ci Cj,... ,C n )-Zfc^; Aj-det(Ci C k} . 

On utilise ensuite que le determinant est une forme n-lineaire altemee : lorsque deux colonnes sont egales dans un determi- 
nant, il est nul. 

2. Le determinant est une forme n-lineaire a ntisymetrique et le resultat est immediat. 


Theoreme 26.19 OOO Formules de Cramer 

Soit Ae GI,„(K) une matrice inversible. Notons les vecteurs colonnes de A. Le systeme de Cramer AX = B 

( X '\ 


possede une unique solution X = 


et on sait exprimer xj a l’aide de determinants : 


U J 


Vie [[!,«]], 


det(A,) 

det(A) 


ou A i est la matrice obtenue en remplagant la /-erne colonne de A par le second membre B. 


Demonstration Comme AX = B, en notant C\,...,C n les vecteurs colonnes de A, 

X\C\ H f- XjCi H f- x n C n = B 


Calculons alors le determinant de la matrice A,- : 

n 

det(A,;) = det(Ci, .. . , Y x k C k} ... } C n ) 
k= 1 


Par multilinearite, 

n 

det(A;) = Y x i det(Ci,...,Cj.,...,C n ) 
k= 1 

mais tous ces determinants sontnuls (deux colonnes sont egales), sauf celui ou C k = C,- etdonc det(A;) = x,- det(Ci,...,C, C n ) = 
det(A). 
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Remarque 26.11 Cette formule est utile pour resoudre rapidement un systeme de deux equations a deux inconnues : 

j ax + by -a 
| cx + dy = |3 

qui possede une unique solution lorsque ad - bc^ 0 : 

a b 
P d 
id - be 

a a 
c p 


Dans le cas general, pour n 3= 3 cette formule n’est pas utilisee : elle impose de calculer ( n + 1) determinants de taille 
n x n ce qui est trop couteux. La methode du pivot de Gauss est preferable. 


Proposition 26.20 VW Determinant d’une matrice triangulaire 

Si A = 

’an 

Min 

est une matrice triangulaire superieure, son determinant est le produit de ses coefficients diag- 

onaux 

O 

& nn j 

det(A) = an x x a„ n 


Demonstration Utilisons la formule du determinant : 


det(A) - ^ . . . aa{n),n 

a€& n 

Pour que a a ( i) i ...flcr(«),« SOJt non nul, il faut que ct(1) 1, a( 2) S 2, . . o{n ) s. n et done cr(l) = 1, a( 2) = 2, . . ., a{n ) = n, 
e’est-a-dire o = idg. II n’y a qu'un terme non nul dans la somme qui vaut a\ t \ ...a n , n . 

Proposition 26.21 Determinant d’une transposee 

Une matrice et sa transposee ont meme determinant : 

det(*A) = det(A) 


Demonstration La formule du determinant donne 

det( f A) = £ e(CT)«i, (T (i)...a„, <J( „ ) 

as©,, 

Puisque V application 

&n + &n 
a ' — * a -1 

est bijective, on peut effectuer dans la somme le changement d’indices o' = o~ l . II existe ke [[l,n]] tel que 1 = o'(k), e’est-a-dire 
k = cr(l) et alors «i >C r(l) = a o{k),k- Quitte a reordonner les termes du produit , 

^l,a(l) • • • a n,o{n) = a a'{ 1),1 ■ • ■ a o'[n),n 

Remarquons ensuite que e(o') = e(a) car 1 = e((joct - 1 ) = e(CT)e(a _1 ). On peut done ecrire 

det( f A) = Y, «a'( 1),1 • • • a o'(n),n = det(A) 

ff'€6„ 

Remarque 26. 1 2 Les operations elementaires du theoreme 26. 1 8 page precedente sont done egalement valables sur les 
lignes d’une matrice puisqu’en transposant une matrice, on echange lignes et colonnes. 
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Definition 26.13 OOO Mineurs, cofacteurs 
Soit un determinant d’une matrice re x re. 

an 

Ml n 


A = 

CL n \ 

a nn 


1. On note mij le determinant (re - 1) x (re - 1) obtenu en barrant la i-eme ligne et la /-erne colonne de A. rein- 
s’ appelle le mineur relatif a a,y 

2. On appelle cofacteur de A relatif a ay, le scalaire A ij = 

v 

-1 ) t+J m t j 

y 


j 



Lemme 26.22 


Cl\,l 

^1,72-1 

0 


Cll,l 

<21,72-1 

dn- 1,1 ■ 

^72-1,72-1 

0 


d n -ip ■ 

^72-1,72-1 

a n, 1 

^72,72-1 

1 



Le premier determinant est de taille re x re et Ic deuxieme est le mineur m nn de taille (re - 1) x (re - 1). 


Demonstration Avec la formule du determinant, 

Y E I®) | %(1),1 ■ • • a oOi-l),n-l a a(n),n 
a£& n 

Mais comme la demiere colonne est remplie de zeros sauf a la derniere ligne, flcr(«),n / 0 <=> cr(w) = n. H tie reste dans la somme 
que les termes correspondant aux permutations telles que o{n) = n. La restriction o' d’une telle permutation a [[1, n - 1]] definit une 
permutation de & n -l et on peut ecrire 

A= Yj e(<T)fl a '(l),l ■■■ a a'(n-Y),n-l 
ct ' eS „-1 

11 suffit alors de remarquer que o et o' ont le meme nombre d’inversions, done que e(ct) = eCa'). 


Lemme 26.23 


«i,i 


dl,j-l 0 a\ } j + \ 


Cll ,n 


0 

Clip ■■■ a ij-i 1 Clj,j + 1 


a i,n — A ij 


'■ : 1046 : 

a n, i ••• ci n j—i 0 a n j + j 


a 


n,n 




Demonstration L'idee consiste a effectuer des echanges de deux colonnes successives pour placer la colonne C j en demiere 
position sans modifier V ordre des autres colonnes : C j <-* Cj + \,...,C n -i «-* C n ■ Chaque echange de colonnes modifie le signe du 
determinant (la forme n-lineaire est antisymetrique) et il y a (n- j ) echanges. On obtient done que notre determinant vaut : 

«1,1 ••• a l,j-l a l,]+l ■■■ «1 n 0 


Uf > 1 ... CliJ—l CtjJ + l 1 

a n,\ a n,j- 1 a n ,j+l ••• a tt , n 0 

Une fois la colonne en demiere position, on amene la ligne i en demiere position en effectuant ( n - i) echanges L ,• « L ;+ i . . . L ;i _ i «-* 
L n . Au total, on a fait (2 n- i- j) echanges et comme (-i) 2n ~'~J = (-1) ,+ 1 ; notre determinant vaut : 

| «1,1 ••• «l,/-l «l j'+l «l,n 0 

«/- 1,7-1 «i-i,7+i ••• 0 

a «+l, 7 -l fl !+l, 7 +l ••• a i+l,n 0 

| a rt ,i ••• a n,j—l a n,j+l ••• 1 

fit utilisant le lemme 26.22, notre determinant vaut done : A = (-1)* + 1 m/j = A/j. 


(-1 ) i+ J a '“ 1 ' 1 

flj+1,1 



Theoreme 26.24 OOO Developpement d’un determinant par rapport a une ligne-colonne 

Soit une matrice carree A = ((a^Ol/j'eii.nj e 9Jl n (K), 



Demonstration Notons Ci Cj C n les vecteurs colonnes de notre matrice. Decomposons le vecteur C j sur la base canon- 

ique de K n : 

Cj = X a «\7 K i 
i=l 

ou K ( - = (0,..., 1 ,...,0) est le i-eme vecteur de la base canonique de IK”. Puisque le determinant est une forme n-lineaire, en 
developpant par rapport a la j-eme colonne, 

n n 

det(A) = det(Ci , . . . , ^ aij Kj,...,C n )= ^ a/,7 8 / 
f=l ’ i=l 

Le determinant 6< j est le determinant calcule au lemme 26.23. On a done 

n 

det(A) = ^ djjAjj 
i=l 

Pour 1 ’autre formule, il suffit d'echanger le role des lignes-colonnes, c ’est-a-dire considerer la matrice f A qui a meme determinant 
que A. 



g 

h 


On dispose d’une methode typique pour calculer un determinant nx n. 
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1. A l’aide d’operations elementaires sur les lignes-colonnes, faire apparaitre le maximum de zeros dans une colonne 
(ligne). 

2. Developper alors le determinant selon cette colonne (ligne) et se ramener au calcul de determinants de taille in- 
ferieure : [n- 1) x (n- 1). 

Cette methode ainsi que d’autres sont developpees dans l’appendice sur les techniques d’algebre, B, paragraphe B.5.3, p. 
1181. 


Exemple 26.9 Calcul de 


1 xi xf ... x" 1 

1 X2 x? ... x ?" 1 


V„(xi,x 2 ,...,x„) = 


1 x n - 1 x 2 n _ x ... x"_j 
1 X n X n ... X n 


( determinant de Vandermonde) 

II suffit d’executer l’operation sur les colonnes C; * — C/ - (x ;i x C,;_i) , en partant de i - n et en remontant jusqu’ a i - 2. 
et devient : 


1 X| - X n X\ (X| -x n ) 

1 X 2 -X,i X 2 (X 2 -X n ] 


X” Z [Xi -Xn) 
Xn~ 2 (x 2 -Xn) 


V„(xi,x 2 ,...,x n ) = : 


1 Xn-l-Xn X„-i(X„-i -x„) ... x"_f (X„_i - X„) 


I 1 0 

En developpant selon la derniere ligne, il vient : 


V„(xi,x 2 ,...,x„) = 


X| - X n X\ (x 3 — x n ) 

X 2 -X n X 2 (X 2 -X„) 


X” 2 {X\ -X n ) 
x”“ 2 (x 2 -x„) 


\x„-i-X n X n -l(X n -\ — X n ) ... X ™_ 2 (Xfj—l — Xfj] I 


1 XI xf ... x” 

1 x 2 x| x” 

V n (Xi,X 2 ,...,X n ) = (xi - x n )(x 2 - X n )...(x n -1 - (X n ) 1 *3 X 3 ••• X 3 


1 X „_1 X 


n-1 Ti-ll 


Par recurrence immediate, 


V, ! (Xi,X 2 ,...,X n ) = Y\ ( Xj-Xi ). 

1^2< j^n 



1 

1 

1 

1 

0 

0 

Xl 

x 2 

*3 

= JC 1 

(x 2 - Xl) 

(x 3 - Xl) 

yi 

Y2 

y3 

yi 

(y2-yt) 

(y3-yi) 


(jC9 — X \ ) (X3 — X \ ) ► * 

et en developpant pat rapport a la premiere ligne , A = = det e (MjM 2 ,MiM 3 ). Les trois points sont a lignes si 

|ty2-yi) (y3-yi)| 

et settlement si les vecteurs MiM 2 ef Mi M3 sont colineaires, c’est-a-dire A = det(MjM 2 ,MiM3) = 0 , 
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Definition 26.14 Comatrice 

Soit A e 9.1t„(K) une matrice carree. On definit sa comatrice comme etant la matrice des cofacteurs : 

com(A) = ((A ij))^i,^n e ©l„(K) 


On dispose de la relation fondamentale entre une matrice et sa comatrice : 


Theoreme 26.26 OOO Relation entre matrice et comatrice 


A x 'com(A) = det(A).I ;i 


Demonstration Calculous les coefficients de la matrice B = A x f com(A), C = ((c,- ,-)) oil 


c ij ~ X- a ik^jk 
k=\ 


- Si i = j, ca = ^ = det(A), on reconnait le developpement de det(A) selon la ligne i. 

k= 1 

- Si i j, considerons la matrice A obtenue en remplagant la jeme ligne de A par la ligne i. En developpant det(A) selon la ligne 

n 

L j, on trouve que det(A) = ^ a^-Aj^ = Cjj et puisque deux lignes de A sont identiques, det(A) = 0. 
k=\ 

Les coefficients diagonaux de C valent det(A) et les autres sont nuls et done C = det(A)I, ; . 


Corollaire 26.27 00 Expression de l’inverse d’une matrice 

Si A £ GL n (K) est une matrice inversible, on dispose d’une formule (theorique) qui donne son inverse : 


A " 1 


1 

det(A) 


f com(A) 


Demonstration Puisque det(A) 5 1 0, on peut diviser la relation fondamentale par det(A) : A x 
1 ’expression de A -1 . 


1 


det(A) 


f com(A)] = I n ce qui donne 



Remarque 26.13 Cette formule est surtout d’un interet theorique pour n>3 car elle demande de calculer n 2 determi- 
nants (re - 1) x (re - 1) (les cofacteurs) et un determinant re x re. Par contre, il est bon de connaitre par coeur l’expression 

de l’inverse d’une matrice 2 x 2. Si A = est une matrice inversible, det(A) - ad - be ^ 0 et com(A) = f ^ 


d’ou 



On retient qu’il suffit d’inverser les elements diagonaux, de changer le signe des autres coefficients et de diviser par 
det(A). 


Exemple 26.10 Exprimons le determinant de com(A) en fonction du determinant de A. En prenant le determinant de la 

relation fondamentale, on trouve que : 

det(A) det(com(A)) = (detA)" 

- Si A est inversible, on peut diviser par det(A) d’ou det(com(A)) = det(A)” -1 . 

- Si A n’est pas inversible, notons u l’endomorphisme ayant A comme matrice dans la base canonique de IK” et v 
l’endomorphisme ayant com(A) dans la base canonique. Puisque no u - 0 , I m u c Ker re. Si A ^ 0, dim Ker re < re 
ce qui montre que v n’est pas inversible done que det(com(A)) = 0. Si A = 0, tous ses cofacteurs sont nuls et alors 
com(A) = 0 et on a encore det(com(A)) = 0. 

Dans tous les cas, on a verifie que det(com(A)) = (det(A))” -1 . 
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Demonstration En utilisant la formule du determinant, 

det(M) = ^ e(cr) aw CT (1),i ■•■ m a(.p),p m a[p+l),p+l 
<te6„ 

Puisque dans les p premieres colonnes, ilyades zeros dans leslignes d' indice superieura p+ 1 , pour que le produit ... m a (p) : p 

soit non nul. il est necessaire que a(l),... ,a[p) e [[l,p]] et alors ^Wcr(l), l ■ • • m a(p),p = fl cr{l),l ■ a a{p),p • Ne reste done dans cette 
somme que les termes correspondant a des permutations o veridant sigma[[[l,p]]) e [[l,p]] et o{[[p + 1 ,«,)]] e [[p+ 1 ,n]]. On 
peut decomposer ces permutations sous la forme a = cri o 02 oil ctj laisse invariant [[p + 1 , nil et 02 iaisse invariant HI, pH . On a 
e(a) = e(aj)e(a2). De plus, la restriction de o 1 a [[l,p]] definit une permuatation de ©ji.pj, et la restriction de a 2 a [[p+ l,n]] 

definit une permutation de ©]p+i ,nj- Alors, det(M) = ^ e(ai)e(CT 2 )^ai(l),l ■ ■ ■ a oi(p),p c a2(p+l).p+l • ■ ■ c U2{n),n 4 ue 1 on P eut 

(cr 1 ,cr 2 ) 

ecrire j ^ £ ( CT l)^ai(l),l x [ ^ £(u2)Ca 2 (p+l).p+l = det(A) x det(C). 

a l e( £’H,p] a 2 E&lp+l.ril 

On peut prouver la formule de fagon plus simple en effectuant le produit par blocs suivant : 

I Ip ®p,n-p\ I A B 1 _ t A B\ 

\bn-u.n C / \O n -p,p I n—pj \bn-p,p Cl 


\b?i-p,p C / \O n -p,p in— pi \fin-p 
En developpant successivement selon les colonnes Cj , . . . , C p. on calcule facilement 

, I In 0 n.n—n\ , . — 


det 0 P 

yvn-pyp 


3 P'”-P)=det(0 


et en developpant successivement selon les lignes L n , . . .Lp+i, on calcule facilement 

, . I A B] 


\Hn-p,p I n—pl 

II suffit ensuite d'utiliser que le determinant du produit de deux matrices carrees est le produit de leurs determinants. 

Remarque 26.14 Attention a ne pas utiliser d’autres formules que celle du theoreme. Parexemple, si A,B,C,D e 2Ji„(K), 
en general det ^ det(A) det(D) - det(B) det(C) . . . 


Exemple 26.11 Soient {a, b, c, d) e IK 4 , Formons la matrice 

m -(£ 

Pour calculer son determinant, essayons de faire apparaitre un bloc de zeros en bas a gauche. 

c 

1. Si d ^ 0, en effectuant les operations elementaires suivantes sur les colonnes : C| <— C| C n +\, . .., C« 

d 

c 

C n C 2 / 1 , on obtient 

d 

det(M) = det(^ fl d)^ n = (a )” d n = [ad - bc) n 

0„„ d ij d J 


2. Si d — 0, le determinant a calculer s’ecrit 


det(M) = det 


a I n b\ n 

cl n 0 ;i/i 


Amenons le bloc de zeros a gauche en effectuant les operations suivantes sur les colonnes : Ci <-► C„+i, . . ., 
Cn C 2 n - On obtient 

det(M) = (-1)" det[ n M " a ] n \ = (-1 ) n b n c n 

\0 n ,n Cl n ) 

Dans les deux cas, on obtient que det(M) = {ad - bc) n . 
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26.3 Exercices 


26.3.1 Groupe symetrique 

Exercice 26.1 

On considere la permutation de ©2 n deftnie par 

{ 2p-\ si 1 ^ n 

2 (p— n ) si n < p 2ra 

Determiner sa signature. 

Solution : Pour n — 2, on trouve e(a) = — 1. Pour n — 3, a = (} 3 1 1 1 et sa signature vaut — 1. Pour n quelconque, 

_ (1 2 3 ... n (72+I) (72+2) ... 272 

a “ ll 3 5... (272-1) 2 4 ... 272 J 

Soit i £ [(1,2«H, on compte faci lenient t\j > i I a(/) < cr ( / ) } = /- 1 lorsque i ^ n et 0 si i > n. Par consequent, le nombre 

72(72-1) 

d’ inversions de o vaut 1 + 2 h h(n-l) = («- 1) x u/2 et la signature vaut (-1) 2 . 

Exercice 26.2 V 

1. Montrer que toute permutation peut s’ecrire comme produit de transpositions de la forme x^; avec i £ [[2, /?]]. 
2. Montrer que toute permutation paire peut s ’ecrire comme produit de cycles de longueur 3. 


Solution : 

1. On sait d’apres le cours que toute permutation o peut s’ecrire comme produit de transpositions x ij. II suffit done 
de montrer qu ’une transposition iij avec 1/ i, 1/ j peut s ’ecrire comme produit de transpositions X|t- Le calcul 
suivant montre que e’est le cas : 

TljOXl/OXu- = T ij 

2. Soit (7 e </l n une permutation paire. D ’apres [a ], elle s ’ecrit comme produit d’un nombre pair de transpositions de 
la forme r \ , . Mais si l’on calcule le produit de deux telles transpositions, on trouve un 3-cycle : 

Ti/°X | j = (1, j, a ) 

Par consequent, notre permutation paire a s ’ecrit comme produit de tels 3-cycles. 


Exercice 26.3 

Determiner les permutations <r qui commutent avec une transposition r ij. 


Solution : Montrons que x,j 00 ~ o o x;j si et seulement si {i,j} est stable par o. 

- (i) => [ii) : Calculous a(i) = aoxyoatj). Si o(j ) t {i,j}, on aurait o(j) = a(i) ce qui est impossible. Done 
o(j) £ {i,j}. Dememe, a(i) £ {i,j}. 

- ( ii ) => (i) : Seuls deux cas sont possibles : a(i) = i et o{j) - j ou bien o{i ) = j et o{j ) = i et dans les deux cas, on 
verifie facilement que o commute avec j ij . 


Exercice 26.4 W 

On definit le centre d’un groupe (G, .) comme etant les elements du groupe qui commutent avec tous les elements du 
groupe : 

Z(G) = {g £ G | V/r e G, g./r = h.g] 

1 . Montrer que Z(G) est un sous-groupe du groupe (G, .) . 

2. Determiner le centre du groupe symetrique &„ lorsque n 3= 3. 


Solution : 

1. - ec £ Z(G ) puisque 1’ element neutre commute avec tous les elements. 

- Soient (x, y) e Z(G) 2 . Montrons que x.y £ Z(G) : soit geG, en utilisant l’associativite de la loi et le fait que x, y 
commutent avec g : ( x.y).h = x.(y.h) = x.{h.y) — ( x.h).y- ( h.x).y - h.{x.y). 

- Soit x £ Z(G). Montrons que x~ x £ Z(G). Soit g £ G. Puisque x commute avec tous les elements du groupe, 
x.g~ l = g~ l .x. En prenant 1’ inverse d’un produit, on obtient que g.x — x.g. 
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2. Considerons une permutation o qui commute avec toutes les permutations. Elle doit en particulier commuter avec 
toutes les transpositions t ij. D’apres P exercice precedent, { i,j } doit etre stable par o. Considerons maintenant 
k G [[1, n\\. Puisque n S 3, on peut trouver trois en tiers distincts {i,j, k\ dans HI, n\\. En considerant la transposition 
Tile > ,T ( L) e ii,k] et en considerant la transposition ij^, o ( k) e {j,k} et par consequent, a ( k) - Ic. Nous avons 
montre que o = id et que Z(& n ) = {id}. 


Exercice 26.5 

Trouver le nombre de permutations de 6 „ qui ont exactement une inversion. 


Solution : 


1 i j n 



Une inversion c ’est une paire de fleches (rouges) qui se coupent. On veut done qu ’il n ’y ait que ces deux fleches qui se 
coupent pour n ’avoir qu ’une seule inversion. 

Pour T image de 1 on doit avoir 1 sinon on aurait 1 qui serait l’image d’un k et la fleche 1 — > • cr(l) couperait la fleche 
k— 1. 

De meme Vp g [1, i — 1], on a a(p) = p. 

Maintenant on a o(i) > i. Done necessairement i est P image d'un k > i, dontla fleche 1c — ► i va couperla fleche i — » a (i). 
Comme il n’y en a qu’une seule qui coupe cette fleche i — * o(i), a savoirla fleche j —> ■ ci(j), on en deduit que k - j et 
(T ( / ) = i. De meme o(i + 1 ) , P image de i + 1 est plus grande que i + 1 (toutes les places 1,2,... , i sont deja prises pour les 
images). Done supposons l’espace d’un instant que i + 1 ^ j, on aurait une fleche i+ 1 — ► o(i + 1) differente de i — * o(i) 
qui couperait j — > • i, ce qui n’est pas possible par hypothese. Done i + 1 = j. 

Par la suite, toujours pour eviter que d’autres fleches se coupent, pour p > i + 1 (s’il en existe) on a a(p) - p. 

On a done n - 1 possibilities pour i et done n- 1 permutations de © n qui ont exactement une inversion. 


Exercice 26.6 00 

Dans un groupe G, etant donne un element g g G, on considere la conjugaison : 


Wg'- 


G 

x 


G 

gxg~ l 2 3 


1. Montrer que Vg g G, l’application ip g est un automorphisme de G et que V application 


(G,.) — (Aut(G), o) 

g ‘Pg 


est un morphisme de groupes. 

2. Dans le groupe symetrique & n , on considere une transposition t = Tfj et une pennutation o. Calculer le con- 
jugue o' — o o T o ct“ 1 = (p CT (t) . 

3. Calculer le conjugue d’un cycle c - (i\ ... O par une permutation o : o' — ct o co~ 1 . 


Solution : 

1 . Verification sans probleme. 

2. Notons k — o(i) et l - o(j). On calcule o'(k) = o(j ) = l et o' (l) = o(i) — k. Si p t {k,l}, o'(p ) = cr(cT -1 (p)) = p. 
Par consequent, o' = t ct q^atj) ■ 

3. Decomposons le cycle en produit de transpositions : 

c - t,-, g ° t g i 3 o...o t i k] i k 

Puisque 0 est un morphisme, on a 

ip c = (Pt, , 

^ l k-l 1 k 

et done pour o e 6 n , ip c (a) = Tfjfj, i k = (ct ( / i ) . . .oi/J- Le conjugue d’un cycle par une permutation 

est encore un cycle. 
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Exercice 26.7 

Montrer que la signature est le seul morphisme de groupes non trivial de {&„, o) vers (IR*, x ) . 


Solution : Soit tp un tel morphisme. On doit avoir 

V(cti,ct 2 ) e & 2 n , ip(CTioCT 2 ) = ip(CTi) X(p(a 2 ) 

Soit une transposition x. Comme x 2 = id, on doit avoir tp(x) 2 = 1 et done ip(x) = ±1. Par consequent, puisque toute 
permutation se decompose comme produit de transpositions, on en deduit que Iimpc {— 1 , 1 }. 

Supposons que tp n ’est pas triviale. II existe alors une permutation oe6„ telle que tp(cr) = - 1 , et comme a se decompose 
en produit de transpositions de la forme x i il existe i e [ 1 , n\\ telle que cp(T i ,) = — 1. Mais alors pour j e [[ 1 , n\], j i, 
Tij °Ti( - {i j l) = c, mais puisque c 3 = id, 1 = ip(c) 3 = cp(xii) 3 ip(xij) 3 = - 1 , une absurdite. 

Soit alors une permutation quelconque. Elle se decompose comme un produit de transpositions de la forme t i ,■ ; 

(j = Ti o-.-OTfc 

et alors cp(a) = (-l) fc = e(ct). 


Exercice 26.8 W 

Montrer que pour toute permutation ct e 65 , il existe k e [[1,6]] tel que o k = id. 


Solution : Decomposons une permutation ct en produit de cycles a supports disjoints. Les cycles possibles sont de 

longueur 2, 3, 4, 5. Puisque les supports des cycles sont disjoints dans [[1,5]], il n’y a que les possibilities suivantes : 
ct = id, cr = c 2 , ct = C 3 , a = C4, a = C 5 , ct = c 2 o c' 2 , ct = c 2 o C 3 , ou ci designe un cycle de longueur l pourlequel cj = id. On 
verifie que dans tous les cas, o k = id pour k e [1 ,2, 3, 4, 5, 6 }. 


26.3.2 Determinants 


Exercice 26.9 W 


1 . Calculer le determinant de la matrice 


r 0 1 ... r 

10 '-.: 

: ' • ■ ' ■ ■ 1 

ll ... 1 0 


2. On dit qu’une permutation o e &„ est un derangement lorsque Vi e [[1, n]}, a{i) i. Y a-t-il plus de derange- 
ments de signature +1 que de derangements de signature -1 ? 


Solution : 

1. Avec V operation Ci <— Ci + C 2 H 1 C„, on factorise (n - 1 ) dans la premiere colonne. Ensuite pour i e [[ 2 , /;]] , 

Ci — C; - Ci fait apparaitre des zeros et on trouve que det(A) = (- 1) ” -1 [n - 1) . 

2. Avec la formule du determinant, 

det(A) = £(tj) ^a(l),l . . . £Zo-(n),n 

ae©„ 

si ct n ’est pas un derangement, il existe i e [[ 1, /;]] tel que n(i) = i et alors a„d)j = 0. En notant 1’ ensemble des 

derangements, dj t le nombre de derangements pairs et d~ le nombre de derangements impairs, 

det(A) = £ (ct) = d+ - d~ 

aeSi n 

Lorsque n est impair, comme det(A) > 0, il y a plus de derangements pairs que d’ impairs et lorsque n est pair, 
c ’est le contraire. 


Exercice 26.10 W 

Trouverles matrices A e 9Jt„(R) telles que 

VXe 9J1„([R), det(A + X) = det(A) + det(X) 
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Solution : Soit A une telle matrice. En prenant X = A, on obtient que det(2A) = 2 det(A) d’ou2 n 1 det(A) = 0. Lorsque 
n 3= 2, il est necessaire que det(A) -0. On a done : 

VXe 9Jt n (IR), det(A + X) = det(X) 

Notons r le rang de A. La matrice A est equivalente a la matrice J r done il existe deux matrices inversibles P, Q e DJl n (R) 
telles que A = PJ r Q. Si 1 ’on suppose que r>0,en prenant X - P(Y ;i _ r )Q ou Y„_, designe la matrice Diag(0, . . . ,0, 1, . . . , 1) 
avec [n- r) 1 sur la diagonale, on trouve que det(PQ) = det(P) det(Y„_ r ) det(Q) ce qui est absurde puisque la matrice 
Y n - r n ’est pas inversible. Necessairement, r - 0 et done A = 0. Reciproquement, la matrice nulle convient. 


Exercice 26.11 O 

Calculer les determinants 


Ai 


0 1 

1 -1 

: 0 

1 


(x+1) 1 

2 (x + 2) 2 



3 


n 


3 (x + 3) 


1 

2 

3 

(x+ n) 


Solution : Pour Ai, ajouter toutes les colonnes a la premiere : 

Cl — Cl H H C, ? 

On trouve alors un determinant triangulaire : A\ — (-1 ) n ~ l {n- 1). 

Pour Az, retrancher la premiere colonne a toutes les autres : 

C 2 — C 2 -C 1 , ... C„<—C„-Ci 

On remarque ensuite que dans les n - 1 dernieres colonnes, la somme de tous les elements vaut 0. Ajouter done toutes 
les lignes a la premiere. On se ramene a un determinant triangulaire : A 2 = x n 


n(n + 1) ^ 

2 J' 


Exercice 26.12 00 

Calculer le determinant tridiagonal 


An — 


l + x z 


l + x z 


0 


0 


X 1 + X 2 X 

0 x 1 + x 2 


Solution : Adopter la methode classique pour les determinants tridiagonaux : developper par rapport a la derniere 

colonne, puis developper le deuxieme determinant par rapport a la derniere ligne. On trouve la relation de recurrence 

v«3 2, A n - (1 + x 2 )A„_i + x 2 A (1 _2 = 0 

avec Ai = (1 + x 2 ) et A 2 = (1 + x 2 ) 2 - x 2 , et la relation de recurrence est verifiee en posant artificiellement Ao = 1. 
l’equation caracteristique est [r — 1) (r — x 2 ) = 0. On distingue done deux cas : 

1. Si x - 1, 1 estracine double de V equation caracteristique, done 3A, |i e R2 tq\/neN,A n -\ + \tn. En utilisantles 
conditions initiales Ao, Ai, on trouve que | A n — 1 + n | . 

2. Si x /l, 3A, |_i e R tels que V«eN, A„ = A+ |ix 2 ". Avec les conditions initiales, on trouve que 


A n = — (- 1 + x 2 ” +2 ) = 1 + x 2 + • ■ ■ + x 2n 

x z -l 


Exercice 26.13 

Soit A e 5Jl„ (R) une matrice antisymetrique avec n impair. Montrer qu ’elle n ’est pas inversible. 
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Solution : Calculons 

det(A) = det( f A) = det(-A) = (-l)"det(A) = -det(A) => det(A) = 0 


Exercice 26.14 V 

Calculer les determinants suivants en utilisant un determinant de Vandermonde : 


1 

1 

1 

1 


1 

a 

a 2 

a 4 

a 

b 

c 

d 

A 2 = 

1 

b 

b 2 

b 4 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 

1 

c 

c 2 

c 4 

bed 

acd 

abd 

abc 


1 

d 

d 2 

d 4 


Solution : Supposons dans un premier temps que abed / 0. Alors 



a 

b 

c 

d 


1 

1 

1 

1 

1 , , 1 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 


a 

b 

c 

d 

det(aCi,bC2,cC3,dC 4 ) = 
abed abed 

a 3 

b 3 

c 3 

d 3 

= (-l) 3 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 


abed 

abed 

abed 

abed 


a 3 

b 3 

c 3 

d 3 


e’est un Vandermonde et A\- -{d- a)[d— b){d— c)(c- a){c- b)[b— a). 

Si on suppose que abed = 0, considerons /(e) = Ai (a + e, b + e, c + e, d + e) avec e / 0. On utilise la formule precedente 
qui est une fonction continue en e. Lorsque e — 1 ■ 0, on retrouve V expression de Ai. C’est une astuce classique a retenir. 
On calcule le Vandermonde 


P(jc) = V(x, a, b, c, d) = (d- x){d- a)[d— b)[d— c) . ..{a- x ) 


et en developpant P(jc) par rapport a la premiere ligne, on s’aperqoit que A 2 est le coefficient en x 3 de P(x). On obdent 


A 2 = - (a + b + c + d) id - a) [d - b) [d - c) (c - a) (c - b) {b - a) 


Indication 26.11 : Pour le deuxieme, introduire 


P(*) = 


a a 
b b 2 


d d l d 3 


Exercice 26.15 V 



a+b 

b+ c 

c+ a 


Calculer le determinant D = 

a 2 + b 2 

b 2 + c 2 

c 2 + a 2 



a 3 + b 3 

b 3 + c 3 

c 3 + a 3 



Solution : 


1. Soit A — 


f a ' 

fb) 

f c' 

a 2 

, B = \b 2 

CV L> 

11 

u 

U 3 > 

U 3 J 

_3 

v c y 


En developpant, 

3 

; 

D = |A+ B B + C C + A| = | A B C| + |A B A| + |A C C| + |A C A| + |B B C| + |B B A| 

|b c c| + |b c a| = |a b c| + |b c a| = 2|a b c|. 

En mettant abc en facteur, on trouve un determinant de Vandermonde, et done D - 2abc(c- a)[c— b){b— a). 
2. On ecrit 


On a 


r a + b 

b+ c 

c+ a \ 

f a 

b c 

) f 1 

0 

V 

a 2 + b 2 

b 2 

+ c 2 

: 2 + a 2 \ 

- a 2 

b 2 c 2 

X 1 

1 

0 

K a 3 + b 3 

b 3 

+ c 3 

'? + a 3 ) 

w 

b 3 c 3 

J 10 

1 

1 

a b 

c 


1 1 

1 






a 2 b 2 

c 2 

— abc 

a b 

c 

= 

abc(c- 

a)(c- 

b)(b 

- a 

a 3 b 3 

c 3 


a 2 b 2 

c 2 







toujours grace au determinant de Vandermonde, et 


1 0 1 

1 1 0 = 2 . 

0 1 1 
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D’ou le resultat. 


Exercice 26.16 V 

On considere une matrice A = e 9Jl n (lR) telle que 

) e [[1 ,nH 2 , i + j > n+ 1 ==> aij - 0 

Calculer det(A). Si on suppose de plus que > 0 lorsque i + j s; n+ 1, determiner le signe de det(A). 


Solution : Etudier deux cas : 

1. n pair : n — 2 p. En effectuant les echanges de colonnes Ci <->■ C n , . . C p 
laire superieure et le determinant vaut 


( l)^£Zl,n a 2,n-l • • • a n,\ 


Cp+i, on trouve une matrice triangu- 


2. n impair : n — 2p + 1. En effectuant les echanges de colonnes Q <-► C n , . . C p <-► C p+ 2 on trouve egalement que 
det(A) = 

Le signe de det(A) depend de n modulo 4 (parite de p ). 


Exercice 26.17 V 

On considere une matrice A = ((a,j)) e OT„(R) et on dehnit la matrice A' = (( (-1 ) l+1 ajj)). Exprimer det(A') en 
fonction de det(A). 


Solution : En utilisant la formule du determinant, 

det(A') = £ e((J)(-l) 1+CTtl) ...(-l)" +CT( " ) fliaa)---««aW 
a e&„ 

Mais (-l) 1+all) ... (-l)” +ffW - (— 1) - i et done det(A') = det(A). 


Exercice 26.18 V 

Soit une matrice A e iLTi 2 (IK ) et 1’ application f : 


Strt 2 (K) 

M 


3rt 2 (K) 

AM 


. Exprimer detif) en fonction de det(A). 


Solution : Dans la base canonique c de 9Jt 2 (K ) , la matrice de f s’ecrit 


Mat c f- 


f an 

0 

Ol2 

0 ’ 

0 

an 

0 

Ol2 

«21 

0 

<*22 

0 

V 0 

021 

0 

022j 


O 11 calcule son determinant (faire apparaitre un bloc de 0 en bas a gauche en etudiant deux cas, tt 22 ^ 0 et a 22 - 0) et on 
trouve det (/) = det(A) 2 . 


Exercice 26.19 VO 

On considere2n scalaires a\,b\,...,a n ,b n tels que tousles ai sont distincts et V i e (| 1 , «]], a* + /;; ^ 0. On veutcalculer 
le determinant de Cauchy suivant : 


A n — 


1 1 
a\+b\ ■" a\+b n 


1 1 

a n +b 1 a n +b t 


1. Decomposer en elements simples la fraction rationnelle 


(fci-X)...(fe„-i-X) 
(X+ d\) . . . (X+ a n ) 


2. Exprimer A n en fonction de A n -\. 

3. Calculer A n . 


Solution : 
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1. Puisque degR(X) = -1, et toils les poles «; sont simples, la decomposition s’ecrit : 


R(X) = ^ 


" A fc „ , n" =1 ' (bj + a k ) 


k=\ X+ at 

2. En effectuant P operation L„ <— Z” =1 A;L;, on obtient 


ou A fc = 




An — T ' 

Aw 


Li 

L«-i 

ir = i A i L i 


i 


^ 0 


1 


1 


Mais comme R(Z?i) - ■■■ - R{b n -i) = 0, 


An — 


1 


a n -i + b\ 
R(foi) 


1 


«1 + b n 

1 

a n -i + b n 
R CM 

1 


a\ + b\ 

1 


ci\ + b n - 1 a\ + b n 


a n - 1 + 

0 


En developpant par rapport a la derniere ligne, on tire 


tfn-i + b n - 1 d n - 1 + £?« 

0 R(i>„) 


3. Puisque Ai 


1 


+ foi 


_ R (bn) _ n" =1 {b„ - bi ) n" =1 («i - a n ) a 


, ia relation de recurrence precedente donne 


An — 


1 I /</ ( tlj tli)Yli<j(bj bf ) 


K]l“] 


Ul^niat + bj) 


Exercice 26.20 Z 

Calculerle determinant de la matrice A = e 9Jt,i(R) ou dn = 1, d\i = 1, dn - 1 et 0 sinon. 

Solution : Faire Ci <— C i - C 2 C n . On trouve une matrice triangulaire superieure et le determinant vaut (1 - n) 

pour n 3= 3. II est nul si n - 2. 


Exercice 26.21 Z 

Calculerle determinant de la matrice A - ((djj)) e 9R n (IR) avec dij - a pour i =£ j et a- t j - 1 pour i > j. 

Solution : Faire les operations C 2 <— C 2 -C 1 , . . C n -Ci — , factoriser (a- 1) dans la derniere cotonne et C 1 <— Ci -C n - 
On trouve det(A) = a(a- 1)" _1 . 


Exercice 26.22 ZZ 

Calculerle determinant tridiagonal avec a+ (’) surla diagonale principale, 1 en dessous et a(’) au dessus. 


Solution: En appelantD,, le determinant de taille n. Ona Do = 1 etDi = a+p. En developpant par rapport ala premiere 

a (3 0 0 

1 a + p 0 ... 0 


colonne : D„ = (a+ P)D fi _i - 


1 a+p ap 
1 


0 


: ' • ap 

0 0 1 a + p 

En developpant ce dernier determinant par rapport a la premiere ligne, on obtient alors D n - (a + p)D„-i - a(:’)D /i _ 2 - 
La suite D„ est solution d'une recurrence lineaire, dont l’equation caracteristique a pour racines a et p. Done D n = 

(X p 

Aa” + |4’>". Les conditions initiales donnent D n = -a” + p". 
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Exercice 26.23 V 

Calculerle determinant de la matrice A = e 9Jt„(IR) ou an = i et sinon a ij - 2. 

Solution : C n — C„ + C| H 1 - C n -i, factoriser 2 n - 1 dans la derniere colonne et retrancher 2C„ a toutes les autres 

colonnes. On trouve det(A) = (-1)” -1 (2 n- 1). 

Exercice 26.24 V 

Calculerle determinant (2 p) x (2 p) suivant : 

a b 

/ 

a b 
b a 

/ 

b a 


Solution : Faire apparaitre un bloc de 0 en bas a gauche avec les operations Ci *— Ci C p+ i . . .On trouve det(A) = 

a 

(i a 2 - b 2 ) p . Ce resultat est encore valable si a - 0. 

Exercice 26.25 V 

Calculerle determinant de la matrice A = (( djj )) e 9Jl n (IR) ou a ij = . 

Solution : Deux lignes sont egales si n 3= 3. II est nul. 

Exercice 26.26 V 

Soitla matrice A - ((inf(i,j))) e Calculer son determinant. 


Solution : On considere la matrice triangulaire inferieure L comprenant des 1 sous la diagonale (incluse) et des 0 
au-dessus. On a A- L f L et done detA = (detL) 2 = 1. 


Exercice 26.27 


Caluler D = detmax(/, j) = 


9 

1 

2 

3 


2 

2 

3 


3 

3 

3 


n 

n 

n 


n n n 



1 2 

3 ... n 



1 0 

0 ... 0 


Solution : On soustrait la premiere ligne a chacune des autres : D = 

2 1 

0 ... 0 



n— 1 n— 2 

0 


On developpe par rapport a la premiere ligne : D = ^ (- 1 ) fc+l kD^ 

Tous les determinants extraits ont une derniere 

colonne nulle et sont done nuls, sauf D„ qui est un determinant triangulaire inferieur avec des 1 surla diagonale. D„ = 1 

et D = (-1 ) n+1 n. 





Exercice 26.28 

Soient A e 9J l np (IK) et B e (IK) avec n> p. Montrer que det(AB) = 0. 

Solution : Soit considerer les applications lineaires associees et le theoreme du rang, soit travailler par blocs : 

|A 0| |q| = AB 


Exercice 26.29 

Calculerle determinant tridiagonal avec des 1 partout. 
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Solution : Developper pour trouverla relation A„ = A n -\ - &n- 2 - Les racines de F equation caracteristique sont -j et 
-j 2 . Solution : 


cos 


■ 3 r V3 Sm i 


Exercice 26.30 V 

Calculerle determinant : 

1 n n ... n 

n 2 n ... n 

n n 3 ... n 

n n n ... n 


Solution : Cj - Cj-i pour j - 2 ... n puis developper par rapport a la derniere ligne : (- l)" +l n\ 


Exercice 26.31 'v 1 

Calculcr det(ta + jb) oil a, be IR. 


Solution : Code Faire Cj - Cj-i pour j - 2 ... n. Si n R 3 on trouve 0. 


Exercice 26.32 

Calculer det(l + a, a/) ou a\,...a n e R. 


Solution : Remplacer C j par C j - Ci pour j -2 ...net mettre [cii - ci\) ... (a n - a\) en facteur. Faire ensuite Cj - Cy_i 
pour j -3... n. On trouve 0 si n 3= 3. 


Exercice 26.33 V 

Calculer det( | i - j | ) . 


Solution : Cj - Cj- \ puis ensuite Cj - C/_ i pour j = 3... n. et developper la premiere ligne. On trouve (-l)' ,+ l (n - 
l)2 n ~ 2 


Exercice 26.34 VOO 

Demontrer que la matrice 


'167 

72 

152 

396 

82 

670 

742 

160' 

54 

315 

116 

262 

764 

128 

808 

784 

338 

146 

83 

418 

804 

468 

504 

312 

658 

268 

114 

203 

622 

98 

580 

566 

290 

590 

258 

110 

805 

58 

512 

346 

226 

994 

294 

572 

744 

93 

288 

8 

392 

698 

594 

372 

416 

340 

343 

702 

k 968 

274 

110 

674 

260 

646 

608 

2n 


est inversible. 


Solution : Soit A - (a//) i«/«8 et I 8 = (a'. .) ist<8 • 

On a VI ^ ^ 8, fl/y = al. (mod 2) 

det(A) = ]T c{<J)a a{Vji i...a a[ n ) , n = ^ e(a)a a (i),i ••• a' a{n) n = det(I 8 ) s 1 (mod 2). 
be6„ oe6„ 

Done det(A) est impair, et done non nul. Par suite, A est inversible. 

Les amateurs de calcul a la main doivent savoirque det(A) = -3060949331422362741897 avant de s’ engager dans cette 
voie. 


Exercice 26.35 W'? 

Demontrer que les matrices A — (a, ;) i<;< 8 et A' — (a'. .) i</<8 avec cl '- ■ = (- 1 ) 1+1 (<i / ont le meme determinant. 

ls;<8 1 1 

Solution : On multiplie la colonne Ci par (-1)' puis la ligne L j par (— 1)7 . II y a autant de changement de signe du 

determinant en lignes qu ’en colonnes, done un nombre pair de changement de signe. 
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26.3.3 Exercices theoriques sur les determinants 

Exercice 26.36 A 

Considerons pour n 5 2, 1’ application 

det: i A — det(A) 

Est-elle injective ? Surjective ? 


Solution : Surjective, pas injective. 


Exercice 26.37 A 

Soient A,Be 9 Ul n (R) . Montrer que det(A 2 + B 2 ) ^ 0. 


Solution : det(A 2 + B 2 ) = det(A+ zB) det(A- zB) = \det(A+ z'B)| 2 . 


Exercice 26.38 A 

Soit f : 9712 (IR) IR une fonction verifiant f 0 /( 0) = 0 et 

V(A,B) e SJl „(IR) /( AB) = /(A)/(B) 


Montrer que 


/(A) = 0 <=> det(A) = 0 


Solution : Montrer que /(I) f 0. Une implication est simple, pour 1 ’autre utiliser les matrices equivalentes. 


Exercice 26.39 AA 

Determiner toutes les formes p-lineaires alternees sur R" oil p > n. 


Solution : Soit f une telle forme p-lineaire alternee. Soit (e,-) issfe/i la base naturelle de R”. Soit ip une application 
de {1 ,...,p} dans {1 ,...,n}. On calcule fie ip(i), . . . , eip(p)). D’apres le principe des tiroirs, il existe deux indices i et j 
distincts tels que cp(z') = ((>(/) On en deduit que /(e ( |)(i e (|) (pj) = 0, et ce pour toute application cp de \ \,...,p\ dans 
n}. Par linearite, f est nulle. 


Exercice 26.40 A 

Dans R 5 , determiner tous les endomorphismes f verifiant f 2 + id = 0. 


Solution : On aurait alors f 2 — - id et (det f) 2 = det(- idj = - 1 car 5 est impair. Ceci n ’est pas possible dans R. 


Exercice 26.41 A 

Determiner le rang de la comatrice A en fonction du rang de A. (Penser a la caracterisadon du rang par les matrices 
extraites.) 


Solution : Soit n la taille de la matrice A. Si Aestde rang n, alors elle est inversible etAl ’est aussi, done elle est aussi 
de rang n. 

Si A est de rang < n- 1, alors tous les determinants extraits d’ordre n - 1 sontnuls, done a fortiori tous les mineurs sont 
nuls et done A est nulle et done de rang nul. 

Reste a voir le cas oil le rang de A est n- 1. Cela entraine que D = {X e R" | AX = 0} est de dimension 1. Comme on a 
A f A = 0, on en deduit que VX e R", r AX e D. Ceci signifie que 1 A est de rang inferieur ou egal a 1. 11 en est de meme 
pour sa transposee A. Enfin comme A est de rang n- 1, ele admet au moins un determinant extrait d’ordre n - I non nul. 
Mais un determinant extrait d’ordre n - 1 est necessairement un mineur. Done A admet au moins un element non nul et 
est done de rang A 1. Finalement, si le rang de A est n- 1, alors le rang de A est 1. 


Exercice 26.42 AA 

On considere une matrice A e 9Jt n (R) de colonnes (Ai)\^i^ n . On definit a partir des colonnes de A, la matrice B £ 
97t„(IR) de vecteurs colonnes (B,-)i ou : 

Bz = I > 
i*i 

Exprimez le determinant de la matrice B en fonction du determinant de la matrice A. 
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Solution : Qui dit operations sur les colonnes dit multiplication a droite par une matrice. Quelle matrice ? II suffit pour 
cela de prendre A = l n . On voit ainsi que B = AC avec C = J - 1„ ou J est la matrice qui ne comporte que des l.Pour 
calculer detC le plus simple est de calculer P(A) = det(C - AI n ) = (-1)”A' !-1 (A - n) puis de faire A = 1. C’est cette 
methode qui sera employee l’an prochain lorsqu’on saura calculer les polynomes caracteristiques. En attendant on va 
udliser le meme principe : "Plus une expression comporte de variables et plus elle est facile a evaluer". lei on calcule 
le determinant de la matrice M/ ; qui comporte des zeros sur la diagonale, 1 au-dessus et 1 + h au-dessous. On prendra 
alors la valeur en h - 0 de ce polyndme en h. Bn fin on calcule F(x) = det(M; z - xj) (on soustrait x a tous les elements). 
D’abord F est un polyndme de degre inferieur ou egal a n. Maintenant on soustrait la premiere colonne a toutes les 
autres. Les x disparaissent des n - 1 dernieres colonnes. De ce fait F est un polyndme de degre inferieur ou egal a 
1. F est done determine par deux valeurs, 1 et 1 + h. C’est ga l’idee d’introduire ce 1 + h. Done F(l) = (-1)” comme 


determinant d' une matrice triangulaire. De meme F(1 + h) = (- 1 - h) n . Enfin 


F(l) - F(0) 

1 


F(1 + h) - F(l) 
h 


d’ou F(0) = 


(- 1 )" 1 - 


(l + /i)"-l 
h 


. On fait ensuite tendre h vers 0, soit en derivant soit par la formule du binome, pour trouver 


F(0) = (-!)”(!- n) comme annonce. 


Exercice 26.43 W 

Soit une matrice A e 3 7l n (R) a coefficients en tiers reladfs. Montrer 1 ’equivalence 

(A inversible et A -1 a ses coefficients dans Z) (det(A) = ±l) 
(!) (!!) 

Demontrer que G/ n (Z) = )Me M„(Z) ;det(M) e {-1, 1}} est un sous-groupe de G/„(IR). 


Solution : 

, et que det(A) = e 1 

^ det(A) 


1. (i) ==> [ii). Comme det(A),det(A -1 ) e Z 

l, on doit avoir que det(A) = ±1. 

2. ( ii ) => [i) . En udlisant la formule 

A -1 - 1 t A 



det(A) 


comme tous les cofacteurs A,-,- de A sont des entiers, et que det(A) = 

+1, on voit que les coefficients de A -1 sont 

entiers. 




Exercice 26.44 W 

Soient deux matrices a coefficients reels (A, B) e (0l n (R) 2 . On suppose qu ’elles sont semblables dans 9Jl n (C) . Montrer 
qu’elles sont semblables dans 2)T„(R)- 


Solution : Par hypothese, il existe une matrice P e GL ;i (C) telle que B = PAP -1 . Notons P = Pi + 1 P 2 avec (Pi , P 2 ) E 
9Ji„(R) 2 . Puisque BP = PA, on en tire que BPi + /BP 2 = PiA+ i P 2 B d’ou en identifiant partie reelle et partie imaginaire 
de chaque coefficient, BPi = PiA et BP 2 = P 2 B. Soit AeI. Posons Q = Pi + AP 2 . On a VA e R, BQ = QA. II suffit done 
de trouver un reel A e R tel que Q = Pi + AP 2 soit une matrice inversible. Considerons le polyndme 

tt (A) = det(Pi + AP 2 ) 

Si l’on avait VA e R, tu (A) = 0, le polyndme complexe it (A) serait nul et alors n(i) — 0, ce qui est faux puisque P est 
une matrice inversible dans ®t„(C). Par consequent, il existe AeI tel que Q = Pi + AP 2 soit une matrice inversible de 
GL„ (R) et alors B = QAQ - 1 . 


Exercice 26.45 W 

On considere un systeme (/ 1 , de fonctions de R >-»■ R qui est libre dans 3- (R, R). Montrer qu’il existe n reels 
[x\ , . . . , x n ) e R“ tels que la matrice A = ((/, (jcy ))) e Wl n (R) soit inversible. 


Solution : Par recurrence. Si n= 1, le resultat est clair. Supposons la propriete vraie pour un systeme de n - 1 fonctions. 
Puisque est libre, d’apres l’hypothese de recurrence, il existe n- 1 reels [x\, . . . , x n -\) tels que la matrice 

A n -i - s °it inversible. Par F absurde, supposons que Vx e R, la matrice 


A(x) = 


ne soit pas inversible. En developpant det(A) par rapport a la derniere colonne, on trouve alors que 

Vx E R, Ai„/i(x) + • • • + A nn fn(x) = 0 
Mais comme est libre, on aurait en particular A nn = 0, mais A nn = det(A„_i) ^ 0 ce qui est absurde. 


r /i(*i) • 

• fliXn-l) 

ftixF 

Jn(x 1 ) . 

. . 

1 

fnix), 
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Chapitre 


27 


Produit scalaire, groupe orthogonal 


Dans tout ce chapitre, E designe un K-espace vectoriel. 


Pour bien aborder ce chapitre 

On va generaliser dans ce chapitre la notion de produit scalaire etudiee dans les chapitres 2 et 3 aux espaces vectoriels. Cela 
permettra d’etendre la notion de vecteurs orthogonaux et les notions afferentes (norme, base orthonormale, theoreme de 
Pythagore, projections et symetries orthogonales...) a certains espaces vectoriels de fonctions ou de matrices par exemple. 
Un des prolongements importants de ce chapitre sera celui consacre aux series de Fourier en seconde annee et qui formera 
un magnifique exemple d’ illustration de la puissance de l’algebre mise au service de Fanalyse. 

Nous etudierons dans la seconde moitie de ce chapitre les endomorphismes d’un espace euclidien qui preservent le produit 
scalaire, ou autrement dit les isometries. Nous verrons que les isometries d’un espace euclidien E donne forment un groupe 
appele groupe orthogonal et nous etudierons completement ce groupe dans le cas ou E = R 2 et H = R 3 . Nous ferons le lien 
entre les matrices et ces endomorphismes remarquables et nous introduirons la notion de matrice orthogonale. 


27.1 Definitions et regies de calcul 

27.1.1 Produit scalaire 


Definition 27. 1 OOO produit scalaire 

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E, une application : ip : E x E — *• K verifiant : 
l tp est un e forme bilineaire : V(x,y,z) eE 3 ,V(A,p) e K2 

tp (Ax + py, z) - Atp (x, z) + ptp (y, z) 
cp (x, Ay + pz) = Atp (x, y) + ptp (y, z) 


2 tp est symetrique : 

3 tp est definie : 

4 tp est positive : 


V(x,y) eE , tp(x,y) = ip(y,x) 
VxeE, (tp(x, x) = 0) <=> (x= 0) 
VxeE, tp(x, x) 5= 0 


Notation 27.1 On note (x | y) = tp(x,y) le produit scalaire. En geometrie, on utilise egalement la notation ~x ,~y . 


Definition 27.2 OOO Espace prehilbertien, Espace euclidien 

Un K-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est appele un espace prehilbertien reel. Si de plus E est de dimension 
finie, on dit que E est un espace euclidien. 
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27.1.2 Norme 


Definition 27.3 WV Norme euclidienne associee a un produit scalaire 

On definit la norme euclidienne associee a un produit scalaire (• | •) par : 


VxeE, 

II x || = \/(x|x) | 






| Remarque 27.1 ||-|] est bien definie car (• | •) est une forme bilineaire positive et done pour tout vecteur xe E, (x | x) > 0.. 


Theoreme 27.1 ^ Regies de calcul 
Pour tout vecteurs x.yeE, et tout reel A.eR : 

1 ||A.x|| = |A| || x|| ; allelogramme ); 

2 ||x+y|| 2 =||x|| 2 + 2(x|y) + ||y|| 2 ; i 

3 ||x-y|| 2 = ||x|| 2 — 2 (x | y) + ||y|| 2 ; 5 (x | y) = - (||x+ y|| 2 - ||x-y|| 2 ) (identite de polar- 

4 ||x+y|| 2 +||x-y|| 2 = 2(|| x|| 2 + 1| y || 2 ) (egalite du par- isation). 

Pourdes vecteurs xi,...,x n ,yi,...,y m eE et des scalaires Ai,...,A„,pi,...,p m e IR, 

( n m \ n m 

E X i x i i E iw = E E x iVj i x < i yj) 

»'= 1 7=1 I i=l 7=1 

(EMI = E^i Ill'll 2 + 2 E A/A ; (x;Uy) 

i=l i=l 1 ^i<j^n 


Demonstration Soient x,y eE et XeU. En utilisant le fait que (• | •) est une forme bilineaire symetrique : 

1 || Ax|| = v'CAx | Ax) = \/X 2 (x| x) = |A| ||x||. 

2 II x + y|| 2 = (x + y| x + y) = (x|x) + 2(x| y) + (y| y) = ||x|| 2 +2(x | y) + ||y|| 2 . 

3 l|x-y|| 2 = (x-y| x-y) = (x|x)-2(x| y) + (yl y) = ||x|| 2 -2(x | y) + ||y|| 2 ; 

4 En additionnant les deux egalites precedentes, on obtient V egalite du parallelogramme. 

5 Eniin. par soustraction de ces deux memes egalites, on obtient 1’ identite de polarisation. 

Les deux dernieres formules sont aussi une consequence de la bilinearite du produit scalaire. 


Theoreme 27.2 W'v’ Inegalite de Cauchy-Schwarz 

Pour tous vecteurs x, y e E, on a V inegalite de Cauchy-Schwarz 

et on a egalite si et settlement si les deux vecteurs sont colineaires : |(x | y)| = ||x|| ||y|| «=>3 AeR: y = Ax( ou x = 

Ay). 


Demonstration Soient x, y e E. Pour tout A e R , considerons : 

P (A) = (x + Ay | x + Ay) 


D’apres les regies de calcul precedentes, on obtient : 

P (A) = (y | y) A 2 + 2 (x | y) A + (x | x) = ||y|| 2 A 2 + 2A (x | y) + ||x|| 2 

et P est un trindme du second degre en A. Par ailleurs VA e R, P (A) & 0. Done P admet au plus une racine reel et son discriminant 
reduit est negatif ou nul. ce qui s’ecrit : ((x | y)) 2 - ||y|| 2 ||x|| 2 S 0. e’est a dire | (x | y)| ^ ||x|| ||y|| . 

Si x et y sont colineaires. on verihe facilement que |(x | y)| = ||x|| ||y|| . Reciproquement, si cette egalite est vraie. alors le dis- 
criminant de P est nul et done P admet une racine double Xq e R. On a done : (x + Aoy I x + Aoy) = 0 ce qui n ’est possible que si 
x + Aoy = 0 e’est a dire que si x = Aoy. 
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Theoreme 27.3 W'? Inegalite de Minkowski 

Pour tous vecteurs x,yeE, on a 1’ inegalite de Minkowski 


lU + yll «||x|| + | 


et on a egalite dans la majoration de droite si et seulement si les deux vecteurs x et y se trouvent sur une meme 
demi-droite issue de l’origine : 3A 5= 0 : y- Ax. 


Demonstration Soient x,y £ E. 

• On applique les regies de calcul avec le produit scalaire 27.1 et 1' inegalite de Cauchy- Schwarz 21.2 : 

||x + y|| 2 = ||x|| 2 + 2(x|y) + ||y|| 2 

« ||x|| 2 + 2 ||x|| ||y|| + ||y|| 2 

< (11*11 + IMI ) 2 


On a done : ||x + y|| ^ ||x|| + ||y||. 

• Si x et y se trouvent sur une meme demi-droite issue de 1 ’origine, on verifie facilement que cette derniere inegalite est une egalite. 
Reciproquement, supposons que ||x + y|| = ||x|| + ||y||. Alors , en reprenant le calcul precedent, on obtient : [x \ y) = ||x|| ||y|| et on 
est dans le cas d’egalite de la la formule de Cauchy-Schwarz. Done x et y sont colineaires : 3a e R, y = ax. On injecte cette 
egalite dans celle de depart, on trouve : (1 + a) x = ||x|| + ||ax|| e’est a dire : (1 + a) x = (1 + |a|) ||x|| . Si le vecteur x est nul alors 
il en est de meme de y et la propriete est prouvee. Si x est non nul alors : a = |a| ef a est bien positif. 

• Par ailleurs : 

11*11 = ||*-y+y|| « ||*-y|| + IMI 

et 

||y|| = ||y-x + x|| «= ||y-x|| + ||x|| 

et comme || y — x|| = ||x- y|| , on obtient : ||x- y|| S ||x|| - ||y|| ef || x — y|| & ||y|| - ||x||, ce qui s’ecrit aussi : ||x- y|| S j ||x|| - ||y|| |. 
De maniere plus generale : 


Definition 27.4 Norme 

On appelle norme sur E une application : ||-|| : E — *■ IR verifiant : 

1 VxeE, ||x||=0 x=0. 

2 VxeE, VAeIR, ||Ax|| = |A| ||x||. 

3 Vx,yeE, ||x + y|| ^ ||x|| + ||y|| (Inegalite triangulaire). 


Proposition 27.4 'v Norme associee au produit scalaire 

La norme euclidienne ||-|| associee a un produit scalaire (• | •) sur E est une norme sur E. 


Demonstration Les proprieties 2 et 3 ont de/a ete prouvees dans les theoremes 27.1 et 27.3. Demontrons la seconde. Soit x £ E 
tel que ||x|| = 0 alors (x | x) = 0 mais comme (• | •) est une forme bilineaire dehnie, x = 0. 


Exemple 27.2 Quelques exemples de produits scalaires et leur norme associee (a retenir) : 
• Produit scalaire usuel sur Un : Si X= (x/,.. . ,x n ),Y = (yi,...,y H ) e Un, 


n 

(X | Y) = xiyi + . . . x n y n = Yj x iyi 

i = 1 



• Sur Fespace des fonctions continues sur [a, b], E = ^([a, fo],R), /, g e E 

f b 

[flg)= f(.t)g(t)dt 

J a 

ll/ll = ]j J f 2 (t)dt 


1064 










• Sur Fespace des fonctions /" : [R ■ — ► DS continues et 27t-periodiques, E = /,g e E 

r2n 

if I g) = / f(t)g(t)dt 
Jo 

ll/ll = ^ £ 2n f 2 (t)dt 

• Sur Fespace des matrices carrees SJl^CIR), A,B e 9Jt„([R) 

< A,B >= Tr(A f B) 

|| A|] = \/< A, A > = \/Tr(A f A). 

Voir Fexercice 25.18 page 989. 

Definition 27.5 V Vecteur unitaire 

Soit x un vecteur d’un R-espace vectoriel E muni d’une norme ||-||. On dit que x est unitaire si et settlement si ||x|| = 1. 


27.2 Orthogonalite 

On considere dans ce paragraphe un espace prehilbertien reel (E, (. | .)). 


Definition 27.6 V Vecteurs orthogonaux 

Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux lorsque (x | y) = 0. 


Theoreme 27.5 O Identite de Pythagore 
Soient x et y deux vecteurs de E. Alors 

(*|y) = 0<=^||x+y|| 2 =||x|| 2 + ||y|| 2 


Demonstration Utilisant la formule 21. 1 : 

||x + y|| 2 = ||x|| 2 +2(x|y) + ||y|| 2 , 

et il vient immediatement : 

(x I y) = 0 <=> ||x + y|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 


Theoreme 27.6 O Des vecteurs orthogonaux 2 a 2 forment un systeme libre 

Soit S = (X| ,...,x n ) un systeme de vecteurs non-nuls deux a deux orthogonaux : 

M{i,j) e [[1, n]] 2 , i ^ j => [ Xi \ Xj) = 0 

Alors le systeme S est libre. 


Demonstration Soient ai , . . . , a n e IR tels que aj x\ + . . . + a n x n = 0. Soit i e [1, n] . Du fait de la bilinearite du produit scalaire et 
que les vecteurs de ce systeme sont deux a deux orthogonaux : 

0 = X; | ^ oqx; = ^ a,; X; | Xj = a,; (xi | x,-) 
l 7=1 / 7=1 

Comme Xj / 0. (x; | x,) ^0 et il vient que cq = 0. Cette egalite est vraie pour tout i e [1, n] . On montre ainsi que le systeme S est 
libre. 


Definition 27.7 Z> Sous-espaces orthogonaux 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont orthogonaux ssi 

Vx e F, Vy e G, (x [ y) = 0 
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Definition 27.8 Orthogonal d’une partie 

Soit AcE une partie de E. On definit F orthogonal de A comme etant le sous-ensemble de E note A 1 et donne par : 

A 1 = {x e E | V a e A, (x | a ) = 0} 


Theoreme 27.7 7) Proprietes de l’orthogonal 


Soient A,BcE deux parties de E. 


l A 1 est un sous-espace vectoriel de E. 

3 A 1 = (Vect(A)) 1 

2 Ac B ==> B 1 cA 1 

4 Ac (A 1 ) 1 


Demonstration 

1 Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs de A done 0 £ A 1 - . Soient a, p £ R, x, y £ A 1 - et a £ A. Alors : (ax + (3y | a] = 
a (x | a) + p (y | a) = 0 done ax + fiy £ A 1 - . A 1 - est done bien un sous-espace vectoriel de E. 

2 Supposons que Ac B. Soit xeB 1 . Montrons que x£A^~. Soit a £ A. Comme Ac B. a £ B et (x | a) = 0. Done x £ A " L . 

3 On a Ac Vect(A) done d'apres la propriete precedente : (Vect(A))- 1 - e A ■*". Reciproquement, si x £ A 1 - et si y £ "Vect [A] 
montrons que (x \ y) = 0. II existe n £ N*, aj,... ,a n £ K et a\,...,a n £ A tels que : y = Z” =1 «,•£?,-. Et : 

n 

[x\ y}= Yj a i (x I a i) = 0 

i'=l 

car x £ A -1 -. Voila qui termine la demonstration d u troisieme point. 

4 Enlin, si a £ A et si x £ A 1 - alors il est clair que : (a | x) = 0 et done : x £ (A- 1 -)" 1 " ce qui prouve la derniere inclusion. 

27.3 Espaces euclidiens 

On considere dans toute la suite de ce chapitre un espace euclidien E muni d’un produit scalaire note (. | .) et ||.|| la norme 
euclidienne associee. On note n la dimension de E. 

27.3.1 Bases orthogonales, orthonormales 


Definition 27.9 V bases orthogonales, orthonormales 

Soit e — (ei e n ) une base de E. On dit que e est une base 

1. orthogonale si et seulement si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux, e’est a dire si et seulement si : 

V(i,y’) g [[1, n }} 2 , i ^ j (e, : | ej) = 0. 

2. orthonormale si et seulement si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux et unitaires, e’est a dire si et seulement 
si : 

V(z\y) e U,n]] 2 , [et \ ej) = 6 ij. 

v / 


Remarque 27.2 Si on se donne un systeme [ e \,..., e n ) de vecteurs deux a deux orthogonaux d’un espace vectoriel 
euclidien de dimension n alors d’apres la proposition 27.6, ce systeme est libre. Comme il est libre de rang maximal 
e’est une base (orthogonale) de E. 

| Remarque 27.3 La base canonique de 1” est orthonormale pour le produit scalaire usuel. 


Theoreme27.8 O Calculs dans une base orthonormale 

Soit e — (iq e n ) une base orthonormale de E. 

1. Les coordonnees d’un vecteur dans une base orthonormale sont donnes par les produits scalaires : 


n 

x=Y j (x\ <?,• 
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Demonstration Ces formules se prouvent facilement en utilisant les regies de calcul avec le produit scalaire 27.1 et le fait que : 
VO',;') e [[1, n]] 2 , (e,- 1 e ; -j = 6 t j. 


27.3.2 Procede d ’orthonormalisation de Schmidt 



,BlO 24 Erhard Schmidt, ne le 13 janvier 1876 a Dorpat (Estonie), mort le 06 decembre 1959 a Berlin) 


Mathematicien allemand. II fait ses etudes, comme c’est souvent le cas a 
l’epoque, dans differentes universites allemandes et les termine a Berlin. II sou- 
tient sa these en 1905 sous la direction de David Hilbert. Elle porte sur les 
equations integrales. Apres avoir enseigne successivement dans les universites 
de Bonn, Zurich, Erlangen et Breslau, il est nomme en 1917 comme professeur 
a 1’Universite de Berlin ou il occupe le poste laisse vacant par Schwarz. Dans 
les annees 1930, il subit la montee du nazisme et alors que ses collegues juifs 
(Schur , von Mises) doivent quitter l’Universite, il est somme de prendre des 
resolutions contre les juifs ce dont. Il s’acquitte de cette tache avec si peu de 
zele que les nazis diront de lui a l’epoque qu’« il ne comprend pas le probleme 
juif »et qu’il ne sera pas critique par la suite. 

Erhard Schmidt est un des fondateurs de 1’ analyse fonctionnelle. Il a beaucoup 
contribue a la theorie des espaces de Hilbert que vous decouvrirez en spe et a 
simplifie et generalise un certain nombre de resultats d’Hilbert. C’est dans un 
article de 1907 sur les equations integrales qu’il expose le procede d’orthonor- 
malisation. Notons que ce procede avait ete decouvert au prealable par Laplace 
mais c’est Schmidt qui su en donner le premier un expose clair. 


Theoreme 27.9 <2 Theoreme de Schmidt 

Soit E un espace euclidien de dimension n et e — ( e\,...,e n ) une base quelconque de E. Alors il existe une 
| base orthonormale | e — (ei,...,E n ) de E verifiant : 

l V/e[[l,n]], £/ e Vect(ei,...,ei) ; 2 VIe[[l,«]], (e ! |e ! )>0. 



FIGURE 27.1 - Algorithme de Schmidt : redressement de e 3 


Demonstration On va mettre en place un algorithme permettant de construire la base e. 

• Au rang 1 : Comme e est une base, e\ est non nul et le vecteur Ei = est unitaire et verifieVect(e \ ) = Meet (ej) ainsi que 

Iklll 


(ei I ei) = II e ill > 0 . 

Au rang k Soit ke [1, n - 1] . Supposons les vecteurs ei,...,£j. construits tels que : 
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- La famille (£i,...,s k ) est orthonormale. 

- Vie[[l,fc]], e,eVect(ei 

-Vie[[l,fc]], (e i -|E,;)>0. 

| Au rang fc + 1 | Construisons un vecteur E k+ \ repondant au probleme. Les conditions qu'il doit remplir (voir la figure 27.1) nous 
invitent a le chercher sous la forme e k+ i = aiEj + ... + a k E k + e^+i oil ; Vi e [1, fc] , tx, e R. Pour tout i e [1, fc], on a la serie 
d’ equivalences : 


e i - 1 - E t+1 


<=> (e/ 1 efc+i) = 0 

k , . 

<=> Za 7 -le i |eyj + (e l -|e fc+ i) = 0 
J=i 

<=> a (H e il| 2 + ( e /l e fc+i) = 0 

<=> «< = -(£/ 1 efc+i) 


car || e z || = 1. On considere alors le vecteur E k+ i donne par 


n 

Efc+l = 6fc+ 1 - Y ( E i I e fc+l) e L 
i= 1 

et soit ej- + i = ^ +1 Par construction, les vecteurs du systeme (ei,... ,£fc+i) sont deux a deux orthogonaux et unitaires. Cette 

|| E t+i|| 

famille est done orthonormale. De plus, pour tout i e I1,L] , Vect (ej, ... ,£,-) = Meet [e\, ... , e,-) etil est clair que Vect (ei,... ,Efc+i) = 

Vect (ei efc+i)- Enfin, quitte a considerer -e^+i plutot que £ k+ i, on peut supposer que (e k+ i | £jt + i) > 0. 

• | Au rang n | En a ppliquant cet a lgorithme jusqu'au rang n, on construit la famille e proposee. 


| Remarque 27.4 L’algorithme de construction de la base orthonormale est aussi important que l’enonce du theoreme. 
| Remarque 27.5 La matrice de passage de e vers e est triangulaire superieure. 


.Plan 27. 1 : Pour orthonormaliser une famille de vecteurs 


On souhaite appliquer 1 ’algorithme de Schmidt a la base (e t , ... , e„) deE. Pour ce faire : 

1 0 " poscei = uil 


2 On suppose £i,...,£fc construits. On calcule le vecteur : 


et on pose 


£ k - Hi 


Efc+1 


llEfc+lll 


3 Si (e k+] [ E/t+i) < 0 alors on remplace £ fc+1 par -£ k +\. 


Remarque 27.6 

- La troisieme etape du procede d’ orthonormalisation est facultative. Si on ne Feffectue pas, la base construite est encore 
orthonormale. 

- On peut aussi ne pas normaliser le vecteur dans la deuxieme etape de F algorithme. Dans ce cas la base construire 
n’est pas orthonormale mais orthogonale et la formule donnant z k+ \ en fonction de e k+ \, E\,...,z k est legerement 
changee (exercice !). 

| Remarque 27.7 La matrice de passage de e vers £ est triangulaire superieure. 


Exemple 27.3 Soit Fespace E = IR 3 muni du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs e\ — (2,0,0), ei = (1,1,1) et 
ei - (0,1,2). Construisons une base orthonormale a partir dc e - (e t , e^ei). D’apres Falgorithme d’orthonormalisation 
de Schmidt : 


l On pose ei = (1,0,0) . 


2 On a £2 = ei - (£i | ei) £i = (0, 1, 1) done 


V2 

£2 = — ( 1 , 0 , 0 ) 


( in, 

s/2 

0, — , - done 

£3 = — (0,-1, 1) 

l 2 2) 

2 


La famille (£i,£ 2 ,£ 3 ) est une base orthonormale de E. 
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MAPLE 

> with(linalg) : 

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and 
unprotected 

> el := vector ([ 1 , 0 , 0 ]) ; 

el := [1, 0, 0] 

> e2 := vector ([ 1 , 1 , 1 ]) ; 

e2 := [1, 1, 1] 

> e3 := vector ([ 0 , 1 , 2 ]) ; 

e3 := [0, 1, 2] 

> GramSchmidt ( [el,e2,e3] , normalized) ; 

[ [ 1 d/2) 1 (1/2)] [ 1 (1/2) 1 (1/2)]] 

[[ 1 , 0 , 0 ], [ 0 , - 2 , - 2 ], [ 0 , - - 2 , - 2 ]] 

[ [2 2 ] [ 2 2 ] ] 


27.3.3 Consequences 


Corollaire 27.10 Theoreme de la base orthonormale incomplete 

Toute famille orthonormale (ei,...,e p ) d’un espace euclidien E ^ {0 e 1 de dimension n (p ^ n) peut etre completee par 
des vecteurs e p+ i e n de E en sorte que la famille (ei,...,e n ) soit une base orthonormale de E. 


Demonstration En appliquant le theoreme de la base incomplete, on peut completer la famille orthonormale (et done libre) 

(ei,... ,e p ) par des vecteurs ej- +1 ,...,e n en une base e = (ei e fc> e fc+ de E. On applique leprocede d’ orthonormalisation 

de Schmidt a cette base , on peut construire des vecteurs ej- + i,... ,e n de E tels que la famille (ei,...,e rt ) soit orthonormale et tel que 
Vect(e = ’Vect[e\,...,E] c ,ei c+ i,..., e n ) = E. Cette famille est done libre et generatrice et forme une base orthonormale de 
E. 


Corollaire 27. 1 1 Existence d’une base orthonormale 

Tout espace euclidien E ^ {0e1 possede une base orthonormale. 

Demonstration Soit e une base de E. En appliquant le procede d’ orthonormalisation de Schmidt a cette famille, on construit une 
famille orthonormale e telle que Meet (e) = Vecf (e) = E. Cette famille est done libre et generatrice. Elle forme une base orthonormale 
de E. 


Theoreme 27. 12 T Proprietes de l’orthogonal en dimension finie 

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p de E. Alors 

1 

2 dimF 1 = n - p 

3 (F 1 ) 1 = F 

Demonstration Montrons que F et F L sont supplementaires dans E. 

• On a : F n F 1 = {0}. En effet, si un vecteur x est a la fois dans F et dans Vorthognal de F, il verihe ; (x | jc) = 0 et done x = 0. 

• Montrons maitenant que E = F + F- 1 -. Comme F est de dimension p, par application du theoreme precedent, on peut trouver une 
base orthonormale (ej , ... ,e p ) de F. Soit x e E et soit x 7 = (jc | ej.) e^. On verihe facilement que x' e F ef que r-f eF 1 . 
Done x = x+[x- x') e¥ + V 1 - et on a bien E = F + F^ . 

Ainsi : E = F® F -1 ". D'apres le theoreme 24.11, on obtient : dimF + dimF -1 " = n d'ou vient la premiere egalite dans le theoreme. 
Enhn, on a prouve dans la proposition 21.1 que F e (F -1 -)" 1 ". Mais comme dim (F -1 ")" 1 " = n - dimF- 1 - = n-(n- dimF) = dimF, on 
peut afhrmer que : (F- 1 -)" 1 " = F. 

Remarque 27.8 Un sous-espace vectoriel F d’un espace E de dimension finie possede, en general, une infinite de 
supplementaires. Si E est un espace euclidien, F n’admet qu’un et un seul supplementaire orthogonal : F 1 . Pour cette 
raison, on dira que F 1 est | le | supplementaire orthogonal de F dans E. 


Theoreme 27. 13 WT 1 Theoreme de Riesz 

Soit E un espace euclidien et soit / e E* une forme lineaire. Alors il existe un unique vecteur Zf £ E tel que 

VxeE, f(x)-[zf \x] 
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Demonstration Pour tout z e E, posons : 

j E — ► D? 
lPz ' ( x - — ► (z | x) 

Pour tout z e E, ip z est une forme lineaire. En effet, fixons z e E ; pour tout a,p e [R et pour tout x, y e E : ip z (ax + Py) = 
(z | ax + Py) = a (z | x) + p (z | y) = acp z (x) + ptp z (y) . L’ application <3> donnee par : 


<5: 


E 

z 


E* 


ip z 


est alors bien definie. Montrons que c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 

• | <1> est lineaire : | si a,p e R et x,y e E alors <5 (ax + Py) = (p ax+ py = (ax + Py | •) = a(x | -) + P (y I •) = aip A -+P(py = a$(x)+pO (y). 

• | <I> est injective : | soit x e E tel que <J? (x) = 0. Alors : Vy e E, (x ] y) = 0, et en particulier (x | x) = 0 ce qui n’est possible, par 
definition du produit scalaire que si x = 0. 

• | <J> est surjective : | comme dimE = dimE*, d’apres le theoreme de caracterisation des isomorphismes 24.28, sachant que <J> est 
injective, il vient que <J> est aussi surjective. 

Toute forme lineaire f e E* sur E est done image d’un vecteur z de E par <£. Posons Zf = z. On a alors :/ = <!> ^ j = | zp \ -j et le 
theoreme est prouve. 


Remarque 27.9 Dans R H muni du produit scalaire usuel, si Ton considere un hyperplan H d’equation : 

aixi h r ot n x n = 0 

Alors cet hyperplan est orthogonal au vecteur n - . ,a n ) : H = {tt} 1 . 


27.4 Projecteurs et symetries orthogonaux 

27.4.1 Projecteurs orthogonaux 


Definition 27.10 V Projecteur orthogonal 

Soit p e L(E) un projecteur (c’est a dire une endomorphisme p de E verifiant pop - p). On dit que p est un projecteur 
orthogonal si et seulement si Ker p et Im p sont deux sous-espaces orthogonaux de E : 

Vx e Ker p, Vy e Imp, (x|y) = 0 


I Remarque 27.10 

Soit p un projecteur orthogonal et soit xeE. Alors (p (x) \ x - p (x)) = 0. En effet x- p(x) e Ker p - Im/ 1 

£, 

Soit 



Theoreme 27. 14 O Calcul du projete orthogonal 

Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit x e E. On suppose que : 



(ei, . . . , E p ) est une base orthonormale de F 
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alors le projete orthogonal pix) du vecteur x sur le sous-espace F vaut : 


p(x) = Y (x| 


Demonstration D’apres le theoreme 27.8 applique a p(x) eF et ala base orthonormale e de F donnee : 


p{x) = Y (p(x) | e,-)f 


car x - p (x) e Ker p = F ± et done : 


P P 

Y [x\ £;•)£;- Y [x~p{x)\Ei)t 


= Y [ x \ e i) E i 

i= 1 

Vi e |l,p] , (x-p(x) | e;) = 0. 


Theoreme 27. 15 Le projete p{x) realise la meilleure approximation de x par des vecteurs de F 

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Pour tout reE, on definit : 

d{x, F) = inf||x-/|| 

/€F 

Alors : 

1 d{x, F) est bien defini ; 

2 d(x,F) = || x- p(x)|| ou p{x) est la projection orthogonale de x sur F ; 

3 Si / £ F, || x - / 1| 3= || x - p (x) || avec egalite si et seulement si f - p{x). 



Demonstration 

1 Soit x e F. Notons & = {||x-/|| ] /eF}. ^ est une partie non vide de R minoree par 0. Elle possede done une borne 
inferieure et d(x, F) est bien defini. 

2 D'apres le theoreme de Pythagore 27.5, pour tout / eF : 

IIX-/II 2 = ||x-p(x)|| 2 + ||p(x)-/|| 2 & ||x-p(x)|[ 2 . 

Done ||x-p(x)|| est un minorant de & . Mais comme p[x) e F, ||x- p (x) || e & et est done la borne inferieure de 7P . II 
vient alors : d{x, F) = ||x- p(x)|| . 

3 On a de plus montre que si f e F. alors ||x-/|| S ||x- p(x)|| et on a egalite si et seulement si f = p(x). 

27.4.2 Symetries orthogonales, reflexions 


Definition 27. 1 1 V Symetrie orthogonale, reflexion 

Soit s e L(E) une symetrie vectorielle (C’est-a-dire un endomorphisme de E tel que sos = id). 
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• On dit que 5 est une symetrie orthogonale si et seulement si les deux sous-espaces vectoriels Kerbs'- id) et Kerbs + id) 
sont orthogonaux. 

• On dit de plus que 5 est une reflexion si Fensemble des vecteurs invariants de 5 , Kerfs - id) est un hyperplan de E. 



Figure 27.4 - Symetrie vectorielle orthogonale 


27.5 Endomorphismes orthogonaux, matrices orthogonales 

27.5.1 Endomorphismes orthogonaux 

On considere dans toute la suite un espace euclidien E muni d’un produit scalaire note (. | .) et ||.|| la norme euclidienne 
associee. On note n la dimension de E. 

\ 

Definition 27.12 O Endomorphismes orthogonaux 

Soit u e L(E). On dit que u est un endomorphisme orthogonal (ou une isometrie) si 

VreE, ||k(jc)|| = ||x|| 


On note 0(E) Fensemble des endomorphismes orthogonaux de E. 



Theoreme 27.16 0 
On a F equivalence : 

Un endomorphisme orthogonal conserve le produit scalaire 

u e 0(E) <=> V(x,y) e E 2 , (u(x) | u{y )) ~[x\ y) 



Demonstration 

| => | Supposons que u. est un endomorphisme orthogonal de E. D'apres I’identite de polarisation 27.1, pour tout (x, y) e E 2 : 

(m(x) I i((y)) = i(|[M(x + y)|[ 2 -||u(x-y)|| 2 j 

= i (|[x + y|| 2 - llx — y|| 2 ) 

= [x I y) 

H Supposons que u preserve le produit scalaire alors : 

II w(x) || = \/[u[x) | nfx)) = i/(x | x) = llx || 

et done ueO (E) 


Proposition 27.17 Les endomorphismes orthogonaux sont des automorphismes 

Soit u e 0(E) un endomorphisme orthogonal de E alors u est un automorphisme de E et i.C 1 e 0(E) . 
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Demonstration Soit x e Ker u a lors 


IUII = IIm(x)|| = 0 


et d’apres les proprietes de la norme 27.4, on peut affirmer que x = 0. Done Ker u = {0} et u est injectif. 

D’apres la caracterisation des a utomorphismes d’un espace vectoriel ??, u est un a utomorphisme de E. Enfin, considerons xe E 
et notons y = u(x). u etant un endomorphisme orthogonal de E, on a IUII = ||y||. Done, comme : m _1 (y) = x, il vient que : 
II M_1 (y)|| = IUII = ||y|| et m _1 est bien lui aussi un endomorphisme orthonal de E. 


Theoreme 27. 18 O Groupe orthogonal 

(0(E), o) est un sous-groupe du groupe lineaire (GL (E),o). On l’appelle le groupe orthogonal de E. 


Demonstration 0(E) est un sous-ensemble non vide de <£££(£) caril contient idg. D’apres le theoreme 19.6, il sufht de prouver 
que pour tout u, v e 0(E), mo i/ - 1 e 0(E). Mais d’apres la proposition precedente, n _1 est aussi une isometrie de E et pour tout 
x e E, on a : 

| MO M -1 (x)|| = ||m|m _1 (x)j | = | M _1 (X) | = IUII 
ce qui prouve que mo m - 1 e 0(E). (0(E), o) est done un sous-groupe de (GL (E) ,o). 


Proposition 27.19 Une caracterisation pratique des automorphismes orthogonaux 

Soit ue ££ (E) et soit e- (e\,... , e n ) une base orthonormale de E. On a equivalence entre : 

1 we 0(E) 

2 (m (ei) , . . . , u (e„)) est encore une base orthonormale de E. 


Demonstration 

E Si u e O(E), d'apres la proposition 27.16, pour tout i,j e [1, n\ : 


(n(e ; ) | uiej) j = fe,- 1 


j 0 si i / j 
\ 1 si i = j 


ce qui prouve que la famille [u (ei) , . . . , u ie n )) est une base orthonormale de E. 

E Si V image par u de la base orthonormale e - {e\,...,e n ) est encore orthonomale alors pourx = x,e; e E et par bilinearite 
du produit scalaire : 


II m(x )|| 2 


(m(x) | m(x)) 


>{ e i)\u[ej)) 


i, jell.nl 

X A ( u [ e i) I “(e/)) 

iell.nl 

I A 

iell.nl 

IUII 2 . 


Done ueO (E) . 


27.5.2 Matrices orthogonales 

Definition 27.13 O Matrices orthogonales 
On dit qu’une matrice Ae 9Jt„(IR) est orthogonale si et settlement si : 

f AA=I„ 

On note O n (M) l’ensemble des matrices orthogonales. 


Remarque 27.11 Une matrice orthogonale est inversible et 

A -1 = f A 


Ce qui montre qu’elle verifie egalement 


A f A = I„ 


1073 












Theoreme 27.20 O Caracterisation pratique des matrices orthogonales 

Soit A = ( a-ij ) e Alors A est une matrice orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes (Ci,...,C n ) 

foment une base orthonormale pour le produit scalaire usuel de R", c’est a dire : 

n n 

V [p, Cj) E [[1, ? 2 ]] 2 , q =^> Y J a ip a iq = 0 et V; G [[ l,w], £ = 1 

i= 1 i=l 


Demonstration Ces formules sont une consequence directe de la definition du produit matriciel et de 1 ’egalite : A r A = I n 


Theoreme 27.2 1 O La matrice d’une isometrie dans une base orthonormale est orthogonale 

On considere une base orthonormale e- (e\, e n ) d’un espace euclidien E, et un endomorphisme ue L(E). Notons 
A= Mat,,(«). On a equivalence entre : 

1 u est un automorphisme orthogonal. 

2 A est une matrice orthogonale. 


Demonstration 


Notons A = 




Par bilinearite du produit scalaire, il vient, pour tout i,j e [1, n\ : 


[u (e,-) I u [e ; -j] = Y. a ki a kj ( <H I ej) (*) 


E Supposons que u e L(E) est une isometrie de E. Alors, conime les isometries conservent le produit scalaire, V egalite (*) 
devient, pour tout i,j e [1, n\ : 


hj = l e i I e j) = L a ki a k] [ e i I e j) 


et done, d’apres 27.20, A est orthogonale. 

| <= | Reciproquement, si A est orthogonale alors en utilisant a nouveau (*) et la proposition 27.20, on trouve, pour tout i, j e [1, n\ : 

(«(ej) I w ( e jJ) = [ e i\ e j] 

et done la famille [u (ei) ,...,u ( e n )) est une base orthonormale de E. On applique alors la proposition 27.19, et il vient que u est 
un automorphisme orthogonal. 

| Remarque 27.12 Le resultat precedent est faux si la base e n’est pas orthonormale. 


Theoreme 27.22 O Caracterisation des matrices de passage entre bases orthonormales 

Soit e une base orthonormale de E et / une base. Soit P = P e ^f la matrice de passage entre ces deux bases. On a 
equivalence entre : 

1 / est une base orthonormale. 

2 P est une matrice orthogonale. 


Demonstration 

E Supposons que f est orthonormale. Soit u V endomorphisme de E donne par : 

Vze[l,n], u(ei) = fi. 

D'apres la proposition 27.19. u est un automorphisme orthogonal de E. Mais P e ^f = 9Jt e (/) = 9Jt e ( u) et done, d’apres la 
derniere proposition, P = P e ^f est orthogonale. 

| => | De la meme fagon, si P est orthogonale, alors il en est de meme de u et comme Vintage d’une base orthonormale par un 
element de 0(E) est orthonormale. f est orthonormale. 


27.6 Etude du groupe orthogonal 

I Remarque 27.13 Soit A e Mat„ (R) une matrice orthogonale. Comme A. A = l n et que det(A) = det( r A), il vient que : 
det(A) = ±1. 
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Definition 27. 14 7? Groupe special orthogonal (R) 

Soit une matrice orthogonale A e 0„(R). Alors det(A) = ±1. On definit les sous-ensembles de 0„(R) suivants : 

0+(R) = {A e O n (IK) I detA = +1} 0“(R) - {AeO„(R) I detA = -1} 

Les matrices de Ojj(IR) sont appelees speciales orthogonales. L’ ensemble 0+(R) est un sous-groupe du groupe orthog- 
onal (O n (R), x). 


Demonstration Soient A,BeOj (R) alors A.B 1 est encore element de 0«(R) car ce dernier est un groupe. De plus, avec les 
proprietes du determinant det (A.B - 1 ) = 1 done A.B - 1 e O J (R) ef (R) est bien un sous-groupe de O n (R) . 


Proposition 27.23 Critere pour reconnaitre les matrices de O^ (R) 

Soit une matrice orthogonale A e 0„ (R). Soit un coefficient ^ 0 de la matrice A et A ij le cofacteur associe. 

1 . Si A e O^ (R), alors at] = A ij ; 

2. si AeO - (R), alors aij = -A jj. 

Demonstration Soit A = e O n (R). L’ inverse de la matrice A est r A. Cet inverse est aussi donne par ^ComAJ/detA ou 
Com A est la comatrice de A (voir section 25.10.2 page 919). Alors par identification des coefficients dans ces deux matrices, pour 
tout [i,j) e [1, n] 2 , on a : a jj = Ajjl det A. Si Ae O^(R), alors detA= 1 et cijj = A jj. Si Ae O^(R), alors det A = -1 et a ij = - A \j. 

Remarque 27.14 En pratique, pour verifier qu’une matrice A e O n (R) est speciale orthogonale, on calcule le determinant 
An = in 1 1 et on compare son signe avec celui du coefficient a\\. 


Definition 27. 15 Isometries directes et indirectes 

Soit une isometrie u e 0(E) d’un espace euclidien oriente E. Alors det(u) = ±1. On dit que u est une isometrie directe 
de E lorsque det(zt) = +1, et une isometrie indirecte lorsque det(u) = -1. On note E l’ensemble des isometries directes, 

et 0 - (E) F ensemble des isometries indirectes de E. L’ensemble E est un sous-groupe du groupe orthogonal (0(E),o). 


Remarque 27.15 Si e est une base orthonormale de E, et si U est la matrice de l’isometrie u dans la base e, alors 

[u isometrie directe ) (U e O^ (R)) 

(!) ( 11 ) 


Remarque 27.16 Dans un espace vectoriel euclidien oriente, une isometrie directe transforme une base orthonormee 
directe en une base orthonormee directe. (et une isometrie directe transforme une base orthonormee directe en une base 
orthonormee indirecte.) 

I Remarque 27.17 Dans un espace vectoriel euclidien oriente, tout endomorphisme qui transforme une base orthonormee 
directe en une base orthonormee directe est une isometrie directe. 

27.6.1 Etude du groupe orthogonal en dimension 2 . 

On considere dans tout ce paragraphe un espace euclidien oriente E de dimension 2. 


Theoreme 27.24 7? Etude deO^fR) 


l Les matrices de Oj (R) sont de la forme 


fcosQ 

-sin0) 

(sin0 

COS0 j 


3 

Re 1 = R-e | 

4 L’ application 


ou 0 e R. 

2 


j (R,+) — (0+(R),x) 

V: \ 6 - R 0 2 

est un morphisme de groupes de noyau 2 ttZ. 


Demonstration 
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1 Soit A= ( a e Mat 2 (IR). On a 1 es equivalences . 


AeOjm 

A 1 A =1 et det A = 1 


o 2 + b 2 

= 1 

c 2 + d 2 

= 1 

ac+bd 

= 0 

ad - be 

= 1 


Des deux premieres equations, on tire 1' existence de 0 et 9' e R tels que : a = cos0, b = sin0, c = cos0' et d = sin0'. La 
troisieme equation devient alors : cos 0 sin 0' -sin 0 cos 0' = 1 c’estadire sin(0' - 8) = 1 et la quatrieme devient : cos 0 cos 0' + 
sinOsind' = 0 c'est a dire cos (0' - 0) = 0. II vient alors : B' = 0 + — [2ji] et on obtient : 

, (cos0 -sin 01 . „ 

Ae O, (IR) <==> A= . _ . ou0eR 

z (sin0 cosB ] 

2 Cette formule est une consequence directe du premier point et des formules d’ addition pour le cosinus et le sinus. 

3 D'apres la formule precedente, on a : RgR_g = Rg_Q = Ro = I 2 done R^ 1 = R_g. 

4 Soient 0,0' e IR. On a : 

<p (0 + 0 ') = R e+e' = R e x % = (9) 9 (9') 

done cp est bien un morphisme de groupe. On a par ailleurs les equivalences : 


<P (Ro) = 12 • 


cos0 = 1 
sin0 = 0 


done Kercp = 2nZ. 


Theoreme 27.25 V Rotations vectorielles 

Soit E un espace euclidien de dimension 2 oriente et u e E une isometrie directe. Alors il existe un unique 0 e |0,2ti( tel 
que pour toute base orthonormale directe e de E, 


Maf e (u) = 


cos0 -sin0 


( sin 0 cos 0 j 

On dit que u est la rotation vectorielle d’ angle 0 et on note u = /p . 


Demonstration C’est une consequence directe du theoreme precedent et du theoreme 27.21. 


Theoreme 27.26 T Angle de deux vecteurs 

Soit E un espace euclidien oriente de dimension 2 et (U, V) e E 2 deux vecteurs non-nuls. On definit 

- JL - 
v ~m 

Alors il existe une unique rotation r e Oj (R) telle que v = r{u). Si 0 est Tangle de la rotation 0 e [0,2 jt[, on note 

OTV) = 0 

Tangle oriente des vecteurs (U,V). On a alors : 

I Det(U,V) = ||U|| ||V|| sin0 I et |(U|V) = ||U|| ||V|| cos0| 


Demonstra tion 

| Existence] On applique le procede d’ortonormalisation de Schmidt 27.9 et on complete les vecteurs u et v en deux bases 
e = (u, u') et e 1 = ( v , u 1 ) orthonormales directes du plan. D’apres la proposition 27.22, la matrice de passage A de e a e' est 
orthogonale. Comme les bases sont directes, on a de plus det A = 1 .En resume : A e O J (IR) . Considerons alors 1 ’ endomorphisme 
cp de E tel que Mat e /^ e (u) = A. D'apres la propriete precedente, cp esf une rotation du plan. On a de plus cp(w) = v. 

| Unicite \ Si cp et cp' sont deux rotations du plan envoyant u sur v, alors, avec les notations precedentes, cp(zc) = cp' ( u ) et comme 
les rotations conservent le produit scalaire et 1’ orientation, cp (z/) = cp' ( u , ). Comme les endomorphismes cp et cp' sont egaux sur 
les vecteurs d'une base de E, ils sont egaux sur E : cp = cp'. 
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Enfin, si 0 e [0,2n[ est 1 'angle de la rotation ip, dans la base e les coordonnees de u sont (M et celles de v = cp(it) : 


On verifie alors facilement que 
et que 


icosd) f cos0 - sin 0) tl) 

(sinoj ^sin0 cosojipj 

Det(U,V) = ||U|[ ||V|| Det (u, v) = ||U|| ||V|| sin0 
(U |V) = null ||V||(m| i/) = ||U|| II VII cos0. 


Remarque 27.18 On utilise ces formules pour determiner Tangle entre deux vecteurs. Par exemple dans R 2 euclidien 
oriente usuel, quel est Tangle entre les vecteurs U = (1, 1) et V = (0, 1) ? 


Theoreme 27.27 V Etude deO^tR) 


Considerons la matrice P = ^ J e (R). L’ application 


( OJ(R) — OJ(R) 
1 A — ► AP 

est une bijection. Toute matrice de 0 2 (R) est de la forme 


„ IcosO 

sin0 1 


-cosOj 

^sin0 


Demonstration Laissee en exercice a u lecteur. 


Theoreme 27.28 O Isometries indirectes et reflexion 

Une isometrie indirecte d’un espace euclidien oriente de dimension 2 est une symetrie orthogonale par rapport a une 
droite, c’est a dire une reflexion. 


Demonstration La matrice d'une isometrie indirecte u dans une base orthonormale e = (ei , e ?) etant de la forme A = 

\sina -cos 

et cette matrice verifiant A 2 = A. on en deduit que u est une symetrie par rapport a Ker (u - id) parallelement a Im (u + id). Deter- 
minons Ker (u - id). On a, dans la base e : 

U = xe\ + ye 2 £ Ker (u - id) 

{ (cosa- 1) x + sin a y = 0 

sina x - (cosa+ 1) y = 0 

1 a t a a -i 

sin — sin — x - cos — y = 0 

v\ 

cos — ^sin — x - cos — yj = 0 


car on ne peut avoir en meme temps sin — = 0 et cos — = 0 .On en deduit que Ker (u - id) est la droite vectorielle d'equation polaire 


On montrerait de meme que U = xe\ + ye 2 £ Im ( u - id) si et seulement si sin — x + cos — y = 0. Les deux droites vectorielles 
Ker (u - id) et Im (it - id) sont bien orthogonales et u est une reflexion du plan. 


Theoreme 27.29 O Decomposition des rotations 

Soit E un espace euclidien oriente de dimension 2. 

1 Toute rotation de E s’ecrit comme composee de deux reflexions. 

2 Reciproquement, tout produit de reflexion est une rotation. 

Demonstration 

1 Soit r une rotation et s une reflexion de E. Posons t = s -1 or. t est une isometrie de E et det t = det(s _1 ) det u = -1, done t 
est indirecte. En vertu de la proposition 27.28, t est une reflexion et r = so t est bien la composee de deux reflexions. 

2 Reciproquement. si s et t sont deux reflexions de E alors so t est une isometrie directe de E. c’est a dire une rotation. 
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I Remarque 27.19 Les reflexions engendrent le groupe orthogonal CHE 2 ). Toute isometrie de E 2 s’ecrit comme un 
produit de 1 ou 2 reflexions. 

27.6.2 Etude du groupe orthogonal en dimension 3 

On considere dans tout ce paragraphe un espace euclidien oriente E de dimension 3. 

Produit mixte, produit vectoriel 


Proposition 27.30 Determinant dans une base orthonormee directe 

Soit u, v, w trois vecteurs. Le determinant de ces trois vecteurs exprime dans une base orthonormee directe ne depend 
pas de la base orthonormee directe chosie. 


Demonstration On utilise la formule de changement de base : 

det(X] x n ) = det (e 1 , . . . , e n ) x det(xi,...,x„) 

e' e' e 

La matrice de passage P e '^ e de e vers e' est done aussi la matrice dans la base e de l’endomorphisme qui transforme e en e ' , done 
qui transforme une base orthonormee directe en une base orthonormee directe. C’est done une matrice de 0 + (E). Elle a done un 
determinant egal a 1. Done det e ' (xi ,...,x n ) = det e (x\ ,...,x n ). Ce qu’il fallait verifier. 

La propriete precedente permet d’enoncer la 


Definition 27. 16 V Produit mixte 

Soit u, v, w trois vecteurs. On appelle produit mixte de (u, v, w) le determinant de ( u , v, w) exprime dans une base 
orthonormee directe. On le note [u, v, w \ . 


Les proprietes du determinant permettent d’enoncer : 

Proposition 27.31 
Soit [u, v, w ) e E 3 . 

1 [ u , v, w] 0 si et seulement si (u, v, w ) est une base de E. 

2 [ u , v, w] = ~[v, u, w]. 

3 [u, v, w] est une forme lineaire. 


D’apres le theoreme de Riesz, il existe un unique vecteur x e H tel que V w e H, [u, v, w] - (x \ w). D’ou la definition : 


Definition 27. 17 O Produit vectoriel 

Soit u et v deux vecteurs. Oil appelle produit vectoriel de u et u I’unique vecteur note u A v verifiant V w e E, [u, v, w] = 
(u : A v | w ). 


Les proprietes du produit mixte permettent d’etablir 

Proposition 27.32 
Soit (u, v, w) e E 3 . 

1 u /\ v — —v /\ u et u /\ u — 0. 

2 {u + v) A W — UA W + V A W. 

3 u A v si et seulement si (u, v ) est liee. 


ainsi que 


Proposition 27.33 

Soit (i, j, k) une base orthonormee directe de E. on a 

• i a j = k, j /\k= i, kt\i-j , 

et si u{x i,yi,zi) et v[x 2 ,y 2 ,Z 2 ), alors u a p(L,M,N) avec 


yi 

L2 

M = Zl 

Z2 

N = Xl 

X2 

Zl 

Z2 ’ 

X\ 

X2 ’ 

yi 

L2 
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Sous-espaces stables 

Lemme 27.34 

Soit u une isometrie de E. II existe un vecteur non nul e e E tel que soit u (e) = e, soit u (e) = — e. 

Demonstration Interessons nous au polyndme P(X) = det(w-Xid) = 0 et montrons que 1 ou -1 est une de ses racines. P est 

un polyndme a coefficients reels de degre 3 et de coefficient du terme dominant -1 .11 verifie done lim P = +oo et lim P = 

X— *■— oo X — * +oo 

-oo. P est de plus continue sur R. D'apres le theoreme des valeurs intermediates, P a dmet une racine reelle a e R. On a alors 
det(n - aid) = 0 et Ker (u - aid) n’est pas reduit au vecteur nul. II existe done un vecteur non nul e e E tel que u{ e) = ae. Mais u 
etant une isometrie, il vient : II n(e) || = |a| lie II = ||e|| et done a = +1. On a ainsi prouve V existence d’un vecteur ee E tel que m(e) = e 
ou life) = -e. 


Lemme 27.35 

Soit u une isometrie de E et soit £ e E un vecteur non nul tel que u (e) = +e. Considerons D = Vecr(e) et soit H un 
supplementaire orthogonale a D. Alors : 

1 H est un plan vectoriel. 

2 u (H) c H. 

3 La restriction du produit scalaire de E a H est un produit scalaire sur H et pour ce produit scalaire, «|h est une 
isometrie de H. 


Demonstration 

1 Conmie dimE = 3, que dimD = 1 et que H et D sont supplementaires dans E, il est clair que dimH = 2. 

2 u etant une isometrie, elle preserve le produit scalaire et si x e H alors 

( u[x ) | e) = + [u (x) | m(e)) = ± (x | e) = 0 
car H et D sont des sous-espaces orthogonaux et u (H) c H. 

3 II est clair que la restriction du produit scalaire de E a H est un produit scalaire sur H. Notons (• | -)|H ce produit scalaire sur 
H. Pour tout x, y e H, on a : 

(win (x) I U| H (y))| H = (“W I u (y)) = [x I y) = [x I y) jH 

et u est bien une isometrie de H. 

E 

Application 27.4 Avec les notations des deux lemmes precedents, considerons £3 = . On fixe ainsi une orientation de 

II £ || 

D et on a encore u(e 3) = +£3. Le vecteur £3 induit une orientation du plan H. Considerons (£i , £2) une base orthonormale 
directe de H. La famille (£i,£ 2,£3) est une base orthonormale directe de l’espace E. Comme M|h est une isometrie de H, 
d’apres le travail effectue dans le paragraphe 27.6.1, on a deux possibilites pour u\u : 

- soit c’une reflexion de H par rapport a la droite vectorielle Di = Ker (»|h - id| 1) c H dont un suplementaire orhogonal 
dans El est donne par D2 = I m ( // ] ] - idn) c EE. On peut prendre dans ce cas pour £1 un vecteur unitaire qui engendre Di 
et pour £2 un vecteur unitaire qui engendre D2 en sorte que (£i,£ 2) soit directe. 

- soit e’est une rotation de EE d’angle 0 e IR 

On notera A la matrice de u dans la base (£i,£2,e3) et E(l) = Ker(M-id) le sous-espace vectoriel de E des vecteurs 
invariants par u. 

1 Cas 1 : u (£3) = £3 et ii|H est une rotation A est de la forme 

fcosQ -sin0 Of 
A = sin0 cos0 0 

l 0 0 1 j 

ou 0 e R est Tangle de la rotation it\ \ \ du plan oriente H. On dit que u est une rotation d’angle 0 et d’axe oriente 
D. Si 0 -4 0 [71], on a : E (1) = D et sinon u — id et E (1) = E. 

2 Cas 2 : u (£3) = £3 et ii|H est une reflexion Avec les vecteurs £2 et £3 precedemment construits, on a 

(1 0 O' 

A= 0 -1 0 . 

VO 0 1 

u est alors une reflexion par rapport au plan Vect (£1, £3). De plus E (1) = Vect[e 1 , £3) . 

3 I Cas 3 : u (£3) = -£3 et i/|h est une rotation I 


t cos 6 

- sin0 

0 ' 

f 1 

0 

<n 

f COS0 

-sin0 

A- sin0 

COS0 

0 

= 0 

1 

0 

sin0 

COS0 

V 0 

0 

-1 

Vo 

0 

-ij 

V 0 

0 


et u est la composee de la reflexion par rapport au plan Meet (£1 , £2) et d’une rotation. Dans ce cas E(l) = {0} 
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4 | Cas 4 : u (£ 3 ) = -£3 et tt|H est une reflexion | Comme dans le second cas, quitte a bien choisir les vecteurs £1 et £ 2 , 

la matrice A est de la forme : 

HO O' 

A= 0 -1 0 . 

VO 0 -l) 

u est alors une symetrie orthogonale par rapport a la droite Vect(£i). Remarquons que u est aussi une rotation 
d’axe Vect (£ 1 ) et d’angle tt. Comme dans le premier cas, E (1) = D. 

Remarque 27.20 Au regard des 4 formes precedentes pour la matrice A, u est une isometrie directe dans les cas 1 et 4 
et indirecte dans les cas 2 et 3. 


Isometries directes 


Theoreme 27.36 \? Isometries directes en dimension 3 : rotations vectorielles 

Soit une isometrie directe u e E 3 . On note E(l) = Ker(w- id) le sous espace vectoriel forme des vecteurs invariants par 
u. On a montre que : 

1. Si u Me, E(l) est une droite vectorielle D = Vectfe) ou £3 est un vecteur de norme 1 ; 

2. Pour toute base orthonormee directe e = (£i,£ 2 ,£ 3 ) (le troisieme vecteur £3 dirigeant l’axe et fixe), la matrice de 
u dans la base £ s’ecrit : 


f COS0 

-sin0 

m 

M at e (u) = sin0 

COS0 

0 

V 0 

0 

ij 


On dit que u est la rotation d’axe Vect(e 3 ) et d’angle 0. 


I Remarque 27.21 L’ angle de la rotation depend du choix du vecteur d. Si Ton choisit d! — -d pour diriger l’axe. Tangle 
0 est transforme en son oppose. 

| Remarque 27.22 Ne pas confondre Tangle 0 de la rotation avec Tangle entre les vecteurs x et r(x) ! 


Proposition 27.37 Determination de Tangle d’une rotation 

Soient E un espace euclidien oriente de dimension 3, r une rotation et £ un vecteur unitaire qui dirige l’axe de cette 
rotation. Ce vecteur £ definit une orientation du plan H = Vect d L et done de Tangle 0 de r. Soit xeH : 

I r(x) = cos0.x + sin0.£Ax | 


Demonstration Si x = 0 le resultat est evident. Supposons que xjtO. On peut. sans perdre en generalite, supposer de plus que 
x est unitaire. Posons y = e ax. y est un vecteur orthogonal a e et est done element de H. La famille (x, y,e) forme une base 
orthonormale directe de E et la matrice de r dans cette base est 

I cos0 -sin0 O' 
sinG cos0 0 . 

VO OR 

L’ image de x par r est done le vecteur : 

r (x) = cos0.x + sin0.y = cos 0.x + sin0.e A x. 

| Remarque 27.23 Cette proposition donne un moyen pratique de determiner les elements caracteristiques d’une rotation : 
PLAN 27.2 : Pour determiner les elements caracteristiques d’une rotation 

1 Determiner 1 ’axe D de la rotation : c ’est 1 ’ensemble des vecteurs invariants. 

2 Chercher un vecteur de D unitaire. 11 definit une orientation sur le plan P = Vect(d) 1 . 

3 Determiner un vecteur e \ e P, verifiant ( d | £ 1 ) = 0 . 

4 Poser e 2 = d A e 1 . Alors (ei,£2 ,d) est une base orthonormale directe del’ espace. 

5 Calculer r(£ 1 ) et le decomposer sur £1 et £2 : 

r(£i) = cos 0£i + sin 0£2 


On en tire cos 6 et sin0 et done l’angle de la rotation. 











d 


/K 


£2 


£l M(Ei) 

= COS0E1 + sin0E2 


FIGURE 27.5 - Determination de Tangle 0 d’une rotation 


I Remarque 27.24 On peut egalement utiliser les remarques suivantes pour etudier une rotation u donnee par sa matrice 
A dans une base quelconque : 


.Plan 27.3 


pour etudier une rotation u donnee par sa matrice A 


1 On verihe que A e O3 (R) en montrant que la matrice A est orthogonale et en montrant que det(A) = + 1 (il 
suffit de comparer an et An). 

2 On sait que dans toute base orthogonale directe de la forme e = (ei,£ 2, d). 


(cos 6 -sin0 O' 
Mat e (u) - U = sin0 cos0 0 

l 0 01 ) 


Alors les matrices A et U sont semblables et par consequent, Tr (A) = Tr (U) d ’ou 1 ’on tire 


2 cos 0 + 1 = Tr (A) 


3 On determine l’axe de la rotation en cherchant les vecteurs invariants : Vect(d) oil d est un vecteur unitaire. 
Cela revient a resoudre un systeme homogene 3x3. 

4 On determine un vecteur e i unitaire orthogonal a d et on calcule 

Det(Ei, M(Ei),d) 

Comme ce produit mixte est independant de la base orthonormale directe choisie pour le calculer, en intro- 
duisant (sans le calculer) c 2 telquee- (ei,E 2 ,d) soit une base orthonormale directe. 


Det(£i, u(ei),d ) 


1 cos0 0 
0 sin0 0 
0 0 1 


5 On obdent done : 


cos 6 = 


Tr (A) - 1 
2 


et 1’ on en tire 1’ angle 0 de la rotation. 


sin0 = Det(£i, m(ei), d) 


Exemple 27.5 Dans Tespace K 3 4 oriente euclidien usuel, on considere Tendomorphisme de matrice 

fl + s/2 -V2 s/2-V 

A — — — s/2 2 -s/2 

2s ^\s/2-1 s/2 l + \/2, 


dans la base canonique. On va reconnaitre cet endomorphisme et preciser ses elements caracteristiques. On flaire une 
isometrie : On calcule la norme du premier vecteur colonne 


— — (1 + 2s/2 + 2 + 2 + 2 - 2s/2 + 1) = 1. Itou pour le deuxieme — 

(2v/2) z (2/2) 

deux vecteurs colonnes egale 


■(2 + 4 + 2) = 1. Le produit scalaire de ces 


a pour coordonnees 


( 2 / 2 / 

2 — 2 (/ 2 — 1 ) _ 

( 2 / 2 / 


(-/2- 2 + 2/2 + 2 - s/2) = 0. Le produit vectoriel de ces deux vecteurs colonnes 
1 4-2/2 s/2-1 -(/2-l)/2-/2(l + /2) 1 -2 + s/2- s/2-2 


2/2 2/2 2/2 


(2/2) * 1 2 


2/2 


2/2 
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■y/2 2(1 + v/2) + (v/2) 2 

2V2 


1 2 + 2\/2 + 2 v/2+1 


{2s/2) 2 2s/2 2s/2 2s/2 

On retrouve bien le troisieme vecteur colonne. On a done une isometrie positive. C’est done une rotation d’angle 0. 

A + 2s/2 _ v/2 

Comme la trace egale — — = v/2 + 1 = 1 + 2cos0. Done cos0 = — . 

2V2 2 

1 (l + v/2) x -v/2 y +(v/2-l) z = 2v/2 x 

eme < v /2 x +2 y 

1 (v/2 — 1) x +v/2 y 


Pour trouver l’axe, on resout le systeme 


Soit 


-v/2 z = 2\f2 y 
(l + v/2) z = 2 v/2 z 

(1 — v/2) x -v/2 y +(v/2-l) z =0 

v/2 x +(2-2v/2) y -v/2 z =0 . On prend, par exemple, d = -^J. 

(v/2 - 1 ) x +v/2 y (1 — v/2) z =0 


Le vecteur 7 (0, 1, 0) lui est orthogonal et appartient done au plan de rotation. Son image est r{j) - Enfin 


j A r(j) = (|,0, j) = ^-d. Done sin0d 


F _ \/2 


d. 


Remarque 27.25 II n’est pas complique de comprendre pourquoi c’est sin Od qui est un invariant de la rotation (et 
pas sin0). Le vecteur d oriente le plan de rotation. Pour faire simple, il donne la direction du "haut". En changeant d en 
-d, on intervertit le "haut" et le "bas", on regarde le plan de l’autre cote, et done on voit la rotation tourner "dans 1 ’ autre 
sens". Ceci a pour effet de changer sin0 en son oppose. 

Resumons l’etude precedente : 


Theoreme 27.38 O Classification des isometries en dimension 3 

Soit un endomorphisme orthogonal u e O(E). On note E(l) = Ker(u- id) le sous-espace forme des vecteurs invariants. 
Selon la dimension de E(l), on a la classification suivante : 


dimE(l) 

det(w) 

U E 

Nature de u 

3 

1 

0 + (E) 

id 

2 

-1 

0“(E) 

Reflexion sh 

1 

1 

0 + (E) 

Rotation autour d’un axe r (dont les demi-tours) 

0 

-1 

0“(E) 

Composee d’une rotation et d’une reflexion 


Dans le dernier cas, u-ro sh, ou le plan H invariant par la reflexion est orthogonal a l’axe de la rotation r. 


Remarque 27.26 Si A e O 3 (IR), alors det(-A) = -det(A) = 1. Done la matrice -A est speciale orthogonale. On se 
ramene a l’etude precedente. On peut egalement resumer la classification des isometries de E 3 de la fa 5 on suivante : 

- Isometries directes : ce sont des rotations d’axe une droite vectorielle. (Les symetries orthogonales par rapport a une 
droite sont des rotations d’angle tt, et on convient que Me est une rotation d’angle 0 ) ; 

- Isometries indirectes : elles sont de la forme -ru o ou /'d b est une rotation par rapport a une droite vectorielle D (avec 
l’identite). On a alors u = -r Di e = rE),e +7I ° Se)±. 


re+ jiM D r(,[x) 



FIGURE 27.6 - Isometrie indirecte avec E(l) = {0 e1 
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Remarque 27.27 On montre qu’une rotation vectorielle r^e s’ecrit comme produit de deux reflexions $h et Sh' avec 
HnH' = D. Alors toute isometrie de E 3 se decompose comme un produit de reflexions. Par consequent, les reflexions 
engendrent le groupe orthogonal CHE3). 


En resume 

Les differentes definitions donnees dans ce chapitre doivent etre connues avec precision. II ne faut etre pre£is et rigoureux 
quand on verifie qu’une forme bilineaire est un produit scalaire et il ne faut bien entendu omettre aucun axiome. II faut de 
plus parfaitement connaitre : 

1 Les inegalites de Schwarz et de Minkowski. 

2 Le theoreme de Pythagore. 

3 La notion de base orthogo(nor)nale et Le precede d’ orthonormalisation de Schmidt. 

4 Les notions de sous-espaces orthogonaux, de projections et de symetries orthogonales. 
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27.7 Exercices 


27.7.1 Espaces prehilbertiens reels 

Exercice 27.1 V 

Soit l’espace E = Ri [X] muni du produit scalaire 

(P I Q) = [ 

Jo 

1. Montrer que (. | .) deft nit un produit scalaire surE 

2. Trouver une base orthonormale e de E 

3. Trouver les coordonnees du vecteu r P = X+ 1 dans e. 


Solution : 

1. On verihe facilement les axiomes dehnissant un produit scalaire. De plus, si P - aX+ b et si Q = a'X + b' alors 
(P | Q) = aa 1 ' + ab' + a'b. 

2. On note eg — 1 et e\ — X les deux vecteurs de la base canonique. On redresse cette base a l’aide du procede de 
Schmidt. II vient tout d’abord Eo = eo puis on calcule Ei = e\ - (eo | ei) Eo = X- 1/2 et Ei = ei / ||eill = 2/5 (2X- 1). 

3. Comme la base e est orthonormale, on calcule (P | Eo) = 1 et (P | Ei) = 1/15 done les coordonnees de P dans e sont 
(1,1/15). 


Exercice 27.2 T> 

Dans T expace vectoriel K 4 muni de son produit scalaire usuel, on considere les vecteurs v\ - (0,3, 1,-1) et Vi = 
(1,2, —1, 1). Soit F le sous-espace vectoriel engendre par ces deux vecteurs. Determiner un systeme d ’equations de F 1 
puis une bon de F 1 . 


Solution : Soit un vecteurX = ( x , y, z, t ) e R 4 . Alors 

XeF 1 (X | vi) - (X| V 2 ) - 0 (3 y + z- t-0etx + 2y-z+t-0) 

On a done trouve un systeme d’ equations de F 1 . On calcule ensuite une base de F 1 : e\ = (0,0, 1,1), ei — (—5, 1,0,3). On 
redresse cette base en utilisant l’algorithme de Schmidt : £1 = (l/\/2)(0,0, 1, 1), £2 = (v / 2/v / 6l)(-5, 1,3/2, 3/2) et alors 
(ei,E 2 ) est une bon de F 1 . 


Exercice 27.3 O 

Soit E un espace prehilbertien reel, et B = {e\,...,e n ) un systeme de vecteurs de E de norme 1 tels que : 

n 

VieE, x=£(x| e k ).e k 
k=l 


1. Montrer que si i / j, alors (e,; | ej) = 0 

2. Montrer que B est une base orthonormale de E. 


Solution : Soit i e [1, n\. On ecrit 

n 

et = Yj I e k ) - e k (e; I et) = £ (e* | e k ) 2 + (e,- 1 e ( -) 2 Y ( e i I e kf = 0 

k= 1 k ± i k ^ i 

(car || e, || = I ). Done V; ^ Ic, (e/ | e k ) = 0 .Le systeme est done forme de vecteurs orthogonaux deux a deux. II est done 
libre d’apres le cours. Par definition, il est generateur, e’est done une base orthonormale. 


Exercice 27.4 O 

Soient E un espace prehilbertien reel et une application f : E >->■ E verihant /( 0) -0 et 

V(x,y) eE 2 , ll/(x) - /(y)|| = l|x-y|| 

1. Montrer que V(x,y) eE 2 , ||/(x)|| = ||x|| et (/(x) | /(y)) = (x | y). 

2. Calculer ||/(Ax+ |iy) - A/(x) - (i/(y)ll 2 et en deduire que T application f est lineaire. 


1084 


Solution : 

1. Faire x-Oet udliser l’idendte de polarisation. 

2. En developpant et en udlisant 1. , on trouve que cette quandte est nulle. 


Exercice 27.5 

Pour deux matrices A,B £ 9Jt„(IR) on debnit : 

(A | B) = Tr (A f B) 

1. Montrer que (. | .) est un produit scalaire sur l’espace des matrices carrees E = 


2. Montrer que V ensemble des matrices symetriques et F ensemble des matrices andsymetriques forment deux 
sous-espaces orthogonaux pource produit scalaire. 

3. Determiner la projection orthogonale d’une matrice A sur 1 ’espace des matrices andsymetriques. 


Solution : 

1. Si A - (( ciij )) et B = (( bij )), on calcule 

n n 

(A|B) = £ Y. a ‘i b ‘] 
t=ij=i 

Done (A | A) = Zisajssn a 2 j ■ On en deduit que (. | .) est positive et debnie. La bilinearite et la symetrie ne posent 
pas de problemes. 

2. (A | B) = Tr (A f B) = Tr(AB) = Tr( f (A f B)) = Tr(B f A) = Tr( f AB) = -Tr(AB) et on en tire que (A | B) = 0. Par con- 
sequent, les sous-espaces formes des matrices symetriques et andsymetriques sont orthogonaux : 

SW„(R) = */„(R)©^„ro 

3. On reprend la decomposition d’une matrice quelconque en une somme d’une matrice andsymetrique et d’une 
matrice symetrique vue en cours : 

1 t 1 t 
A — — (A - f A) + — (A + f A) 

2 2 

Alors le projete orthogonal de la matrice A est la composante andsymetrique : pi A) = - (A - f A). 


Exercice 27.6 V 

Soit M e 9H„(IR). Montrer que 


(VX £ m n i (K), f XMX = 0) <=> ( f M = -M) 


Solution : Transposer, et calculer ' (X + Y)M(X + Y). 


Exercice 27.7 W 

Soit E un espace euclidien etS- (<?i , . . . , e„) un systeme de vecteurs unitaires tels que : 

VxeE Y, (x| e k f = ||x || 2 
k = 1 

Montrer que S est une base de E. 


Solution : Soit x e Vect(ei,... ,e n )' L . On a ^ ( x\ e O 2 = ||x|| 2 . Comme tous les [x \ e^) sont nuls, on a \\x\\ 2 = 0 et done 

k=l 

x — 0. Done Vect(ei, . . . , e n ) L — {0} et done Vect(ei, . . . , e n ) = E. S est done une famille generatrice de E. 

n 

D’autre part, soit i £ {1 ,...,n}. On a ^ (e; | e^) 2 = \\ei\\ 2 , done ^ (e, | eO 2 - 0, done pour k / i, (e,- 1 ep) 2 — 0. S est 

k - 1 k ^ i 

done orthogonale. A fortiori elle est libre. 


Exercice 27.8 O 

Soit E un espace euclidien, et F, G deux sev de E. Montrer que 
1. (F + G) i = F i nG i 
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2. (FnQ-^F-L + G 1 

3. E = F®G<^E = F- l ©G- 


Solution : 

1. Soit x e (F+ G) 1 . On a Vy e F, Vz e G, (x, y + z) = 0. En particular pour z - 0, ce gui donne x e F 1 etpour y = 0, 
ce gui donne xeG 1 . Done iEF 1 nG 1 . On a done (F + G) 1 cF i nG i . 

Dans l’autre sens, Soit x e F 1 n G 1 . Soit (x,y) e F x G. Comme x e F 1 , on a ( x,y ) = 0, comme x e G 1 , on 
a (x, z) = 0. En addidonnant on a, grace a la linearite par rapport a la deuxieme variable, [x,y+ z) = 0. Done 
xelF+G) 1 . On a done F i nG i c (F + G) 1 . 

2. On pose F' = F 1 et G' = G 1 . D’apres la propriete precedente, on a (F' + G') 1 = F' 1 n G' 1 . Or F' x = F et G' 1 = G. 
Done (F' + G') x = F n G. En prenant V orthogonal de cette egalite : F' + G' = (Fn G) x , soit F 1 + G 1 = (F n G) 1 . 

3. Supposons E = F ® G. D’apres la premiere question, en ecrivant E = F + G, on a F 1 n G 1 = (F + G) 1 = K 1 = {0}. 
D’apres la deuxieme question, en ecrivant (FnG) = {0}, F 1 + G 1 = (F n G) 1 = {0} 1 = E. 

Dans 1’ autre sens, on applique V implication precedente pour F' = F 1 et G' = G 1 . 


Exercice 27.9 O 

Soit cp unc forme lineaire sur 9J X n (K) . Montrer qu ’il existe une matrice B e ®t„ (K) telle que : 

VAeSMR) cp(A) = Tr (BA) 


Solution : On sait que la forme bilineaire definie pour tout A, B e DJl n (K) par (A, B) >->■ (A | B) = Tr (A f B) = Tr f 7 BA) est 
un produit scalaire. Soit tp une forme lineaire sur D’apres le theoreme de Riesz, il existe B e 9Jt„(IR) tel que 

VA e (R) cp(A) = Tr( r BA). Il existe done bien un matrice B E 93t„(R) verifiant la propriete indiquee, il s’agit de 
B = r B. 


Exercice 27.10 W 

Soit || *|| une norme euclidienne sur E. 

1. (Re )demontrer 1’ egalite de la mediane : 

Vx,y e E, ||x + y|| 2 + ||x- y|| 2 = 2(||x|| 2 + ||y|| 2 ). 

2. Endeduireque\/x,y,zEE,\\x + y + z\\ 2 + \\x\\ 2 + \\y\\ 2 +\\z\\ 2 = \\y+z\\ 2 + \\z + x\\ 2 +\\x + y\\ 2 


Solution: On a ||x + y|| 2 = ||x|| 2 + 2x.y+ ||y|| 2 
et llx - y|| 2 = ||x|| 2 - 2x.y + ||y|| 2 , d’ou 
IU+ yll 2 + IU- yll 2 = 2(||x|| 2 + ||y|| 2 ). (1) 

Soit x,y,z e E, On applique (1) pour x + y et z : \\x + y + z\\ 2 + \\x + y - z\\ 2 - 2\\x + yl\ 2 + 2\\z\\ 2 

De meme, en appliquant ( 1 ) pour y + z et x, \\x+ y+ z\\ 2 + \\ - x + y + z\\ 2 - 2\\y + z\\ 2 + 2\\x\\ 2 
De meme, en appliquant (1) pour z+ x et y ||x+ y + z|| 2 + ||x- y + z|| 2 = 2||z+ x|| 2 + 2||y|| 2 
On additionne les six egalites membre a membre, 

3||x+y+z|| 2 + ||x + y-z|| 2 + ||-x+y+z|| 2 + ||x-y+z|| 2 = 2||x|| 2 + 2||y|| 2 + 2||z|| 2 + 2||x+ y|| 2 + 2||y+ z|| 2 + 2||z+ x|| 2 (2) 

De meme, en appliquant (1 ) pour x- y et z : + ||x- y- z|| 2 = 2 1| x — y II 2 + 2||z|| 2 . 

De meme, en appliquant (1) pour y- z et x : \\x + y — z\\ 2 + = 2 1| y — z|| 2 + 2||x|| 2 . 

De meme, en appliquant (1) pour z- x et y : || - x + y + z|| 2 + || - x - y + z|| 2 = 2||z- x|| 2 + 2||y|| 2 . 

On additionne les six egalites membre a membre, en remarquant que 
||x + y-z|| 2 = ||-x-y + z|| 2 , que 
||x-y-z|| 2 = || -x + y + z|| 2 et que 
||x-y + z|| 2 = || -x + y-zll , on obtient, 

2||x + y- z|| 2 + 2|| - x + y + z|| 2 + 2||x - y + z|| 2 = 2||x|| 2 + 2||y|| 2 + 2||z|| 2 + 2||x - y|| 2 + 2||y - z|| 2 + 2||z - x|| 2 
Soit 

llx + y- z|| 2 + || - x + y + z|| 2 + ||x - y + z|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + ||x - y|| 2 + ||y- z|| 2 + ||z - x|| 2 
Soit, en reportant dans (2) 

3||x+y+z|| 2 + ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + ||x-y|| 2 + ||y-z|| 2 + ||z-x|| 2 = 2||x|| 2 + 2||y|| 2 + 2||z|| 2 + 2||x+y|| 2 + 2||y+z|| 2 + 2||z+x|| 2 
Soit 

3||x + y + z|| 2 + ||x - y|| 2 + ||y- z|| 2 + ||z - x|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + 2||x + y|| 2 + 2||y + z|| 2 + 2||z + x|| 2 
En addidonnant ||x+ y|| 2 + ||y + z|| 2 + ||z+ x|| 2 a chaque membre : 

3||x+y+z|| 2 +||x-y|| 2 + ||x + y|| 2 + ||y-z|| 2 +||y+z|| 2 + ||z-x|| 2 +||z+x|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + 3||x+ y|| 2 + 

3||y + z|| 2 + 3||z + x|| 2 

En appliquant trois fois 1 ’egalite (1) dans le membre de gauche : 
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3|]x + y + z|| 2 +4||x|| 2 + 4||y|| 2 +4|]z|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z[| 2 + 3||x+y|] 2 + 3||y + z|| 2 + 3|]z + x|| 2 
Soit 3||x + y + z|| 2 + 3||x|| 2 +3||y|| 2 + 3||z|] 2 = 3|]x+y|| 2 + 3||y + z|| 2 + 3|]z + x|] 2 . 

D’ou le resultat en divisant par 3. 

Exercice 27.11 00 

Soit un espace prehilbertien reel E et deux vecteurs x,y e E. 

1. Developper V expression 

| II y II 2 .x — (x | y) .y|| 

2. Retrouver 1’ inegalite de Cauchy-Schwarz ainsi quelecas d’egalite. 


Solution : En developpant, on trouve 

||y|| 4 ||x|| 2 - 2 (x | yf ||y|| 2 + (x | yf ||y|| 2 S 0 
Done si y f 0, en divisant par llyll 2 , on retrouve Cauchy-Schwarz : 

(x\y) 2 ^\\x\\ 2 \\y\\ 2 

a vec le cas d’egalite qui correspond a ||y|| 2 x = (x | y) y, ce qui implique que (x, y) est un systeme lie. 


Exercice 27.12 00 

Soit E un espace prehilbertien reel et f, g : E >->■ E deux applications telles que : 

V(x,y)eE 2 (x | /(y)) = (gU) | y) 

Montrer que f et g sont lineaires. 


Solution : Soit x,x' ,y e E, A, |a e IR 2 , on a (g(Ax + px') | y) = (Ax+ px' \ fly)) - A(x | /(y)) + n(x' | fly)) - A (g(x) | y) + 
|i(g(x') | y) - (Ag(x) + |ig(x') \ y). On en deduit done que (g(Ax+ px') - (Ag(x) + |ig(x')) | y) ceci pour tout y e E. Done 
g(Ax+|ax')- (Ag(x) + ng(x')) est orthogonal a tout 1’ espace E, c’ est done le vecteurnul, ceci pourtous x,x' e E, A, |i e l 2 . 
C’est bien dire que g est lineaire. Idem pour f. 


1 . 


2 . 


Exercice 27.13 W 

Soit E un espace euclidien et f e L(E) tel que 

V(x, y) € E 2 (x | y) = 0 => [fix) \ fly)) = 0 
Montrer qu ’il existe a > 0 tel que 


Vx, y e E (f(x) | fly)) = a(x| 


Si f e GL(E) verihe : 

V(x, y) e E 2 non-nulS' 
montrer qu ’il existe a > 0 tel que : 


(fix) I fly)) 
II /M II II /(y) II 


y) 

(x\y) 
IUII llyll 


VxeE, ll/(x)|| = a||x|| 


Solution : Soit u et v deux vecteurs unitaires. On a lu+v\u-v) = IU<|| 2 - II t'[| 2 = 0. On en deduit que 

(flu+ v) | flu - y)) = 0 et done ||/(«)|| 2 = ||/(i')|| 2 . Done tous les vecteurs unitaires u ont des images qui ont la meme 


norme. Appelons 13 cette norme commune. Soit x f 0, on pose u = on a || w|| = 1, done B = ||/(m)|| = / = 

lull || \\\x\\l\\ 

II / (x)|| . D’ou ||/(x)|| = B||x|| egalite qui reste vraie pour x = 0. Avec la formule de polarisation, on en deduit que 

IUII 

(fix) I fly)) - i (ll/u+y)ll 2 - ll/U)ll 2 - ll/(y)ll 2 ) - i (P 2 IU + yll 2 - P 2 IUII 2 - P 2 llyll 2 ) = |3 2 (x|y). D’ou le resultat en 
prenanta- \/jT. 


Exercice 27.14 OO 

Surl ’espace des polynomes a coefficients reels de degre inferieur ii 2, H = R 2 IXI, on dehnit 

(P I Q) = P(1)Q(1) + PCO)Q(O) + P(-1)Q(-1) 

Montrer qu ’il s ’agit d’un produit scalaire, et trouve r une base orthogonale pour ce produit scalaire. 
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Solution : La seule difhculte consiste a montrer que (. | .) est dehni. Si un polynome P e R 2 [X] verihe (P | P) = 0, 

a lors P(l) = P(0) = P( — 1) = 0, et done le polynome P admet trois racines distinctes. Comme deg(P) ^ 2, P = 0. Pour 
trouver une base orthonormale, on utilise l’algorithme de Schmidt en redressant la base canonique (1,X,X 2 ) de K^tX]. 
On calcule || 1|| = \/3 et done Ei = 1 / v ; 3. Ensuite, on cherche f 2 sous la forme f 2 — X- Aei avec la condition (ei | f 2 ) = 0. 
On trouve que A = (X | Ei) = 1 + 0 - 1 = 0, d’ou f 2 -X et puisque ||X|| = \fl, £2 = XI \J 2. Ensuite, on cherche fy - 
X 2 - Aei - |i £2 avec les conditions A = (X 2 | £ 1 ) = 2l\/3 et |i = (X 2 | £ 2 ) — 0 d’ou f 2 — X 2 - 2/3. En normalisant, on trouve 
£3 = (\/3/ -\/2)(X 2 - 2/3). 


Exercice 27.15 W 

Soit (. | .) un produit scalaire sur R' ! , e la base canonique de R" et A la matrice de ce produit scalaire dans la base 
canonique. 

1. Lorsque n- 2, montrer que Tr(A) > 0 et det(A) > 0. 

2. Lorsque n 3= 3, montrer que Tr (A) > 0 et det(A) > 0. 

3. Montrer que V p ^ 2, A 1 ’ est une matrice symetrique dehnie positive (et done qu ’elle dehnit egalement un produit 
scalaire sur U n ). On distinguera les cas p pair et impair. 


Solution : 


1. A - 


Ke 1 | ei) 
\{e 2 I ei) 


I p ar consequent 

(62 I e 2 )J 


Tr(A) = ||eil| 2 + ||e 2 || 2 > 0 det(A) - ||eil| 2 ||e 2 || 2 - (ei I e 2 ) 2 > 0 


En effet, par Cauchy-Schwarz on obtient det(A) 3= 0 et si det(A) = 0, les vecteurs e \ , e 2 seraient lies ce qui est faux. 

2. Utilisons le theoreme de Schmidt : il existe une base £ orthonormale. Alors la matrice du produit scalaire dans 
cette base vaut l n . D’apres les formules de changement de bases pour les matrices de produits scalaires, en notant 
la matrice de passage P = P e ^ e , on a 

A = r PI„P = *PP 

et alors det(A) = det(P ) 2 > 0 (car P est inversible). D’ autre part, 

Tr (A) =;£>,• || 2 >0 

i=l 


3. La matrice A n est symetrique et inversible : si X e 5J! n 1 (R) verifie AX = 0, alors f XAX - 0 et done X - 0 puisque A 
est dehnie. Done det(A”) = det(A)" ^ 0 et done A n est aussi inversible. 

(a) p = 2k : SoitXeiMniW. 

tx — ^XA^ k X — 1 (A k X)l n (A k X) 

et done puisque (A /c X) e Wl n i (R) et que l n est dehnie positive, a-0. De plus, si t XA 2k X — 0, il vient alors 
que A k X — 0 et puisque on a vu que A k etait inversible, X-0. Done A 2k est dehnie positive. 

(b) p — 2k+ 1 : soitXe SDT n i(IR). 

a = r XA 2k+1 X = ‘ (A k X)A(A k X) 

et par le meme raisonnement, puisque A est dehnie positive, on trouve que a A 0 done que A 2k+ 1 estpositive 
et que si t XA 2k+1 X - 0, alors A k X -0 et que X-0 (car A k est inversible). Done A 2fc+1 est egalement dehnie. 


Exercice 27.16 W 

Dans un espace euclidien de dimension n, on dit qu ’une famille (jc,0 i^i^ n de vecteurs normes est \ i-presque orthogo- 
nale (|a > 0) si et seulement si pour tous reels a n ) e R”, on a 

1 n .. n ..o n 

P i=l 1=1 i=l 

1. Montrer que la famille (x/) 1 est une base orthonormale si et seulement si e’est une suite 1 -presque orthog- 
onale. 

2. Montrer qu ’une famille \ Jt-presque orthogonale est libre. 

Solution : 
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a. Si [Xi)i^i^ n est une base orthonormale, alors on a E , 
onale. 

Dans 1’ autre sens, on suppose que (jc/) i^ n est 1 -presque orthogonale. On a done 


= Z” =1 (fl;) 2 et done est 1 -presque orthog- 


E °i x i 


— E(«t) 2 - Bn 


ecrivant 4(x, y ) = || x; + xy || - || x,- - xy || = l 2 + l 2 - (l 2 + (- 1) 2 ) = 0. Cette famille est done orthogonale. 


b. On considere une combinaison lineaire nulle des (x,-) i^u n • E a '< ~ On en deduit que E (O') 2 =£ H 

/= l t=i 

0, done Vi £ = 0. La famille (x/)i s , sn est done libre. 


E« 


Exercice 27.17 VO 

Dans un espace euclidien E, montrez qu ’il existe une base e- (ei, . . . , e«) formee de vecteurs unitaires verifiant : 


V(i,y) e [l,rc] , i ± j 


lie,: -e, II = 1 


Solution : On remarque que 1 = || <?/ - ey || 2 = 1 + 1-2 (<?; 1 ey), done on doit avoir necessairement (e,- 1 ey) = | pour 

i jt j. 

On considere une base orthonormale (zi,;) i On chercheles e-, sous la forme bet + E ae j- Pour i j, on a (e, 1 ey ) = 

(, n-2)a 2 + 2nd = I 


(n - 2) a 2 + 2 ad et |] e ; - 1| 2 = (n - 1) ar + i? . On cherche done a resoudre en nombres reels 


(n-l)a 2 + 


= 1 


Par soustraction on en deduit b 2 + a 2 - lab - done on peut prendre par exemple b- a + *2., puis na 2 + a\fl + j = 1 
— \fl + V In + 2 \/2n + 2 

done on peut prendre a et a- . Reste a verifier que ces nombres conviennent. 


Exercice 27.18 W 

Soit E un espace euclidien, et xi,x« £ E, ai, . . . ,a n e R. Montrer que 

llaixi + --- + a„x„|| 2 El«il 2 E Ill'll 2 


Solution : On developpe : 

In 

n \ n n n 

|]aixi + --- + a„x„|| 2 = E a *' x z 

E a ]Xj - E a ‘ a J ( X ‘ 1 x ii ^ E l“z' a zl (Jt/ U;j < E l a ‘ 0: il Ill'll ll^/ll- 

U=i 

i= 1 / 0=1 0=1 0=1 

n 

grace a l’inegalite de Cauchy-Schwarz. Maintenant, soit S = {1 n} 2 , on a E | a i a il II II II xy || = E u o v a en posant. 

pouro- ( i,j ) £ S , u a - |a,-| || xy || et v c 

2,7=1 OES 

= | ay 1 1| X/ 1| . En utilisant 1 ’inegalite de Cauchy-Schwarz, cette fois dans IR” , on a 

, a/2 r %l/2 


E u a v a =£ I E M f 2 I E t/ 2 • Or E. u n = E. i/ 2 = E E. |a,| 2 l|x,-|| 2 . D’oii l’inegalite demandee. 

oeS [ueS ) VcreS ) 

aeS aeS i=l 7=1 


Exercice 27.19 W 

Soit ® une injection de N* dans N* . Demontrer que Vn £ l\l, 


n 


E 


k 2 


E 


En deduire que 


.. a om 

lim > — — 

»- fc 2 


= +oo. 


Solution : On commence par ecrire l’inegalite de Cauchy-Schwarz : 


E 




i 


/TO 


xfy — ] 


£i fc2 j " U?i j 


72 i n j 

. Or E — r- =£ E — • Bn effet les ®(fc), 1 fc /z sont plus grands 

k= 1 p=l P 


que les p, 1 s£ p =S n. On en deduit E T ^ E 


, \ 1/2 
q>(fc) | 


fc2 i 


,i p 


E — , apres simplification par E — et en elevant 


“ P 
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au carre, on obtient le resultat. 

La suite Y — — — est croissante. De plus, comme In (l + ^ j, on en deduit : 

k = 1 ' c 

n (J)(fc) n I 1\ 

Y — — > Y l n ( 1 + _ I - In [n+ 1) - In 1 = ln(n+ 1). D’ou le resultat. 

k = l * k = l V k 


Exercice 27.20 W 

Soit (i\, , a nl m nombres reels strictement positifs. Demontrer que 


Y na2 n 

n= 1 

„ , 2 s/m 

2^ a n 
n= 1 


Solution : D ’apres 1 ’inegalite de Cauchy-Schwarz : 


1 \2 m m i 

E «»] = I E a ' iV ^7^ 55 E E -■ 

«=1 / Vn=l N/ny «=l ii=l" 


Ensuite 


™ i r m dx r' 

E-^i+l —^i+ 

n J] x J i 


dx 

\/x 


= 1 + 2 (y/m— l) = 2 y/m— 1 < 2 \/m. 


Exercice 27.21 

Soit f une fonction [0; 1] — ► R continue, n > 0 un ender naturel fixe tel que fg (1 - x n )f(x) dx = 0 Montrer que : 


ln + 2)^J /(x)dxj J (/(x)) 2 dx. 


Solution : Sur E = ( 1 0, 1],R) on dednit un produit scalaire par (/ 1 g) = Jq /(x)g(x) dx. 

On veut done montrer que, si f sadsfait (l - x” | /) = 0, alors (2n + 2) (l | /) 2 sS (/ | /) . 

On note V = Vect(l, x n ). Si f appardent a V 1 , alors le resultat est immediat. Si f appardent a V, alors fix) = a + bx n . 
La condition (l | /) = 0 se traduitpar / 0 1 (l-x n )(a+f?x")dx= 0, soit a + ~ ~ jiT+T = 0 donc a ~77i ~ Vw+iu 2 »+i) 
d’ou b = -(2 n+ 1 )a. 

Sous cette condition, ( 2n + 2 ) (l | f) 2 — [2n + 2) (a - 1) - (2n+ l)) 2 = et 


(f\f) = a 2 |i-2 t2 ”+ 1 1) + (2w+ l)j = -^([2n+2)[n + 1) - 2(2 n + 1)) = 2< ^ + 'f . La encore V inegalite (2n + 2) (l | f) 2 « 
(/ | /) est veridee. 

Maintenant E = V © V 1 , done si f veride ( 1 - x n I f 1 = 0, alors f - g + h a vec eeV et he V 1 . On a encore f 1 | f)- 
(1 1 g) + (1 1 h) = (1 1 g) puisque heV 1 . 

Done (2 n + 2) (l | /)“ = (2 n + 2) (l | g] 2 sS (g I g) ^ (g I g) + [h \ h) ^ (/ 1 /) d’ apres la relation de Pythagore. 


27.7.2 Projections orthogonales 

Exercice 27.22 4? 

Trouver le reel a qui minimise f 2 { lnx- ax ) 2 dx. 

Solution : Le plus simple est de developper : f{a) — A a 2 + 2B a + C, a vec A - f 2 x 2 dx = I, B = - f 2 xlnx dx = 

, 2 _2 1 2 29 B t — 2 In 2 

| - 4^- 1 n x + J ^ | - 2 In 2 et C- / x (lnx ) 2 dx. Comme A > 0 , / presente un minimum pour a = — — = = 

24ln2 - 9 
28 ' 
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Exercice 27.23 V 

Soit (E, (. | .)) un espace prehilbertien reel, et p, q deux projecteurs orthogonaux. Montrer les equivalences : 

(i) p + q est un projecteur orthogonal 

(ii) Vx e E, [p(x) | ^(x)) = 0 
(Hi) poq- qop- 0 

(iv) I m p _L I m q 


Solution: (p + q) 2 -(p+q) ==> poq + qop — 0. On compose par p a gauche, et poq - qop = 0, d’ou (i) ==> (Hi). 
(in') => (ii) : p(x) e Imp c Ker q, et q(x) £ Img. Comme Xerq _L Imq, [p(x) \ q(x)) = 0. (ii) => (iv) : evident, 
(iv) => (i) : ( pq(x ) | pq(x)) = [q(x) \ ppq(x)) — 0, de meme pour qop(x). Done poq — qop — 0, et p+ q est un 
projecteur. Comme [(p+ q)(x) \ y) — [x \ (p + q)(y)), e’est un proj. orthogonal. 

Exercice 27.24 V 

Sur V espace E = R n [X], on dehnit pour deux polynomes (P,Q) £ E 2 , 

(P I Q) — f fP(f)Q(f) dt 
Jo 

1 . Verifier que c ’est un produit scalaire. 

2. Determiner une base orthonormale du sous-espace F = IR 2 [X] pour ce produit scalaire. 

3. Determiner le projete orthogonal du polyndme P = X 3 sur le sous-espace F. 


Solution : Udlisons l’algorithme de Schmidt pour redresser la base canonique de F. eo = 1, e\ - X, <22 -X 2 . On 

trouve || eo II = 1 ! x'2 done £0 = \j2. Ensuite on trouve £1 = 6(X- 2/3) puis £2 = 10\/6(X 2 - 6/5X+ 9/30). On determine 
alors p( P) = U 2 C 2 + a\C\ + ao£o et les conditions d’orthogonalite donnent : oq — (P | £ 0 ) = (\/2/5), a \-( P | £ 1 ) = 1/5, 
— (P I £ 2 ) = \/6/35 et alors le projete orthogonal vaut 


p( P) : 


4 6 12 n 

1+ — t 

35 7 7 


Exercice 27.25 V 

Soit (E, n, (. | .)) un espace euclidien et un vecteur xeE. Soit un vecteur non-nul ae E. On dehnit la droite vectorielle 
D = Vect(a) et son orthogonal H = D 1 . Exprimer les distances d(x, H) et d(x, D) en fonction de la norme du vecteur 
x et du produit scalaire (x\ a). 


Solution : Notons p(x) le projete orthogonal du vecteur x sur le sous-espace H. Alors d(x, H) = II x — p(x) || et 

o , , 9 (x | a) 

d(x,D) = II y(x)|| . Ecrivons que x — X.a + p(x). Alors (x | a) = X\\a\\ + (p(x) \ a) = A||y|| . On tire done X = 5- 

II fill 2 

puis successivement 


(x|a) l(x|a)| V^ 1 11 l|a|1 

p(xc) = xc — - — T 2 --«, d(x,D) = — - — - — , d(x,H) — — 

II fill 2 II all II all 

(la quantite sous la racine est positive d’apres Cauchy-Schwarz). 


Exercice 27.26 V 

Soit E un espace prehilbertien reel et (e n ) neN une famille orthonormale. Soit xeE. Montrer que 

n 

VneN £ (x | e;) 2 st ||x|| 2 


Solution : On pose x= u+ £ avec we Ve ct(ei,...,e n )- L . On a ||x|| 2 = ||w|| 2 + ^ a| et \u + £ &k e k I e i\ - 0 + a* 
k-1 k = 1 \ k=l 


Done £ {x | et) 2 = £ a ||x|| 2 
i=l A:=l 


Exercice 27.27 W 

Soit E un espace euclidien et p un projecteur. Montrer que p est un projecteur orthogonal ssi 


VxeE, ||p(x)|| <11x11 
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Solution : Si p est un projecteur orthogonal, alors on peut ecrire x = x\ + x 2 avec x\ e Im ( p),x 2 e Ker(p) et done 
[xi | x 2 ) = 0. On a alors |]x|| 2 = ||xil| 2 + ||x 2 || 2 = llp(x)|| 2 + ||x 2 || 2 5= |]p(x)|| 2 . 

Pour la reciproque, on considere x e Im p,y e Kerp, y 0, et z - x+ ty. Alors ||p(z)[| 2 = ||x[| 2 , et ||z|| 2 = ||x|| 2 + 
f(2(x | y) + f||y|| 2 ). On a done, par hypothese, ||p(z)|| 2 ||z|| 2 soit 0 ^ t(2(x | y) + fllyll 2 ). 


Supposons (x | y) > 0. On a pour t = -- 

n/in 

Contradiction. 

Supposons [x | y) > 0, on a aussi une contradiction avec t — - 
tous x e Im p, y e Ker p. Done p est un projecteur orthogonal. 


2(x|y) + fllyll 2 = (x|y) et done f(2 (x | y) + fllyll 2 ) = - ^ 1 V }, 


^ 0 . 


■\y) 


. Reste une seule possibility : (x | y) = 0, ceci pour 


27.7.3 Symetrie orthogonales 

Exercice 27.28 V 

Dans l’espace E = R 3 muni du produit scalaire usuel, on considere le vecteur n = ( 1 , 1 , 1 ) et le sous-espace F = \n\ L . 
Ecrire la matrice du projecteur orthogonal surF dans la base canonique. Si x = (3,2, 1), determiner d(x, F). 


Solution : On a 

if 2 

M=- — 1 

-1 

2 

-r 

-1 

. On a x' - Mx = ( 1 , 0 , -1), x- x' — (2,2,2) et d(x,F) = || x — x'|| = 2\/3. 


3 l-l 

-1 

2) 



Exercice 27.29 

Soit E = < ^([-ji,ji],IR). Trouver ia,b,c) e IR 3 tels que la quantite 


1 

71 



(a+ fosin t+ ccos t)) 2 dt 


soit minimale. 


Solution : On se place dans ^°[-ji,7t], muni du produit scalaire < f,g >- J f{t)g{t) At et on considere le sous- 

espace engendre par u = e l , e\ — 1, e 2 = cos t et e 3 sin t. II est bon de remarquer que la famille e\, e 2 , e3 est une famille 
orthogonale avec ||eil| 2 = 2tt, ||e 2 || 2 = Verte 3H 2 = tt. On cherche a minimiser || u - [ae 1 + be 2 + ce3)|| 2 . Autrement 
dit, ae 1 + be 2 + ce 3 doit etre la projection orthogonale de u sur le sous-espace engendre par e\,e 2 , e-\. Autrement dit, 
it - [ae 1 + be 2 + ce 3) doit etre orthogonal a chacun des e^. 1 ^ k sS 3. Ce qui donne : 

Q ^ 

< u - (ae\ + be 2 + ce 2 ),e\ >-< u,e 1 > -a||eil| 2 = 0 d’ou a = . De meme < u,e 1 > -fo||eil| 2 = 0. Or 


f n e a + in dt = J_ I 

J-n 1 + i I 


2 ji 


JX +0f _ 


—7X7 J, ' 1 el, ~ e 

le — e . d ou b- 

2 1 J 2tt 


et c- 


2tt 


Exercice 27.30 V 

Soit E un espace prehilberden reel, et se L(E) une symetrie vectorielle. Montrer que s est une symetrie orthogonale 
ssi Vxe E, ||s(x)|| = || x|| . 


Solution : Sens direct : decomposer x sur Ker (.s' - id) et Ker(s + id). Pour la reciproque. Si x e K er(s - id) et y e 

Ker(s + id), Exprimer (x | y) et fonction de ||x + y|| et || x — y|| (identite de polarisation) . On obtient 2(x | y) = 0. 


Exercice 27.31 7) 

Soit E = IR 4 muni du produit scalaire usuel et F le plan d ’equations x + 2y+ z- 0, x- z + 2t - 0. Determiner une b.o.n. 
de F, puis ecrire la matrice du projecteur orthogonal sur F, et de la symetrie orhogonale par rapport a F dans la base 
canonique. 


Solution : e\ = (2,-1, 0,-1), e 2 — (0, -1,2, 1) est une b.o.n. de F. La projection orthogonale sur F est caracterisee par 
[x - p[x) | f?i) = (x - p(x) | e 2 ) = 0 , et done p(x) - (x | e\) .ei + (x | e 2 ) .e 2 . 


Exercice 27.32 V 

Soit E un espace prehilberden reel. Soit f : E >-► E une application. 
1. Montrer P equivalence : 


(Vx,y e E, [fix) \ y) = - (x | /(y))) <=> (/ est lineaire et Vx e E, [fix) \ x) - 0) 
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2. Que peut-on dire de la matrice de f dans une base e orthonormale ? 

3. Montrer que Kerf et Im / sont orthogonaux. 

4. Montrer que Kerf = Kerf of . 

Solution : Pour 4., calculer ||/(x)|] 2 = - (x | fof(xj). 

Exercice 27.33 V 

Soit E = IR 4 muni du produit scalaire usuel et F le plan d ’equations x + 2y + z - 0, x-z + 2f = 0. Determiner une b.o.n. 
de F, puis ecrire la matrice du projecteur orthogonal sur F, et de la symetrie orhogonale par rapport a F dans la base 
canonique. 

Solution : e\ = (2,-1, 0,-1), e 2 — (0, -1,2, 1) est une b.o.n. de F. La projection orthogonale sur F est caracterisee par 
[x - p(x) | <?i) = (x - p(x) | e 2 ) = o, et done p(x) - (x | <?i) .e\ + (x | e 2 ) .e 2 . 


21.1 A Groupe orthogonal 

Exercice 27.34 Q 

Soit E euclidien de dimension n. Soit f une isometrie symetrique et g un endomorphisme antisymetrique de E verihant 
fog — gof. Calculer [fix] | g(x)) et montrer que f + g et f - g sont des isomorphismes. 

Solution : On utilise la symetrie et l’antisymetrie pour ( f{x ) [ g(x)) = 0. Ensuite, ||(/ + g)(x)|| 2 = ||x|| 2 + ||g(x)|| 2 , d’ou 
f + g est injective. 

Exercice 27.35 O 

Soit E un espace prehilbertien reel. Soit f : E >-► E une application. 

1. Montrer V equivalence :M x,y eE, (/(x) | y) = - (x | /(y)) / est lineaire et Vx e E, (/(x) | x) = 0 

2. Que peut-on dire de la matrice de f dans une base e ? 

3. Montrer que Kerf et Im / sont orthogonaux. 

4. Montrer que Kerf - Kerf of . 

Solution : Pour 4., calculer ||/(x)|| 2 = - (x | fof(xj). 

Exercice 27.36 V 

Soit M la matrice d’un produit scalaire dans la base canonique de R'\ Montrer que M' 1 dehnit egalement un produit 
scalaire. 


Solution : M" est symetrique. Si n = 2p, 'XM 2 ^X=' (M''X)(M''X) etsi n = 2p+l, 'XM''X = 
M est inversible, M p l’est aussi. 

1 (M P X)M(M P X). Comme 

Exercice 27.37 O 

Soit A = (( o,ij )) e 0 n (IR) une matrice orthogonale. Montrer que 

n n 

L E Cl i j ^ 

i=ii=i 

n n 

Solution : D’apres l’inegalite de Cauchy-Schwarz, \ a ij\ = ^ 1 1 .a,j | 

1=1 1=1 

n n n n 

a?. - 1. En sommant, | a,-j | ^ ^ \fn ^ ri\pn . 

1=1 /=il=i 1=1 

(If 2 * 

,i ) 1/2 

cej: s; \fn puisque 

J= i ) 


27.7.5 Produit vectoriel 

Exercice 27.38 O 

Soit E un espace euclidien de dimension 3, et (it, v ) un systeme libre de E. On dehnit P application : 

/•I E - E 

[ X > — * (v | x).u+ (u | x) .V 

Montrer que f est un endomorphisme et determiner son noyau et son image. 
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Solution : Ker / = Vectfw A v), Im u — Vect( u, v) . 

Exercice 27.39 V 

Soit u, v, w trois vecteurs d’un ev euclidien oriente de dimension 3. Demontrer : 

1. (u A v) A w - (u \ w) v- [v | w) u. (double produit vectoriel) 

2. (w /\ u) A (ma v) — [u, V, w]u. 

3. [V A W, W A U, U A V] — [ll, V, iv] 2 . 

Solution : 

1. On choisit une base othonormee directe ( i,j , k ) telle que u-ai,v — bi + cj,w = di + ej + fk. On trouve (u A u) = 
ack puis (u A v) A w - acd j - acei. D’ autre part : [u\ w)v-(v\ w)u- ad(bi + cj) — ( bd + ce)ai = acdj - acei. 
Ce qu ’il fallait verifier. 

2. D’apres le double produit vectoriel, (w A u) A (u A v) = -(u A v) A (w A u) - - (u\ w A u) v - (v \ w A u) u = 

- [tf, U, ll] V + [ w , u, v] ll = [u, v, w] u. 

=0 

3. [V A W, W A U, U A V] - (V A W \ (lU A u) A (u A V)) — (u A W \ [u, V, W] ll) — [u, V, W] (V A W \ u) — [u, V, W ] 2 . 

Exercice 27.40 

Soit u, v, w, t quatre vecteurs d’un ev euclidien oriente de dimension 3. Demontrer : 

1. (u/\ v | iv A t) - ( u | w) (v | t) - (u | t) [v | w) 

2. (U A V) A (W A t) - — [ll, V, W] t + [ll, V, t] W 

3. [t, v, w] u+ [u, t,w]v+ [u, v, t ] w = [u, v, w] t. 

Solution : 

1. On utilise la formule du double produit vectoriel : 

(ll A V | W A t) — [U, V, W A t] = [W A t, U, v] = ((w A f) A U | V) — ((lV \ u) t- [t \ U) W \ ll] = (u \ Ul) [V \ t) - (ll \ t) (V | i;) 

2. A nouveau avec la formule du double produit vectoriel : 

(U A V) A (lV A t) — —(W A t) A (u A ll) = - (lV \ U A V) t + (t \ U A V) W = - [ll, V, Uj]t + [ll, V, t]w 

3. 

Exercice 27.41 W 

Soit (x, y, z) une base d’un ev euclidien oriente E de dimension 3. Determiner u, v,we E tels que 

v A w - x, w /\u- y, u/\v = z. 


Solution : D’apres 1’ exercice precedent, [x,y,z] - [ v A w, w A it, u A v] = [u, v, w \ 2 . Done si [x,y,z] < 0 a utrement dit 
si (x, y, z) est une base indirecte, le probleme n ’admet pas de solution. Et si [x, y,z]> 0 autrement dit si (x, y, z) est une 
base directe, on a [it, v, w] = e yj [x, y, z] avec e e {-1, 1}. 

On a (w A u) A (u A v) - [u,v,w]u = y A z, d’ou u — r — y A z, et ainsi de suite : v — e — — -z A x et w - 

\/[x,y,z \ sj[x,y,z[ 

e — x a y. Lorsque e - 1 la base (u, v, w) est directe, et indirecte sinon. 

x/Iwi 


27.7.6 Etude d’endomorphismes orthogonaux 


Exercice 27.42 V 

Montrer que 


est orthogonale et calculer A 1 . 


1 
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Solution: II est clair que A l A-I n . Utilisant la remarque precedente, on obtient : A 1 = —= 

v5 

Exercice 27.43 V 

Soit u = (u-i,..., u n ) u n vecteur unitaire de R". On deft nit la matrice 

A-l n - 2u r u 

1. Montrer que A eO„(U). 

2. Reconnaitre A. 


Solution : Si on remarque que htv = (u \ v), on voit que A u - u - 2\\ u\\ 2 u — -u et que si v £ u 1 - alors Av - v - 
2 ( u | v) v — v. A est la matrice de la symetrie orthogonale par rapport a u L dans la base naturelle de R" . 


Exercice 27.44 

Etudier 1’endomorphisme u de l 


euclidien de matrice M = - 
7 


2 dans la base canonique. 

6 j 


Solution : M est symetrique et orthogonale. Par consequent, M 2 - l : u est une symetrie vectorielle orthogonale 

(Comme 1 M = M , u est auto-adjoint). II suffit de determiner V ensemble F des vecteurs invariants par u : on trouve que 
F est le plan vectoriel d' equation 

F : 3x- 2y+ z = 0 

Par consequent, u est une reflexion. 


Exercice 27.45 



. Quel endomorphisme u de R 3 euclidien rcpresen te- t-elle ? 


Montrer que u est la composee d ’une rotation et d’une reflexion. 


Solution : On verifie que A est orthogonale. Puisque An = - = - an, det(A) = — 1. Par consequent A e 0 3 (R). Consid- 
erons B = -A. Alors 15 e 3R et done B est la matrice d'une rotation r d’axe Vect(d) et d’ angle 0. Cherchons un vecteur 


directeur de 1 ’axe normalise : d - (d\ , d 2 ,d:\). En disant que d est invariant par -ueten traduisant matriciellement cette 
condition, on trouve par exemple 

1 


d = —(0,1,1) 
V2 


On sa it qu’il existe une bon directe e = (£1,62,63) telle que la matrice de r dans cette base soit 


I cos0 -sin0 O'i 
C = Mat E (r)= sin0 cos0 0 

l 0 01) 

Alors comme B et C sont semblables, Tr (B) = Tr (C) d’ou 1 ’on tire : 

7 

COS0 = - 
9 

Cherchons alors un vecteur £1 unitaire et orthogonal a d. Par exemple 


£1 = (1,0,0) 

Alors si l’on considere une bon directe e = (e 1 ,£2,d), on sait que la matrice de r dans cette base s’ecrit 

f cos0 -sin0 O' 
sin0 cos0 0 

l 0 0 1 


et done 


Det(ei, u(e 1), d) — det(ei, u(ei), d) = sin0 

e 
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mais egalement, puisque la base canonique est une bon directe. 


Det(ei, u{z\),d) = 


9\/2 


7 0 
-4 1 
4 1 


4^2 


(on peut verifier que 1 ’on a bien cos 2 0 + sin 2 0=1) Par consequent, 0 = - arcsin(^)p) 

u est alors la composee de la rotation d’axe D = Vect (d) et d’ angle 0 + tt avec la reflexion d’ hyperplan D 1 (faire un 
dessin ). 


Exercice 27.46 S? 

O TT 

Dans R euclidien usuel, e - ( i,j,k ) la base canonique, on considere la rotation r d’axe Vect(z + j + k) d’ angle 
Determiner la matrice de r dans la base canonique. 


Solution : On trouve finalement : 



if V 

1-V3 

1 - 1/3 1 


1 

1 + V3 


3 [l-y/3 

l + i/3 

1 J 


Verification sommaire : n - i + j + k verifie bien An = n et la trace fournit bien un cosinus egal a 0. 


Exercice 27.47 W 

Dans R 2 euclidien usuel, trouver une base i,j telle que dans cette base, la transformation u - xi + yj >-► [2x- y)i + 
(3x - y ) j soit une rotation. 


Solution : Supposons le probleme resolu : Nous sommes en presence d’une matrice M = I ^ J. Quel est son 

determinant? 1 bon, ga, ga va. Quelle est sa trace? 1. Done le cosinus egal A ce qui donne un angle 0 = +?. On 
aurait pu remarquer que M 6 = 1 2 ... Posons I = ||z|| 2 ,J = ||/|| 2 et S = [i \ j). En ecrivant le carre de la norme du premier 

11= 41 + 9J + 12S 

vecteur colonne, du deuxieme et le produit scalaire des deux on obtient < ] = 1 + J + 2 SCe qui 

[ S = -21 - 3J - 5S 

donne I = -2S = 3J. Maintenant construisons la solution. Soit ie\,e 2 ) la base naturelle de R 2 . On prend i = e\ et done 
1=1. Grace a S = on a j = -\e\ + ae 2 . Comme J - ^ - j + a 2 on en deduit a = + ^=. En prenant a = -^=, 

j = -\e 1 - ^e 2 , on a r(z) = ^ e 2 , et r{j ) = -i-j- -\ei + ^ e 2 . On a || i || = ||r(i)ll = 1 et ||,/|| = II r(j') || = =. 

On calcule i A r(i) = -^63 = IU'||.||r(i)ll sin (— et j Ar(j) = -^e 3 = || 7 1| . || r(j) || sin(-|). C’est bien dire que r est la 
rotation d’ angle — 


Exercice 27.48 W 

On considere un espace euclidien E de dimension n et e une base de cet espace. On note A la matrice du produit 
scalaire dans cette base. Trouver une CNS sur la base e pour que la matrice A soit orthogonale. 


Solution : Si A est orthogonale, f AA = l n , mais comme A est la matrice d’un produit scalaire, elle est symetrique. Done 
A 2 = l n . L’endomorphisme u represente par la matrice A dans la base e est done une symetrie vectorielle. On sait alors 
que E = Ker(w- id) ® Ker(w + id). Si l’on avait Ker(;/ + id) / {OeK H existerait un vecteur x e E tel que u(x) = —x, et en 
notant X la matrice de x dans la base e, on aurait AX = -X. En multipliant a gauche par f X, on aurait f XAX = - f XX < 0, 
ce qui est impossible puisque la matrice A est positive. Par consequent, Ker(u- id) = E et done A = l„ et la base e est 
done orthonormale. Reciproquement, si e est orthonormale, la matrice du produit scalaire dans la base e est l n qui est 
une matrice orthogonale. 


Exercice 27.49 W 

Soit 


fa b E 
A - \ b a b 
\b b a y 


Trouver une CNS pour que A soit orthogonale. Caracteriser alors 1 ’endomorphisme associe a A dans la base canonique. 
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Solution : Le carre de la norme des vecteurs colonnes egale a 2 + 2b 2 . On a done a 2 + 2b 2 - I . Le produit scalaire egale 
b[2a + c). Done b(2a+ c) - 0. A part le cas b - 0 qui donne +I 3 . Sinon, on a b — -2a ce qui donne 9 a 2 - 1 done a — ±| 
etb-+^.En effectuant le produit vectoriel des deux premiers vecteurs colonnes, on trouve bien que 1 ’ endomorphisme 


associe a A dans la base canonique appartient a O* (R) . Pour a — 


- 5 , on a A = - I 2 -1 

3 3 1 


Soit n = (1, 1, 1) on a 


An = n done n dirige l’axe de la rotation. On trouve V angle de la rotation a la trace : e’est it. 

Pour a=\, on obtient V oppose de la matrice precedente ce qui donne la symetrie orthogonale par rapport a n L e’est-a- 
dire le plan d ’equation x + y + z = 0 . 


Exercice 27.50 W 

Etudier P endomorphisme de R 3 euclidien usuel a yant pour matrice 

1 ( 3 1 1 

A = — 1 3 -y/6 

4 l-V / 6 y/6 2 j 


dans la base canonique. 


Solution : Les deux premiers vecteurs colonnes sont normes, leur produit scalaire est nul. Leur produit vectoriel est 
egal au troisieme vecteur colonne. L’ endomorphisme associe a A est done une rotation. Soit d - (1, 1, 0). On a Ad = d 
done d dirige P axe. Le vecteur u - (-1,1,0) e d L et v — Au = On a ur\ v = ^d- Comme u est de norme \J2. 

on a sin Qd = ^ d . 


Exercice 27.51 W 

Etude dans R 3 de P endomorphisme ay ant pour matrice A dans la base canonique, ou 


A = 


1 

a 2 + b 2 + c 2 + d 2 


I a 2 + b 2 -c 2 -d 2 
I 2{bc-da) 

\ 2 {bd + ca) 


2[bc+ da) 
a 2 — b 2 + c 2 — d 2 
2(cd - ba ) 


2{bd- ca ) 

2 [cd + ba) 
a 2 -b 2 - c 2 + d 2 






Solution : Bien entendu, on prend ( a , b, c, d) (0,0, 0,0). On calculele carre de la norme du premier vecteur colonne : Or 
( a 2 +b 2 +c 2 +d 2 ) 2 = (a 2 +b 2 -c 2 -d 2 ) 2 +4(c 2 +d 2 ) 2 +4{c 2 + d 2 ){a 2 +b 2 -c 2 -d 2 ) = ( a 2 +b 2 -c 2 -d 2 ) 2 +4{c 2 +d 2 ){a 2 +b 2 ) = 
( a 2 + b 2 - c 2 - d 2 ) 2 + 4{{bc - da) 2 + ( bd + ca) 2 ) grace a l’egalite (c 2 + d 2 )[a 2 + b 2 ) = [be- da) 2 + ( bd + ca) 2 qui traduit 
Pegalite \[ac+ bd) + [be - ad)i\ 2 = | a + bi\ 2 \c- di\ 2 . On en deduit que la premiere colonne est normee. Un calcul 
analogue montre que la deuxieme colonne est elle aussi normee. 

Le produit scalaire de ces deux premieres colonne egale (a un coefficient [a 2 +b 2 -c 2 -d 2 ) 2 pres) 2[bc+da) ( a 2 + b 2 -c 2 - 
d 2 )+2[bc- da)[a 2 -b 2 + c 2 - d 2 )+4[bd+ ca)[cd-ba) — 4bc[a 2 -d 2 )+4ad[b 2 -c 2 )+4[bcd 2 -b 2 ad+c 2 ad-bca 2 ) = 0. 

Reste a calculer le produit vectoriel 

apres quelques calculs hilarants. 

On est done en presence de la matrice d’une rotation exprimee dans la base canonique. Le vecteur ( b , c, d) est fixe par 
A. II dirige done l’axe de la rotation (si [b, c, d) = (0,0,0), alors A - l;> ). On obtient ainsi tous les axes possibles. On a 

a 2 — b 2 — c 2 — d 2 b 2 + c 2 + d 2 

Tr A - — — — r Done le cosinus de 1 ’angle de la rotation egale - 


(a 2 + b 2 -c 2 - d 2 ' 


r 2[bc+da) ) 

1 2[bd-ca) ' 

j 2{bc-da ) 

A 

a 2 - b 2 + c 2 - d 2 

- [a 2 + b 2 + c 2 + d 2 )\ 2[cd+ba ) 

\ 2 [bd + ca) 


K 2[cd-ba ) J 

+ 

u 

1 

1 


a 2 + b 2 + c 2 + d 2 


a 2 + b 2 + c 2 + d 2 
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Chapitre 


Geometrie affine 


Pour bien aborder ce chapitre 

La boucle est bouclee, tout finit par se mettre en place. Souvenez-vous, au college vous avez fait de la geometrie avec 
des points, des droites des cercles, etc et des transformations. Plus tard, au lycee vous avez travaille avec les vecteurs. Ce 
n’ etait pas commode. Souvenez-vous : un vecteur H etait defini par son origine A et son extremite B ce qui vous permettait 
d’ecrire U = AB. Mais vous pouviez avoir aussi ~u = CD. C’etait un peu deroutant mais vous vous y etes fait. Vous ne le 
saviez pas , mais vous travailliez alors avec des representants de classes d’ equivalences de bipoints. C’etait les fameux 
bipoints equipollents qui semaient la terreur dans les classes de lycee dans les annees 70/80. 

L’ inconvenient de cette demarche c’est que les axiomes n’apparaissaient pas clairement. Si l’on admettait clairement 
l’existence de points, de droites, de plans etc., on admettait les proprietes de conservation des isometries. Et puis quoi 
d’autre ? les axiomes d’incidence ? l’existence des milieux ? et puis ? et puis ? Tout 5a etait un peu flou. 

Cette annee, vous avez suivi la demarche inverse. Vous avez defini les vecteurs. Ce sont des elements d’un espace vectoriel. 
11s ne ressemblent pas toujours aux vecteurs d’antan, certains sont des polynomes, d’autres sont des fonctions, plus ou 
moins derivables, mais bon gre mal gre on peut calculer avec eux comme avec les bons vieux vecteurs d’ autrefois. 

Mais les points ? C’est quoi un point ? 

Eh bien, un point, c’est un vecteur comme un autre ! 

Par exemple, si A et B sont deux points d’un espace vectoriel - c’est-a-dire formellement deux vecteurs - le vecteur AB 
c’est la difference des deux points : B - A. 

C’est un peu deroutant au depart, mais on retrouve toutes les proprietes de la geometrie plane dans l’espace vectoriel K 2 
par exemple. 

28.1 Sous-espaces affines 

Dans tout ce paragraphe E est un K-espace vectoriel. 


28.1.1 Translations 
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Demonstration 


1 Soit xeE. t v o t u ix) = t v [x + u) = x+ u+ v = t u+p (x). Done t v o t u = t u +v- On montre de meme que t u °t v = t u+v . 

2 Evident. 

3 On verifie facilement que les translations sont lineaires. De plus, si u e E, en appliquant les deux points precedents, on 
obtient t u ° t~ u = t- u ° t u = idg et t u est bien bijective. 


Proposition 28.2 O L’ensemble des translations de E forme un sous-groupe de (E) 

L’ ensemble des translations de E forme un sous-groupe commutatif de ( Sl (E). 

Demonstration Soit t u et t v deux translations de E. 11 est clair que t u o - t u o t- v = t u - v est encore une translation de E. 

Par application du theoreme 19.6, on peut affirmer que l'ensemble des translations de E est un sous-groupe de E. 


28.1.2 Sous espaces affines 


Definition 28.2 O Sous-espace affine 

On appelle sous-espace affine de E l’image S’ d’un sous-espace vectoriel F de E par une translation de E. 

S — t u (F) = {u + x | x e F} 

On note alors S' — u + F. On dit que : 

- le sous-espace vectoriel F est la direction du sous-espace affine S ' ; 

- la dimension du sous-espace affine S est la dimension du sous-espace vectoriel F ; 

- une base de F sera appelee ensemble de vecteurs directeurs de S . 


Exemple 28.1 

• Soit u un vecteur de E. Le singleton { u } = to (u) est un sous-espace affine de E de direction {0} et de dimension 0. 

• Si E = IR 2 , u - (1,2), F = Veer ((1,-1)) et S - t u (F) = {u+ f (1,-1) 1 t e IR} = {(1 + t,2- t) \ t e R} alors & est la droite 

affine passant pas (1,2) et dirigee par (1,-1). 

• Si E = IR 3 , u = (1,2,3), F = Veer ((1,2, -4) , (1, -1, 1)) et S = t u (F) = {u+ t (1,2, -4) + t’ (1,-1, 1) | t e IR} = 

) f x — l + r+r^ 1 

(x, y, z) e E | < y - 2 + 2t - t' > alors S' est le plan affine passant pas (1,2,3) et de base ((1,2, -4) , (1,-1, 1)). 

[z = 3-4r + r' J 

• Avec E = < ^' 00 (IR) et S - {/ e E | Vr e IR, f"{t) + /(r) = 1 + t+ t 2 }, S est un sous-espace affine de E de direction 

F = {/GE|/" + / = 0}etsi M :{ “ ^ ^ 1+r+f 2 eE alors 

^= u + F={r^-l+r+r 2 + acosr + p sin r | a , p £ IR} . 

■ Notation 28.2 Ces exemples nous invitent a considerer : 

• les elements d’un sous-espace affine comme des points. On les notera avec des lettres majuscules. (Ex : A, M, ...) 

• les elements de la direction de cet espace affine comme des vecteurs. On les notera avec des lettres minuscules sur- 
montees d’une fleche. (Ex : ~u,~x , ...) 

- Si A et B sont deux points d’un sous-espace affine (e’est-a-dire des vecteurs a et b de E), on leur fait correspondre le 
vecteur AB donne par : AB = B - A {-b- a). 

- Si A est un point d’un espace affine (e’est-a-dire un vecteur a de E) et si ~x e E est un vecteur de E , on leur fait 
correspondre le point note A + ~x (- a + ~ c ) . 



Figure 28.1 - Points-vecteurs 


On a alors les proprietes evidentes suivantes : 
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Proposition 28.3 O Regies de calcul en geometrie affine 



' 

l 

VMeE, \/7?,}7eE, M+(7?+ ~y) = (M+H)+}7 4 Relation de Chasles : 



2 

V(M,P) e E I 2 , 3177 eE:P = M + H. 





En fait : 7c = P - M 

V(A,B, C) e E 3 , 

AC = AB + BC | 


3 

, _»_» o [M+jc=M+y ==> x = y 

V(M,P) e E 2 , V( x , y ) e E 2 , ^ _ S * 

|M+ x =P+ x M = P 





Remarque 28.1 Avec ces nouvelles notations, le sous-espace affine S de E, image par la translation de vecteur 77 e E 
du sous-espace vectoriel FcE, est : 

J^ = A + F 

oil A represente le vecteur 77. Comme A e S, on dit que S' est le sous-espace affine de E passant par A et dirige par F. 
Exemple 28.3 

• Dans E = R 2 , posons A = (1,2) et 77 = (-1, 1). La droite affine passant par A et dirigee par 77 est le sous-espace affine : 
A + Vecf (it). 

• Dans E = R 3 , considerons le point A = (1, 4, 2) et les vecteurs 77 = (1, 0, - 1) et 77 = (1,1,0). Le plan affine passant par 
A et de direction les vecteurs 77 et 77 est donne par : A + Vecf (77,77). 


Lemme 28.4 O 

Si S’ est un sous-espace affine de direction F, alors pour tout point A £ S’ , on a : 

J?=A+F et F={aM|Me^}. 


Demonstration Soit AeS . 

• 11 existe Ao e E tel que : 3F = Ao + F. Comme A e S, il existe 77 e F tel que A = Ao + 77. Soit Me S . II existe 77 e F tel que 
M = Ao + 77 . Done M = Ao + 77 = A- 77 + 77 eA+F car 77 - 77 e F, ce qui montre que Ao + F c A + F. On montre de meme que 
A + FcAo+F et done que S = A + F. 

• Utilisant le resultat precedent : 3P = A + F. Soit Me#. II existe 77 e F tel que M = A + 77. Autrement dit : AM = 77 e F ce qui 
prouve que |aM | M e sj c F. Reciproquement, si 77 e F alors en notant M le point de S tel que M = A+77, on obtient : 77 = AM 
et 1’ inclusion reciproque est prouvee. 


Definition 28.3 V Sous-espaces affines paralleles 

On dit que le sous-espace affine ( S de direction G est parallele au sous-espace affine S de direction F lorsque GcF. 



(a) Sous-espaces affines paralleles (b) Sous-espaces affines supplementaires 

dans le plan 

FIGURE 28.2 - Intersection de sous-espaces affines 


I Remarque 28.2 Dans R 3 , une droite peut etre parallele a un plan, mais il est incorrect de dire qu’un plan est parallele 

a une droite. 
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Proposition 28.5 V Intersection de deux sous-espaces affines 

Soient S et ( fl deux sous-espaces affines de E de direction respective F et G. On suppose que : 

^ 0 

alors S n <S est un sous-espace affine de E de direction F n G. 

Demonstration Comme & n 0, on considere un point Ae^ni S. Montrons que = A + FnG. 

| e | SoifM Comme Me 3F alors AM e F etcomnieMe^ alors AM e G. Done AM e FnG efMe A+FnG. vient :A+w eS 

et A + u £<£ ce qui prouve que A + FnGc^n®. 

0 Reciproquement, si M e A + F n G alors il existe U e F n G tel que M = A + 1 1 . II est alors clair que Mef n <& . existe He E 
tel que B = A + H. Comme A e 3F n <£ , necessairement H = AB e F et H e G autrement dit H e F n G. On prouve ainsi que 
#n^cA+FnG. 

En resume :#'n^=A + FnG. 


COROLLAIRE 28.6 

Soient S et ^ deux sous-espaces affines de E de direction respective F et G. On suppose que : 
(^hT) F et G sont supplementaires dans E 
alors S n ^ est constitue d’un et un seul point de E. 


Demonstra tion 

| Existence] S n <£ est non vide. En effet, si A e S et B e <£ alors comme AB e E ef que E = F ® G alors il existe un unique couple 
(It , H) e F x G tel que : AB = u+v.U vient alors A + u = B - v et le point M = A + "m =B — ~v est done element de S n C S. 

| Unicite \ Appliquant le resultat precedent 3F est un sous-espace affine de E de direction FnG mais F ef G efant supplementaires 
dans E, on a : F n G = 0 ef done S est reduit a un point. 


28.1.3 Barycentres 


Theoreme 28.7 V Fonction de Leibniz, Bary centre 

On considere un systeme de points de E et n reels (oq) isasjn. On forme le systeme de points ponderes : 

Ai . . . A n 

«t ■■■ a n 

On appelle poids du systeme pondere, le reel a = ai H 1 oq,. On considere alors la fonction vectorielle : 

j E — * E 
F: i G — If =| oqGA; 

- Si a = 0, la fonction F est constante ; 

- Si a ^ 0, il existe un unique point G £ E tel que F (G) = 0. Cet unique point s’ appelle le bary centre du systeme 
pondere de points S. Pour un point Q £ E quelconque, on a 

1 n , 

G — O H — Y otf QAj 

a h 



Demonstration Soit O e E .En utilisant les regies de calcul dans un espace affine, pour tout M e E : 

n > 

F (M) = Y- «jMAj 

i=l 

n , „ 

= Y «/ (mo+oa/J 

( n \ + n + 

Y a/ 1 MO + Y ct/OA,- 

= cx/JmO + "f(0) 

Done : 

• Si Z”_| oq = 0, F est constante. 
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Si X”_j a i 7 ^ 0, F est bijective. En effet, si on considere un vecteur ~u e E, on a : 


£ a j MO+ F (O) ■ 


et il existe un et un seul M e E (donne par la derniere egalite) tel que F (M) = Ti . En particulier, il existe et un seul point G e E 
tel que F (G) = 0 et on a bien : 

1 n „ 

G = O H O if DAi . 


Remarque 28.3 

( Ai A 1 

a " ' a" ! avec ^-i= i a,: ^ ® s * et seulement si 


^ a, GA,- = "o 


Ai ... A, 


Remarque 28.4 
Soit 


une famille de point ponderes avec Z” =1 a i / 0 et G le barycentre de cette famille. Alors, G est encore le barycentre de 
la famille 

(A | ... A n \ 


avec, pour tout ie [ 1 , « || , a'. = — - 1 — -. Compte tenu de cette remarque, on peut toujours supposerque la famille ponderee 

(A' ' ' ' A "] verifie Y_'. , a,- = 1. 

lai ... a„ 1 ~ 1 


Theoreme 28.8 O Associativite des bary centres 
Soit 

lAi ... A p Ap+\ ... A n 

^ai ... a p ctp+i ... a n 

un systeme pondere de points de barycentre G. On suppose que 


3i = oq + • • • + ap ^ 0 et p 2 = u p + 1 + • • • + a n ^ 0 


Ai . . . A p 

ai ... a p 


Up+l ■■■ tX n 


Demonstration Soit G e E. On a les egalites : 

Pi GGi + p 2 GG 2 = ai GGi + . . . + (Xp GGi + (Xp+ 1 GG 2 + . . . + (Xn GG 2 

= oq ^GAi +A1G1 j + ... + a p ^GA p + A p Gi j + a p+ i (GA p+ i + A p+ iG 2 j + ... + tx n ^GA„ + A n G n j 

n „ P , P „ 

= ^aiGAi-^GiAi-^GzA; 
i= 1 i= 1 i= 1 


= £a;GA z ="o 


ce qui prouve le theoreme. 
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Definition 28.4 isobarycentre 



On appelle isobarycentre des points (Ai, . 

. ,A n ), le barycentre du systeme pondere 


(Ar . 

■ 


U ■ 

■ 


f 

Definition 28.5 O Segment 

On note [A, B] (segment AB) F ensemble des barycentres : 

[A, B] = {Bar (1 B J ; t e [0, 1]} = {tA+ (1 - t) B | t e [0, 1]} 
On definit le milieu d’un segment [A,B] comme etant Fisobarycentre ( 'J 1 des points A et B. 


Application 28.4 Soient A,B et C trois points de E distincts et non alignes. D’apres la propriete d’associativite du 
barycentre, Fisobarycentre G des trois points A, B et C est le barycentre du systeme pondere 

Gi C 
2 1 

ou Gi est le milieu de [A,B]. C’est done un point de la mediane issue de C. On effectue le meme raisonnement avec les 
deux autres medianes, on montre que G est a Fintersection des 3 medianes. 


Definition 28.6 <2 Partie convexe 

Soit une partie 7? de Fespace E. On dit que cette partie est convexe si et seulement si V(A,B) e 7? 2 , [A,B] c 7?. 



(a) Partie convexe 



Partie non convexe 


Figure 28.3 - Parties convexes 


Remarque 28.5 On montre qu’une partie 7? est convexe si et seulement si : Vn S 1, V(Ai ,..., \ n ) e IR + , e 

e € n , le barycentre G du systeme j est encore dans . 


28.1.4 Repere cartesien 


Definition 28.7 V Repere cartesien 

On appelle repere cartesien de E la donnee d’un couple & = (O, e) forme par un point O de E et une base e — (ei,...,e n ) 
de E. 

• O est appele Forigine du repere 8%. 

• e est appelee la base du repere 


Proposition 28.9 V Coordonnees d’un point dans un repere 

Soit (O, e) un repere de E. L’ application : 


0-i E — 

’ 1 M > — » (ai a„) 

ou OM = Xt = | ®-k e k est un isomorphisme d’espaces affines. Le n-uplet (ai, . . . ,«„) e 1" represente les coordonnees de 
M dans le repere (O, e). 


Demonstration Laissee en exercice a u lecteur. 
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28.2 Applications affines 

28.2.1 Definitions et proprietes 


Definition 28.8 V Application affine 

Si E et E' sont deux espaces vectoriels, / : E — ► E' est une application affine si et seulement si il existe une application 
lineaire L f e «Sf(E,E') telle que 

V(A,^)eE 2 , /(A+ x) = /(A) + L / (x) 

L’ application lineaire L f est appelee application lineaire associee a l’application affine /. Elle est unique. L’ ensemble 
des applications affines est note si (E,E'), et si (E) lorsque E = E'. 


Remarque 28.6 Si / est une application affine, alors 


V(A,B) E E 2 , 


/(A)/(B) = L / (AB) 


Cette remarque permet de prouver l’unicite de Lf car L f est entierement determinee par cette relation. Ainsi : 

VIceE, Lf[x) - /(x) -/(0) 



Theoreme 28.10 V Une application affine conserve l’alignement et le parallelisme 

Soit / : E ^ E' une application affine. 

1. Si — Mp + F est un sous-espace affine de E, alors = /( Mp) + L y (F) : c’est un sous-espace affine de E'. 

2. Si 3P et ( £ sont deux sous-espaces affines de E, & || <£ => II /(^). 

Demonstration 

1. | e | Soit N e fi&l. 11 existe M = Mp + H e & tel que N = /(M). On a de plus He F. Done N = /(Mp + H) = /( Mp) + 

L f (~u) e /(Mp) + Ly (F) . 

a Reciproquement, si Ne /(Mp) + L^(F) alors il existe H eF tel que N = /(Mp) + Ly (~«) = / (Mp + H) etN e f{&). 

2. Supposons que & = Mp + F et <£ = Mg + G ou Mp, Mq e E et oil F et G sont les directions respectives de 3P et'g. Comme & 
estparallele a8,ona:FcG. Avec la relation precedente, il vient : 

/(^) = /(Mp)+L / (F) et fm=f(M G )+L f [G) 
mais comme FcGet que L j- est lineaire, on a : L f (F) c Lp (G) done f est parallele a f tlS) . 


Theoreme 28. 1 1 V Une application 
Soit / : E >-<• E' une application affine. 

nul. Si G est le barycentre du systeme 
f/(Ai) ... /( A n )\ 


l at 


Autrement dit : 


affine conserve les barycentres 

( Ai A n \ 

" un systeme pondere de points de E de poids 
(Xi ... (X n J 

pondere S, alors le point /(G) est le barycentre du systeme pondere 


nan- 
s' = 


/ 


r n 

E a i A i 


\i = 1 


i= 1 
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Demonstration : Cela revient a prouver, d’apres la remarque 28.3, que Z" =1 a,/ (G) / (A,-) = 0 . Mais : 

G est le barycentre du systeme pondere S 
n + _ 

<==> ^cqGA,- = "o 

i=l 

n , _ 

<=> ^ a,- LU GA; = 0 car L j est lineaire 

<=> fa,/(G)/(A,)='0 

(=1 


d’ou le resultat. 


Theoreme 28.12 T Expression matricielle d’une application affine. 

Soient deux espaces vectoriels reels E et E'. Soit 58 = (O, b) un repere cartesien de E et 58' = (O', //) un repere cartesien 
de E', et / : E >-*■ E' une application affine de partie lineaire l.y. Si X est la matrice des coordonnees d’un point A dans le 
repere 58 et X' la matrice des coordonnees du point /(A) dans le repere 58', si L est la matrice de F application lineaire 
L f dans les deux bases b et b ' et si T est la matrice des coordonnees du point /( O) dans le repere 58', alors : 

| X' - Z + LX~| 


Demonstration On a ; / (A) = / (Q) + L ^ (nAj ou encore : f (O) / (A) = Lj- (oAj . Les coordonnees du vecteur f (O) / (A) dans la 
base b f sontX ' -Z. Celle de Lf ^GAj dans la meme base sont : LX d’ou 1’egalite. 


Remarque 28.7 Dans K 2 , si M[ ^ et /(M) l es formules d’une application affine sont de la forme : 


\y 


{ X -a + ax+by 
Y -f> + cx+dy 


Theoreme 28.13 V Caracterisation des isomorphismes affines par leur partie lineaire 

1 . Si / : E >-*■ E' et g : E' >-► E" sont deux applications affines, alors g o f est une application affine de partie lineaire 
Eg ° L/ ; 

2. (/ est bijective ) <==> (L f est un isomorphisme) ; 

3. Si / : E >-► E' est une application affine bijective, alors f~ l est une application affine de partie lineaire Iy i = 

CL/)" 1 - 


Definition 28.9 T Isomorphisme affine, automorphisme affine 

1. Si une application affine / e^/ (E,E') est bijective, on dit que c’est un isomorphisme affine. 

2. Si E = E', on parlera d’ automorphisme affine, Fensemble des automorphismes affines est un groupe note 

(E),o), appele groupe affine de E. 


28.2.2 Translations affines 


Definition 28. 10 T Translations affines 

Si ~u est un vecteur de E on definit la translation r— de vecteur 7t : c’est F application 

_ J E — * E 
T “ : t M — ► M + H 

Une translation est une application affine de partie lineaire idi;. 
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Theoreme 28.14 O Groupe des translations affines 

1. Une application affine de E vers E est une translation si et seulement si sa partie lineaire est Tidentite. 

2. t- = id E . 

3. Pour tout ~u,~v e E, t— t— = t— + — . 

4. Pour tout «eE, tZ 1 = x_— . 

5. L’ ensemble ST (E) des translations est un sous-groupe du groupe affine (E) , o). 

Demonstration 

1. Le sens direct est clair. Reciproquement, si f est une transformation affine telle que Lp = id alors, fixant Ae E et notant 
B = / (A), u = AB, on a, pour tout M = A +~u £ E : / ( M) = / ( A) +1? = B + ~? = A+AB + "? = M + Ti. f est done la translation 
de vecteur ~u . 

2. Facile. 

3. Pour tout M e E, on a : 

T H ° T "v 1M) = T H (M + ~v) = M + Ti + U = t— + — (M) 

4. Utilisantla relation precedente. on a : = t— = id E . Dememe = id E . Done t— est bijective dereciproque : 



5. Soient ~u,~v £ E. On verifie facilement que 

T 7i ° 1 =T lt° T -7 =T 7i-7 eSr 

ce qui prouve que ST (E) est un sous-groupe de FSd (E) ,o). 

28.2.3 Homotheties 

Definition 28.1 1 ^ Homothetie 

On dit qu’une application affine est une homothetie affine de rapport a e IK \ {0, 1} si et seulement sa partie lineaire est 
egale a aid. 

Theoreme 28.15 O Groupe des homotheties-translations 

1. Une homothetie affine / de rapport a £ R \ {0, 1} possede un unique point fixe QeE (centre de Thomothetie) et 

VM e E, n/(M) = aQM 

2. L’ ensemble des homotheties-translations JT’ST (E) est un sous-groupe du groupe affine IfSsi (E) ,o). 

Demonstration 

1. Soit Ae E. Posons B = / (A) et considerons Q. = A + ~u oiilt eE. On a la serie d’ equivalence : 

O est un point fixe de / 

<=> / (f2) = n 

<=> /(A + 7f)=A + "n 

B + a7l =A + ~ti 

<==> H = AB 

1-a 

Par suite, f admet un unique point fixe donne par O = A + AB. 

2. Voir 1 ’exercice 28.2 page 1114. 

28.2.4 Projections et symetries affines 

Definition 28.12 O Projection affine 

Soit & un sous-espace affine de E de direction F et G un supplementaire de F dans E. Soit MeE. D’apres la proposition 
28.6, il existe un unique point M' e ^ n (M + G). On appelle projection affine sur ■'¥ parallelement a G l’application 
p : E — *■ E qui a M e E associe le point M' ainsi construit. 

De plus, p est une application affine et son application lineaire associee est la projection de E sur F parallelement a G. 
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h( M) 


M' /t(M') 


Figure 28.5 - Homothetie affine 


Demonstration Montrons que p est une application affine. Soient M,N e E ef soit M' = p(M) et N' = p(N). Notons ~p la 
projection de E sur F parallelement a G . On a : 

MN = MM' + M'N' + N'M = M'N' t MM' + N'M 
eF eG 

done ~p ^MNj = MM' = p (M) p (N) ce qui prouve le resultat. 

Definition 28. 13 O Symetrie affine 

Soit & un sous-espace affine de E de direction F et G un supplementaire de F dans E. Soit M e E et p la projection 
affine de E sur & parallelement a G. II existe un unique point M'eE tel que p (M) soit le milieu de [M,M'] . On appelle 
symetrie affine par rapport a & parallelement a G 1’ application s : E — ► E qui a M £ E associe le point M' ainsi construit. 
De plus, s est une isometrie affine et son application lineaire associee est la symetrie de E par rapport a F parallelement 
a G. , 

Demonstration s est bien deSnie car M' est caracterisee par MM' = 2Mp (M). Montrons que s est affine : soient M,N e E et soit 
M ' = s (M) et N' = s (N) . Notons ~s la symetrie de E par rapport a F parallelement a G . On a : 

MN 


done 

7(mn| 


ce qui prouve le resultat. 

28.2.5 Points fixes d’une homothetie affine 


= Mp (M) + p (M) p (N) + p (N) N 
= p (M) p (N) + Mp (M) + p (N)N 
eF eG 


= -Mp(M) + p(M)p(N)-p(N)N 
= M'p (M) + p (M) p (N) + p (N) N' 

= m'n' 

= s|M|si 


Lemme 28.16 Points fixes d’une application affine 

Soit une application affine / : E >->■ E. On note 

Fixf /) = {M e E | f(M) = M} 

l’ensemble des points fixes de /. Alors lorsque Fixf/) n’est pas vide, e’est un sous-espace affine de E de direction 
KerfLp - id). 

Demonstration Soit D £ Fix(/). Posons F = joM | M e Fix(/)|. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E. Nous aurons 
ainsi prouve que Fix(/) = E2 + F est un sous-espace affine de E. 

- F ^ 0 car 0 = DO e F. 

- Soient a, (5 e R et soient ~u,~v e F. II existe alors M,N e Fix(/) tels que H = QM et ~v = ON. Remarquons que Lf (It) = 
Lp (dm) = OM = "it . De meme : Lp (IT) = ~v . On a : au + p"? e F. En effet, posant P = O + du +plT, 

/( P) = /( O) +L^ (alt +P"F) = O + aTt +plt = P 

done alt + pi? = OP avec P e Fix(/). 
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F est done bien un sous-espace vectoriel de E. 


Theoreme 28.17 O Factorisation d’une application affine 

Soit une application affine / : E >-► E, et un point QeE. Alors il existe une translation t et line application affine g tels 
que f = tog , avec Q qui est un point fixe de F application affine g : g(O) = O. 

Demonstration Si f a dmet un point fixe alors f est la composee d’elle meme par la translation de vecteur nul. Si f n ’a dmet pas 
de point fixe alors en GxantAeE etposant B = / (A), on a ; B et u = AB ^ 0. La composee g= t- u of verifie : 

t- u o / (A) = f_ u (B) = B + BA = A 

done elle admet un point fixe, g est de plus affine comme composee de fonction affine et on a : f = t u o g comme voulue. 


28.3 Isometries affines 

28.3.1 Definitions et proprietes 

On considere un espace euclidien, muni d’un produit scalaire note (. | .) et de la norme euclidienne associee notee ||.||. 
Etant donnes deux points (A,B) e E 2 , on definit la distance entre ces points par : 

d (A, B) = || AB|| 


Definition 28. 14 O Isometrie affine 

Soit / : E >-*■ E une application. On dit que e’est une isometrie affine lorsqu’elle conserve les distances : 

V(A,B) e E 2 , d(/(A),/(B)) = d(A,B) 


Theoreme 28.18 O Caracterisation des isometries 

Une application / est une isometrie si et seulement si / est affine et sa partie lineaire L f est un endomorphisme 
orthogonal. 

Demonstration Fixons Ae E. Pour tout MeE.ona: /(M) = / (A) + Lp (am| ou Lp est donnee par : Lf (am| = /(A)/(M). Du 
fait que f conserve les distances, on tire : 

IvJam) I = | / (A) / (M) | = d(/(A),/(M)) = d (A, M) = ||am|| . 

Montrons que Ly est lineaire et qu ’elle preserve le produit scalaire. 

1 Soientfi ' ,~u e E. On peut supposer que ~u = AM ef ~v = AN avec M,N e E. On a done : 

L / (u)-L / (lt)=/(A)/(M)-/(A)/(N)=/(N)/(M) 


Utilisant 1 ’egalite de polarisation 27.1 : 


on obtient : 





i d L / ( « ) if - »l/ { -) r - | L / { ») - L/ m » 2 ) 

i(|»M7|-|7OT7afi|) 
i(HMHI-|H|) 
i(|«| + |T||-|T-T||) 


Done L p preserve le produit scalaire. 

2 Soite= fe n ) une base orthogonale deE et soit ~u eE. Comme Ly preserve le produit scalaire, la famille^Lpfe j.)]^ 

est encore orthogonale en vertu de la proposition 27 .6. Soit : v = ^ ~v if- avec pour tout k e [1, n\, ctfc = ("r | ~e fi). 

Comme la famille (Ly [~e ,-)j est une famille orthogonale : 

L f {~v) = E ( L / PH I L / fe ki) L / fe k) 

k= 1 
n 

= e i /t) l / r® l) 

k=l 
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On a ainsi montre que : 


( n \ n 

E a k~e k = E a fc L / k) 

k = 1 / fc=l 

On en deduit facilement que Lp est lineaire. 

3 En resume f est une application affine et sa partie lineaire Lp est un a utomorphisme orthogonal. 


28.3.2 Projections et symetries orthogonales, reflexions 


Definition 28.15 V Projection, symetrie affine orthogonale, Reflexion 
Soit & un sous-espace affine de E de direction F et G un supplemental de F dans E. Soit p et s la projection et la 
symetrie affine de E sur & parallelement a G. Si G est le supplementaire orthogonal de F dans E, on dit que : 

- p est la projection affine orthogonale sur 

- .s' est la symetrie affine orthogonale par rapport a . 

Si de plus, & est un hyperplan affine de E (c’est-a-dire une droite dans le plan ou plan dans l’espace) alors on appelle 
reflexion la symetrie affine orthogonale par rapport a & . 


Proposition 28.19 

Une symetrie affine est une isometrie si et seulement si elle est orthogonale. 


Demonstration Supposons que s est la symetrie affine par rapport a^ de direction F parallelement a G (E = F ® G). On a la serie 
d’ equivalence : 

s est une isometrie 

<=> L’ application lineaire associee a s : L 5 est orthogonale 
<=> F et G sont supplementaires orthogonaux 
<=> s est une symetrie orthogonale 

| Remarque 28.8 On en deduit que les reflexions sont des isometries. 


— 
Definition 28.16 V Hyperplan mediateur d’un segment 

Soient A,B e E deux points distincts de E. L’ ensemble : 

A 

J^={MeE | d (M, A) = d (M,B)} 


est un hyperplan affine de E appelee hyperplan mediateur du segment [A, B] . 
De plus, est orthogonal a [A, B] et passe par le milieu I de [A,B]. 

> 


Demonstration II est clair que I e Jlf. Notons H = VecfAB . H est clairement un hyperplan de E. Montrons que Jif = I + H ce 
qui prouvera la proposition. 

Pour tout MeE.ona; 

||ma|| 2 -||mb|| 2 = o 

<=> ^MA - MB | MA + MB j = 0 
<=> (AB | 2MI + LA + Lb) = 0 

<=> (ab | im] = 0 

Done : 

[^1 Si M e I + H alors IM e H et (ab | Im] = 0 done : d (M, A) = d (M, B) etMe JffC . 

|E] Si Me H alors (ab | Im] = 0 et M = I + IM e I + H. 

Proposition 28.20 

Etant donnes deux points A,B e E distincts ; il existe une unique reflexion s telle que s(A) = B et s(B) = A. 

Demonstration Soit Jff 1 ’hyperplan mediateur du segment [A, B] . La reflexion associee r echange A et B. Supposons que r' soit 
une autre reflexion qui echange A et B. Notons Jif' son hyperplan. Alors Jff' est orthogonal a AB. Par unicite du supplementaire 
orthogonal, la direction de Jif’ 1 est H = Vect^ABj . De plus, le milieu I de [A,B] e Jtf r . Done = I + H = 3^ . On en deduit que 
r = r' . 
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Definition 28.17 Deplacement 

On dit qu’une isometrie affine est un deplacement lorsque sa partie lineaire est une isometrie vectorielle directe : 
L/eSOCE). 


28.3.3 Deplacements du plan 


Definition 28.18 V Rotation affine dans l’espace 

On appelle rotation tout deplacement de Fespace admettant au moins un point fixe. 


Theoreme 28.21 Classification des deplacements du plan 

Soit / : E 2 E 2 un deplacement, alors 

1. Si Lf = id, / n’admet aucun point fixe et / est une translation ; 

2. Si Lf •£ id, / admet un et un seul point fixe Q £ E 2 et / est une rotation : 

• Lf est une rotation vectorielle r<) . 

• VMeE 2 , /(M) = n+r e (QM) 


Demonstration Les translations et les rotations affines sont des deplacement du plan. Reciproquement, si f est un deplacement 
du plan, par application du theoreme ??, Lf est une rotation vectorielle du plan d' angle 0 e R. Si 0 = 0 [2jt] alors Lf = id ef 
en appliquant le theoreme 28.17, f est une translation. Sinon, alors montrons que f admet un point fixe. En Gxant un repere 
orthonormal direct dans le plan (O, i, j) et en notant dans ce repere : 

• [x, y) les coordonnees de M e E 2 

• (x',j/) celles de f (M) 

• (a, P) celles de f (O) 
on a : 

M est un point fixe de f si et seulement si f (M) 


mais 


1 

car 0^0 [2jt] . Le systeme precedent admet done une et une seule solution et f admet alors bien un point fixe note A. f est done de 
la forme : VM eE, / (M) = A + rg ^AMj et c ’est bien une rotation du plan. 

Corollaire 28.22 Description des rotations affines dans le plan "] 

/ est une rotation affine du plan E 2 si et seulement si : 

1 / admet un point fixe O £ E 2 . 

2 Lf — I'g ou if est la rotation vectorielle d’ angle 0 e K. 

Autrement dit, pour tout M £ E : 

/(M) = n+r e (oM) 


y i _ tod I cos0 -sin0Wx 

y'J _ lP/ + lsin0 cos0 J ty 

= M e’est-a-dire si et seulement si, utilisant la relation matricielle precedente : 


(1 - cos0) x + sin0y = a 

-sin0x+ (1 - cos0) y 


L-cos0 sin0 
-sin0 l-cos0 


- 2 -2cos0 ^ 0 


28.3.4 Deplacements de l’espace 

Definition 28.19 Rotation affine dans l’espace 

On appelle rotation tout deplacement de Fespace admettant au moins un point fixe. 


Proposition 28.23 7? Description des rotations affines dans Fespace 

Soit / : E 3 >-*■ E 3 une rotation differente de Fidentite. Alors : 

1 Lf = re ou re est une rotation vectorielle de Fespace d’angle 0 £ K et d’axe D. 

2 - Fix (/) est une droite affine de direction notee D. 

3 Soit Jf? un plan affine de direction H = D 1 . D’apres la proposition 28.6, Jfn £) est un singleton. Notons O son 

element. Alors : est stable par / et est une rotation affine du plan de centre Q. 
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Demonstration 

1 Notons A un point fixe de f. f etant un deplacement de l’espace, pour tout M e E, on peut ecrire : 

/(M) = A + Ly (qm) 

avec Lj- e 03(R). Par application du theoreme 27.36, il existe un axe vectoriel D de l’espace tel que Ly est une rotation 
vectorielle d’axe D d’angle 0 e IR. Cet axe D est forme de vecteurs invariants pour Ly. 

2 Plus precisement, si f id, on a : D = KerfLy - id). D'apres la proposition 28.16, Fix(/) est un sous-espace affine de E de 
direction Ker(L y - id) , il vient alors Fix (/) = A + D = S>. 

3 Soit ~u un vecteur unitaire engendrant D. Les points de Jff sont caracterisees par : 

MeJff <=> |nM | "u j = 0. 

On verifie alors facilement que f e ; Soit M e Jff. On a done : (OM | H ) = 0. Mais 

(n/(M)| 7 i) = (/P/(M)|«) 

= ^(QMjlLyP)) 

= (dm I'm] 

= 0 

car Ly e E3 . Done f (M) e et Jff est stable par f. 

Il est clair que, f etant une isometrie de E3 , /j j^> est une isometrie de M 1 . Montrons qu 'elle est directe. Soit ~u e D un vecteur 
unitaire orientant D. Ce vecteur etant normal a il oriente ce plan. Completons le vecteur ~u en une base orthonoimale 
directe [u,U , ~u’) de E3 en sorte que (IT, I?) forme une base orthonormale directe de M 1 . la matrice de Ly dans cette base 

est de la forme : R = etouS est la matrice de Ly^. On a done, f preservant P orientation : l = detR=detS et 

est une isometrie directe du plan Jif .D’apres le theoreme 28.21, on en deduit que : est une rotation affine du plan Jff 

de centre O. 


Lemme 28.24 V 

Soit / une rotation d’axe @ de direction D et soit It e D 1 alors t— o f est encore une rotation d’axe de direction D. 


Demonstration II suffit pour prouver le lemme de montrer que t-p ° f admet au moins un point fixe. Considerons Jff un plan 
affine de direction H = . Comme dit dans la proposition 28.23, si fl est le point d' intersection de et ffi, est une rotation 

affine du plan 7PP de centre fl. Comme ~u e D -1 ", on verifie facilement que t-g o est une isometrie directe de et que ce n ’est 
pas une translation de . D’apres le theoreme de classification des deplacements 28.21 du plan, on en deduit que t-p o /j H est une 
rotation affine du plan Jf? et done qu’elle admet un point fixe dans . Ce point fixe est aussi un point fixe de t-p of ce qui prouve 
le resultat. 



M 


Figure 28.6 - Vissage 


Definition 28.20 Vissage 

Soit / : E 3 >-► E 3 une application affine, une droite affine de E 3 de direction II , 0 e K et u e D un vecteur de D. On dit 
que / est un vissage d’axe 9/1, d’angle 0 et de vecteur It si et seulement si / est la composee de la translation de vecteur 
u et de la rotation affine d’axe @ et d’angle 0 .. 
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Remarque 28.9 On determine l’axe 92> d’un vissage / par la condition : 


3> = {M £ E | M/(M) e D} 


Theoreme 28.25 V Classification des deplacements de l’espace 

Soit / : IR 3 >->• K 3 un deplacement de l’espace E 3 . On note Fix(/) T ensemble des points invariants par / : 

Fix(/) = {MeE 3 ( /( M) = M} 

1 . Lf = id : / est une translation ; 

2. L f ^ id, alors Lf est une rotation vectorielle d’axe D = Vect( d ) et d’ angle 0 ; 

(a) Si Fix(/) ^ 0 alors Fix(/) est une droite affine @ de direction la droite vectorielle D. On dit que / est une 
rotation affine d’axe @ et d’ angle 0 , 

(b) Si Fix(/) = 0 , alors / est la composee d’une rotation d’axe Q> (droite de direction D) et d’une translation 
de vecteur It e D. On dit que / est un vissage d’axe 3>, d’angle 0 et de vecteur 77. 


Demonstration Les translations, les rotations et les vissages sont des deplacements du plan. Reciproquement, supposons que 
f est un deplacement du plan, et montrons que f est une de ces 3 application. Si f admet un point fixe alors f est une rotation. 
Sinon, si f n 'admet pas de point fixe, alors d’apres le theoreme de factorisation d’une application affine 28 . 17 , 11 existe 77 e E tel 
que g = t-jf o / soit une application affine a vec au moins un point fixe. Si Lg = id est alors f est la translation de vecteur 77 . Sinon, g 
est, par definition, une rotation. Notons 3> son axe, D la direction de & et H le supplemental orthogonal de D dans E. II y a deux 
possibilites : 


dans quel cas f = f_-j o g est un vissage d' axe 3). 

et It = I7[ + U 2 e D ®-*- H. II vient f = f_— o o g mais d’apres le lemme 28.24, f_— o g est une rotation d’axe 
3' de direction D car «-> e H = D- 1 -. Comme 77[ e D, / = t_jg o og est une rotation siH[ = 0 et un vissage sinon, dans les 
deux cas d’axe 3>' . 


• Soit 77 e D 

• Soit It D 


28.4 Similitudes 


Definition 28.21 V Similitude 

On appelle similitude une application / : E >-*■ E telle que V(A,B) e E 2 , d(/(A),/(B)) = kd(A,B) ou k e IR*. Le reel k 
s’appelle le rapport de la similitude. 


| Remarque 28.10 Une homothetie affine est une similitude, une isometrie affine est une similitude de rapport 1. 

Remarque 28.11 On montre que / est une similitude de rapport k si et settlement si / est une application affine de 
partie lineaire Lf verifiant : 

VxeEJ|L / Oc)||=k||*|| 

c’est-a-dire que Lf - ku avec u e 0(E). 


Proposition 28.26 Groupe des similitudes 

L’ ensemble des similitudes forme un sous-groupe du groupe affine. 


Definition 28.22 V Similitude directe 

On dit qu’une similitude / est directe (resp. indirecte) si det(Ly) > 0 (resp. det(l.j) < 0). L’ ensemble des similitudes 
directes forme un sous-groupe du groupe des similitudes. 


Theoreme 28.27 9? Proprietes des similitudes directes 

Soit une similitude directe du plan 81 . Alors : 

1. / conserve les angles orientes : Pour trois points (A,B,C) de 82 avec A ^ B, A / C, Tangle 
Z(/(A)/(B),/(A)/(Q) = 4AB.AC). 

2. / multiplie les aires par k 2 : Si (ABCD) est un parallelogramme, si (/(A) /(B)/(C)/(D)) = k 2 si (ABCD). 
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/(C) 


/(B) 


/(D) 




(a) Conservation des angles (b) Multiplication des aires par k 2 

Figure 28.7 - Similitudes directes 


Theoreme 28.28 Classification des similitudes directes du plan 

Soit une similitude directe du plan <§2 de rapport k. 

1. Si k = 1, alors / est une isometrie affine (translation ou rotation). 

2. Si k / 1, / possede un unique point fixe Q et il existe une rotation affine r^.e de centre Q, d’ angle 0 et une 
homothetie affine de centre Q et de rapport 1c telles que 

/ = hn,k 0 rn,e = rn,8 0 


Proposition 28.29 Representation complexe d’une similitude directe 

En identifiant le plan avec C, une similitude directe de rapport k et d’angle 0 correspond a une application : 


/: 


C 

z 


— € 

' — ► az+b 


ou a = ke l 0 et b eC. 


COROLLAIRE 28.30 

Etant donnes deux segments du plan, [A,B] et [C,D], il existe une unique similitude directe / telle que /(A) = C et 
/(B) = D. 
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28.5 Exercices 


28.5.1 Sous-espaces affines 

Exercice 28.1 

On considere une partie non vide & d’un espace affine de dimension finie 8. Montrer que 8P est un sous-espace affine 
de 8 si et seulement si pour tous points disdncts A, B £ S’ , la droite (AB) est incluse dans 8P . 


Solution : 

| => | Supposons que S' est un sous-espace affine de 8 de direction F. Soient A,B deux points distincts de & et M un 
point de (AB). Alors il existe a e K tel que AM = aAB. Mais alors M = A + «AB e S r car AB e F. Done (AB) c S . 

| <= | Supposons que pour tout couple (A, B) de points distincts de S' , on a (AB) c S' . Montrons que S' est un sous-espace 
affine de 8. Soit Aef et F = j AM | M e sj . II faut montrer que F est un sous-espace vectoriel de 8. Soient 77 = AM, 

77 = AN e F et a £ IR. Soit P eS tel que P = A + a77. Alors P est element de la droite (AM) et comme cette droite est 
incluse dans S ; , P e S' . Done a 7 7 e F. Soit Q e 8 tel que Q — A + 77 + 77. On sait que M,N e S done (MN) cF et 
plus particulierement, le milieu I de [MN] est element de S' . Mais comme AMQN est un parallelogram me, I est aussi 
le milieu de [AQ] Done Q e (AI) et on a bien Q e S' ce qui prouve que 77 + 77 e F. Alors F est bien un sous-espace 
vectoriel de E et S est un sous-espace affine de 8. 


28.5.2 Applications affines 

Exercice 28.2 7? 

On considere un espace affine 8 . Soit h une homothetie de centre Q et de rapport a ^ 0, 1. Soit t la translation de 
vecteurli. Determiner la nature des applications t o h et ho t. 

Solution : 

- On note \|/ = to h. Alors pour tout M e 8, \|/ (M) = D + fcOM + 77. Cherchons les points fixes de ip. On a \|/ (M) = M si 
et seulement si CM = jr^77. Notons alors <i) le point de S verifiant Dm - jr^Tl. C’est l’unique point fixe de \|/. De 
plus, la partie lineaire de \|/ est donnee pour tout i eE par i|/ (7c J = lex . Done i|/ est l’homothetie de centre <>) et de 
rapport k. 

- On considere maintenant tp = to h. Pour tout Me <?, ip (M) = D + kQM + k~u. M est un point fixe de tp si et seulement 

si QM = Notons <>) le point de 8 ainsi defini. La partie lineaire de tp est 7p donnee pour tout 7c e E par 

7p (7c ) = /cTc . On reconnait que cp est l’homothetie de centre <>) et de rapport k. 

Exercice 28.3 7? 

1. Soient A, B et C trois points alignes (C A) du plan affine. Soit 77 un vecteur non nul de la droite qu’ils 
definissent. II existe a e IR tel que AB = a77. Le reel a est appele mesure algebrique et est note AB. II depend 
evidemment du choix de 77. Montrer que ce n ’est pas le cas du rapport AB/AC. 

2. Soient d,d' , d" trois droites para Idles du plan affine (djt d') et @ | , @2 deux droites du plan affine non paralleles 

a d. Pour i = 1,2, on pose A ; = ©,■ n d. A'. = 3>i n d' , A"S = n d" . 

(a) Demontrerle theoreme de Thales : 

MA* ~A^[ 

AjA^ A 2 A 2 
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(b) Demontrerla reciproque du theoreme de Thales : Si lie@i verifie 


AiB _ A 2 A" 

A^ 


alors B e d" (et B = A " ). 


Solution : 

1. Soit 77' u n autre vecteur directeur de la droite deftnie par les trois points. II existe cn, a', (’>,(’/ e P tels que AB = 
alt — a'77' et AC = (>77 = (V77'. Comme ~u et~u sont non nuls et colineaires, il existe y e P* tel que 77' = y77. 
Alors a'y - a et p'y = (). II s’ensuit que a'/()' = a/p et on a prouve que le rapport AB / AC est independant du choix 

de 77. 

2. (a) On considere p la projection sur @ 2 parallelement a d. On note ~p la projection vectorielle associee. On 

sait que comme Ai, A' et A" sont alignes, il existe ae U tel que A | A'' = aAiA' r De plus, a = A|A''/A| A' 
(AiA'j / 0 car d'). Mais comme d, d! et d" sont paralleles, p (Ai) = A 2 , p (A'jJ - A' 2 et p (A") = A 2 . De 
plus 

A^A" = p (XS) = (XS) = 

et on a aussi a = A 2 A' 2 IA 2 A' 2 ce qui prouve le theoreme de Thales. 


(b) Supposons que B e 2>i verifie 


AiB A 2 A' 2 ' 
A, A' A 2 A' 2 


alors avec les notations precedentes 


— . AiB — r A 2 A 2 — r A i A '/ — r — r, 

AiB = — ! — A| A, = - A, A] = - A, A, = A, A" 

AiA; A 2 A; AiA; 


et B - A" 


Exercice 28.4 W 

1. Prouver que la composee de deux homotheties de centres respectifs A | et A 2 (Ai / A 2 ) et de rapports k\ et fc 2 
est une homothetie de rapport Ay k 2 et de centre aligne avec Ai et A 2 . 

2. En deduirele theoreme de Menelaiis : Soient ABC un triangle et A', B', C' trois points du plan tels que A' e (BC), 
B' e (AC) et C' e (AB). Alors A', B' et C' sont alignes si et seulement si ils verihent 

A^ B'C C/A _ i 
A'CB'AC'B 


Solution : 

1. Soit M un point du plan. Alors M' = hi (M) = Ai + A:iAiM et 

h 2 ° h\ (M) — h 2 (M'j — A 2 + Aj 2 A 2 M' — A 2 + k 2 |a 2 Ai + AiM' j — A 2 + k 2 A 2 A\ + k\ Ar 2 AiM 

et on reconnalt que h\ o h 2 est V homothetie de centre A 2 + k 2 A 2 A\ et de rapport k\ k 2 . Il est clair que A 2 + k 2 A 2 A\ 
est un point de (AiA 2 ). 

| | On suppose que A', B' et C' sont alignes. On considere 1 ’homothetie h\ de centre A' et de rapport A'B/ A'C, 

l’homothede h 2 de centre B' et de rapport B'C/PAA et I’ homothetie h 2 de centre C' et de rapport C'A/C'B. Alors 
h\ (C) = B, h 2 (A) - C et h 2 (B) = A done si h-h 2 o hi ° h 2 , h{ A) - A. De plus, d’apres la premiere question, 
h 3 o hi est une homothetie de centre Q sur la droite (A'C') et done h est aussi une homothetie de centre sur la 
droite (QB') . Comme A', B\ C' sont alignes, ce centre est sur (B'C') . Done il ne peut etre egale a A. On en deduit 
que h = id. Le rapport de h est done 1. Mais il vaut aussi =. = .= d’ou l’egalite. 

| <= | Reciproquement, on considere les memes trois homotheties de la question precedentes. Comme 
= . = .£7A - i on a a nouveau h = id. Done hi o h 2 — 1C 1 . Mais h A 1 est l’homothede de centre C' et de 

A'C B'A JAB ’ 3 3 

rapport C'B/C'A et le centre de l’homothede hi ° h 2 est sur la droite (A'B'). On en deduit que les points A', B' 
et C' sont alignes. 
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Exercice 28.5 

Soit D et D' deux doites secantes en O. Soit A et B deux points fixes sur D. On considere M et N sur D' tels que (AM) 
et (BN) sont paralleles. (BM) et (PN) sont paralleles. 

Demontrer que le point P reste fixe lorsque M se deplace sur la droite D (pivee de O ). 

Solution : C’est un exercice emprunte a i in manuel de seconde. II peut se traiter avec le theoreme de Thales. 



Or, avec notre nouveau vocabulaire, le theoreme de Thales s’enonce : Les projections sont des applications affines. 

On considere done p\\ la projection sur D' parallelement a (AM) et j)\>, la projection sur D' parallelement a (BM) . p\>, o p M 
est une application affine qui laisse la droite D invariante. Done la (double) restriction /m de p\>, o p M a D est affine. On 
a /m(A) = B et /m(O) = O. Done toutes les /m sont egales sur un repere affine de D, done elles sont toutes egales entre 
elles et done /m (B) = P quelle que soit la position de M, ce qu ’il fallait demontrer. 

Exercice 28.6 V 

Soit ABC un triangle. On choisit un point Mo appartenant a [ABJ. 

• La parallele a [AC] passant par Mo coupe /BCJ en Mi . 

• La parallele a [ABJ passant par Mi coupe [AC] en M2. 

• La parallele a [BCJ passant par M2 coupe [ABJ en M3 . 

• La parallele a [AC] passant par M3 coupe /BCJ en M4. 

• Laparallelea [ABJ passant par M4 coupe [AC] en M5. 

• La parallele a [BCJ passant par M5 coupe JAB J en Mg. 

Demontrer que Mo = Mg. Demontrer que les triangles M1M3M5 et M2M4M6 ont la meme a ire. 

Solution : 


Mi 


M 4 


c 

On peut demontrer que Mo = M6 en udlisant la propriete de Thales. II estplus confortable de remarquer que T application 
M i >-► M; + 1 par une projection oblique, done affine : par composition, T application Mo i -> M6 est une transformation 
affine de la droite (AB). On verifie facilement que les points A et B sont invariants, done Mo >-► Mg est T identite. 

II est simple de demontrer que les triangles M1M3M5 et M2M4Mg ont la meme aire dansle cas ou A0B0C0 est un triangle 
isocele rectangle en Ao. II suffit de regarderla symetrie orthogonale par rapport a la mediatrice de [BC] . Maintenantil 
existe une (unique) transformation affine qui tansforme le repere affine (Ao,Bo,Co) en (A,B,C). Cette transformation 
multiplie les aires par un facteur constant : la valeur absolue du determinant de 1 ’application vectorielle a ssociee. C’est 
le jacobien. Done en fin de compte, les aires sont egales. 
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Exercice 28.7 

On considere une application affine f \S — ► 8 telle qu ’il existe /ieN' pour lequel f n = id. Montrer que f a dmet un 
point fixe. 


Solution : SoitAeS. Notons G l’isobary centre des points A, /(A), f n 1 (A). Alors f { G) est l’isobarycentre des 
points f (A), f 2 (A), . . f n (A) - A et done f (G) = G. 


Exercice 28.8 W 

Soit f : 8 — ► 8 une application affine. Montrer que : 

1. f est une projection si et seulement si f of = f. 

2. f est une symetrie si et seulement si f of = id. 


Solution : 

1. On note f 1’ application lineaire associee a f, F la direction de ImF etG- Ker / . 

| => | Si f est une projection affine alors f est une projection vectorielle sur F parallelement a G. Soient Ae,? 
(done A-f{A))etMe8 alors 

A/ 2 (M) = / (A) f 2 (M) = / (a/(M)) = A 7m 

car A f (M) e F et done f 2 (M) = / (M) . On a montre que f 2 - f. 

| <= | Reciproquement, on suppose que f 2 — f. Montrons que f est la projection sur F parallelement a G. Soit 
u eE , A e <? et M = A + ~u . Alors 

/ 2 (~u) - ~f 2 (am) = f 2 (A)/ 2 M = / (A) / (M) = / (AM) = 7 C u ) 

et done f 2 - f ce qui permet d ’affirmer que f est un projecteur et que E = F © G. Comme f 2 (A) = / (A) , / (A) 
est un point fixe de f. Mais si — /(A) + F alors f prend la meme valeur en /(A) et a la meme application 
lineaire associee que la projection affine sur & parallelement a G. Done f est la projection affine sur & 
parallelement a G. 

2. On note f 1’ application lineaire associee a f, F la direction delmf etG- Ker / . 

| => | On suppose que f est une symetrie affine alors f est une symetrie vectorielle. Soit Aq£$ et Ale milieu de 
[Ao/(Ao)]. Alors /(A) = A et pour tout Me S' 

f 2 (M) = s(s(A) + 7(am)) = s(a+7(am))=A+7 2 (AM)=A + AM = M 

done f 2 = id. 

| <= | Si f 2 = id, on verifie que f o f — id. En effet, si A, B e S alors 

B = / 2 (B) = / (/(A) + 7 (ab)) = / 2 (A) + 7 2 (AB) - A + 7 2 (AB) 

et f 2 [ab] = AB done f 2 - ids. Posons F = Ker[/ -idg] et G - Ker[/ +idgj. On sait done que ces deux 
sous-espaces sont supplementaires dans E. Soient A e S et I le milieu de [A/ (A)]. Comme f 2 ( A) = A, /(I) est le 
milieu de [/(A)/ 2 (A)] = [A/ (A)] done /(I) = I et I est un point fixe de f. Posons alors & - 1 + F. Alors f est la 
symetrie par rapport a 3P parallelement a G car elle prend la meme valeur en I et admet la meme partie lineaire. 


Exercice 28.9 O 

Reconnaitre les applications suivantes : 


1. f 1 : 


[x.y.z) 

2 - H 77) 


[-x+2y-2z-2,-3y + 2z + 6, -4 y + 3z + 6) 

R 3 

| (3y - 3z + 4, -6x + 9y - 3z + 4, -6x + 3y + 3z + 4) 


Solution : 
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f- 1 

2 -2' 



0 

-3 2 

et Y = 6 

done e’est bien une application affine. On 

Vo 

-4 3 J 

UJ 



resout 1’ equation f\ (x,y,z) = ( x, y, z) pour trouver V ensemble des points fixes de f\. Cet ensemble est donne 

{ x— y + z - -1 _ 

. On reconnait la droite Q) passant par A (2, 1, - 1) et dirigee par u - (1,-1, -2) . 

-2 y+z = -3 

CommeA 2 — 13, f est une symetrie parallelement a G = Ker | / + idj. Ceplan est engendre par les vecteurs (1,0,0) 
et (0, 1,1) et admet done comme equation cartesienne : y~z- 0. Bn conclusion, f] est la symetrie par rapport a la 
droite @ et parallelement a G. 


f-1 2 -2' 


0-3 2 

etY=| 1 

l 0 -4 3 J 

1 


resout V equation fz ( x,y,z ) = [x,y,z) pour trouver V ensemble des points fixes de fz et on trouve le plan affine 
& d ’equation 6x - 3y + 3z - 4 = 0. Comme A 2 — A, f 2 est une projection vectorielle parallelement a la direction 
G = Ker f 2 - Vec t (1, 1, 1) . En conclusion, fz est la projection sur & parallelement a G. 


Exercice 28.10 V 

Soit E = R 2 muni du repere canonique. Ecrire V expression analydque de la reflexion r echangeant les points A 


1 

2 et 
0 


Solution : r est une reflexion par rapport au plan 3? passant par le milieu (1,3/2, 1/2) de [AB] et de vecteur normal 

AB. Une equation cartesienne de ce plan est -y+ z+ 1 = 0. Si M = ( x, y, z) e R 3 , on note (xjyjz' j les coordonnees de 
M' = r (M). Le milieu de [Mr(M)] est un point de 3? done 


y+y ' z + z' 

2 + 2 + 


1 = 0 . 


Le vecteur Mr (M) est colineaire au vecteur AB done il existe a e K tel que 


( x 1 - x =0 

y'-y = -a 

z! - z -a 


et done - ( y ' - _y) + [z! - z) -2a ce qui donne grace a la premiere relation a = 1 + y - z. On reporte dans le systeme et 
on trouve une expression analytique de r : 


x' - x 
y =-2+z. 
z! = 1 + y 


Exercice 28.11 V 

Determiner 1 ’expression analytique de la reflexion par rapport au plan 


&• : x+ y- z— 1 


Solution : Soit r la reflexion par rapport au plan 3? . Si M = (x,y, z) e R 3 , on note [x',y',z') les coordonnees de 

M' = r (M). Le milieu de [Mr(M)| est un point de 3? done 

x + x 

! y+y' z +z' x 

2 

2 2 

Un vecteur normal a 3? est H = (1, 1, — 1) . Comme 

r est la symetrie par rapport a 3? selon U, il existe a e R tel que 

MM' = all et on a 

s 

11 

X 

1 


B 

II 

1 


[Z -z - cx 
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ce qui donne (x 1 - x) + (y' - y) - ( z ' - z) - 3a et e/i utilisant la premiere equation, il vient que a = 3/2(l-x-y + z). On 
en tire 1 ’expression de r : 

= -(3-x-3y + 3z) 


y 


= -(3-3x-y + 3z) 

I, , 

= -(-3 + 3x + 3y-z) 


Exercice 28.12 r <? 

Determiner 1 ’expression analytique de la projection p sur le plan affine 

2? :x + y + z = - 1 

parallelement a la droite vectorielle 3> = Vect (77) oil 77 = (1,0,0). 


Solution : Soit M = (x,y,z) e R 3 , et [x' ,y' ,z') les coordonnees de M' = p( M). Comme M' e 2 s , x' + y' + z' + 1 = 0 et 
comme MM' e Vect (It), il existe aeU tel que 

1 x' - x -a 

y'-y = o 

z' - z =0 

et done, en addidonnant ces 3 egalites, [x 1 - x) + (y' - y) + (z' - z) = a, ce qui amene, compte tenu du fait que M' e SP, 
tx= -x- y - z- 1. On reporte dans le systeme et on trouve 1’ expression analytique de p : 

fx' =-y-z- 1 

\y =y 

{ z! - z 


28.5.3 Isometries affines 


Exercice 28.13 V 

Reconnaitre les applications 


1. f 1 : 

2. fz ■ 


(x,y) > — » —=(x + 2y-l,-2x + y + 2) 

v5 




■ [3x -4 y + 20, 4x + 3y - 20) 


Solution : 

1. L’ application f\ est de la forme AX+ B avec A = f ^ et B = -^= | done e’est une application affine. 

On verifie facilement que f\ admet un unique point fixe Q (l/2, 1/4 + v / 5/4) . De plus, comme 1 A.A = A/ A = I 3 , A 
est une matrice orthogonale directe et f est une rotation vectorielle d’ angle - arctan2. Done f\ est la rotation de 
centre O. et d’ angle - arcsin2/\/5 [ 2 ji| . 

2. L’ application f\ est de la forme AX + B avec A = 1 1 ^ (jj et B = 4 1 ^ J done e’est une application affine. De 

plus, fi admet un unique point fixe Q ( 6 , 2) . Comme ( A.A - A. 1 A - I 3 , A est une matrice orthogonale directe et f 
est une rotation vectorielle d’ angle -arctan2. Done f\ est la rotation de centre D. et d’ angle arccos -21 5. 


Exercice 28.14 W 

Reconnaitre 1 ’application affine f donnee par 


X — z + 1 
Y = -x 
Z y-2 
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f 0 

0 

-n 

n 


- 1 

0 

0 et B = 

0 

. Quand 

l 0 

1 

0 j 

I-2J 



Solution : L’ application f est bien affine car elle est de la forme AX + B avec A = - 1 

1° 

on recherche ses points fixes, on aboutit a un systeme incompatible done f n’ a pas de point fixe. Comme A 1 A - 1 AA = I3 
et que det(A) = 1, A e O3 (R) et f est un deplacement de l’espace. Comme la partie lineaire de f n’est pas l’identite et 
que f n’a pas de point fixe, e’est un vissage. On cherche I ’axe de la rotation vectorielle. 11 faut resoudre AX = X et le 
sous-espace solution est Vect (d) ou d =^(-1,1,1) est unitaire. Le vecteur £1 = Af- (],],()) est unitaire et orthogonale 
a d. Si 0 est L angle de la rotation, on sait que 


COS0 = 


Tr (A) - 1 


sin0 = det ^£1 , / (et) , d J 

done cos0 = -1/2 et sin0 = - v / 3/2 , e’est-a-dire 0 = -2tt/3. On recherche maintenant V axe A du vissage. On sait qu’il 
est dirige par d . Un point M de l’espace est element de A si et seulement si le vecteur M/(M) est colineaire a d ce qui 
amene le systeme : 


x+ z- 1 

= A 

-x-y 

= A 

y-z-2 

= A 


On somme ces trois equations et on trouve X — — 1. On en deduit le vecteur 77 du vissage qui est - d ainsi qu’une 
f x+ y = 1 

equation cartesienne de A < puis une equation parametree : 

\y-z = 1 


x — t 

y =t+ 1 . 

z =-t 


Finalement, f-t-^o ra -271/3- 


Exercice 28.15 W 

Reconnaitre 1 ’application affine f donnee par 


X 

Y 

Z 


1 

9 


x-8y-4z + 2 
-8x + y-4z + 2 . 
-4x-4y + 7z+ 1 


f 1 -8 -4\ (2’ 

Solution : L’ application f est bien affine car elle est de la forme AX+ B avec A = | -8 1 -4 et B = | 2 . 

1-4 -4 7 ) llj 

On remarque que A 2 = A. Pour rechercher les points fixes de f, on resout le systeme AX + B = X et 1 ’ensemble solution 
admet comme equation 4x + 4y - 2z - 1 = 0. On reconnait 1 ’equation d’un plan affine de vecteur normal 77 = (2, 2, 1) . 
Enfin, pour M = (x,y, z), on calcule le vecteur M/(M) = -l/9(4x + 4y + 2z- l) 77 . On reconnait alors une reflexion de 
plan SP. 


Exercice 28.16 W 

Reconnaitre 1 ’application affine f donnee par 


x' = - (-2x-2y+ z+ l) 
y = ~(-2x+y-2z + 2) 
z = - (x-2y-2z+ 1] 


Solution : L’ application f est bien affine car elle est de la forme AX+ B avec A = | -2 1 -2 et B = | 2 

V 1 -2 -2) u 

Comme A. 1 A - I3 et que det (A) = 1, A est la matrice d’une rotation vectorielle d’ angle 0. Comme cos0 = (TrA- l)/2 = 


i~ 2 

-2 

n 


"2 

1 

-2 

et B = 5 2 

ll 

-2 

- 2 J 

w 
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-1,1 ’angle de cette rotation est tt [2tt] . L’axe de la rotation est dirigee par un vecteur solution de AX = X, par exemple 
d — (1, -2, 1) . On cherche les points fixes de f en resolvant le systeme AX + B = X et on s ’apergoit qu ’il n ’est pas 
compatible. Done f n’a pas de point fixe et e’est un vissage de l’espace. Pour determiner l’axe A de ce vissage, on 
cherche les point M = (x, y, z) e IR 3 tels que M/(M) est colineaire a d . On considere un tel point M. II existe a e R tel 
que 

{ -5x-2y + z+l = 3a 

-2x - 2y - 2 z + 2 = -6a 
x-2y-5z+l = 3a 


qu’on resout et on trouve que A admet comme equation cartesienne 


~u = -1/9 d . Finalement, f - o r\ A . 


et done le vecteur du vissage est 

= 2/3-2 z 


Exercice 28.1 7 00 

Reconnaitre 1 ’application affine f donnee par 


( x' = z - 2 
I y' = x+ 1 

U =y+i 


f 0 

0 

r 


f— 2' 


1 

0 

0 

et B = 


. Comme 

Vo 

1 

0, 


1 , 



Solution 


A/A = I3 et que det(A) = 1, A est la matrice d’une rotation vectorielle f d’angle 0. La resolution du systeme AX = X 
permet de trouverle vecteur unitaire d = - l/\/3 (1, 1, 1) qui dirigel’axe de f . Le vecteur z 1 = 1 v2 ( 1 , - 1 , 0) est unitaire 
et orthogonal a d. Comme~r (ei) = l/\/2(0, 1,-1), on trouve que 


COS0 = 


Tr (A) - 1 


sin0 = det £1, / (el), d\ = - 


Vi 


done 0 = — 2tu/3 [2tt] . On recherche maintenant les points fixes d f en resolvant AX+B = X et on trouve comme ensemble 

I y - z = -1 


solution la droite A d’equation cartesienne 
d’angle - 2 tt /3 : / = r A ,-271/3. 


= -2 


L’ application affine f est done la rotation affine d’axe A et 


Exercice 28.18 00 

Demontrer que si trois droites de l’espace admettent une perpendiculaire commune, alors la composee des trois demi- 
tours correspondants est un demi-tour. 

Etudier la reciproque. 


Solution : Supposons le probleme resolu. On aurait S 30 S 2 ° s\ = s soit S 2 °S\ = S 30 S. On s’interesse done ala composee 
de deux demi-tours. C’est une isometrie directe done un vissage, une rotation ou une translation. On prend Di et D2 deux 
droites et on considere les demi-tours correspondants si et S 2 . Or deux droites de 1 ’espace admettent une perpendiculaire 
commune (unique si les deux droites ne sont pas coplanaires). Une telle perpendiculaire commune coupe Di en Hi et 
D2 en H2. (H1H2) est globalement invariante pars 2 °s\. Sa (double) restriction est la translation de vecteur 2H1H2. C’est 
le vecteur nul si Di et D2 sont secantes. 
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Pi 

D 2 


En projetant sur un plan contenant les directions de Di et D 2 : 



On obtient une rotation d’ angle 29 ou 9 designe V angle entre Di et D 2 . 

On trouve done (avec les notations precedentes) 

• Si Di et D 2 tie sont pas coplanaires : un vissage d’axe (HiH - 2), de vecteur 2HiH 2 et d’ angle 29. 

• Si Di et D 2 sont secantes : une rotation d’axe perpendiculaire a Di et D 2 , passant par leur point d’ intersection et 
d’ angle 29. 

• Si Di et D 2 sont para I le les : une translation de vecteur 2HiH 2 . 

Maintenant, si Di,D 2 et D 3 admettent une perpendiculaire commune A, cette perpendiculaire commune est globalement 
invariante par s 3 o s 2 ° Si. Sa (double) restriction est la composee d’une translation etd’une symetrie, done une symetrie. 
SoitAle centre de cette symetrie. Dans le plan passant par A et perpendiculaire a A, on a la composee d’une rotation et 
d’une symetrie orthogonale. C’est done une symetrie orthogonale par rapport a une droite. Appelons-la D. s 3 ° s 2 o si est 
done le demi-tour autour de D. 

Reciproquement si s 2 osi = s 3 °s, on a l’egalite de deux vissages/rotations en general. Commeily a unicite de l’axe, etque 
cet axe est une perpendiculaire commune a D 2 et D 3 d’une part et D 3 et D d’ autre part, cet axe est une perpendiculaire 
commune a D 3 , D 2 et D 1 . 

Reste le cas ou l’on a une egalite entre deux translations, et la qa tie vaplus. Si on prend 

• Di parade le a D 2 

• D 3 parallele a D 

. d(Di,D 2 ) = d(D 3 ,D) 

• les plans engendres par Di et D 2 d’une part et D 3 et D d’une part sont strictement paralleles. 
alors on a S 2 ° si = S 3 ° s (ou s 2 osi = soj 3 ) sans avoir de perpendiculaire commune a Di,D 2 et D 3 . 

Done en resume, on a V existence d’une perpendiculaire commune sauf dans le cas ou les trois droites sont paralleles et 
non coplanaires. 

Exercice 28.19 

On considere T un tetraedre regulier, e’est-a-dire quatre points (M i )i«ts 4 d’tin espace affine euclidien E de dimension 
3, verifiant pour i / j, M,M j - a, a etant un reel positif fixe. 

On appelle f7 1’ ensemble des isomorphismes affines f qui conservent T dans le sens suivant : /( T) = T. 

1. Demontrer que ST est un sous groupe de Is( E). 

2. Demontrer que Vet e © 4 , 3 !/ a e telle que Mi e [1,4], /atM;) = M a (,). Demontrer que 
un isomorphisme de groupes. 

3. Demontrer que tous les elements de S? sont des isometries affines. 
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4. Demontrer que Sf n Is + (E) est isomorphe au groupe s 2l 4 . 


Solution : 

1. 11 est clair que i cl | est un isomorphisme affine de E qui conserve T. La composee de deux isomorphismes affines 
de E qui conservent T est un isomorphisme affine de E et il conserve T. Soit f e SS . L’ isomorphisme affine f est 
inversible et f~ l (T) = f~ l (f(T)) = T. 

2. Existence et unicite : T est un repere affine de E et une application affine est entierement determinee par ses images 
des points d’un repere affine. De plus comme 1 ’image par n ’importe quel element de S3 d ’un repere affine est un 
repere affine, toute application affine qui conserve T est un isomorphisme affine. De ce fait, <t> est une application. 
De plus <E> est une surjection. En effet, si f e Sf , alors la (double) restriction de f a T est une bijection de T et 
definit done une permutation o surles indices des points de T. 

Enfin <J> est une injection. En effet deux applications affines qui coincident sur un repere affine sont egales. 

Reste a voir que <t> est un morphisme. On se donne n et t deux elements de © 4 . II s’agit de demontrer que 
<D(<t ot): ®(ct) o c]>(t) e’est-a-dire que f TOJ - fa 0 fx- Or ces deux applications affines coincident sur le repere 
affine T puisque / aoT (M/) = /□• o / T (M,-) = M rroT (/) . On a done 1 ’egalite sur E tout entier. 

3. Jusqu ’ici, on ne s ’etait pas servi du fait que T est un tetraedre regulier. On n ’avait simplement utilise le fait que T 
est un repere affine. 

Si a est la transposition (i j ) alors f a est la symetrie orthogonale par rapport au plan mediateur de M; et M ; . 
Maintenant, les transpositions engendrent © 4 . Si o est le produit de transpositions o = ti o . . . ° ik alors, d’apres 
la question precedente, f a -f, ° . . . ° / Tj . est une isometrie affine comme produit d ’isometries affines. 

4. A nouveau, si o est une transposition, alors f a est une symetrie orthogonale par rapport a un plan, done un 
anti-deplacement et 1’ application lineaire associee a pour determinant — 1 . Si o est le produit de transpositions 
(i — t 1 o . . . o t 4 - alors, la signature de o egale (- 1 ) k alors que le determinant de V application lineaire associee a f a 
vaut aussi (-1)*. On a done (ct e 2l 4 ) {f a e ds + (E)). 


28.6 Similitudes 

Exercice 28.20 3 

SoientA etB , A', B' quatre points du plan complexe tels que Af B et A' ^ B' . Montrerqu’il existe une unique similitude 
directe s tel que 5 (A) = A' et 5 (B) = B'. 


Solution : On considere la translation f— qui envoie A sur A' et B sur un point Bi, puis la rotation r A / 9 de centre A' et 
d’angle 0 = |a'B| , A'B'j qui envoie Bi sur un point B 2 de la droite (A'B'J puis finalement V homo the tie de centre A! 
et de rapport k — A'B'/A'B 2 (bien defini car A'B 2 = A'Bi = AB ^ 0) qui envoie B 2 surB'. L’ application s — ^A',/t or A',e° ? — ; 
est unc similitude directe comme composee de similitudes directes. De plus, on a bien 5 (A) = A' et 5 (B) = B'. 

Si S est une autre similitude directe telle que S (A) = A' et S (B) = B' alors s o S“ 1 est une similitude qui envoie A sur A et 
B sur B. Autrement dit, s°S _1 est une similitude qui possede deux points fixes, ce qui n’ est possible que si soS -1 = id 
et done S - s. On prouve ainsi 1’ unicite de s. 


Exercice 28.21 O 

On dit que deux triangles ABC et A'B'C' du plan euclidien sont semblables si leurs angles sont deux a deux egaux, 
e’est-a-dire si on a, quitte a echanger le nom des sommets, A = A', B = B' et C = C ' 1 . Montrer 1’ equivalence des 
proprietes suivantes. 

1. Les triangles ABC et A'B'C' sont semblables 

2. Les triangles ABC et A'B'C' ont leurs cotes proportionnels. 

3. II existe une similitude directe qui envoie ABC sur A'B'C'. 

4. AB/A'B' = AC/A'C' etA-A’. 


Solution : 


1. Remarquons qu’il suffit que deux couples angles soient egaux pour que ce soit le cas du troisieme 
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1. | 1. => 2~| Supposons que les triangles ABC et A'B'C' sont semblables. Done A = A', B = B' et C- C'. En effec- 
tual une translation suivi d’une rotation, on peut supposer que A - A' et que B' e (AB). Comme ces deux trans- 
formations conservent (les longueurs et) les angles orientes, on a toujours |aB, Acj = |aB', AC'j done C' e (AC). 

De plus, comme |c'A, CB'j = |cA, Cb|, les droites (B'C') et (BC) sont paralleles. Le theoreme de Thales permet 
alors d’ecrire que AB'/AB = AC'/AC = B'C'/BC et les triangles ABC et A'B'C' ont leurs cotes proportionnels. 

2. | 2. => l7| Si les triangles ABC et A'B'C' ont leurs cotes proportionnels et que k = AB'/AB = AC'/AC = B'C'/BC 
alors par une homothetie de rapport k, on transforme le triangle ABC en un triangle ayant des cotes de meme 
longueur que ceux de ABC ce qui n’affecte pas les angles orientes A', B' et C'. On nomme encore A'B'C' le 
triangle obtenu. En udlisant les relations d’Al Kashi (voir l’exercice 2.26 page 98), on montre que les cosinus de 
angles A! et A, B' etB, C' et C sont egaux. Comme la mesure principale de ces angles est element de ] 0,tt[, on en 
deduit qu ’ils sont egaux : A = A', B = B' etC-C'. 

3. | 1. => 3~| On suppose que ABC et A'B'C' sont semblables. On sait alors que leurs cotes sont proportionnels 
(on suppose que 1c - A'B'/AB = A'C'/AC = B'C'/BC) et que leurs angles sont deux a deux egaux. On considere 
la translation t qui envoie A sur A'. On note f(B) = Bi et f(C) = Ci. On considere ensuite la rotation r d’ angle 

|aBi, Ab| et de centre A et on note B 2 = r(Bi) et C 2 = r (C 1 ) . Par construction B 2 e (a'B') et comme les triangles 

AB 1 C 1 , AB 2 C 2 et A'B'C' ont des angles deux a deux egaux, on sait que C 2 £ (A'C'). Entin, comme les translation 
et les rotations conservent les longueurs, on a k — A'B'/AB 2 = A'C' /AC 2 = B'C'/B 2 C 2 - On considere finalement 
1 ’homothetie h de rapport k et de centre A. Elle envoie alors B 2 sur B' et C 2 sur C'. La composee horot est une 
similitude directe qui envoie ABC sur A'B'C'. 

4. | 3. =» 1~| et | 3. => 2~| Reciproquement, les similitudes conservent les angles et les rapports de longueur. 

5. | 1. ==> 4T| Comme 1. => 2., il est clair que 1. ==> 4. aussi. 

6. | 4. => 2~| Supposons que k = AB/A'B' = AC/A'C' et A- A' alors grace a la formule d’Al Kashi 


Dans le plan affine euclidien, on considere un triangle OAB direct et rectangle en O. Soit M est un point de la droite @ 
perpendiculaire en A a (AB). La perpendiculaire en O a (OM) coupe (AB) en M'. On note par J le milieu de [AB]. 

1. Soit s la similitude de centre O telle que s(A) = B. 

(a) Montrer que, pour tout point M de <2), s(M) = M'. 

(b) En deduire que, lorsque M decrit @>, le triangle OMM' reste semblable 2 a un triangle fixe que Ton precis- 



proportionnels. 


Exercice 28.22 S? 



era. 


2. On rappelle que des triangles sont semblables s’ ils ont des cotes proportionnels 
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2. (a) Montrer que, pour tout point M de @>, le point I milieu de [MM'] estl ’image de M par une similitude S de 

centre O dont on precisera le rapport et 1 ’angle. 

(b) Si H est le projete orthogonal de O sur Si, determiner S(H. 

(c) Determiner le lieu geometrique du point I lorsque M decrit 

3. Pour tout point M de 3) distinct de A, on designe par P e point du plan tel que MAM'P est un rectangle. Deter- 
miner le lieu geometrique du point P lorsque M decrit 2>\{ A}. 

Indication 28.4 : On n’hesitera pas a udliser les resultats de 1’exercice 28.21. 


Solution : 

1. (a) Comme ABC est rectangle en 0, 1’ angle de la similitude s est ji/2 et comme les similitudes directes preser- 

vers les angles, elle envoie une droite sur une droite perpendiculaire a la premiere. En pardculier : 

- s envoie la droite (AM) sur la droite perpendiculaire a (AM) et passant par s( A) = B, done s((AM)) = (AB) . 

- s envoie la droite (OM) sur la droite perpendiculaire a (OM) et passant par s(O) = P done s((OM)) = OM'. 
Le point s(M) se trouve done a V intersection de (AB) et (OM') et il s’ensuit que M' = s(M). 

(b) Si a e M designe le rapport de la similitude s alors on a OB/OA - a et comme M' = s(M), on a aussi que 
OM'/OM = a. De plus, MOA = AOM = tt/2 [2tt] done en vertu du 4. de 1’exercice 28.21, les triangles OAB 
et OMM' sont done semblables. 

2. (a) On sait que les triangles OAB et OMM' sont semblables done. Soit s la similitude telle que s(0) = O, 

s(A) = M et s(B) = M'. Comme s([AB]) = [MM'] et que les similitudes conservent les rapports de longueur, 
s(J) = I et les triangles OAJ et OMI sont aussi semblables, en consequence de quoi les angles MOI et AOJ 
sont egaux a insi que les rapports OJ/OA et OI/OM. Done la similitude S qui envoie A sur I envoie aussi M 
sur I. Le rapport de S est done OJ/OA et d’ angle AOJ. 

(b) Si M = 1 1 est le projete orthogonal de O sur alors OMAM' est rectangle et ses diagonales se coupent en 
leurs milieux. Done dans ceS(M) = I cas est le milieu K du segment [OA], 

(c) Si M decrit @ alors I = S(M) e S(@). Mais comme S est use similitude @' = S(@) est use droite qui passe 
par S(A) = J car Ae@. De plus, ?/)' passe par s(H) le milieu K de [OA] et @' = (KJ) . Cette droite passe par les 
milieux de deux cotes du triangle OAB, elle est done parallele au troisieme (OB) . On en deduit que est la 
mediatrice de [OA]. 

3. On remarque que AP = 2AI done si h est 1 ’homothetie de rapport 2 et de centre A alors P = h o S (M) . Comme h o S 
est use similitude, elle envoie la droite 3> sur une droite . Mais h o S (A) = B et h o S (H) = O done 2>" = (OB) et 
P decrit (OB) \ {BJ 


Exercice 28.23 

On considere un carre ABCD direct. Soient M un point de (BC) et M' le point d ’intersection de la droite (CD) et de la 
perpendiculaire menee de A a la droite (AM) . Determiner le lieu geometrique du milieu I de [MM'] . 


Solution : Soit r la rotation de cente A et d’ angle tt/2. On verifie que r((AM)) = (AM'), que r(B) = D et que r((BC)) = 
(CD). Comme M est le point d’ intersection des droites (AM) et (BC) et que M' est celui d’ intersection des droites 
((AM') et (CD), on sait que M' = r(M) et AM'M est rectangle isocele en A et direct. Si I est le milieu de [MM'] alors 

| AM, Alj = jt/4 [2tt] et AI = V2.I2AM. Done I est 1’ image de M par la similitude directe s de centre A, de rapport v2/2 
et d’ angle jt/4. Le lieu de I est alors l’image de la droite (BC) par cette similitude, e’est-a-dire la droite (BD). 
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Annexe 


Techniques de demonstration 


Bien sur que ma moustache est vraie ! 
Elle appartient meme a mon frere Zeppo. 

Groucho Marx 


A.l Logique des propositions 

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques notions de logique qui permettent de mieux comprendre ce qu’est une 
demonstration mathematique. Vous pouvez laisser de cote 1 ’ aspect formel et retenir uniquement quelques idees, en parti - 
culier concernant F implication. 

On considere une collection de variables propositionnelles Y, et on definit de fagon inductive les propositions logiques a 
partir de ces variables. 

1 . Si x £ Y est une variable propositionnelle, P = x est une proposition logique. 

2 . Etant donnees deux propositions P, Q deja construites, on definit de nouvelles propositions a l’aide de connecteurs 
logiques : 

(a) -iP (lire non P) est une nouvelle proposition, 

(b) P A Q (lire P et Q) est une nouvelle proposition, 

(c) P v Q (lire P ou Q) est une nouvelle proposition, 

(d) P ==> Q (lire P implique Q) est une nouvelle proposition, 

(e) P <=> Q (lire P equivaut Q) est une nouvelle proposition. 

Par exemple, a partir de deux variables propositionnelles x et y, on peut construire les propositions logiques suivantes : 
Pi = x v y, P2 = (x v y) => x, P3 = (x v y) A ((x v y) ==> x) . . . 

Dans la pratique, une variable propositionnelle represente un enonce qui peut etre vrai ou faux. Voici des exemples de 
variables : 

- x : « mon chien est blanc » , 

- y : « toute fonction derivable est continue » , 

- z : « il n’existe pas d’entier naturel superieur a tous les autres entiers » ; 

En mathematiques, on s’interesse surtout aux relations existantes entre les enonces. Par exemple si / est une fonction 
definie sur [a, b], on peut considerer les variables propositionnelles suivantes : 

- x : « la fonction / est continue sur [a, b] » 

- y : « f(a ) ^ 0 » , 

- z : « f{b) > 0 » , 

- t : « il existe c e [a, b] tel que /(c) = 0 » . 

Chaque variable peut prendre la valeur logique V (pour vrai) ou F (pour faux). Par exemple, il existe des fonctions qui 
ne sont pas continues, done x peut prendre la valeur V ou F, il en est de meme pour y, z et t. Nous pouvons construire 
a partir de ces variables une proposition logique P = [x A y A z) => t et citer le theoreme des valeurs intermediaires en 
affirmant que la proposition P est vraie. 

Formellement, on definit un environnement comme une application a : Y — > {V,F} qui assigne une valeur V (vrai) ou F 
(faux) a chaque variable propositionnelle et on definit de f ago 11 inductive I’ evaluation Vcr(P) d’une proposition P dans 
F environnement a de la fagon suivante. 

1 . Si P = x est une variable, la valeur de verite de la proposition P est la meme que celle de la variable : V rr (P) = <r(x). 
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2. Si P = -P ou P est une proposition, Vo-CP) = V lorsque V a (P) = F et V a (P) = F lorsque V a (Q) = V. On resume cette 
regie dans une table de verite : 


v CT (P) 

V a (^P) 

V 

F 

F 

V 


3. Si P = P A Q ou P et Q sont deux propositions, V CT (P) = V uniquement lorsque V a (P) = V et V CT (P) = V. II y a quatre 
possibilites pour V a (P) et V a (Q) que l’on resume dans une table de verite : 


V„(P) 

V a (Q) 

V a (P A Q) 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

v ! 

F 

F 

F 

F 


4. Si P = P v Q, Ye (P) est definie par la table de verite : 


V„(P) 

V a (Q) 

V a (P v Q) 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 


5. Si P = P => Q, 


Va(P) 

V a (Q) 

V a (P => Q) 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 


6. SiP = P«Q, 


v„( P) 

V a (Q) 

Va(P^Q) 

V 

V 

V 

V 

f ; 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 


On dit que deux propositions P et Q sont logiquement equivalentes et on note P = Q, lorsque pour tout environnement ct, 
Vcr(P) = Vcr(Q). En d’autres termes, deux propositions sont logiquement equivalentes si, quelles que soient les valeurs de 
verite affectees aux variables, les deux propositions s’evaluent de la meme maniere. Pour montrer que deux propositions 
sont logiquement equivalentes, il suffit de dresser les tables de verite des deux propositions et de verifier qu’elles sont 
identiques. 

Si P et Q sont deux propositions logiques, les propositions i(PaQ) et (— >P) v (— iQ) sont logiquement equivalentes (on note 
P a la place de V a (P) desormais) : 


P 

Q 

PaQ 

-(PaQ) 

nP 

-Q 

-Pv-iQ 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 


De la meme facon, on verifie que — i(P v Q) = -iP A -iQ. Ces equivalences logiques s’appellent les lois de DeMorgan. 

A.1.1 L’implication 

En mathematiques, on part d’un tres petit nombre de faits que l’on suppose vrais (les axiomes) et, a l’aide de regies 
logiques, on demontre de nouveaux resultats appeles theoremes, lemmes, propositions, corollaires, . . . 

Les enonces mathematiques utilisent souvent F implication logique. Une des raisons de son importance est la suivante : 
on connait deja un resultat represente par une proposition P (on sait que Vcr(P) = V) et par un raisonnement, on montre 
que la proposition P => Q est vraie : (Vcr(P Q) = V). En examinant la table de verite de F implication, la seule ligne 
ou simultanement V a (P) = V et V a (P ==> Q) = V est la premiere ligne dans laquelle V a (Q) = V. On en deduit ainsi que la 
proposition Q est vraie. 
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Remarque 1.1 Examinez attentivement la table de verite de F implication : line proposition P ==> Q est toujours vraie, 
sauf lorsque P est vraie et Q estfausse. Un exemple surprenant : considerons les propositions 

- x : « tous les entiers sont pairs », 

- y : « tous les entiers sont impairs », 

- P : « si tous les entiers sont pairs, alors tous les entiers sont impairs ». 

La proposition x est fausse : a(x) - F, ainsi que la proposition y : a(y) = F. La proposition P s’ecrit en logique P = 
x => y. Cette proposition est vraie : V CT (P) = V ! En effet, c’est la quatrieme ligne de la table de verite. Ce resultat est 
surprenant car nous avons l’habitude de considerer une implication P => Q uniquement dans le cas ou P est vraie ! 

Pour montrer qu’une implication P => Q est vraie, on utilise deux methodes importantes. 

1. Le raisonnement direct : il consiste a montrer que la deuxieme ligne de la table de verite de F implication P => Q 
est impossible. On suppose que P est vraie : V CT (P) = V et on justifie que necessairement Q est vraie : V CT (Q) = V. On 
peut affirmer alors que V CT (P => Q) est vraie. En effet, lorsque V a (P) = F, quelle que soit la valeur de verite de Q, 
on a toujours V CT (P ==> Q) = V et on a exclu le cas ou V a (P) = V et V CT (Q) = F. 

2. Le raisonnement par contraposee .il consiste egalement a eliminer la deuxieme ligne de la table de verite. On 
suppose que Q est fausse (V a (Q) = V correspond aux lignes 2 et 4 puisqu’aux lignes 1 et 3, on a V CT (P ==> Q) = V), 
et on justifie que V CT (P) = F. 

I Remarque 1.2 Une autre t'acon de comprendre le raisonnement par contraposee consiste a verifier que les deux 
propositions? => Q et -iQ => ->P sont logiquement equivalentes : 


p 

Q 

-Q 

-iP 

J 

o 

11 

J 

hd 



F 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 


I On montre alors que -iQ ==> -iP est vraie avec un raisonnement direct : on suppose que -iQ est vraie (c’est-a-dire Q 
fausse) et on justifie que -iP est vraie (c’est-a-dire P fausse). 

Exemple 1.1 Soit une fonction / : R — * R. Montrer que 

(/impaire) ==> (/(0) = 0). 

Utilisons un raisonnement direct. On suppose que / est impaire : pour tout reel x, f{-x) - - fix). En particular pour 
x = 0, on obtient /( 0) = -/( 0) d’oii /( 0) = 0. 

Exemple 1.2 Soit x un reel positif. Montrer que 

(Ve > 0, x<e) => (x = 0). 

Raisonnons par contraposee : si x ^ 0, alors on a x > 0. En prenant e = x/2, on a e > 0 et x > e ce qui montre que la 
premiere proposition est fausse. 

Remarque 1.3 On utilise souventle raisonnement par /’ absurde en mathematiques. On veut montrer qu’une proposition 
Q est vraie. On suppose Q fausse et on aboutit a une absurdite. 

Formellement, on utilise une suite d’implications iQ ==> Qi, Qi Q 2 ,...,Q, 7 -i ==> Q n toutes vraies, avec la 
proposition Q„ qui est fausse. 

Exemple 1.3 Montrer que \/2 est irrationnel. On suppose par l’absurde que s/2 est rationnel : il existe p e 1 et q e N* 
tels que s/2 = pi q. En elevant au carre, 2q 2 — p 2 , mais alors 2 apparaitrait a une puissance paire dans la decomposition 
en facteurs premiers de 2 q 2 . alors qu’il apparait avec une puissance paire dans la decomposition de p 2 . On aboutit a une 
contradiction avec l’unicite de la decomposition en facteurs premiers d’un entierfvoir le theoreme 20.18 page 757). On 
generalise cette preuve pour montrer que si un nombre p est premier, le reel y 'p est irrationnel. 

Remarque 1.4 N’abusez pas des raisonnements par contraposee ou par l’absurde ! Un raisonnement direct est toujours 
plus clair et plus simple a rediger. On se lance dans un raisonnement par contraposee uniquement lorsqu’on n’a pas 
reussi a trouver une preuve directe. 

On verifie F equivalence logique 

P Q = -iP v Q. 
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p 

Q 

P => Q 

->P 

-iP vQ 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 


En utilisant les lois de DeMorgan, on obtient alors une technique standard pour nier une implication : 

-,(P => Q) = P A (~iQ). 

En pratique, pour montrer qu’une implication P => Q est fausse, on verifie que P est vraie, alors que Q est fausse. 
Une autre equivalence logique importante : 


(P<=>Q)s[(P => Q) A (Q => P)]. 


p 

Q 

P => Q 

Q => P 

(P => Q) A (Q => P) 

P Q 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 


Ce resultat aura une consequence importante en mathematiques : pour montrer qu’une equivalence P <=> Q est vraie, on 
montre separement que les deux implications P => Q et Q => P sont vraies. 


A.2 Ensembles 


La quasi-totalite des enonces mathematiques s’exprime a l’aide de notations ensemblistes. La theorie precise des ensem- 
bles est compliquee et inutile pour nous. II suffit de comprendre quelques notations et regies intuitives pour pouvoir traiter 
convenablement tout le programme des classes preparatories. 

A faire : reprendre note historique du cours 
Un ensemble peut etre compris intuitivement comme une collection d’objets appeles elements. Lorsqu’un objet x appar- 
tient a l’ensemble E, on notera x e E. S’il n’appartient pas a l’ensemble, on notera x&E. 

On dit qu’un ensemble E est inclus dans un ensemble F et on note EcF lorsque tous les elements de E sont egalement 
elements de F. On dit alors que l’ensemble E est une partie de Fensemble F. 

Un axiome de la theorie des ensembles affirme qu’il existe un ensemble particulier, V ensemble vide qui ne contient aucun 
element et qui est note 0. Cet ensemble vide est inclus dans tous les ensembles. 

On dit que deux ensembles E et F sont egaux et on note E = F lorsque EcFetFcE. Cela signihe que les deux ensembles 
ont les memes elements. 

Nous supposerons connus quelques ensembles fondamentaux, comme Fensemble des entiers naturels note N, Fensemble 
des entiers relatifs note Z, Fensemble des nombres reels note R ... : (OeN, NcZ, ...). 

Nous allons definir les ensembles de deux fagons : 

1. En listant un nombre fini de ses elements, par exemple : F = {1,2,3}. Les elements d’un ensemble peuvent etre 
eux-memes des ensembles. On peut par exemple definir Fensemble G = {0, {0}} forme de deux elements qui sont 
eux-memes des ensembles (on a par exemple 0 c G, 0 e G, {0} c G, {0} e G, {0, {0}} t G). 

2. En utilisant un ensemble E deja construit et une proposition . ( ¥{x) qui depend d’un element x e E. On peut definir 
Fensemble forme des elements de E pour lesquels la propriete est vraie : 

F = {x e E | 8?{x)}. 

On peut par exemple definir Fensemble des reels strictement positifs de cette fagon : F = {x e R | x > 0}. 

Exemple 1.4 On peut definir les ensembles suivants : 

- {z e C | Re (z) = 0} : Fensemble des nombres complexes imaginaires purs. 

- {x e R | x 2 - 2 = 0} : cet ensemble est forme de deux elements s /2 et - s /2. 

- {z e C | z 3 = 1} : Fensemble des racines cubiques de l’unite. 


Remarque 1.5 II est necessaire a notre niveau d’utiliser toujours un ensemble E connu pour definir un nouvel ensemble 
sous peine d’aboutir rapidement a des paradoxes inextricables ! Par exemple, peut-on considerer Fensemble F de tous 
les ensembles qui ne se contiennent pas? Si on note E Fensemble forme de tous les ensembles (a supposer qu’un tel 
ensemble existe), on pourrait definir F par : 

F = {x e E [ x £ x}. 


Mais que penser de l’objet F ? 
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- Si F e F, alors par definition de F, on aurait F £ F ce qui est contradictoire, 

- Si F ^F, alors par definition de F, F e F ce qui est aussi contradictoire. 

On voit qu’on ne peut pas parler de Fensemble E forme de tous les ensembles ! 

A partir d’ensembles E et F deja definis, nous pouvons construire de nouveaux ensembles : 

1. L’ union de deux ensembles est un nouvel ensemble note E u F. Ses elements sont les elements qui sont dans E ou 
dans F. 

2. L’ intersection de deux ensembles est un nouvel ensemble note E n F. Ses elements sont les elements qui sont a la 
fois dans E et dans F. 

3. La difference d’un ensemble E et d’un ensemble F note E \ F est un nouvel ensemble. Ses elements sont les elements 
de E qui ne sont pas dans F. 

4. Le complementaire d’une partie AcE, notee A c est un nouvel ensemble forme des elements de E qui ne sont pas 
dans A : A c = E \ A. 



AuB AnB A\B 


A partir de deux ensembles E et F, on definit un nouvel ensemble note E x F qui s’ appelle le produit cartesien des ensembles 
E et F. Pour deux elements x e E et y e F, on definit le couple (x,y) et E x F est Fensemble dont les elements sont tous les 
couples de cette forme. 

Remarque 1.6 Attention, les couples (x, y) et (y, x) sont deux objets distincts, contrairement a Fensemble {x, y} = {y, x} 
ou l’ordre des elements est indifferent. On dit que deux couples (x,y) e E x F et (x',y') eExF sont egaux lorsque x = x' 
et y = y'. 


On definit par exemple R 2 = R x R comme etant Fensemble forme des couples de reels. On generalise cette notion a 
des produits cartesiens d’un nombre fini d’ensembles : Ei x x E„ est Fensemble forme des n-uplets (xi,...,x„) ou 
xi eEi,...,x„ e E n . 

Si E est un ensemble, on peut egalement definir Fensemble des parties de E note Les elements de £?(E) sont les 

sous-ensembles de E. Par exemple, si E = {0, 1,2}, S?{E) = {0, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0,2}, {1,2}, {0, 1,2}}. Les ensembles 0 et E 
sont toujours des elements de Fensemble 0 s (E). 

I Exemple 1.5 Si E = N, les notations suivantes sont correctes : 0 c ^(E), 0 e ££*(E), 1 t ^(E), {1} t E, {1} c E, 
{1} e 5 s (E) ... 

A.3 Quantificateurs 

On etend la logique des propositions en ajoutant l’utilisation de quantificateurs V et 3 qui se lisent respectivement quel 
que soit et il existe. Nous pourrons parler de propositions de la forme 
- P : Vx e R, 3y e R : r«y 
- Q : 3x e R : Vxe R, rs y 

Si '¥{x) est un predicat , c’est-a-dire une proposition dependant d’un element x appartenant a un ensemble E, 

- la proposition 

P : VxeE, 3»{x) 

est vraie lorsque pour tout element x e E, la proposition 3?{x) prend la valeur V, 

- la proposition 

Q : 3x e E : &>{x) 

est vraie lorsqu’zV existe au moins un element xeE pour lequel la proposition !¥(x) prend la valeur V. 

Exemple 1.6 

- La proposition P : Vx e R, x ^ x + 1 est vraie. 

- La proposition P : Vx e R, x 2 - 1 = 0 est fausse, car pour x = 0, la propriete ^(x) : x 2 - 1 = 0 n’est pas vraie. 

- La proposition P : 3x e R : x 2 - 1 = 0 est vraie car la propriete ^(x) : x 2 - 1 = 0 est verifiee pour x = 1 par exemple. 
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Remarque 1.7 La proposition « P : Vjc e E, £?{x) » utilise une lettre x, mais ne depend pas d’un element particulier 
x e E. On dit que x est une variable muette. On peut ecrire la meme proposition avec une autre variable muette : 
P : Vy e E, 


Remarque 1.8 On note 3 !x e E : PT’(x) pour dire qu’il existe un unique element xeE verifiant la propriete P!P{x). 

Pour montrer une unicite en mathematiques, on suppose que deux elements x e E et x' e E verifient P^ix) et PiP(x') et on 
montre qu’alors x- x' . 


II est tres important de savoir nier une proposition avec quantificateurs. Si P est la proposition 

P : VxeE, 

la negation de la proposition P, ->P s’ecrit a l’aide du quantificateur 3 : 

-iP: 3x e E : s&>{x). 


En Francais : « il existe au moins un element x de E pour lequel la propriete P'/’ix) est fausse ». 
De meme, la negation de la proposition 

Q : 3x e E : &{x) 


s’ecrit a l’aide du quantificateur V 


-iQ: VxeE, -i&{x) 


En Francais : « Pour tous les elements x de E, la propriete £P(x) est fausse. 


Remarque 1.9 La negation de la proposition P : Vx e E, P?{x) n’est pas VxeE, -> 8?{x). 

Par exemple, si P est la proposition « tous les chats sont noirs », sa negation n’est pas « tous les chats ne sont pas 
noirs », mais « il existe au moins un chat qui n’est pas noir ». 


On peut alors ecrire de fa£on automatique la negation d’une proposition faisant intervenir plusieurs quantificateurs. 

- P : Ve e R + ,3a e R + : a < e se nie en -iP : 3e e K + : Va e R + ,a 3= e. 

- P:3xeIR: VheN, 3y e IR : x = ny se nie en -iP : VxeR, 3«eN: \/yeU,x^ny 

- En se rappelant que la negation de la proposition P => Q est logiquement equivalente a (— >P aQ), on nie la proposition : 

P : Vxe 05, [(3«e N : n ?r) => [Mp eN, psx)] 

-iP :3 xeK: (3/ieN: n«x)A(3f)EN: p < x) 

Multimedia : Exerciseur pour nier une prop, a quantificateurs 


A.4 Plans de demonstration 

On reserve en mathematiques l’usage de quantificateurs pour l’enonce des definitions et des theoremes. Pour prouver un 
resultat, on ecrit une demonstration qui se base sur une demarche logique. 

Pour montrer par exemple qu’une proposition P : Vx e E,&>{x) est vraie, il faut verifier que la proposition Pt/’ix) est vraie 
pour tout element x dans l’ensemble E. On considere pour cela un element xeE quelconque et une fois cet element donne, 
on verifie que la propriete P/’ix) est vraie. Le fait de considerer un element xeE quelconque se traduit dans une preuve 
par le mot cle so it : Soit xeE.I1 est indispensable de bien comprendre le sens de ce mot « soit » en mathematiques. 
Meditez les deux images suivantes : 

1. Une personne exterieure vous donne un element xeE de son choix : vous n’avez pas le droit de choisir vous meme 
un element x qui vous arrange ! Vous devez demontrer que la propriete P/ J (x) est vraie pour cet element x qu’on 
vous a impose. Imaginez que la personne exterieure doute de votre preuve, elle peut choisir un element x le plus 
embetant pour vous. Vous devez etre capable de la convaincre que votre raisonnement fonctionne pour tous les x 
qu’elle choisira. 

2. Imaginez que vous deviez ecrire un programme informatique. Ce programme utilise des parametres. Les utilisateurs 
vont utiliser votre programme avec des valeurs de leur choix pour le parametre. Pour convaincre votre employeur 
que votre programme fonctionne, vous devrez prouver qu’il renvoie le bon resultat pour toute valeur du parametre. 

Pour montrer qu’une proposition P : 3x e E : PiP ( x) est vraie, il vous suffit d’exhiber un element x de votre choix dans 
l’ensemble E pour lequel la proposition P'T’i.x) est vraie. On utilise souvent pour cela le mot cle « Posons x = ». 
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Exemple 1.7 Montrer que la proposition 

Vxe IR,3y e K : x < y 2 

est vraie. Void un exemple de demonstration. 

Soit reR, etudions plusieurs cas qui recouvrent toutes les possibilites. 

1 . Si x < 0, posons y — 0 et on a bien x < y 2 — 0. 

2. Si 0 x < 1, posons y = 1 et on a bien x < y 2 — 1. 

3. Si x > 1, posons y—x, on a bien x < x 2 — y 2 . 

On peut egalement utiliser une propriete connue Q pour justifier l’existence d’un element : « d’apres Q, il existe x eE 
verifiant &>ix). . . ». 

Exemple 1.8 Montrer F implication : 

Vy e IR, 3neN : y< n + 1 => Va > 0, VieR, 3n e N : na ^ x < [n+ l)a. 

(!) (») 

Faisons un raisonnement direct en supposant la propriete (i) vraie et montrons (ii). 

Soit a > 0, 
soit xeR, 

d’apres (i), en prenant y = xla , il existe heM tel que n^y <n + 1 
par consequent, puisque a > 0, na Si<(!i + l)a. 

Il est important de reflechir a I’ordre des quantificateurs dans une proposition logique. 

- On peut inverser deux quantificateurs V successifs, 

- On peut inverser deux quantificateurs 3 successifs, 

- On ne peut pas inverser deux quantificateurs V et 3. 

Exemple 1.9 

1. La proposition P : Vx e IR, Vy e IR, 3z e IR : zsietzsy signifie que si Ton se donne deux reels x et y, alors il 
existe un reel z qui depend de x et y plus grand a la fois que x et y. 

2. La proposition Q : Vy e IR, Vx e IR, 3z e IR : z 3= x et z 3= y signifie la meme chose : qu’on vous donne d’abord 
x puis y revient a vous donner d’abord y puis x. Les propositions P et Q sont logiquement equivalentes (ici elles 
sont vraies toutes les deux). 

3. La proposition R : 3z e IR : Vx e IR, Vy e IR ,z 5= x et z 5= y signifie qu’il existe un reel z universel (c’est-a-dire 
qu’il ne depend de rien) tel que pour tous reels x et y, z soit plus grand que x et y. Cette proposition est fausse, 
alors qu’elle ne differe de P et Q que par l’ordre des quantificateurs. 

I Remarque 1.10 L’ordre des quantificateurs dans une proposition induit des dependances entre les objets. C’est une 
source frequente d’erreurs de raisonnement. Nous verrons quelques exemples typiques plus tard. 

L’essentiel de votre travail en mathematiques cette annee va consister a ecrire des preuves de resultats. Ces demonstrations 
vont utiliser les definitions du cours qu’il faudra comprendre de fagon precise. Ces definitions sont ecrites a l’aide de 
quantificateurs, mais on les retient comme un plan de demonstration : « que dois-je faire pour montrer que . . . ». 

Exemple 1.10 On considere une fonction / : IR — * IR. On dit qu’elle est paire lorsque Vx e IR, /(-x) = fix). On dit 
qu’elle est impaire lorsque Vx e IR, f{-x) = - fix). On dit que / est la fonction nulle lorsque Vx e IR, fix) - 0. Montrons 
en utilisant ces definitions F equivalence : 

(/ paire et impaire ) (/ est la fonction nulle ) 

(!) (II) 

Commencons par ecrire un plan de demonstration correspondant a la propriete a demontrer. Pour montrer une equiva- 
lence, on montre deux implications. L’ebauche de plan commence done par : 

U) => Hi) : 

Hi) =^> ii) : 

Pour montrer ii) => Hi), on fait un raisonnement direct. On suppose la proposition (i) vraie (on s’en servira comme 
hypothese dans la demonstration), et il faut demontrer la proposition (ii) : Vx e IR, fix) - 0. Le plan devient : 

ii) => Hi ) : 
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Soit x e IR, 

. . . fix) = 0 

Hi) => ( i ) : 

De meme pour Fimplication Hi) => (i), on suppose (if) vraie (hypothese) et on veut montrer H) ■ Vx e IR, fi-x) = 
fix) et f[-x) - - fix). Le plan complet s’ecrit done : 

H) => Hi) ■ 

Soit x e IR, 

. . . fix) = 0 

Hi) =* H) : 

Soit x e IR, 

. . -fi-x) = fix) et fi-x) = -fix). 

Completons maintenant ce plan pour ecrire une preuve complete : 

H) => Hi) : 

Soit x e IR, 

puisque / est paire, fi-x) = fix) et puisque / est impaire, fi-x) = - fix). 

En retranchant ces deux egalites, on obtient 2 fix) = 0 d’ou fix) = 0. 

Hi) H) ■ 

Soit x e IR, 

Puisque / est la fonction nulle, fi~x) - 0 et fix) = 0. 

Par consequent, fi-x) = - fix) — fix) = 0. 

On a vu sur cet exemple la demarche a effectuer pour ecrire une preuve. 

1 . Ecrire au brouillon le plan de demonstration correspondant au resultat a montrer. 

2. On complete au brouillon la demonstration en utilisant aux differents endroits les hypotheses. Remarquez que Ton 
cite precisement les hypotheses utilisees dans la demonstration finale : ce n’est pas a la personne qui vous lit de 
deviner d’ou viennent les proprietes que vous utilisez, e’est a vous de Findiquer clairement. 

3. On redige au propre la demonstration finale en mettant en evidence le plan de demonstration suivi. On a numerate 
les deux propositions (/) et H i), on indique clairement ce qu’on montre : (i) ==> H ;')... On passe souvent a la ligne 
pourrendre la preuve plus lisible... 


Exemple 1.11 Une definition tres importante en analyse : on dit qu’une suite reelle iu n ) converge vers une limite l e IR 
si et settlement si 

Ve > 0, 3N e N : VrcsN, in> N) => \u„-£\^e 


Pour montrer que u n > £, on utilise done le plan suivant : 

H— +00 


.Plan 1.1: 


Convergence d’une suite 


1. Soit e > 0 

2. Posons N = ... 

3. Soit n e N 

4. Supposons N 

5. On a \ u n - l\ e. 


Que signifie ce plan ? 

1. Soil e > 0 : vous demandez a une personne exterieure de vous donner un e > 0 de son choix (aussi petit qu’elle 
veut !) 

2. Posons N = ... : en fonction de cet e > 0 qu’elle vous a donne, vous devez construire un entier N (qui depend bien 
sur de e). 


3. Phase de verification : vous ne pouvez pas definir n’importe quel entier N, il faut qu’il satisfasse la propriete 
VheN,(isN ==> | u n - l\ e. Pour verifier que cette propriete a quantificateur est vraie : 

(a) Soit neN : vous demandez un entier n a la personne exterieure. 

(b) En utilisant l’entier ti qu’elle vous a donne, vous devez demontrer Fimplication in 3= N) => \u n - l\ ^ e 
Pour cela, on utilise le raisonnement direct. On suppose que la propriete in 3 N) est vraie : On prend n 3 N. 
On verifie alors que le choix de notre N permet de conclure que la propriete | u n -l | =S e est egalement vraie. 


1133 





Montrons que la suite (1 In) converge vers 0 en utilisant le plan de demonstration qui decoule de la definition. 

1. Soit e > 0. 

2. Posons N = E(1/e) + 1 (ou E(l/e) designe la partie entiere du reel 1/e, a savoir le plus grand entier inferieur ou egal 
a 1/e). 

3. Soit neN. Supposons que n S N. 

4. Avec la definition de la partie entiere, E(l/e) ^ ^ < E(l/e) + 1 d’ou ^ < N et, puisque ^ sS e et finalement 

on conclut : \u n - 0| = ^ < e. 

Remarquez que rentier N que vous avez construit depend explicitement du «parametre» e que la personne vous a 
donne. Votre demonstration peut se traduire par un programme informatique : l’utilisateur entre le e > 0 de son choix et 
votre programme renvoie rentier N calcule a partir de la formule ci-dessus. Vous avez justifie que le programme renvoie 
toujours un entier N verifiant la propriete souhaitee. 

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons apprendre a traduire des definitions a quantificateurs par des plans de de- 
monstration et nous entrainer a ecrire des preuves en utilisant ces plans. Nous avons choisi des exemples portant sur les 
ensembles et les applications car ils sont simples et instructifs. La demarche suivie s’etend a tout le cours d’algebre et 
d’ analyse avec des definitions plus compliquees. 

Multimedia : 1' utilisateur choisit des quantificateurs et variables et le programme 
ecrit le plan de demonstration correspondant . Inverse : on propose une phrase a quantifica 
et il faut ecrire le plan. 

A.4.1 Plans de preuves ensemblistes 

Voici deux definitions ensemblistes et les plans de preuve associes. 


Definition 1 . 1 Inclusion d’ensembles 

Un ensemble E est inclus dans un ensemble F si et seulement si VxeE.reF 

PLAN 1.2 : | Inclusion d’ ensemble \ 

1. Soit x e E 

2 . ... 

3. x eF 


Definition 1.2 Egalite d’ensembles 

On dit que deux ensembles E et F sont egaux si et seulement si E c F et F c E. 

Pi an 1 A • 

Egalite d’ensembles 


1. Montrons que EcF: 

(a) Soit x e E, 

(b) ... xeF. 

2. Montrons que FcE: 

(a) Soit x e F, 

(b) . . . x e E. 




Exemple 1.12 Soient trois ensembles A, B, C. Montrer que 

(AuBcAuCetAnBcAnC) (BcC). 

(!) (!!) 


Supposons la proposition (/) vraie et montrons que la proposition (/ i) est vraie (raisonnement direct). 
Soil x e B 

Puisque x e B, Etudions deux cas complementaires 

- Si x e A, alors x e An B done d’apres (/), x e An C et done xeC. 

- Si x t A, alors puisque xeB, xeAuB done d’apres (/), x e Au C. Puisque x ^ A, x e C. 

Dans les deux cas, on a montre que x e C. 
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Exemple 1.13 Soient trois ensembles A, B, C. Montrer que 

An (BuC) = (AnB) u (AnC) 

1. Montrons que An (BuC) c (AnB) u (AnC). 

Soit xe An (BuC) 

On sait que xeAet que x e B u C. Puisque x e B u C, il y a deux cas possibles : 

- si x e B, alors a fortiori, x e An B et done x e (An B) u (An C), 

- si x e C, alors a fortiori, reAnC et done x e (A n B) u (A n C) . 

Dans les deux cas, on aboutit a la conclusion que x e (An B) u (An C). 

2. Montrons que (An B) u (An C) c An (Bu C). 

Soit x e (An B) u (An C) 

Puisque x appartient a une union, on etudie les deux cas : 

- x e (An B), alors comme x e B, a fortiori, x e B u C et comme x e A, finalement x e An (B u C). 

- x e (An C), x e C d’ou x e BuC et comme xe A, x e An (BuC). 

Dans les deux cas, on aboutit a la conclusion que x e A n (B u C) . 

Remarque 1.11 Remarquez comment nous avons respecte les plans correspondant aux definitions. Dites-vous bien que 
si vous voulez montrer que EcFet que vous ecrivez : 

Posons x = . . . , 
x e E 
x e F 

votre professeur ne prendra pas la peine de lire votre copie : vous etes hors sujet. Ce que vous ecrivez peut etre interessant, 
mais ne demontre pas que EcF. Vous n’avez pas suivi le plan de demonstration correspondant a la propriete a montrer. II 
est tres important d’ecrire au brouillon (au moins dans un premier temps), le plan de demonstration et de bien comprendre 
ce que vous devezfaire pour montrer le resultat. Avec un peu d’habitude, le brouillon deviendra inutile et vous aurez en 
tete ce plan a tout moment. 

Exercice 1.1 O 

Soient trois ensembles A, B,C. Montrer que 


Au (BnC) = (AuB) n (AuC). 


Solution : 

c ; soit x e Au (B n C). Etudions deux cas : 

- x e A, alors xEAuBetxEAuCet done x e (A u B) n (A u C) . 

- x e B n C : comme xEB.xEAuBet comme xeC, xeAuC. Par consequent, x e (A u B) n (A u C) . 

Dans les deux cas, x e (A u B) n (A u C) . 

z> ; soit x E (A U B) n (A U C) . 

On axsAuBet xeAuC. Etudions deux cas complementaires : 

- xe A, alors xeAu (BnC). 

- x £ A, alors comme xeAuB, x e B. De meme, puisque xeAuC, x e C. Par consequent, xe (BnC) et done 
xe Au (BnC). 

Dans les deux cas, on a montre que x e Au (B n C). 


Exercice 1.2 O 

Soient A et B deux ensembles. On definit leur difference symetrique par : 

AAB = (A U B) \ (A n B) . 

a. Comparer les ensembles AA(B u C) et (AAB) u (AAC). 

b. Soient A,B,CcE trois parties d’un ensemble E. Montrer que 

(AAB = AAC) <=> (B = C). 

(0 tit) 
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Solution : 

a. - Montrons que AA(Bu C) c (AAB) u (AAC). 

Soit x £ AA(B u C), par definition de la difference symetrique, ie Au(BuC) et x & An (B u C). Puisque 
x £ Au B u C, etudions trois cas : 

- si x e A : puisque x^BuC, x&B, done x £ AAB. 

- si x £ B ; x t A d’ou x e AAB. 

- si x e C : x g A d’ou x e AAC. 

Dans les trois cas, on obtient que x £ (AAB) u (AAC). 

- Montrons qu’en general, 1’ inclusion reciproque est fausse. II suffit pour cela d’exhiber un contre-exemple. 
Considerons quatre entiers distincts a, b, c, d et posons A - {a, b}, B = \h, c} et C- \d\. On calcule AA(B u C) = 

AA {b, c, d} = {a, c, d} alors que (AAB) u (AAC) = {a, c } u {a, b, d} — {a, b, c, d}. 

b. Pour montrer une equivalence, on montre deux implications : 

[ii) => ( 2 ) est evidente. 

(z) ==> [i i) : supposons (;') vraie et montrons que (i i ) est vraie (raisonnement direct). 

Montrons que BcC : 

Soit be B, etudions deux cas complementaires : 

si be A, alors b & AAB done d’apres (i), x g AAC et done beC. 

si b&A, alors b e AAB = AAC d’ou be C. 

Montrons que CcB :1a preuve est similaire. 


Exercice 1.3 Q 

Soient deux ensembles E et F. Quelle relation y a-t-il 

a. entre les ensembles ^(EuF) et 0 s (E) u 0P (F) ? 

b. entre les ensembles 0 s (E n F) et 0 s (E) n 8P (F) ? 

c. entre les ensembles 0 a (ExF) etg?{ E) x 0?(F) ? 


Solution : 

a. Montrons que 2? (E) u 0? (F) c (E u F) . 

Soit A e 22(F) u 22(F). Etudions les deux cas possibles : 

- Si A £ 0? (E) , cela signifie que AcE et done que AcEuF. Par consequent, A e 0P(F u F). 

- De meme si A £ 0 s (F) . 

L’inclusion reciproque est fausse, comme le montre l’exemple E = {e}, F = {/} (avec e f) : ^(EuF) = 
{0,{e},{f},{e,f}} et3»(E)u0»(F) = {0,{e},{/}}. 

b. Montrons que 0? ( E n F) = .E5 8 (E) n ,(5* (F) . 

- ^(EnF) c^E) n£3*(F). 

Soit Ae^(EnF). On a AcE nF. 

Puisque AcE, Ae^(E) 

Puisque AcF,Ae5*(F). 

Par consequent, A e 0 s (E) n 2P (F) . 

- ^(E) n£P(F) c£S»(EnF). 

SoitAE0t>(E)ngP(F). 

Comme Ae^(E), AcE. 

De meme puisque A e g? (F) , A c F. 

Done A c E n F et done A e 0? (E n F) . 

c. II n’y a aucune inclusion entre les deux ensembles, comme le montre le contre-exemple suivant : E = { e } et 
F = {/}. E x F = {(e,/)}, ^(ExF) = {0,{(e,/)}(. D’autrepart, 0>(E) = { 0,{e }}, 0>(F) = {0,{/}} et 0? (E) x 0? (F) = 
{(0, 0), (0, {/}), ({e}, 0), ({e}, {/})}. 
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A.4.2 Plans de demonstrations pour les applications 

Applications 


Definition 1.3 00 Application 

On considere deux ensembles E et F. Une application f : E — * F est une correspondance qui a tout element xeE associe 
un unique element note fix) de Fensemble F. 


Remarque 1.12 On definit plus formellement une application / : E — * F par son graphe. C’est une partie GcExF 
verifiant la propriete : Vx e E, 3! y e F : (x, y) e G. On dit que cet unique element y = fix ) est l ’image de Felement x 

par F application /. Pour une application / : IR — * 1, son graphe est une partie de R 2 telle que pour tout reel xq e R. la 
droite d’equation y-x o rencontre le graphe en un unique point (xq, yo). 



Exemple 1. 14 Lorsque les ensembles E et F sont finis, on peut representer une application / : E — * F par un diagramme 
sagittal. On trace une fleche partant de chaque element xeE vers son image, Funique element y = fix ) e F. 



Le premier diagramme sagittal represente une application. Par exemple fix 3 ) = yi, fix 4 ) = fix 2 ) = yz. Le graphe de / 
s’ecrit G = {(xi,yi), (X 2 ,y 2 ), (X 3 ,yi), (X 4 ,y 2 )}. La deuxieme figure ne represente pas une application pour deux raisons : 
Felement x t possede deux images et Felement X 2 n’apas d’image. 


Remarque 1.13 


On definit V application identite d’un ensemble E par ids : 


E 

x 


E 


x 


Definition 1.4 00 Egalite de deux applications 

On dit que deux applications f,g: E — * F sont egales lorsque 

VxeE, /(x) = g(x). 


PT AN 1 4 ' 

Egalite de deux applications 


1. Soit xeE, 

2. ... 

3. fix) = gix). 
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Composee d’applications 


Definition 1.5 W Composee d’applications 

Soit / : E — * F et g : F — * G deux applications. On definit une nouvelle application notee go f : E — * G en posant 
VxeE, (gof){x) = g(/(x)). 


Exemple 1.15 Sur le diagramme sagittal ci-dessous, on a par exemple (go /)( jq) = g(/(xi)) = g(yi) = Z 2 



Remarque 1.14 A chaque fois que vous voyez une composee d’applications, assurez-vous que l’ensemble d’arrivee de 
la premiere est inclus dans F ensemble de depart de la seconde. II est conseille de faire des schemas de composition 

E-^F-^G 


I f g h 
Remarque 1.15 La composee est « associative »:siE— * F — » G^EI sont trois applications, {h o g) of = ho (go/). 

| Remarque 1.16 Si / : E — * F, / oidg = / et idpo f - f. 

Applications injectives, surjectives 


Definition 1.6 W? Injectivite 

On dit qu’une application / : E — * F est injective lorsque 

V(x,y)eE 2 , f(x) = /(y) => x = y 


On en deduit le plan de demonstration important 


Pi an 1 5 • 

Injectivite 


1. Soit (x,y) e E 2 . 

2. Supposons que /(x) = fly), 

3. ... 

4. x-y. 




Remarque 1.17 La definition precedente n’est pas tres intuitive. Pour la comprendre, traduisons ce que signifie le fait 
qu’une fonction n’est pas injective en niant la proposition a quantificateurs : 

3(x,y)EE 2 : [f(x) = fly)] A [jc / y] 

Une fonction n’est pas injective lorsqu’il existe deux elements distincts x, y ayant la meme image. Une autre facon de 
traduire que / est injective consiste a dire que tout element y e F possede au plus un antecedent. 
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L’ application g de Fexemple ci-dessus n’est pas injective puisque x\ X3 et pourtant g(x i) = g(x;>) = 3/3. L’ application 
/ est elle injective. Remarquons que tout element de F possede au plus un antecedent par / (F element y 2 n’en possede 
pas). 

Pourquoi choisir comme definition de Finjectivite V(x, y) e E 2 ,f{x) - f{y ) => x = y ? Simplement parce que cette 
definition se prete le mieux aux demonstrations directes ! En supposant que fix) = fiy), on dispose d’une hypothese 
interessante dans la preuve : il suffit de resoudre cette equation et montrer que x- y. 

{ [j^2 ^ jj^2 

, , „ „ est injective. 

[x,y) > — <■ ix + y,x + 2y) J 

Soient X = {x,y) e R 2 et X' = (x',y') e R 2 . 

I x + y - x' + y' 

On suppose que f(X) = f(X ), c’est-a-dire (egalite de deux couples) -{ 

[x+2 y - x + 2y 

En retranchant la premiere ligne a la deuxieme, on obtient y-y' puis x-x'. 

On a done X = (x, y) - (x', y') = X'. 


Definition 1.7 OOO Application surjective 

On dit qu’une application / : E — * F est surjective lorsque 

Vy e F, 3x e E : y = fix). 


Pi an 1 b • 

Application surjective 


1. Soit yEF. 


2. Posons x- ... 



3. y- fix). 




Remarque 1.18 Une application est surjective lorsque tout element de Fensemble d’arrivee F possede au moins un 
antecedent. 



L’ application g du schema n’est pas surjective car 3/2 n’a pas d’antecedent. 
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Exemple 1.17 Montrer que F application /: 


(x, y) > — * (x + y, x + 2 y) 


est surjective. 


Soit Y= (yi,y 2 ) e R 2 . 

Posons X = (2yi-y 2 ,y 2 -yi). 

Alors /(X) = (2yi - y 2 + y 2 - yt,2yi - y 2 + 2(y 2 - yi)) = (yi,y 2 ) = Y. 

Remarque 1.19 II arrive souvent dans les demonstrations qu’on ait a construire un objet, sans qu’on voit de fayon 
evidente comment le definir. On utilise alors un raisonnement d ’ analyse-synthese : 

- dans une partie analyse , on suppose que F objet qu’on cherche verifie les proprietes voulues, 

- on trouve que necessairement l’objet doit etre d’une forme particuliere, 

- on redige une partie synthese en posant l’objet qu’on a trouve et on verifie qu’il convient. 

Sur notre exemple, on pourrait rediger la preuve de la fayon suivante. 

Soit Y = (yi,y 2 ) e K 2 . 

Analyse : supposons que X = (xi, x 2 ) verifie /(X) = Y. On doit avoir 

| xi + x 2 = yi : Li 

1 xi + 2 x 2 = y 2 : L 2 

En faisant L 2 -Li, on trouve que necessairement x 2 = y 2 -yi et ensuite que xi = 2yi-y 2 d’ouX = (2yi-y 2 ,y 2 -yi). 
Synthese : Posons X = (2yi - y 2 ,y 2 - yi). On abien /(X) = (2yi - y 2 + y 2 - yi,2yi - y 2 + 2(y 2 - yi)) = (yi,y 2 ) = Y. 
Cette fay on de rediger permet d’expliquer comment on a abouti a la demonstration. Remarquez que si l’on supprime la 
partie analyse, on a respecte scrupuleusement le plan de preuve de la surjectivite. 

Exemple 1.18 Soit E un ensemble et / : E — * E une application. On suppose que f°f°f — f. Montrer que 

(/ injective ) (/ surjective ) 

(0 (ii) 

Pour montrer Fequivalence, montrons deux implications : 

1. ii) ==> (ii) : en supposant (i) vraie, montrons que / est surjective. 

Soit ye E, 

puisque / °/°/ = /,ona /(/°/(y)) = fly), mais puisque / est injective, fof(y) = y. 

Posons x = f o fly). 

On a bien y = fix). 

2. Hi) => ii ) : 

Soit (x,y) e E 2 . 

Supposons que fix) = fly). 

Puisque / est surjective, il existe x' e E tel que x = fix') et il existe y' e E tel que y = fly'). Alors fof(x') = 
f ° fly')- En appliquant /, on obtient f ° f ° fix') — f o f ° f{y') et puisque f ° f ° f — f, on trouve que 
fix') - fly') 

On a done x = fix') = fly') = y. 

Exercice 1.4 O 

Soit E un ensemble non vide etAcE une partie de E. On definit P application 

( 5»(E) — SP (E) 

<Pa: 1 X — Xn A ■ 

a. Determiner F application tp \ lorsque E = {a, b] et A - {a}. Dans ce cas, l’application tpA est-elle injective, surjec- 
tive ? 

b. Montrer que (<p \ injective ) ==> (A = H) . 

c. Montrer que (cpA surjective ) => (A = E). 

Solution : 
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a. On peut ici lister les elements de 5? (E) = {0, \a\, \h\, [a, /?}}. II suffit de calculer V image de chacun de ces elements : 
(Pa( 0) = 0, tpA({^}) = {«}, (Pa( 1M) = 0, tpA({<z> b}) = { a }. On voit que 1’ application n’est pas injective puisque 
(Pa({^» b}) = ipa({a}) alors que {a,b} f {a} et que ipA n’est pas surjective puisque {a, b} n’apas d’ antecedent. 

b. Montrons le resultatpar contraposee : 

Supposons A / E, il existe be E \ A. 

Posons A' = A u {b}, on a A / A' 
et cpa(A') = A' n A = A = cp A (A) . 

c. Montrons le resultat par contraposee : 

Supposons A / E, il existe be E \ A. 

Posons B = {b} e 3? IE), 

Montrons que VX e 3?iE), ipa(X) / B. 

SoitX e3?(E), cpa(X) =XnAcAce qui entraine que b & ip,\ (X) . Par consequent, ip,\ (X) / B. 

On aurait pu egalement udliser une demonstration directe : puisque tp,\ est surjective, il existe Xe^(E) tel que 
cp A (X) = E, c ’est-a-dire X n A = E. On en deduit que EcAet done que A = E. 


Theoreme 1 . 1 Composee et injections, surjections 

On considere deux applications E F G. On a les proprietes suivantes : 

1. /, g injectives => gof injective. 

2. f,g surjectives gof surjective. 

3. gof injective => / injective. 

4. g o / surjective g surjective. 

Demonstration 

1 . Montrons que go f est injective. 

Soient ( x,x ') e E 2 tels que (gof)(x) = (go/Kx 7 ). 

Puisque g est injective et que g(/W) = g(fix')), on en deduit f[x) = fix 1 ). 

Puisque f est injective, on a x = x’ . 

2. Montrons que go f est surjective. 

Soit zeG. 

Puisque g est surjective, il existe y e F tel que z = g(y). 

Puisque f est surjective, il existe xeE tel que y = fix). 

Alors z = g(/M) = (go/) lx) 

3. Montrons que f est injective. 

Soient ix,x’) e E 2 tels que fix) = fix’). 

En prenant P image par g des deux membres, on obtient : g(fix)) = g[fix')), soit igof)ix) = (go/) (A/). 
Puisque (g o /) est injective, il vient que x = x' . 

4. Montrons que g est surjective. 

Soit zeG. 

Puisque (g o /) est injective, il existe x e E tel que z = (g o /)(x). 

On a done z = g(fix)) et, en posant y = fix), cela donne z = g(y) ce qui montre que g est surjective. 

Exercice 1.5 O 

Soient E, F, G trois ensembles et deux applications f : E — * F, g : F — > G. 

a. Montrer que si go f est injective et f surjective, alors g est injective. 

b. Montrer que si go f est surjective et g injective, alors f est surjective. 


Solution : 

a. Montrons que g est injective. 

Soit iy,y r ) e F 2 verifiant g(y) = g(y'). 

Puisque f est surjective, il existe (x, x') e E 2 tels que y - fix) et y' = fix'). 
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b. 


On a done g(/(x)) = g(/(x')), e’est-a-dire (g°/)(x) = (go/j(x'). 

Puisque (g° /) est injective, il vient que x = x' . 

En appliquant f, on a fix) = fix'), e’est-a-dire y - y' . 

Montrons que f est surjective. 

Soit y e F. 

Puisque giy) eGet que (go f) est surjective, il existe x e E tel que giy) - (go/)(x). 
On a alors giy) - g[fix)) mais comme g est injective, on a y- fix). 


Bijections 


Definition 1.8 Bijection 

On dit qu’une application / : E — * F est bijective lorsque / est injective et surjective. 


Pt an 1 7 ■ 

Pour montrer que / est bijective 


1. Montrons que f est injective. 

2. Montrons que f est surjective. 




Remarque 1.20 Une application est bijective lorsque tout element de l’ensemble d’arrivee possede exactement un 
antecedent. 



Theoreme 1.2 O'? Bijection reciproque 

Soit / : E — * F une application bijective. Il existe une unique application g : F — > E verifiant 

\g°f = idE 

|/°g = id F 

On dit que V application g est la bijection reciproque de la bijection / et on note g- f~ l . 

Demonstration 

- Montrons l'unicite d'une telle application g. Soit (gi,g 2 ) e & (F, E) 2 verifiant f o =/og 2 = idp et g\o f = g 2 o f = id F . 

Soit ye F, 

puisque fo gl (y) = id F (y) = y, en appliquant g 2 , on a g 2 (/ o gl (y)) = g 2 (y), 
d’ou (g 2 °/)(gi (yl) = g 2 (y), 

Or g 2 o / = id E , id E (gi (yl) = gi (y) et fin alement gi (y) = g 2 (y) . 

- Montrons l’existence d’une telle application g. Considerons G = {( x,y ) e E x F ] y = fix)} le graphe de 1' application f. Posons 
G = !(y, x) e F x E | y = fix)}. On verifie que G est un graphe fonctionnel : 

Soit y e F, 

puisque f est bijective, il existe un unique x e E tel que y = fix), e’est-a-dire tel que iy,x) e G. 

Le graphe G definit done une application g : F — * E. Montrons que fog = id F . 

Soitye¥,fog[y) = f(giy)). 

Il existe un unique x e E tel que y = fix) et on a alors g(y) = x, d’ou f o g(y) = f(x) = y. 

On montre de meme que go f = id E . 
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Exercice 1.6 0 


f g h 

On considere trois applications E — » F — ► G — * H. Montrer que 

go f st hog bijectives ==> f, g, h bijectives 


Solution : Puisque go f est surjective, d ’apres le theoreme 1 . 1 page 1141, g est surjective. De meme, puisque hog 
est injective, g est injective. Par consequent, g est bijective et on peut introduire sa bijection reciproque g _1 : G — * F. 
Puisque go f et g _1 sont bijectives, toujours d’ apres le theoreme 1.1, f = g _1 o {go f) est bijective. Par consequent, f 
est bijective. On demontre a vec les memes arguments que h est aussi bijective. 

On peut aussi resoudre cet exercice en utilisant les resultats de V exercice 1.5 page 1141. Puisque go f est injective, f 
est injective d’ apres le theoreme 1.1 page 1141 et, d’ apres P exercice 1.5, f est surjective car g est injective. On prouve 
de meme que h est surjective. 


Theoreme 1.3 OW Bijection reciproque d’une composee 

Soient / : E — * F et g : F — ► G deux bijections. On note g -1 : G — ► F et / -1 : F — * E leurs bijections reciproques. La 
composee (go f) est egalement bijective et (go /) _1 = / -1 og _1 . 


Demonstration D' apres le theoreme 1.1 page 1141, la composee de deux bijections est une bijection, done go f est bijective. 
Posons h = / -1 o g -1 . On a h o (go/) = f~ l o (g _1 °g)o/ = / _1 o/ = id^ et de meme, [go f) o h = idg. Parle theoreme 1.2 page 
1 1 42, 1 ’ application h est la bijection reciproque de 1 ’application go f. 

Image directe, image reciproque 


Definition 1.9 OOO Image reciproque d’une partie 

Soit une application / : E — * F et une partie BcF. On definit V image reciproque de la partie B par F application / : 

/ -1 (B) - {xeE\ f[x) e B}. 


Pi AN 1 8 ' 

Pour montrer que xe f 1 (B) 


Soit x E E. 

Verifions que /(x) e B. 




Remarque 1.21 Ne pas confondre la notation / 1 (B) lorsque B c F est une partie de F et la notation / 1 (y) lorsque 
y e F qui n’a de sens que lorsque Fapplication / est bijective. 


Exemple 1.19 Soit une application / : E — * F et deux parties B i , B 2 c F. Montrer que 

a. Bi c B 2 ==> /^(BiJc/^fBz) 

b. /- 1 (BinB 2 ) = /- 1 (Bi)n/- 1 (B 2 ) 

c. f~ l (Bi u B 2 ) = / -1 (Bi) u / -1 (B 2 ) 

a. Raisonnement direct. Supposons (i) : Bi c B 2 vraie et montrons (zz) : / _1 (Bi) c / _1 (B 2 ) : 

Soit xe / -1 (Bi). 

Par definition de l’image reciproque, f[x) e Bi et, puisque Bi c B 2 , f[x) e B 2 . 

Par definition de l’image reciproque x e / _1 (B 2 ) car f[x ) e B 2 . 

b. Montrons deux inclusions : 

c : 

soit xe / _ 1 (Bi nB 2 ), 

Par definition de l’image reciproque, f[x) e Bi n B 2 . 

Puisque /(x) eBi,xe / _1 (Bi) et, puisque /(x) e B 2 , xe / _1 (B 2 ). 

On a done x e / _1 (Bi) n/ _1 (B 2 ). 

3 : 

Soit x e / -1 (Bi) n / -1 (B 2 ). 
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Puisque x e f~ l (Bi), fix) e Bi et, comme x e f~ l (B2), fix') e B2. 

Ainsi f{x) e Bi nB2 et x e / _ 1 (Bi nB2). 

c. c : 

Soit xe/ - 1 (Bi UB2) 

Par definition de l’image reciproque, fix) e Bi u B2. Etudions deux cas : 

Si fix) e Bi, alors par definition de Pimage reciproque, x e / _1 ( Bi) et a fortiori, x e / _ 1 (Bi) u 

/ '(I?2). 

Si fix) e B 2 , alors xe / _ 1 (B 2 ) <= / _ 1 (Bi) u / _1 ( B 2 ). 

Dans les deux cas, x e / _ 1 (Bi) u / _ 1 ( B2). 
z> : 

Soit XE / _ 1 (Bi)u/ _ 1 (B 2 ). 

Etudions deux cas : 

Si xe f~ l i Bi), alors fix) e Bi d’ou fix) e Bi UB2 et x e / _ 1 (Bi UB2). 

Si xe / _1 ( B2), alors fix) e B2 d’ou fix) e Bi UB2 et x e / _ 1 (Bi UB2). 

Dans les deux cas, on a montre que x e / _ 1 (Bi u B2). 


Definition 1.10 WW Image directe d’une partie 

Soit une application / : E — * F et une partie Ac E. On definit l’ image directe de la partie A par F application / : 

/(A) = {y e F | 3 x e A : y = /(x)} 



Exemple 1.20 Soit une application / : E — * F et Ai, A2 c E deux parties de Fensemble E. Montrer que : 


a. Ai c A 2 /(Ai)c/(A 2 ) 

b. f (Ai u A 2 ) — f (Ai) u f (A 2 ) 

c. /( Ai nA 2 ) c /( Ai) n /( A2) et que Finclusion reciproque est fausse en general. 

a. Supposons Ai c A2 et montrons que /( Ai) c fiAf). 

Soit y e /( Ai), 

d’apres la definition de Pimage directe, il existe xeAi tel que y = fix). 

Puisque Ai c A2, x e A2 d’apres la definition de Pimage directe, 
ye/(A 2 ). 

b. Montrons deux inclusions : 

c : 

Soit y e /(Ai u A 2 ), 

d’apres la definition de Pimage directe, il existe xeAi u A 2 tel que y = fix). Etudions deux cas : 

Si x e Ai, alors y = fix) e /( Ai) et, a fortiori, y e /( Ai) u fiAf). 

Si x e A2, alors y = fix) e fiAf) et done y e /(Ai) u fiAf). 

Dans les deux cas, y e /(Ai) u fiAf). 
c : 

soit y e /(Ai) u / (A 2 ) , 

Etudions deux cas : 

Si y e /( Ai), d’apres la definition de Pimage directe, il existe xe Ai tel que y = fix) et puisque 
x e Ai c Ai U A 2 , y = fix) e/(AiUA 2 ). 

Si y e /( A 2 ), on a de meme y e /(Ai u A 2 ). 

c. Montrons /(Ai n A2) c /( Ai) n /( A2) : 
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Soit x e /( Ai n A 2 ), 

d’apres la definition de l’image directe, il existe x e Ai n A2 tel que y — f{x). 

Puisque x e Ai et y = f{x), on a y e /( Ai) et, puisque x e A2 et y = fix), on a y e /( A2). 

Finalement, y e /( Ai) n /( A2). 

Montrons qu’en general, Finclusion /(Ai) n /( A2) c /(Ai n A2) est fausse. Essayons tout d’abord de la prou- 
ver : 

Soit ye/(Ai)n/(A 2 ). 

Puisque y e /(Ai), il existe xi e Ai tel que y = fix 1). 

Puisque y e fiAf), il existe X2 e A2 tel que y = fix 2). 

On est bloque, car il nous faut trouver x e Ai n A2 tel que y = fix). On dispose de x\ e Ai et X2 £ A2, 
mais comment construire x a partir de x\ et X2 ? On se rend compte que si Ton ajoute l’hypothese que 
la fonction / est injective, alors puisque fix 1) = fix 2), on aurait x\ = X2 et alors x — x\ = X2 e Ai n A2. 
Dans le cas ou / n’est pas injective, on ne voit pas comment conclure. 

Nous allons chercher un contre-exemple en definissant une fonction / et deux parties Ai, A2 pour lesquelles 
l’inclusion est fausse. On a vu que pour trouver un contre-exemple, il fallait necessairement choisir une 
fonction / qui n’est pas injective. Essayons par exemple avec E = {a, b}, F = {c}, et / : E — * F definie par 
fia) = fib) = c. En prenant Ai = {a}, A2 = {b}, /( Ai n A2) = /(0) = 0 alors que /( Ai) = /( A2) = {c} d’ou 
/ (Aj) n / (A 2 ) = {c}. 


Exercice 1.7 


0 


Soitf : 


ix, y) • — * (x + y, xy) 

a. On considere un element (a, b) e K 2 . Determiner P ensemble f ~ 1 ({(a, b)\) (les notations sont-elles correctes ?) 

b. Determiner /(R 2 ) . 

c. L’ application f est-elle injective ? Surjective ? 


Solution : 

a. Soit (x, y) e R 2 , on traduit la notation f~ l ({(a, b ) } ) avec la definition de 1 ’image reciproque : 

, , , [ x+ v - a 

X= (x,y) E/ _1 ({(a, f?)}) < 

[xy =b 

Par consequent, X e /' _l (\{a, b ) } ) si et seulement si x et y sont racines du trinome P - X 2 - aX+ b. 

- Si A = a 2 - Ab < 0 , le trinome P ne possede pas de racines reelles et f~ l ({(a, h ) ) J = 0 . 

- Si A - a 2 -Ab - 0 , le trinome possede uneracine double a/2, d’ou / - 1 ({(a, b )}) = Hal 2, a/ 2 )}. 

- Si A = a 2 -Ab > 0 , le trinome possede deux racines reelles distinctes x\ X2 et / - 1 ({(a, b)}) = {(xi,X2), (X2,xi)}. 

b. On a (x,y) e /(R 2 ) si et seulement s’il existe ( x',y ') e R 2 verifiant f(x',y') = (x,y). D’apres a., c’est le cas si et 
seulement si x 2 - Ay 3 = 0 . Par consequent, 

/(R 2 ) = {(x, y) e R 2 | x 2 - Ay 3 = 0 } 

(representer graphiquement cet ensemble dans l 2 ). 

c. Puisque /(R 2 ) ^ R 2 , 1’ application f n’est pas surjective et, puisque /(( 1 , 2 )) = /(( 2 , 1 )), elle n’est pas injective. 


Exercice 1.8 O 

Soit f : E — * F une application etAcE,BcF deux parties. Montrer que 

a. /(/- 1 (B))c B. 

b. f~\n A))=A. 


Solution : 

a. Soit ye /(/ _ 1 (B)), 

par definition de P image directe, il existe x e / _ 1 (B) telquey- fix). 
Par definition de 1 ’image reciproque, f(x) e B. 

On a done y = /(x) e B. 
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b. Soit xeA, 

Par definition de P image directe, fix) £ /(A). 

Par definition de 1 ’image reciproque, x £ / _1 (/(A)). 

Cherchez des contre-exemples pour montrer qu ’en general les inclusions reciproques sont fausses. 

Exercice 1.9 O 

Soit une application f : E — * F et deux parties AcE.BcF. Montrer que 

a. /injective => / _1 (/( A))=A. 

b. /surjective => /(/“ 1 (B)) = B. 


Solution : 

a. Faisons un raisonnement direct en supposant f injective. Nous allons montrer l’egalite des deux ensembles en 
prouvant deux inclusions. 

- 3 : est vraie meme si f n’est pas injective : Soit x £ A, par definition de V image directe, fix) e /(A) et, par 
definition de P image reciproque, xe/ _1 (/( A)). 

- c : 

Soit xe f^ifi A)), 

par definition de P image reciproque, fix) £ /(A). 

Par definition de 1 ’image directe, il existe x' e A tel que fix) = fix') . 

Puisque f est injective, x-x' 

Et, puisque x' £ A, x- x' £ A. 

b. Meme technique : 

- c : Cette inclusion est vraie, meme si f n’est pas surjective. Soit y e /(/“ 1 ( B)), par definition de l’image 
directe, il existe x £ f~ l (B) tel que y = fix). Par definition de P image reciproque, puisque x£ f~ l i B), fix) £ B 
et y- fix) £ B. 

- ^ : Soit yeB. Puisque f est surjective, il existe x £ E tel que y = fix). Puisque fix) £ B, par definition 
de l’image reciproque, x £ / — 1 (B) et, puisque y = fix) avec x £ / -1 (B), par definition de l’image directe, 

y£fif ’(H)). 


A.4.3 Families 

Definition 1.11 V Famille 

Soit I un ensemble (les indices) et E un ensemble. On appelle famille d’elements de E indexee par l’ensemble I, une 
( I — * E 

application tp : < ^ . On note cette application. 

| Exemple 1.21 Une suite de reels (Mn)neN est une famille de reels indexee par Fensemble I = N. 
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Pi am 1 11- 

Pour montrer que x e IJ/fi A/ 


1 . Posons i - ... 

2. ...xeA i. 




Remarque 1.22 Ces definitions generalised les unions ou intersections finies a des unions ou intersections infinies. 
Par exemple, si E = IK et pour keN, A^- [-k, k], UfceN A* = IR et flteN Afc = {0}. 

Exemple 1.22 Soit (A,) ;e i une famille de parties d’un ensemble E. Montrer que 

a. E \ (Ui'el A;) = fl/eilE \ A z -) 

b. E \ (fliel A;) = U/ei(E \ A,-) 

a. Montrons deux inclusions : 

— c : 

Soit x e E \ Uiei A,-. 

Soit i e I. 

Montrons que ieE\A,-. Par l’absurde, si x e A/, on a x e IJ/ei A,-, ce qui est faux. 

— r> : 

Soit x £ fljel (E \ A,-). 

Montrons que x G EMJiei A,-. Par Fabsurde, si x g IJ/ei A/, par definition de F union d’une famille de parties, 
il existe io £ I tel que x g A,-, mais alors x g. E \ A, ce qui est absurde puisque pour tout i G I, x g E \ A,. 

b. La demonstration est similaire. 

Exercice 1.10 V 

Soit E un ensemble et f : PP(¥.) — * PP(¥.) une application croissante pour 1’ inclusion : 

V(A,B)g^(E) 2 ,AcB => /(A) c /(B). 

On note 

^ = IXg^>(E);/(X)cX} 

1. Montrer que VXg g? (E),Xe0> => f{X)egP. 

2. Soit Xo = flxE^X. Montrer que /(X o) = Xo- 

Solution : 

a. Soit X g SP . Montrons que /(X) g P? . Comme X g PP, /(X) c X. Comme f est croissante, /(/(X)) c /(X) ce qui 
montre que /(X) g gp. 

b. - Montrons que /(Xo) c Xo- 

SoitXe SP. 

Comme Xo c X et que f est croissante, /(Xo) c /(X). 

Puisque Xe 0 s , /(X) cX. 

On a done /(Xo) <= X. 

Comme VXg gp, /(Xo) cX, par definition de V intersection d’une famille, /(Xo) <= fixes 8 X = Xo- 

— 3 ; On vient de montrer que Xq g PP et, d’apres la premiere partie, on a done egalement /(Xo) g PP d’ou 
Xo = n X ES>Xc/(Xo). 


A.5 Fautes de raisonnements classiques 

Multimedia : Un "forum" ou les eleves peuvent proposer des demonstrations fausses 
et ou l'on doit trouver l'erreur 

A.5.1 Bien analyser les notations 

Une grande partie des erreurs de raisonnement provient d’une mauvaise comprehension des definitions du cours ou des 
notations de Fenonce. 
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Exemple 1.23 Soit deux applications /: E — ► FetgiF — ► G. Soit B c F. Comparer go /(/ 1 (B))etg(B). 

Voici une demonstration trouvee dans une copie : 

g°/(/ _1 (B)) = g(/(/ _1 (B))) ( definition de la composee ) 

— g(B) ( car /o/ _1 = id) 

Que pensez-vous de cette «preuve»? C’est Fexemple typique d’ecriture formelle (une suite d’egalites) ecrites sans 

donner un sens a ce que Ton ecrit. II y a plusieurs confusions dues a un manque d’analyse des objets manipules. Cerise 

sur le gateau, le resultat est faux et en raison de son manque de rigueur, l’etudiant ne s’en est pas aper£u ! 

- L’eleve ecrit g°/(A) = g(/(A)). Pour lui, c’est la definition de la composee de deux applications. II faut toujours avoir 
en tete le type d’objet que Ton manipule. Si x e E est un element de l’ensemble E, on a effectivement go fix) = g(/(x)) 
ou fix) e F est un element de Fensemble F. Mais ici, A n’est pas un element de E, c’est une partie de E : Ac E. La 
notation /(A) n’a rien a voir avec l’image d’un element de E par l’application /, mais represente l’image directe de la 
partie A par / et il faut utiliser la definition precise de F image directe. Le resultat est vrai, mais necessite une preuve 
qui s’appuie sur les definitions : 

Montrons que go/(A)cg(/(A)J. 

Soit z e go /(A) (z est un element de Fensemble G). 

D’apres la definition de l’image directe g(C) (ou C = /(A) est une partie de F), il existe y e /(A) tel que z = g(y). 

D’apres la definition de l’image directe /(A), il existe x e A tel que y = fix). 

On a done z = g(y) = gif lx)) = go fix) d’apres la definition de la composee de deux applications. 

Puisque z = lg° f)lx) avec x e A, d’apres la definition de l’image directe, z e (go/) (A). 

Montrez de la meme t'acon l’inclusion reciproque. 

- Il y a une autre incomprehension des notations : /(/ _1 ( B)) = /°/ _1 (B). Pourecrire /o/ _1 , il faudrait que V application 
f~ l existe (on parle de composee d’ applications uniquement) et ce n’est le cas que lorsque / est bijective. La notation 
/ _1 ( B) designe ici l’image reciproque d’une partie de B par l’application /. 

Ecrivons une preuve rigoureuse en analysant les notations et en suivant les plans de demonstration : 

— c : 

Soit ze (go/) (/— 1 (B)). 

Par definition de l’image directe, il existe x e / _1 ( B) tel que z = (go/)(x). 

Puisque x e / _1 (B), par definition de l’image reciproque, fix) e B. 

Puisque fix) e B et z = g(/(x)), par definition de l’image directe, z e g(B). 

— o : 

Soit z e g(B), 

Par definition de l’image directe, il existe y e B tel que z = g(y). 

Il nous faut trouver ie/ _ 1 (B)cE pour ecrire z = (go/) (x) . On ne voit pas comment a partir de y trouver ce x 

(ce serait possible si on supposait / surjective). 

L’inclusion reciproque semble fausse. Cherchons done un contre-exemple. On a vu que le probleme se posait lorsque 
/ n’etait pas surjective. Essayons done E = { a }, F = {b, c}, G = { d } et les applications definies par fla) = b , gib) = 
glc) = d. Pour B = {c}, on a / _1 (B) = 0 d’ou (g°/)(/ _1 ( B)) = 0 alors que g(B) = {d}. 


Remarque 1.23 Avant d’ecrire une formule mathematique, vous devez vous demander quel type d’objet vous manip- 
ulez (est-ce un element d’un ensemble, une partie, une application?. . .). Pour cela, il est utile de faire des schemas au 
brouillon. Dans Fexemple precedent, on ecrit : 

E F —* G 

/-!(B)cE BcF g(B)cG, (go/)(/-l(B))<=G 

Remarquez egalement le choix judicieux des notations de notre preuve : nous avons decide de noter les elements de E 

x,x' ,..., ceux de F y, y' . . . et ceux de G, z,z' , Lors de notre demonstration, nous notons egalement sur le schema les 

elements utilises : 

f K 

E-F- G 

xeE yEF z=g(y)EG 

Un bon etudiant fait cela intuitivement et comprend ce qu’il doit demontrer. En cas de doute, n’hesitez pas a faire une 
pause pour revoir la nature de chaque objet manipule. 
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A.5.2 Plan de demonstration incorrect 


II faut bien connaitre les definitions exactes du cours et les utiliser pour demontrer des resultats en suivant les plans 
correspondants. 

Exemple 1.24 On note .IF ( H, F) F ensemble des applications d’un ensemble E vers un ensemble F . On considere deux 
ensembles E et F. Soit g : F — * E une application injective. Montrer que F application 

( & (E,F) — J^(E,E) 

^ '1 / — g°f 


est injective. 

Voici une « demonstration » trouvee dans une copie : 

Soit (x,x') e E 2 . 

Supposons que go fix) = go fix'). 

D’apres la definition de la composee, g(/(x)) = g(/(x')). 

Puisque g est injective, fix) - fix'). 

Toutes les lignes ci-dessus sont correctes, mais qu’a-t-on montre ? Detaillons la demarche preliminaire a effectuer avant 
d’ecrire une preuve. II faut d’abord comprendre les notations : si / e FF (E, F) et g e FF (F,E), 

E F JL E. 

La composee go f est bien definie et c’est une application go f : E — > E. L’ application cp est done bien definie. On veut 
montrer que ip est injective. L’ ensemble de depart de cp est FF (E,F). Le plan de demonstration correspondant s’ecrit 
Soit (/,/') e(J?( E,F)) 2 . 

Supposons que cp if) - cp(/'). 

On prouve que f — f . 

On s’apcrcoit que l’eleve n’a pas suivi ce plan et que ce qu’il ecrit n’a aucun sens... Ecrivons une preuve correcte. Nous 
voulons montrer que les deux applications / et /' sont egales. La definition de Fegalite de deux applications impose le 
plan suivant. 

Soit x e E, 
fix) = fix). 

Ecrivons la preuve complete. 

Soient (/,/') e i& (E,F)) 2 . 

Supposons cp(/) = cp(/'), c’est-a-dire go f — go/'. 

Soit x e E. 

On a go fix) = go f'[x). 

Puisque g(/(x)) = g(/'(x)) et que Fapplication g est injective, fix) - fix). 

Par consequent, f = f. 


A.5.3 Fautes de logique 

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques fautes de logique qui illustrent les notions introduites au paragraphe A. 1 
page 1 126. 

Exemple 1.25 Un eleve affirme dans sa copie que pour deux parties A,B d’un ensemble E, Fapplication 

f 3?(E) — * 3?(E) 

X i— (XnA.XuB) 


est injective et il justifie ce resultat par la « demonstration » suivante. 
Soit(X,X')E(^(E)) 2 . 

Supposons /(X) = fiX 1 ) et montrons que X = X'. 

Montrons que XcX' : 

Soit x e X, etudions deux cas : 

- si xeA, alors xEXnA = X'nAd’ou xeX', 
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- si x ^B, alors xEXuB = X'uBet done x EX'. 

Dans les deux cas on a montre que x e X'. 

On montre que X'cXde la meme fagon. 

Le probleme vient de F etude de cas non- exhaustive : il peut exister des elements x e E tels que i^AetxeB. Ce cas n’a 
pas ete traite (et le resultat est faux en general). 

Exemple 1.26 Void un exemple tire de l’algebre lineaire qui illustre la meme erreur tres courante. Soit E un IK-espace 
vectoriel et F, G deux sous-espaces supplementaires : E = F®G. On suppose que Vx e F, u(x) — x et Vx e G, u(x) = x. 
Montrer que u = id];. On rencontre souvent le « raisonnement » suivant : 

Soit x e E, etudions deux cas : 

- Si x e F, alors u(x) - x. 

- Si x e G, alors u{x) — x. 

Done Vx e E, u(x) — x et u - Me- 

C’est une confusion typique entre supplementaires et complementaires. Dire que E = F ® G n’est pas la meme chose que 
E = Fu G. Les deux cas etudies ne sont pas exhaustifs : il peut exister des vecteurs x qui n’appartiennent ni a F ni a G. Par 
exemple, si E = [R 2 , F = Vect(l,0) et G = Vect(0, 1), on a bien E = F®G et pourtant (1, 1) ^F et (1, 1) & G. La demonstration 
correcte utilise la definition exacte de deux sous-espaces vectoriels supplementaires : 

Soit x e E. 

Puisque E = F © G, il existe xp e F et xq e G tels que x = xf + xq ■ 

Comme u est lineaire, u(x) — w(xp) + u(xq) = xf + xg = x. 

Done u — id].-. 


Exemple 1.27 Considerons une suite ( u n ). Un eleve montre que si les deux suites extraites [iiml et lU 2 n +\) convergent 
vers 0, alors la suite ( u n ) converge vers 0. Il ecrit : 

Considerons deux cas : 

- si n est pair, . . .alors (u n ) converge vers 0. 

- si n est impair, . . .alors ( u n ) converge vers 0. 

Dans les deux cas, nous avons montre que u n * 0. 

n—*+ oo 

Il n’a pas compris que la proposition P : u n * 0 ne depend pas de n. Dire qu’une suite converge vers 0 ne fait 

n—*+oo 

pas intervenir n. On peut ecrire de facon equivalente P : > 0. La lettre est muette dans un quantificateur V. La 

k—*+ oo 

proposition 

Ve > 0, 3N e l\l : VmeN, n> N \u„\ «e 

est logiquement equivalente a : 

Ve>0, 3 KeN : V^eN, => \u k \^e. 

Il etudie done deux cas en fonction de n et demontre dans ces deux cas qu’une propriete independante de n est vraie. Au 
mieux il a ecrit deux demonstrations correctes identiques. Au pire, il a ecrit n’importe quoi . . . 

Exemple 1.28 Pour montrer une proposition de type 

P : VheN 2?{n) 


on utilise souvent le principe de recurrence. 

- On verifie la propriete au rang n- 0 : .'V’(O) est vraie. 

- On montre que \/n e M, @>{n) ==> 3?{n + 1) est vraie. 

Pour rediger une recurrence, vous devez d’abord mettre en evidence la propriete tifiin). Par exemple, pour montrer que 


Mn e N, 


n 


k = 0 


n(n+ 1) 
2 


on ecrit : 

Ji, n{n+\) 

S^ln) :^k- 

k = o 2 

On utilise ensuite le plan suivant : 

° 0x1 

: X>=°= — 

k = 0 2 

Soit n e l\l, montrons SPin) 3P{n+ 1) : 


1150 



^■*■1 ^ Tli^Yl 1) 

I*=I k+ in + 1) = 1 - ( n+ 1) d’apres 2?iri). 

k = o k = o 2 

^ ^ .. in+lKn + 2) 

On en deduit que ^k= . 

k = 0 2 

Une erreur courante consiste a citer la propriete -iP ( n ) avec le quantificateur V : 

Jf n[n+ 1 ) 

2?{ri) :Vne N, = . 

k = o 2 

Remarquons que cette propriete ne depend pas de n : elle est logiquement equivalente a la propriete 

J 'f pip + 1) 

\/peN, — 

k=o 2 


Exemple 1.29 On considere une suite recurrente definie par uq £ M et Vn e N, u n+ \ - filin') ou f :U — * IS est une 
fonction verifiant : M x e IS, fix) ^ x. On veut montrer que la suite iu n ) est decroissante : Mn e N, u n+ \ u n . Ecrivons 
une recurrence : 

2?in) : u n+ 1 u n . 

&>i0) : Ml = /(Mo) M 0 . 

^(m) => ^(m+ 1) : m„+i = fiu n ) u n . 

Ce que nous avons ecrit est correct, mais a quel endroit avons-nous utilise la propriete ■ pour montrer ( n + 1) ? La 
recurrence est inutile. II suffit d’ecrire : 

Soit «eN, 

H n + 1 = fill,,) ^ U n . 

Done la suite iu n ) est decroissante. 

Remarque 1.24 Les etudiants ont tendance a abuser de la recurrence. Pour montrer une propriete qui commence par 
Vn e N,..., ils se lancent automatiquement dans une recurrence. On ecrit une recurrence uniquement lorsqu’on a essaye 
une demonstration directe qui n’aboutit pas et qu’on repere un lien interessant entre fi^in) et 3P ( n + 1). Si l’on decide 
d’ecrire une recurrence, il est important 

- d’ecrire precisement la propriete SPiri), 

- dans la preuve de 3?iri) ==> !¥ (n+ 1 ) d’indiquer precisement a quel endroit on a utilise que , r ¥(n) est supposee vraie. 

Exemple 1.30 Refuter la demonstration suivante : Dans une boite de crayons de couleurs, tous les crayons sont de la 
meme couleur. 

Par recurrence : Soit n le nombre de crayons, pour n — 1 e’est evident. Passons de n a n + 1 : on enleve le premier crayon 
ci. II reste n crayons C 2 ,...,c n +i qui sont de la meme couleur, par "hypothese" de recurrence. De meme c\,...,c n sont 
de la meme couleur. Les deux "sous-boites" sont done de la meme couleur que c,;(l < i < n+ 1). Ainsi tous les crayons 
ont la meme couleur. 

Bien entendu, comme le resultat est faux pour n - 2, e’est qu’on ne peut pas passer de n — 1 a n — 2. L’ intersection entre 
les deux "sous-boites" est vide. 

Exemple 1.31 Soit une application / : E — * F et Ac E une partie de E. On demande de comparer f~ l [fi A)) et A. Un 
etudiant voulait demontrer que l’inclusion f~ l (/(A)) c A etait fausse. II ecrit : 

Soit x e f~ l (/(A)), montrons que x A 

et il n’aboutit pas. II essaie de montrer que f~ l ifi A)) c E \ A, ce qui n’est pas la meme chose que f~ l ifi A)) A. Un 
autre traduit correctement que f~ l ifi A)) c A est faux. 

Montrons qu’il existe x e f~ l {fi A)) tel que x & A 

et n’aboutit pas non plus. Ces deux eleves voulaient montrer que la propriete est toujours fausse, quels que soient 
1’ ensemble E, l’application / et la partie A. Il y a des exemples ou la propriete est vraie et d’autres pour lesquels elle est 
fausse. Il s’agit de montrer que la propriete n ’est pas toujours vraie et, pour cela, il suffit d’exhiber un contre-exemple ou 
Ton construit E, /, A pour lesquels la propriete est fausse. Il faut bien comprendre la distinction entre : « une propriete 
est toujours fausse » et « il existe des cas ou la propriete est fausse ». 


A.5.4 Utilisation d’objets non-definis 

Il important de relire une demonstration pour s’assurer que tous les objets utilises ont ete bien definis. 
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Exemple 1.32 Un eleve ecrit 

Soity £/(/-' (A)). 

Puisque xe / _1 (A)... 

Pour lui, la nature de l’objet x est evidente, mais il n’a pas introduit cet objet avant de l’utiliser. La preuve peut etre 
correcte, mais est mal redigee. II aurait du ecrire 
Soit ye /(A). 

Par definition de l’image directe, il existe x e A tel que y = fix). 

Exemple 1.33 Un eleve veut montrer que si f,g : IK — * 1 sont deux applications surjectives, Fapplication (/+ g ) est 
egalement surjective. Pour cela, il ecrit 
Soit zeR. 

Posons x e IR tel que zl 2 - f{x) et z/2 = g(x) 

Alors z-zl2 + zl2-f{x) + g{x)-(f + g){x) 

Le probleme dans cette « preuve » est qu’un tel reel x it’ existe pas forcement. Par exemple, si / = Mr et g - - Mr, / et 
g sont surjectives alors que (/+ g) est Fapplication nulle qui n’est pas surjective. Pour z= 1, essayez de trouver un reel 
x tel que /(x) = 1/2 et f(x) = -1/2 . . . 

Remarque 1.25 Mefiez-vous d’une phrase « Posons x . .. tel que . . . ». Bien que Fexistence d’un tel objet x vous 
arrange pour terminer votre preuve, il y a souvent un probleme ! 


A.5.5 Ordre des objets introduits 

En analyse, de nombreuses fautes proviennent d’un probleme de dependance d’objets introduits. Plutot que d’analyser 
des erreurs, nous allons voir deux exemples importants qui illustrent ce propos. 

Exemple 1.34 Voyons un exercice classique d’analyse, le theoreme de Cesaro. Soit (ii n ) une suite, on definit sa moyenne 

li\ + * * * + lifi 

de Cesaro comme etant la suite (S„) ou S n = . Montrons que u n > Z => S„ ► l. 

fl n—*+ oo n—+oo 

Commencons par comprendre intuitivement pourquoi ce resultat est vrai. Puisque u n * /, approximons u n par l en 

n — *• +oo 

ecrivant u n = l + r n avec r n * 0. Alors 

n — *■ +oo 

Zh 1 -Z ri H 1 -r n r\-\ 1 -r n 

S n = + = / + 

n n n 

Il suffit done de montrer que l’„ = — > 0. Soit e > 0. Puisque r n » 0, a partir d’un certain rang Ni, 

Yl n—*+o o n—*+ oo 

\r n \ est petit : \r n \ ^ e. Majorons en valeur absolue pour n S Ni 

1 7*1 1 H 1- \ r n \ 1 7*i I H 1- | dSTj. — 1 1 I 7 *Ni I + * * * + 1 7*, ? I C W-Ni 

|R„| ^ s; 1 ± « - + e 

n n n n n 

ou C = |ri| H 1 - 1 /'M , _ ] I est une constante independante de n. Lorsque n est grand, C In est petit : C In e pour n S N 2 

et comme ( 71 - Ni) n. on a |R ;i | ^ e + e = 2e pour n plus grand que Ni et que N 2 . 

Il s’agit maintenant de rediger une preuve rigoureuse en utilisant la definition d’une suite qui converge vers 0. Pour 
montrer que R„ > 0, il nous faut suivre le plan de demonstration suivant. 

Tl — *+00 

Soit e > 0. 

Posons N = 

Soit tt 3= N, 

|R«I «e. 

Reflechissons a l’ ordre dans lequel nous allons introduire les objets utiles a la demonstration. Au brouillon, nous avons 

pris n ^ N 2 ou N 2 est defini tel que C In sS e pour n 3= N 2 , mais la constante C = r\ 1 1 - r^-i depend de Ni. Il faut 

done avoir introduit Ni avant N 2 . Pour verifier notre calcul, il faut prendre n S Ni et n tz N 2 . L’entier N que nous devons 
construire doit done dependre a la fois de Ni et de N 2 . L’ ordre d’ introduction des objets est done le suivant : 

On vous donne e. 

Construire Ni a partir de e. 

Construire N 2 a partir de e et Ni. 

Construire N a partir de Ni et N 2 . 
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Verifier que le N construit convient. 

Void la preuve complete : 

Soil e > 0. 

Puisque r n * 0, il existe Ni £ l\l* tel que V«S Ni. \r n \ e/2. 

ll -> +OO 

Posons C = (|ri|H )- 1 ristj— 1 1) - Puisque la suite (C / n) converge vers 0, il existe N 2 £ N* tel que Mn 3= N 2 , C/n e/2. 

Posons N = max(Ni,N 2 ). 

Soit n £ N tel que n~» N, 

Nous pouvons decouper la somme en deux. Majorons en valeur absolue : 

I n + ••• + r Nl _i r Nl +--- + r„| 

|R«I = — + — 1 

l n n l 

kil + ••• + IfNi-il |r N il + --- + |r„| 

^ — + — 

n n 

C (n- Ni)e 

^ — + 

n 2 n 

=Se/2 + e/2 

e. 


Si on avait ecrit : 

Soit e > 0. 

Posons C = |ri| + ••• + Irpjj - 1|. 

Puisque C In * 0, il existe N 2 £ N tel que C /n< e/2. 

n— +00 

Puisque r n * 0, il existe Ni £ N tel que Mn S N, \r n \ ^ e/2 

n— +00 

Posons N = max(Ni,N 2 ) . . . 

nous aurions fait une erreur de dependance. L’ objet C depend de N 1 qui n’ a pas encore ete introduit dans la demonstration. 

Exemple 1.35 Dans le cours d’ analyse, une fonction / : I — * R est uniformement continue si par definition : 

3a>0: Ve>0, V(x,y)£l 2 , |x-y|«a => |/(x) - /(y)| « e. 

On dit que la fonction / est continue sur I lorsqu’elle est continue en tout point x £ I ce qui se traduit avec les quantifi- 
cateurs par 

Vxe I, Ve > 0, 3a > 0 : My e I, \x- y\ a ==> |/(x) - /(y)[ ^ e. 

En voyant la definition d’une fonction uniformement continue, vous devez vous demander quelle est la difference avec 
celle d’une fonction continue. Ayant ecrit les deux definitions avec des quantificateurs, on s’apergoit qu’elles se ressem- 
blent beaucoup, l’unique difference concerne l’ordre de deux quantificateurs V et 3. Pour comprendre Fimpact de cette 
difference, etudions les plans de demonstration correspondant aux deux definitions. 

1 . Pour montrer que / est continue sur I : 

Soit x £ I, soit e > 0. 

Posons a = . 

Soit y £ I tel que |x - y\ a, 
l/(x)-/(y)l «e. 

En pratique : 

- On vous donne un x et un e que vous ne pouvez pas choisir. 

- A partir de x et e, vous devez construire un reel a qui depend d lafois de x et e et qui verifie la propriete. 

Pour montrer que / est uniformement continue, le plan s’ecrit 

Soit e > 0 
Posons a = 

Soit x £ I, soit y £ I, tels que |x- y\ ^ a 
l/(x)-/(y)l «e. 

En pratique : 

- On vous donne un e > 0 que vous ne pouvez pas choisir. 

- A partir de cet e, vous devez construire un a E qui ne depend que de e verifiant la propriete. 
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On comprend alors la difference entre ces deux definitions : c’est un probleme de dependance dans la construction de a. 
Dans le premier cas, vous pouvez construire a qui depend de e et x alors que dans le deuxieme cas, vous devez construire 
un a qui ne depend que de e et qui convient pour tout x e I, ce qui est plus difficile. 

Pour comprendre reellement une telle definition, vous devez prendre 1’ habitude de chercher par vous meme des exem- 
ples et contre-exemples. C’est le meilleur moyen de bien assimiler un cours de mathematiques. Voyons un exemple de 
reflexion sur le cours. Un theoreme affirme que / uniformement continue sur I ==> / continue sur I. Un autre theoreme 
(Heine) affirme que si I est un segment, f continue sur I <=> / uniformement continue sur I. Pour trouver un contre- 
exemple de fonction continue qui n’est pas uniformement continue, il est done necessaire de choisir un intervalle I qui 
n’est pas un segment. Ecrivons la negation de F uniforme continuity de / : 

3e > 0 : Va > 0, 3x e 1 : 3y e I : \x- y\ ^ a et |/(x) -/(y)| > e. 

Prenons I = [0, +oo[ et fix) = x 2 . Cette fonction est continue sur [0,+oo[. Montrons qu’elle n’est pas uniformement 
continue sur I. Formons pour 0 ^ x < y, |/(x) - /(y)| - y 2 - x 2 - (y- x)(y + x). On voit que si |x- y| ^ a avec le cas 
limite y = x+ a, \fix) - /(y) | = a(y + x) done la quantite |/(x) - /(y)| devient arbitrairement grande en choisissant x et 
y grands. Montrons par l’absurde que / n’est pas uniformement continue. 

Posons e = 1. 

Soit a > 0, 

posons x- 1/a et y = 1/a + a 

on a |x-y| = a et |/(x) -/(y)| = 2ax + a 2 3= 2 + a 2 3= 1. 

Exercice 1.11 W 

Quelles sont les liens entre les notions suivantes : « f est uniformement continue sur I » et « f est lipschitzienne sur 

I » ? 


Solution : On a les implications : 

f lipschitzienne => / uniformement continue ==> / continue 

et aucune des implications reciproques n ’est vraie en general. Montrons que f lipschitzienne entraine f uniformement 
continue. 

Soit e > 0 

Puisque f est lipschitzienne, il existe k > 0 tel que V (x, y) el 2 , |/(x)-/(y)|^ fc|x-y|. 

Posons a -elk. 

Soit (x,y) e I 2 tel que \x- y| a, 

|/(x)-/(y)| ^ fc|x-y| e. 

Montrons que P implication reciproque est fausse en general. Dire que f est lipschitzienne revient a dire qu’il existe 

k > 0 tel que Vx,y e I, x y y, I 1 sS /c : les pentes de toutes les cordes sont bornees. Considerons la fonction 

I x-y I 

/ : [0,1] — > R dehnie par fix) - \fx. Elle est continue sur le segment [0,1], done uniformement continue d’apres 
le theoreme de Heine. Verihons qu’elle n’est pas lipschitzienne. Par Pabsurde, s’il existe k > 0 tel que V(x, y) e I 2 , 

| f{x) - fiy) | ^ fc|x- y|, on a pour tout entier n e N*, (/(2/«) - fill n)) ^ 1 In, e’est-a-dire V«eN*, iV2- l)\fn ^ 1 ce 
qui est faux. 
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Techniques d’ algebre 


sans techniqu’,un don n’est rien qu’un’ sal’ manie. 

Georges Brassens (1921-1981) 


B.l Trigonometric 

Dans ce paragraphe, nous allons voir les formules de trigonometric a connaitre par cceur ou a savoir retrouver rapidement. 
II est aussi important de comprendre a quoi servent ces formules. 

B.1.1 Lecture du cercle trigonometrique 

II faut savoir interpreter pour un angle 0, son sinus, son cosinus, sa tangente et sa cotangente geometriquement sur le 
cercle trigonometrique : 



Multimedia : animation avec 1' angle qui varie 

On represente une demi-droite issue de l’origine faisant un angle 0 avec l’axe (Ox), cette demi-droite coupe le cercle unite 
en un point A, coupe la tangente au cercle au point B = (1,0) en un point P et la tangente au cercle au point C = (0, 1) en 

1 

un point Q. On interprete sin0, cos0, tan0, cotan0 = - — — comme des mesures algebriques : 

- En notant M la projection orthogonale du point A sur l’axe (Ox), sin0 = OM. 

- En notant N la projection orthogonale du point A sur l’axe (Oy), cos0 = ON. 

- tan0 = BP. 

- cotan0 = CQ. 

On a cos(tt/2-0) = sin(0), sin(7i/2-0) = cos(0), tan(n/2-0) = cotan(0) et cotan(7i/2 - 0) = tan(0). Pour retrouver 
d’autres simplifications, remarquons que si Ton choisit sur le dessin un angle 0 petit et positif, sin0 est petit positif, cos0 
est proche de 1 positif, tan0 est petit positif et cotan 0 est grand et positif. 
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On retrouve sans calculs les simplifications de sin(A;jT + 0), sin(A;jT + jt/2 + 0), cos(A:jt + 0), cos(A:jt + jt/2 + 0) en fonction 
de sin0 ou cos0 et les simplifications de tan(fcjr + 0), tan(Anr + jt/ 2 + 0), cotan(A;jT + 0), cotanffcjr + jt/ 2± 0) en fonction 
de tan0 ou cotan0. 

Exemple 2.1 Simplifier sin(37i/2 - 0), cos(3jt/2 - 0), tan(3jr/2 - 0) et cotan(3jr/2 - 0). On prend sur le dessin un angle 
0 petit positif et on represente Tangle 3ji/2 - 0 : 



On voit que cos(3jt/2-0) est petit et negatif et on retrouve sans calculs que cos(3jt/2-0) = -sin0. De meme, sin(3ji/2- 
0) etant proche de -1, il vaut -cos0. Puisque tan(3jr/2-0) est grand et positif, il vaut cotan0 et de meme cotan(3jr/2- 
0) = tan0. 


I Exemple 2.2 Simplifier en utilisant le cercle trigonometrique, sin(7ir/2 + 0), cos(5jt/2+0), tan(ir/2 + 0), cotan(7jr/2+0). 
sin(7ji/2 + 0) = -cos0, cos(5jt/2 + 0) = -sin0, tan(jr/2 + 0) = -cotan0, cotan(7ji/2 + 0) = -tan0. 


On remarque que cos(0+ /or) = + cos(0), sin(0+ /or) = + sin(0) en fonction de la parite de Tender k. On verifie la formule 
utile : 


0 2.1 


sin(0+ Ajjt) - (-l) fc sin0 cos(0+ kn) - (-l) fc cos(0). 


B.1.2 Les quatre formules fondamentales de la trigonometric 


Il n’y a que peu de formules a retenir vraiment par cceur en trigonometrie. Comme les methodes que nous allons voir sont 
similaires en trigonometrie hyperbolique, nous les inscrivons en parallele. 

On sait exprimer cos 2 x en fonction de sin 2 x grace a la formule fondamentale : 


0 2.2 


cos 2 x + sin 2 x = 1 


ch 2 x-sh 2 x= 1. 


Lorsqu’on rencontre un groupement i/l - y 2 (avec \y\ 1), il est souvent interessant de poser y = sinx ouy = cosx pour 

eliminer la racine : vl — sin 2 x = V cos 2 x = |cosx|. De meme pour un groupement \J 1 + y 2 , il est interessant de poser 
y = shx puisque yj 1 + sh 2 x = V ch 2 x = chx et pour un groupement \/ y 2 - 1 de poser y = +chx puisque V ch 2 x - 1 = 
\/ sh 2 x = |shx|. 

Il faut connaitre par ccEur les quatre formules d’ addition : 


0 2.3 


cos(fl+ b) — cos a cos b— sin a sin b 
cos [a - b) — cos a cos b+ sin a sin b 
sin(a+ b) - sin a cos b + cos a sin b 
sin(a- b) - sin a cos b — cos a sin b 


ch(a + b) — ch a ch b+ sh a sh b 
ch(a - b) — ch a ch b - sh a sh b 
sh(a + b) = sh a ch b+ ch a sh b 
sh(a - b) = sh a ch b - ch a sh b. 


Elies permettent, en prenant b - a. de trouver les deux formules importantes : 
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2.4 


cos2a = cos 2 a- sin 2 a - 2 cos 2 a - 1 = 1 - 2 sin 2 a 
sin2a = 2 sin a cos a 


ch2a — ch 2 a+ sh 2 a = 2ch 2 a- 1=1 + 2sh 2 a 
sh2 a — 2shacha. 


Ces formules servent en particulier a lineariser cos 2 a et sin 2 a : 


2 

ch2a- 1 


o l-cos2a ? ch2a 

sin a — sh a — 

2 2 


Remarque 2.1 Ces formules de linearisation sont surtout utilisees en trigonometrie classique. Pour la trigonometric 
hyperbolique, les signes changent. On peut verifier facilement une formule hyperbolique en prenant a - 0 et en faisant 
a — * +oo. Par exemple, la formule suivante est fausse : 


ch(2a) = 1 - 2sh 2 a 


\(a — ► +oo ne va pas ! ) 


Remarque 2.2 Ces formules servent egalement a exprimer 1 + cos a ou 1 - cos a comme un carre : 

0 0 

1 + cos0 = 2 cos 2 - 1 - cosG = 2 sin 2 — . 

2 2 

Lorsqu’on rencontre un groupement \/ 1 + cos 0 ou Cl - cost), il faut done penser a Tangle moitie : 


r 0 

V2 cos — , 
2 


r 0 
V2 sin — 
2 


B.1.3 Comment retrouver les autres 

Pour lineariser un produit de cosinus et de sinus, il suffit d’additionner ou de retrancher deux lignes des quatre formules 
fondamentales. Par exemple, si Ton veut retrouver la linearisation de cos a cos b, on part des deux premieres lignes : 

(cos (a+b) — cos a cos b— sin a sin b 

lcos(fl-b) = cos a cos b+ sin a sin b 


et on fait L 2 + Li pour obtenir cos a cos b — — [cos(a+ b ) + cos (a -/;)]. On retrouve ainsi rapidement les trois formules 
suivante s : 

cos(a) cos [b) = - [cos(a+ b ) + cos(a- b )] ch(a) ch(b) = - [ch(a+ b) + ch (a- b)] 

V 2.6 sin(a) sin(b) = - [cos(a- b ) - cos(a+ b )] sh(a) sh(b) = - [ch(a+ b) - ch(a- b )] 

sin(a) cos [b) = - [ sin(a+ b) + sin(a- fi)] sh(a) ch {b) = - [sh(a+ b) + sh(a- b)\. 


On sait egalement transformer une somme de cosinus ou une somme de sinus en un produit. Par exemple, pour exprimer 
cos p + cos q. on part des deux premieres lignes 


cos (a+b) - cos a cost?- sin a sin/ 

cos (a-b) - cos a cost? + sin a sin/ 


et, en les sommant. 


cos(a+ b) + cos [a- b) = 2 cos (a) cos(b). 

r f _ P + c 1 

a+ b — p I a - 

Il suffit de choisir a et b pour que f i. e. < r; - a ■ On obtient de cette fac:on les deux formules suivantes : 

[a-b =q = R—L 

r p+q. ,P~q S . . ,rP+Q\ ,,P~C 1\ 

cos p + cos q — 2cos( J cos( J chp + chq — 2ch( J ch( J 

,p + q. iP~q n f p+ (P— q^ 

sinp + sin q = 2sin( ) cos( ) shp + shq = 2sh( J ch( ). 
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Remarque 2.3 On ne sait pas transformer cos p + sin q en un produit simple, sauf si p - q : 


cosp + sinp = \/2(cos(7T/4)cos(p) + sin(ji/4) sin(p)) = \/2cos(p - tt/4) 

Plus generalement, 

ctcosG + bsinG = V a 2 + b 2 { cosG H — sinG). 

Wa 2 + b 2 Va 2 + b 2 1 

A B 

Mais puisque A 2 + B 2 = 1, il existe ip e [0,2 jt| tel que A = costp et B = sintp d’oit finalement 

acosG + bsinG = \J a 2 + b 2 (cos G cos <p + sintp sin 0) = V a 2 + b 2 cos(0 - ip). 


On retient le lien simple qui existe entre tanx et cosx : 


0 2.8 


1 + tan x = 


Pour les tangentes, on a les formules suivantes qui proviennent de la definition et des formules fondamentales. 


0 2.9 


1 + tan x = 
tan(a+ b ) = 
tan(a- b ) = 
tan(2a) = 


1 


cos 2 x 

tan a + tan b 
1 - tan a tan b 
tan a - tan b 
1 + tan a tan h 
2 tana 


1 - tan 2 a 


1-th x = 
th(fl+ b) — 
th (a - b) = 
th(2a) = 


1 

ch 2 x 
th a + th b 
1 + thathh 
th a - th b 
1 - th a th b 
2tha 


1 + th 2 a 


Terminons par des formules qui permettent d’ exprimer les fonctions trigonometriques comme fractions rationnelles en 
t — tan(x/2). Ces formules nous serviront pour calculer des primitives. 


0 2.10 


tan( f) 

t = 

, * 
th(-) 
2 

2t 

shx = 

2t 

1 + t 2 

1-f 2 

1-f 2 
1 + f 2 

chx = 

1+ f 2 
1-f 2 

2 1 

thx = 

2t 

W 2 

1 + f 2 ' 


Demonstration Utilisons la formule sin(x) = 2sin(x/2) cos(x/2) ef la relation entre cos et tan : cos 2 (x/2) ; 


1 


1 + tan 2 (x/2) 


sin(x) = 2tan(x/2) cos 2 (x/2) - 


cos(x) = 2 cos 2 (x/2) - 1 = — - 1 = ~ 

l + t 2 l + t 2 


II suffit de former le quotient pour trouver tan(x) - 


sinx 2f 
cosx 1-f 2 


B.2 Calculs de sommes 

B.2.1 Comprendre les notations 

On considere un ensemble I fiiii (indices) et une famille de reels ( «/ ) , e [ . On note la somme de cette famille : et le 

ie I 

produit de cette famille : [~[ . 

lei 

Par exemple, si I = [[1, «]], = ci\ + H 1 - a n et \\cii — ci\ x a 2 x • • • x a n . Lorsque Fensemble d’indices est un 
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intervalle d’entiers : I = \\p, q\\, on note 


q 

\ Uj — Uj — Up + Up + 1 + • • • + Uq. 

i=p iel 


II est important de comprendre que la lettre i utilisee dans la notation ^ est muette (elle prend les differentes valeurs dans 

tel 


I) et on peut la remplacer par une autre lettre : 


q q 

y Uj — ^ Clj — Up + • • • + Uq. 
i=p ]=p 


On sait calculer certaines sommes fondamentales, comme la somme des n premiers entiers (ainsi que la somme de leurs 
carres et de leurs cubes) : 

n{n+ 1) 
i 


0 2.11 


E 


0 2.12 


0 2.13 


Jk o n(n+\){2n+\) 

) 1 

^ a 


” o n 2 (n+ 1) 2 (” 

E* = — : — = E' 


Pour la somme S des n premiers entiers, une demonstration simple consiste a ecrire les termes en ordre inverse : 


js =l + 2+--- + (n-l) + n 
|s =w+(n-l) + -- - + 2+l 


et, en remarquant que l + « = 2+(n-l) = -- - = n+ l puis en additionnant ces deux lignes, on obtient 2S = n(n + 1) d’ou 
le resultat. On montre les deux autres formules par recurrence sur n. 

La formule du binome de Newton : 


{a+b) n -\ \u n + 

i 0 i 


s’ecrit avec nos notations : 

O 2.14 1 1 


{a+b) n = yl n )a n - k b k . 
k= 0\A 


Les sommes geometriques sont tres importantes. Si x 1, 


2 

S = 1 + X + x 2 H 1 - X H — . 

1 - X 


En effet. 


J S = 1 + x + • • • + x n 

jxS = x+--- + x ,i + x” +1 


et, en soustrayant, on obtient (1 - x)S = 1 - x " + 1 d’oit le resultat. Lorsque x - 1, on somme 1 {n+ 1) fois : S = (n+ 1). Cette 
formule s’ecrit avec nos notations : 


0 2.15 



l-x” +1 
1 - x 
(n+ 1) 


si x^ 1 
si x = 1 


B.2.2 Changement d ’indices, telescopage 

Considerons deux entiers n < p et une somme 

P 

S — ^ Ufc = Un + u n + 1 + • • • + Up. 

k-n 
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On peut egalement ecrire 


p-n 

S = E a n+i — U n + (hi \ 1 + • • • + U n +[p— n ) • 

(=0 

Formellement, on effectue un changement d’ indice de sommation en posant i — k - n et en modifiant les bornes de 
l’intervalle de sommation : lorsque k = n, i = 0 et, lorsque k - p, i - p - n. Dans le terme generique a sommer up, on 
remplace toutes les occurrences de k par ( n + i). 

On peut egalement effectuer le changement d’indices j - p - k : lorsque k parcourt l’intervalle \\n, /:;]], j parcourt l’inter- 
valle [[0, p-n]]. En remplagant k par p - j, on obtient alors : 

p-n 

S = ^ hlp-j — dp + Up - 1 + • * * + Up— [p-n) . 

Cln 


Ce changement d’ indice consiste a sommer les termes de la famille dans l’ordre inverse. La formule du binome peut 
s’ ecrire : 

(fl+ b) n = £ |”J a k b n ~ k = jr |”J a n ~w. 

II suffit d’echanger les roles de a et b ou d’effectuer le changement d’indice j = n- k. 

Si dans les termes a sommer, on a en facteur un terme qui ne depend pas de V indice de sommation, on peut le factoriser 
dans la somme : 

n n 

S = x at = (a«i) + (a« 2 ) H t (a a n ) = a(a\ H v a n ) = 

i=i i=i 


Par exemple, pour calculer une somme geometrique avec l’indice qui ne commence pas a 0, on peut utiliser deux tech- 
niques : 


<? <? P~ i 1 _ Y q + 1 1 _ Y p 

S = E* ! = E* ! -E-' 

i=p i= o i= 0 


1 - X 


1 -X 


X P - x^ 1 

1 - X 


ou, en posant j — i - p. 


q q-p q-p q-p , _ r q-p + 1 

S=£*'=I x ]+p = £ x p x ] = X P £ x p = X P-—- 

i=p 7=0 7=0 7=0 l ~ X 


En pratique, il vaut mieux utiliser la deuxieme methode car elle donne un resultat factorise dans des calculs de sommes 
plus compliques. 


Exemple 2.3 Pour calculer la somme S = ^{n- i) 2 , on peut developper : 


n n 


S = ^n 2 - ^2 ni + 
i = o i = o i = o 

n n 

— ( n+ 1 ]n 2 - 2/t^ * + E * 2 
1=0 1=0 

2 „ n(n+l) n(n+l)(2n+l) 

= {n+l)n -2 n + . 

2 6 

Mais il vaut bien mieux effectuer le changement d’indices k-n-i : 

= y k 2 = n{n+l){2n + l) 
k = 0 D 


Voyons maintenant une technique courante dans les calculs de sommes, le telescopage. Considerons : 


s=E 

k= 1 


1 

k + 1 


Si Ton ecrit les termes successifs de cette somme. 
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on s’apergoit que tous les termes se simplifient sauf 1/1 et 1 l{n+ 1) : S = - 1. Utilisons les changements d’indices 

pour rediger ce calcul : 


n i n i 

s = y Y- 

ti k+i ti k 


n +' i » i 

= L 7 -Lt = 

i= 1 1 k= l K 
n+i y n \ 

— ^ -r - ^ — (les indices sont muets ) 


"1 1 / I ll 

^ — H - t + yj ( on sort ^ es sommes l es termes qui ne sont pas communs) 


A 1 

~i * 

1 

77+1 


- 1 . 


Exemple 2.4 Calculer la limite de la suite de terme general 


s» = £ ■ 


i 


^ k(k+ l)(fc + 2) 

Commengons par decomposer en elements simples la fraction rationnelle 

1 


_ 1/2 1 1/2 
fc(fc + 1) (fc + 2) 1c k + 1 k + 2 


pour ecnre 


_ 1 " 1 " 1 1 " 1 
S '2 fc t,fc't,^T + 2^ | fcT2 
_ 1 " 1 tt , 1 1 1 "+ 2 1 

O ^ 7/- ^ 7* O 2—t 


1=2* 2 J+3 j 

1/"1 1 1> /» 
2 i ,£ A; + 1 + 2 1 

1 


1 


1 


1 1 1 

— H 1 

k 2 n + 

1 


_) + I(£I + _!_ + _i 

It 2 77+1 77 


+ 2/ 


■ + ■ 


4 2(77+ 1) 2(77 + 2) 77 *+oo 4 


On utilise souvent des changements d’indice pour calculer des sommes ou tous les indices sont pairs ou impairs. Par 
exemple, on veut calculer la somme des premiers entiers pairs inferieurs a un entier n : 

n 

S a = 0 + 2 + 4+ *** = / . 

7=0 


Puisque les indices i de cette somme sont pairs, on peut les ecrire sous la forme i - 2k oil k est un entier. Comme 
0 ^ i = 2k ^ 77, il vient 0« )c< n!2 et le nouvel indice k varie done dans Fintervalle entier [[0,E(77/2)]]. Si n = 2/7, 
k e [[0, p]\ et si n-2p + 1, k e [[0, p}]. Par consequent, 

P P d 

S„= £(2fc)=2£fc = 2^ = p(p+ 1). 

k = 0 k = 0 2 

Nous voulons calculer maintenant la somme des coefficients binomiaux 



L’idee consiste a utiliser la formule du binome donnant la somme de tous les coefficients binomiaux : 


2 n = (1 + 1)” = 


■ = L 
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On introduit la somme des coefficients binomiaux ou les indices sont impairs : 


T n= £ 


Nous avons alors S» + T„ = 2". II nous faut une autre relation pour calculer S n et T n . Formons la difference : 


S„-T 


n — 




a-D" = o. 


On en deduit que S„ - T n - 2" _1 . Nous avons calcule les deux sommes en developpant (1 + 1)” et (1 - 1)". On remarque 
que 1 et -1 sont les racines carrees de F unite. 

On peut generaliser cette idee en utilisant les racines n-iemes de F unite. Par exemple, si nous voulons calculer les sommes 


u „ = E 

k = 0 
k = 0 [3] 
n 

<Vn = E 

k=0 

[3] 

n 

w„ = E 

k = 0 
k = 2 [3] 


on calcule a l’aide du binome les trois sommes 




(1 + 1)" 

= e( 


k= 0\ 

(1 + 7)" 

= E 


fc=o' 

0 + j 2 ) n 

11 


n 

k 


n 

k 


n 

k 


— kin + Vft + W„, 
j k = U/j + /V„ + J 2 W„, 
j 2k = u„ + j 2 V n + jW n . 


Nous avons utilise les relations j k — 1 lorsque lc = 0 |3|, j k — j lorsque lc = 1 |3| et j k = j 2 lorsque / = 2 [3]. En utilisant la 
propriete 1 + / + j 2 = 0, il suffit d’additionner les trois lignes precedentes pour trouver 


_ 2" + (l + j) n + {l + j 2 ) n 
n ~ 3 ' 

On peut egalement avec la combinaison lineaire Li + j 2 L2 + j L3 calculer V„ et de meme avec Li + / 1 ,2 + j 2 L3 calculer VV„. 
Cette technique permet de calculer plus generalement des sommes de la forme 


E 


II suffit de developper (1 + wO" pour les n racines n-i ernes de l’unite <1)^-. 


B.2.3 Sommes doubles 

Lorsque Fensemble d’indices est une partie finie formee de couples, on dit qu’on a une somme double. Par exemple, si 
I = {(1,2), (1,3), (2,2), (3,2)} et a {iJ) = i + j. 


S — — rt(i,2) ^(3,1) ^(2,1) I - ^(1,1) — (1 + 2) + (1 + 3) + (2 + 2) + (3 + 2) — 16. 

i'E I 

Un cas courant est lorsque I est un produit d’intervalles d’entiers : 

1= HI, pi x II, <71 ={(1,1), (1,2),... ,(!,<?), (2,1)..., (2, <?),..., (p,<?)} 


En notant ci; j - a<jjj , on a la formule d’ interversion de sommes : 


E a ‘j - 

(ij)ElxJ 
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1 

Remarquons que a,- = ^ a,y ne depend pas de j (l’indice de sommation est muet), mais de i. De meme, p, ne depend pas 

7=1 

de i. La formule precedente permet done d’exprimer une somme double a l’aide de sommes simples. 

Pour comprendre cette formule, considerons Fexemple suivant : I = {1,2} et J = {1,2,3} : 

2 , 3 , 

II a ijj — (flit + flj2 + <*!?,) + (fl21 + a 22 + fl23), 


7=1 


- (flu + fl2l) + (#12 + a 22) 
7=1 7=2 


(fll3 + fl23) . 



Ces deux sommes sont bien egales puisque le resultat d’une sommation ne depend pas de l’ordre dans lequel on effectue 
les sommes (en algebre, on dit que la loi + est commutative). 

Lorsque a/ j = a ,• x \)j. la somme double s’ecrit comme un produit de deux sommes simples : 


p q 

S = EX > &j 

1=17=1 


= ^a,- ^ py (a,; ne depend pas de j) 

1=1 7=1 



Exemple 2.5 Calculons la somme S = V V i (\/2) J : 

pof^o \jj 


s = (E<)(E”v5 


1=0 7=0 




Exemple 2.6 Calculons la somme S = EL (i + j) 2 . En developpant cette somme, 

1=17=1 


n n n n n n 

s = LL* 2+2 LL J V + LLi 2 

1=17=1 1=17=1 1=17=1 



rc rc 2 

= 2fl^t 2 + 2(^t ( indices muets ) 

7=1 i=i 2 

_ n 2 {n + l)(7u + 5) 

” 6 ' 


Un exemple plus complique d’ interversion de signes sommes, lorsque les bornes ne sont pas independantes : 



Ici, S = X(/j)ei fl(/ ou I = {(/, /) e N 2 | 0 ^ j S / ^ «}. On peut representer chaque couple (/, /) e I par un point sur un 
quadrillage ( n - 3 sur la figure) : 
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] 


] 



Si on commence par sommer sur F indice i variant de 0 a n, a i fixe, j varie entre 0 et i. Sur le dessin, cela correspond a 
sommer verticales par verticales : 

S = (flop) + (flip + An) + (fl20 + a 21 + a 22) + (#30 + a 31 + a 32 + #33) . 
i= 0 i= 1 1=2 i= 3 

Mais on peut egalement sommer horizontale par horizontale : 


S 


(flop + flip + fl20 + fl3o) + (flit + t?21 + fl3l) + (fl22 + ^32) + (<^33) • 
j = 0 j= l 1= 2 7=3 


Exemple 2.7 


n n 

Calculer la somme S = EEl 

i=0J=i 


n j 

s-EL 

j-Qi-Q 



. En inversant les signes 




2 ] 


sommes : 

= (1 + 2) ” = 3" 


B.3 Trigonometric et nombres complexes 

Nous allons voir dans ce paragraphe des techniques de calcul trigonometrique utilisant la notation X et les exponentielles 
imaginaires. 

B.3.1 Transformation de cos(/z0) 

II s’agit de transformer une combinaison lineaire de cos k() et sin Id) en produits de la forme cos p asm p a. Ce procede 
s’averera utile pour resoudre des equations trigonometriques. La formule de Moivre est a la base du procede de factorisa- 
tion. Commencons par un exemple. Pour 0 e K, on veut transformer en produits cos50 et sin50. On a, par application de 
la formule de Moivre : 

(cos0 + i sin0) 5 = e 5 ' 0 = cos50 + i sin50. 

Developpons le membre de gauche de cette egalite avec la formule du binome : 

(cos0+ tsin0) 5 = cos 5 0 + 5tcos 4 0sin0- lOcos 3 0sin 2 0 - lOtcos 2 0sin 3 0 + 5cos0sin 4 0+ zsin 5 0 
= (cos 5 0- 10 cos 3 0 sin 2 0 + 5 cos 0 sin 4 0) + i (5 cos 4 0 sin 0 - 10 cos 2 0 sin 3 0 + sin 5 0) . 

En prenant la partie reelle et imaginaire, on obtient : 

cos 50 = cos 5 0 - 10 cos 3 0sin 2 0 + 5 cos 0 sin 4 0 

sin50 = 5cos 4 0sin0- 10 cos 2 0 sin 3 0 + sin 5 0. 

Calculons maintenant une formule generale qui permet d’exprimer cos(«0) comme un polynome en cos(0). Ecrivons avec 
la formule de Moivre 

cos(n0) = -(e" 10 + e - " 10 ] = — |(cos0 + i sin0)” + (cos0 - i sin 0) " J 
et developpons a l’aide de la formule du binome : 

cos(n0) = - Y_ f ?)[l + (— 1) cos” -1 0sin fc 0. 

2 k=o\' c l 
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Puisque [1 + (— l) fc ] = 


2 si A: pair 

0 si A: impair 


, cos(»0) = £ I i k cos" fc 0sin fc 0. i’ous Ics indices de cette somme etant pairs, 


on peut les ecrire k-2p avec 0« 2ps r, c’est-a-dire p e [[0,E(«/2)]]. Par consequent. 


E(n/2) 


cos(rc0) = £ n (-l) p cos" 2p 0 sin 2p 0 = £ I I cos" 2p 0(l - cos 2 0) p = T ;l (cos0) 


to 1 2p 


E(n/2) 


f" 


=0 \ 2 P 


ou T„ est un polynome appele n-ieme polynome de Tchebychev (de premiere espece) : 


E(n/2) 

T n (X) = £ o (-l) P X n - 2p (l-X 2 ) p . 


p = 0 


\2p 


Le calcul precedent est fondamental. Les polynomes de Tchebychev jouent un role important en algebre et en analyse et il 
est courant de trouver cette question de cours dans les premieres questions d’un probleme de concours. Vous devez avoir 
bien compris et savoir refaire rapidement ce calcul. 

Effectuons le calcul similaire pour sin (/;()) : 

sin(w0) = — |e ! " e - e _nl0 j = — |(cos0 + i sin0)” - (cos0- i sin0)"J , 


sin(«0) = — Y , I 1 _ (— l) fc ] i k cos n ^0sin fc 0 = - Y , / fc cos” fc 0sin fc 0 


Tous les indices de cette somme etant impairs, on peut les ecrire sous la forme k = 2p + 1 ou0^2p+Ku, c’est-a-dire 
-1/2 sS p sS (n- l)/2 et p varie done dans Fintervalle d’entiers [[0,E(- ii ^)]]. 


sin(n0) = — Y 


i „= 0 \2p+l 


i 2 P +1 C os” _2p_1 0sin 2p+1 0 = sin0 £ 


o \2p + 1 


(-l) p cos"- 2p - 1 fifi-rn S 2 m^ = 


0(l-cos 0) p = sin0U„(cos0) 


\ 

ou U n (X) = Y n (-l) p X” _2p_1 (l-X 2 ) p est un polynome. 
p = o \ 2 P+lj 

Pour terminer, voyons un complement important sur les polynomes de Tchebychev. Utilisons la formule de trigonometrie 

,p+q , ,p-Q n 
cosp + cosq- 2cos( — - — ) cos( — - — ) 

pour ecrire V0eR,VnS 2, 

cos[(n+ 1)0] + cos [ (tt — 1)0] = 2cos0cos(n0). 

Puisque tout reel x e [-1, 1] peut s’ecrire cos(0), il vient 

Vxe [-1,1], T„ + i(x)+T„_i(x) = 2xT„(x) 

et on utilise une technique importante sur les polynomes : le polynome Q = T„+i + T„-i - 2XT„ admet une infinite de 
racines, il est done nul. On obtient ainsi une relation de recurrence qui permet de calculer de proche en proche les T„ : 

T 0 = l,Ti = X, Vra > 2, T, (+1 = 2XT„ - T„_!. 

On obtient T2(X) = 2X 2 - 1, T3 = 4X 3 - 3X et on retrouve les formules de trigonometrie cos(20) = 2 cos 2 0 - 1, cos(30) = 
4cos 3 0-3cos0 

et ainsi de suite. On se sert souvent de cette formule de recurrence pour introduire plus simplement les polynomes de 
Tchebychev. Elle permet en particulier de montrer simplement par recurrence que le terme dominant du polynome T„ 
vaut 2" _1 X". 

B.3.2 Problemes de linearisation 

L’objectif de ce paragraphe est de montrer comment transformer un produit cos^OsirL 0 en une combinaison lineaire de 
cos kQ et sin Id). Cette operation s’averera tres utile pour les problemes de calcul de primitive. Les formules d’Euler sont 
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egalement a la base du processus de linearisation. Commengons par un exemple. Nous souhaitons lineariser sin 6 0. On a : 


= \e m - 6e m e~ i6 + I5e m e~ i26 - 20 e™ <T m + 15e‘' 2 V'' 40 - 6e'V' :50 + e" 1 ' 60 
64 V J 


- — ( e' 60 - 6e' 40 + 15e' 20 - 20 + 15e - ' 20 - 6e - ' 40 + e~ m] 
64 l 

1 (j 60 , „-i 60 JA 8 , c -1401 . i r- f J 28 , ,,- 128 ) 


- -—\e +e -6^e +6e J + 15^e +e J-20J 

= (cos 60 - 6 cos 40 + 15 cos 20 - 10) . 

Nous avons utilise la formule du binome et avons regroupe les termes symetriques pour retrouver des cosinus. Maple 
permet d’effectuer ces linearisations trigonometriques a l’aide de la fonction combine : 

MAPLE 

> A : = (cos (t ) ) A 4 ; I 


> combine (A) ; 


A : = cos (t ) 


cos(4 t) + - cos (2 t) + - 
2 8 


. 4 1 13 

II est alors facile de determiner une primitive, J cos t df = — sin(4f) + - sin(2f) + — t + C. 
Attaquons-nous maintenant a la linearisation generate : 


n 1 JL\n 


cos"0= — [e ,e + e-’ e \ = — T 

on \ on 


En s’inspirant de l’exemple precedent, nous souhaitons regrouper le terme k - 0 avec le terme k-n, le terme k- 1 avec 
le terme k — n - 1 ... II faut distinguer les cas n pair et n impair pour pouvoir compter precisement le nombre de termes 
dans la somme. 

- Si n — 2p + 1 est impair, il y a 2p + 2 termes dans la somme que Ton separe en deux : 


2" cos' 1 0 = V n e i(n- 2 k) 8 + y n e m-2M 
k= 0 V / k=p+ 1 V / 


Effectuons alors un changement d’indice dans la deuxieme somme pour inverser l’ordre des termes : k' — n- k. On 


remarque que 


n - k' I 1 k' 


et que [n-2{n- k')) = — {n — 2k') d’ou 


2" cos' 1 0 = £ 
k = 0 


n i(n-2k)8 

k 6 


i{n-2k)Q . — i(w— 2fc)0i 


et finalement. 


2p+1 0 = i L 1 1 cos[(2 p - 2k+ « 0 ] 


- Si n — 2p est pair, i I y a 2p+ 1 termes dans la somme et on doit sortir le terme median : les (p - 1) premiers termes 
correspondent ake [[0, p - 1 ]] , le terme median a k - p et les (p - 1) derniers termes a k e [[p + 1,2 p]\ : 


P - 1 

2"cos''0 = £ 
fc=o 


i (2 p) & 

+ p + E 

r y k-p+l 


n | i(n-2k)Q , 2p\ , V" \ n \j(n-2W 


et avec le changement d’indice k' = n-k dans la deuxieme somme puis en regroupant les sommes, on trouve finalement 


2p 0 = W + r £ I cos ( 2(p “ fc)0 ) 


2 2 P 2 2 P 
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B.3.3 Utilisation des sommes geometriques complexes 

L’idee fondamentale de ce paragraphe est qu’il est souvent plus facile de calculer une somme complexe qu’une somme 
trigonometrique, grace aux proprietes de l’exponentielle imaginaire. 

Pour calculer la somme 

n 

S„ = 1 + cos(9) + cos(20) + • • • + cos(rc0) = £ cos(A;0), 

k = 0 

introduisons la somme correspondante avec des sinus : 

n 

T ;l = 0 + sin(0) + sin(20) H t- sin(«0) = £ sin(fc0) 

k = 0 


et la somme des exponentielles imaginaires associees : 


U n = S, ? + iT n = £e ifc0 = £[ 
k = o k = o 


„i0ifc 


Si on sait calculer U n , on en deduit S n et T„ en prenant les parties reelles et imaginaires : S„ = Re (IJ„) et T n - Im(U, ? ). 
On reconnait pour U„ une somme geometrique de raison e lS . Distinguons deux cas : 


1. Si ^ 1, c’est-a-dire 0 ^ 2kn ou k e Z, alors 


U„ = 


e Hn+ 1)0 _ 
e id - 1 


Nous voulons extraire la partie reelle et imaginaire. Utilisons la factorisation de Tangle moitie : 


,n ± 1 


u „ = 


sin 




d’ou 


S n — 


e l 2 sm 5 

; ^sini^ 

sin| 


110 ( 11 + 1)6 


Tn = 


2. Si e w = 1, c’est-a-dire 0 = 2kn ou k e Z, alors U ;i = n+ 1 d’ou S ;i = [n + 1) et T n - 0. 

Vous devez penser par vous-meme a introduire la somme complexe correspondante. Par exemple, pour calculer la somme 


s » = H (”-j cos(a+ 

ou a, p e R, introduisez la somme des exponentielles imaginaires correspondante : 


u,i = £ 

fc= 0 


n i(a+kf>) 
k 


puisque S n - Re (U„). Le calcul de U„ se ramene au calcul d’une somme binomiale : 

i k 

k=0\ 

II suffit alors de factoriser Tangle moitie : 


U„ = e ia £ I ” [e^]=e ia [e^ + \\' 


Pi 


P i(a4) 


et de prendre la partie reelle : 


U„=e 2cos-eq =2 cos -e "2" 


S, 2 = 2"cos(a+ -£■) cos" 


Un dernier exemple : nous voulons calculer la somme 

n 

S „ = £ cos 2 (A;0) 
k = o 

n 

Nous ne pouvons pas ici introduire de somme d’ exponentielles imaginaires associes. Si par exemple IJ„ = £ [e lfce ] 2 , 

k = 0 

nous n’avons pas S n - Re(U„) ! Pour calculer cette somme, il suffit de lineariser cos 2 (A;0) = - |cos(2/c0) + l] et on a alors 

1 n r»7 + it 

S n = - £ cos(2A;0) + — - — . 
z k = o z 


Vous pouvez terminer le calcul en introduisant la somme complexe U n = £ £ 

k = 0 
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B.4 Calculs sur des polynomes 

B.4.1 Les trinomes 

Le but de ce paragraphe est de rappeler les principales proprietes des trinomes qui doivent etre parfaitement connues. 


Discriminant reduit 


On considere un polynome du second degre 

P = aX 2 + bX+ c avec a ■£ 0. 
On sait calculer ses deux racines complexes X\ , X2 a l’aide du discriminant : 

A = b 2 -Aac 


- Si A = 0, le trinome possede une racine double donnee par x = — . 

a 

- Si A ^ 0, le trinome possede deux racines complexes distinctes. On commence par calculer une racine carree complexe 
de A, c’est-a-dire un complexe 8 verifiant 8 2 = A et on obtient 


) x\ 
X2 


-b - 8 
2a 

-b+ 8 
2 a 


- Si A < 0 est un reel strictement negatif, on sait que les deux racines complexes sont conjuguees : X 2 - x\. 
Lorsque le trinome s’ecrit 

P=aX 2 + 21)X+c 


(utile lorsque b est entier), on peut utiliser directement le discriminant reduit A' 
d’une racine carree complexe de A' (S' 2 = A') : 


*2 


-b+ 8' 
a 


Cela evite la simplification par 2 dans les expressions . . . 


b 2 - ac et exprimer les racines a l’aide 


Exemple 2.8 Pour resoudre Fequation x 2 - Ax + 3 = 0, on ecrit A' = 2 2 - 3 = 1 et les deux racines sont x\ = 2 + 1 = 3 et 
jc 2 = 2-1= 1. 


Exemple 2.9 Une demonstration de Finegalite de Cauchy-Schwarz utilise le discriminant reduit. Soit E un espace 
euclidien et x, y e E deux vecteurs, considerons (lorsque x jt. o E ) le trinome 

T(A) = II Ax+ y|| 2 = A 2 ||x|| 2 + 2A (x | y) + ||y|| 2 . 

Puisqu’une norme ne prend que des valeurs positives, ce trinome ne prend que des valeurs positives et ne possede done 
au plus qu’une racine reelle. Son discriminant reduit est negatif ou nul : 

A' = (x|y) 2 -||x|| 2 ||y|| 2 «0 


d’ou |(x | y)| ^ II x|| || y || . 


Relations entre coefficients et racines 

En notant x \ , X 2 les deux racines complexes du polynome P = aX 2 + bX+ c, on a 


P = a(X- xi)(X- X 2 ) = fl[X 2 - (xi + X 2 )X+ X 1 X 2 ]. 

En identifiant les coefficients de P, on deduit la somme et le produit des racines sans avoir a les calculer explicitement : 


V 2.16 


X1 + X2 




xix 2 


b 

a’ 


c 

a 
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Exemple 2.10 Determinons l’expression logarithmique de argsh(x). Soit jceR, notons y = argsh(x) : 


En notant Y = e y , Y est racine d’un trinome : x - 


x = sh(y) = 


e y-e-y 


2 


Y-l/Y 

2 


Y 2 -l 

2Y 


On en deduit 


Y 2 -2xY-l = 0. 


que 


Le discriminant reduit vaut A' = x 2 + 1 > 0 et le trinome possede deux racines reelles distinctes 

jYi -x+Vx 2 + 1>0, 

|y 2 = x - V x 2 - 1 < 0 . 

En effet, puisque Y 1 Y 2 = -1 < 0, l’une des racines est positive, l’autre est negative et puisque de fa§on evidente Yi > 0, il 
vient que e y — x+ V x 2 + 1 d’ou 

argsh(x) = ln(x+ V x 2 + 1 ). 

Determinons de meme F expression logarithmique de y = argch(x) pour x>l. Avec les memes notations, 

__e y + e~y _ Y+l/Y_ Y 2 + l 
X_ 2 2 2 
et 

Y 2 - 2xY +1 = 0. 

Le discriminant reduit A' = x 2 - 1 3= 0 est toujours positif d’ou les deux racines 

JYi - x+Vx 2 -1,>1 

I Y 2 = X - V X 2 + 1 . 

Puisque Y 1 Y 2 = 1, les deux racines ont meme signe (> 0), l’une est superieure et F autre inferieure a 1. Puisque Yi>xsl, 
et que y = argch(x) = InY 3= 0 , il vient Ysl d’ou Y = Yi et argch(x) = ln(x + V x 2 - 1 ). 


Extremum d’un trinome 

La courbe representative d’un trinome y = P(x) = ax 2 + bx+ c est une parabole. 

b 

1 . a > 0 : la parabole est convexe et atteint son maximum enc= — : le milieu des racines de P (lorsque P possede 

a 

deux racines reelles). 

b 

2. a < 0 : la parabole est concave et atteint son minimum en c - — : le milieu des racines de P (lorsque P possede 

a 

deux racines reelles). 



\ «-¥ / 

II 

\ A 

P(x) = (x-a)(|3-x) 

P(x) = (x — a)(x— (3) 


Il suffit d’etudier les variations de P : P'(x) = 2 ax+ b et P' s’annule en -bl a. 


Exemple 2.11 sup x(l - x) = — Le trinome admet un maximum atteint en x = 1/2 (milieu des racines 0, 1) et la valeur 
XE [ 0 , 1 ] 4 

du maximum vaut 1/4. 

Exercice 2.1 W 

On considere la suite de terme general 

1 n 

Un = -3 Y, Vk{n-k) 
n k= 1 

a. Montrer que u n * 0. 

n —*+ 00 
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b. Determiner un equivalent simple de u n . 


Solution : 

a. Le trindme P = X(n - X) a pour racines 0 et n et atteint son maximum sur [0, n\ en c — nl 2. Le maximum vaut 
n 2 14. On majore facilement : 

1 / — - 1 

0 sS u n ^ — n x v n z l 4- — 


2 n 


et u n - 

n— + oo 

b. Ecrivons 


0 . 


l r 1 n 




ou S n est une somme de Riemann qui converge vers L- \J x(l - x ) dx Mais la courbe d ’equation y = \/x(l- x) 

Jo 

a pour equation y 2 - x- x 2 et on reconnait un demi-cercle centre en (1/2,0) de rayon 1/2. L’integrale L est l’aire 
d’un demi-disque de rayon 1/2 et vaut done L-n/8. Finalement, u n ~ — . 

ii— + oo 8 n 


B.4.2 Developpement de polynomes 

Pour developper un produit de polynomes, il est indispensable de mener les calculs en une seule ligne. Par exemple, pour 
developper 

P(X) = (X 2 + 3X - 2) (X 3 + 2X 2 - 3X+ 1) 

il est tres maladroit d’ecrire : 

P(X) = X 2 (X 3 + 2X 2 - 3X+ 1) + 3 X(X 3 + 2X 2 - 3X+ 1) - 2(X 3 + 2X 2 - 3X+ 1) 

= X 5 + 2X 4 - 3X 3 + X 2 + 3X 4 + 6X 3 - 9X 2 + 3X- 2X 3 - 4X 2 + 6X- 2 
= X 5 + 5X 4 + X 3 - 12X 2 + 9X- 2. 


En effet, recopier mecaniquement des termes mene a une perte d’attention, source frequente d’erreurs. 

La bonne methode pour mener ce calcul consiste a : 

- determiner le degre d du polynome produit (somme des degres), 

- determiner pour k e [[0, d\\ d’ou vient le terme en X* et sommer les coefficients selectionnes, 

- ecrire en une seule ligne le resultat. 

Multimedia : Coefficients entiers de 2 (ou 3) polynomes choisis au hasard, pour calculer 
le coefficient de X k , griser dynamiquement les termes du produit et collecter les 
coefficients en bas . Exerciseur? 

Detaillons cette technique sur notre exemple. Les operations suivantes se font de tete et ne necessitent qu’une seule ligne ! 

Le degre du polynome P vaut 5. 

- Le terme en X 5 ne provient que du produit de X 2 avec X 3 et le coefficient de X 5 vaut done 1 : 


+ 3X-2)( 


+ 2X 2 - 3X+ 1). 


- Le terme en X 4 provient du produit de X 2 avec 2X 2 (coefficient 2) 

(X 2 + 3X- 2)(X 3 +|~2X~| 2 - 3X+ 1), 

du produit de 3X avec X 3 (coefficient 3) 


(X 2 + 3X -2)( 


+ 2X 2 - 3X+ 1) 


et le coefficient de X 4 vaut done 2 + 3 = 5. 

- Le terme en X 3 provient du produit de X 2 avec -3X, 


+ 3X - 2) (X J + 2X Z -3X + 1), 


du produit de 3X avec 2X 2 


(X 2 + 3X -2)(X 3 + 


2X 2 


-3X+1) 
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et du produit de -2 avec X 3 

(X 2 + 3X| -2 |) ( [x 3 ] + 2X 2 - 3X + 1) . 

Le coefficient vaut done -3 + 6 - 2 = 1. 

- Le terme en X 2 a pour coefficient 1-9-4= - 12: 


+ 3X - 2) (X 3 + 2X 2 - 3X| +1 [), 
(X 2 + [Jx] - 2) (X 3 + 2X 2 | -3X | + 1), 
(X 2 + 3Xp-2~|) (X 3 


2X 


-3X+1). 


- Le terme en X a pour coefficient 3 + 6 = 9 


(X 2 + [^X] - 2) (X 3 + 2X 2 - 3X| +1 |), 
(X 2 + 3X| -2 |) (X 3 + 2X 2 | -3X | + 1) . 

- Le terme constant provient du produit des deux constantes et vaut -2. 


(X 2 + 3X| -2 |) (X 3 + 2X 2 - 3X| +1 |) . 


II faut imperativement adopter cette technique de calcul. Dans un premier temps, vous pouvez utiliser le brouillon pour 
noter les coefficients que vous recoltez et ensuite les sommer. Avec un peu d’habitude, ce calcul se fait de tete immediate- 
ment. 

Exercice 2.2 

Developper les polynomes suivants : 

1. (X 3 + X 2 - X + 2) (2X 2 + X - 1) ; 

2. (2X 4 + 3X 2 - 6X - 1) (X 3 - 2X 2 + X + 1) ; 

3. (X 5 + X 4 - 2X 2 + 3) (2X 3 - X 2 + X - 1) . 


Solution : 

1. 2X 5 + 3X 4 - 2X 2 + 3X - 2 ; 

2. 2X 7 - 4X 6 + 5X 5 - 10X 4 + 14X 3 - X 2 - 7X - 1 ; 

3. 2X 8 + X 7 - 4X 5 + X 4 + 4X 3 - X 2 + 3X - 3. 


Exercice 2.3 

Determiner le developpement limite a l’ordre 4 en 0 de : 

a. sin(x) exp(x) ; 

ln(l + x) 

b. . 

1 + x 


Solution : 


a. 

e x sin(x) = (x 1 - o(x 4 )) (1 + xh 1 f o(x 3 )) 

6 2 6 
• 2 y.2 ^.3 

= xfl + o(x 3 ))(l + x+ — + — + o(x 3 )) 

6 2 6 


j^.3 

= X+ x 2 + h 0(x 3 ). 

3 

b. 

111 ( 1 + X) X X 2 X 3 q o q q 

= x(l 1 1 - o(x 3 ))(l - x+ x 2 - x 3 + o(x 3 )) 

1 + X 2 3 4 

3 11 9 25 q q 

= X(1 XH X X + 0(X )) 

2 6 12 

3 2 11 3 25 4 4 

= X X H X X + 0(X ). 

2 6 12 


Pour developper un produit de trois polynomes, on peut utiliser la meme technique et chercher directement d’ou provient 
le terme X rf . 
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Exemple2.12 Developper 

P(X) = (X 2 +X-l)(X 2 + 3X-l)(X-5). 

Le degre du produit vaut 5. 

- Le terme en X 5 provient uniquement du produit 


+ X- 1)C 


+ 3X-1M X -5) 


et vaut X 5 . 

- Le terme en X 4 provient des produits : 


+ X-1)( 


- 3X- l)(Xp-5~|), 


-X- 1) (X 2 +[~3x]~ 1)(|~X~|- 5), 


(X 2 + X - 1)( 


+ 3X - 1)( X - 5) 


et le coefficient de X 4 vaut done -5 + 3+ l = -l. 

- Terminer le calcul de cette fa£on. 

Si vous n’etes pas a l’aise avec cette methode, vous pouvez effectuer le calcul en deux lignes en ne faisant que des 
multiplications de deux polynomes en utilisant la methode precedente (une multiplication par ligne ) : 


p = p (X) = (X 2 + X - 1) (X 2 + 3X - 1) (X - 5) 
= (X 2 +X- 1)(X 3 - 2X 2 - 16X+ 5) 

= X 5 -X 4 - 19X 3 - 9X 2 + 2 IX- 5. 


B.4.3 Factorisation de polynomes 


II est tout aussi important de savoir factoriser un polynome. Rappelons que Maple permet de developper et de factoriser 
les polynomes : 


> P := (x+1 ) * (x A 2-3*x+2 ) ; 


P := (x + 1) (x - 3 x + 2) 

> expand (P ) ; 

3 2 

x - 2x - x + 2 

> Q := X A 4 + 2 *X A 3 - 1 1 *X A 2 - 12*X + 36; 

4 3 2 

Q := X + 2 X - 11 X - 12 X + 36 

> factor (Q) ; 

2 2 
(X +3) (X - 2) 


La factorisation d’un polynome revient a determiner ses racines (complexes). On se heurte ici a l’un des principaux 
problemes des mathematiques. Depuis l’antiquite, on connait un algorithme pour trouver les racines d’un polynome de 
degre 2 et on sait egalement determiner les racines d’un polynome de degre 3 et de degre 4. 

A faire : Manu : note historique + precise avec photo? 

On a cherche longtemps un algorithme similaire permettant d’exprimer les racines d’un polynome de degre 5 a l’aide de 
radicaux faisant intervenir les coefficients du polynome. Abel puis Galois ont montre que ce probleme etait insoluble. 
Cette obstruction au calcul de racines d’un polynome se retrouve dans toutes les branches des mathematiques : 

Exemple 2.13 On sait en theorie primitiver une fraction rationnelle. En pratique , il faut etre capable de la decomposer 
en elements simples. Pour cela, la premiere etape consiste a factoriser le polynome au denominateur. Des que le degre 

dx 

du denominateur est superieur a 5 on est bloque. Void une reponse de Maple pour le calcul de / — : 
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int ( 1/ (x A 6+x A 5+l) , x) ; 


\ 

) 

/ 


R In (x 


336657046555205 5 

_ R 

363446734701 


43328897320370 4 

_ R 

363446734701 


_R 


%1 

7892189829980 3 408178287515 2 2020667424601 

_R R + R 

363446734701 121148911567 363446734701 

43796810471 

+ ) 

363446734701 


6 4 3 2 

% 1 := RootOf (43531 _Z + 540 _Z + 80 _Z + 10 _Z 
% + _Z + 1) 


| Ce n’est pas tout a fait ce que Ton appelle une primitive explicite . . . 

On est souvent confronte a cette obstruction fondamentale en calcul scientifique et le seul choix possible consiste a utiliser 
des methodes numeriques pour determiner des valeurs approchees des racines d’un polynome. Heureusement, on dispose 
d’algorithmes tres efficaces pour trouver ces valeurs approchees (vous connaissez deja la methode de Newton par exemple 
...)• Voici un calcul avec Maple qui illustre 1’ impossibility de trouver les valeurs exactes des racines d’un polynome. Une 
methode numerique permet cependant de trouver des racines reelles approchees : 


Exemple 2.14 

P := x A 10 -2*x - 1; 

> factor (P ) ; 

> solve (P = 0, x) ; 

> fsolve(P=0, x) ; 


10 

P : = x - 2 x - 1 


10 

x - 2 x - 1 


10 

RootOf (_Z - 2 _Z - 1) 

-.4995164207, 1.125099677 


Dans la suite de ce paragraphe, nous allons voir quelques techniques qui permettent de factoriser de facon explicite un 
polynome dans certains cas tres particuliers. 

Factoriser a partir d’une racine connue 

On veut factoriser un polynome P de degre d. Si l’on connait une racine a de ce polynome, on se ramene a la factorisation 
d’un polynome Q de degre {d— 1) en factorisant (X- a) dans P. Considerons le polynome 

P(X) =X 3 -5X 2 + 7X-3. 

On voit que a = 1 est racine evidente de P puisque l-5xl + 7xl — 3 = 0. On peut done ecrire 

P = (X-1)Q(X) 

II faut savoir ecrire en une seule ligne le polynome Q en utilisant la methode suivante : 

- P = X 3 - 5X 2 + 7X - 3 

- Le degre du polynome Q vaut 2 : P = (X- l)(«X 2 + bX + c) . 

- On determine le coefficient a puisque le produit de X avec aX 2 doit donner le terme en X 3 de P : a 1 

P = (X-1)(X 2 +?X+...). 

- On cherche le coefficient de X dans Q en examinant le terme X 2 du produit : (-1+?)X 2 = -5X 2 d’ou ? = -4 : 

P= (X-1)(X 2 -4X+?). 
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- On s’interesse ensuite au terme en X dans le developpement : (? + 4)X = 7 d’ou ? = 3. 

P= (X-l)(X 2 -4X+3). 

- On verifie notre calcul en calculant le terme constant du produit : (-1) x 3 = -3 qui est bien le coefficient constant de P. 
Voici un autre exemple. Nous detaillons ici les calculs en plusieurs etapes afin d’illustrer la methode, mais vous devez 
mener ce calcul de tete en une seule ligne ! 

P = 2X 5 -X 4 - 3X 3 + X 2 + 3X- 2. 

On voit immediatement que 1 est racine evidente de P (la somme des coefficients est nulle) et on factorise en une seule 
ligne P en suivant les etapes suivantes : 

- P = (X- 1)(2X 4 ...), 

- P = (X - 1) (2X 4 + X 3 . . . ), 

- P = (X - 1) (2X 4 + X 3 - 2X 2 . . . ), 

- P = (X- 1)(2X 4 +X 3 -2X 2 -X...), 

- P = (X- 1)(2X 4 +X 3 - 2X 2 -X+ 2), 

- On verifie le coefficient constant. 

Multimedia : Applet exerciseur 

Trouver toutes les racines rationnelles 

La methode precedente permet de factoriser (X-a) ou a est une racine de P. Encore faut-il etre capable de trouver 
une racine « evidente » du polynome P ! Pour un polynome quelconque, c’est impossible comme nous l’avons vu dans 
P introduction. II existe tout de meme quelques methodes a connaitre. 

D’abord des remarques evidentes : 

- Si le coefficient constant est nul, on peut factoriser X ! 

X 5 + 4X 2 -5X = X(X 4 + 4X- 5) = X(X- 1)(X 3 +X 2 +X + 5) 

X 6 - 4X 5 + 3X 3 = X 3 (X 3 - 4X 2 +3) = X 3 (X- 1)(X 2 - 3X- 3) = X 3 (X- 1)(X- ct) (X - P) 
oua = 3+ ^ 23 et p = 3 ~^~ . 

- Examiner les coefficients du polynome : si leur somme vaut 0 alors 1 est racine evidente. Regarder de meme si P(- 1) = 

0. 

II existe un algorithme pour determiner les racines rationnelles d’un polynome a coefficients rationnels. Voir exercice 
21.54 p. 804 Considerons par exemple le polynome 

o 7 o 3 3 

P = X 3 --X 2 --X+-. 

6 2 2 

1 . On peut supposer que le coefficient constant ao est non-nul, sinon on peut factoriser X fc dans P et se ramener a 
chercher les racines d’un polynome de degre inferieur. 

2. On peut se ramener a chercher les racines rationnelles d’un polynome a coefficients entiers en reduisant les fractions 
au meme denominateur : 

Url rl Cl\ ClC) (X , , J , 

P = t— -X d H 1- — -X + — ^ = —{b d -i . . . boX d H H brf . . . bf. 

b d bi b 0 p 

Sur notre exemple, 

P = -(6X 3 -7X 2 -9X + 9). 

6 

On se ramene ainsi a chercher les racines du polynome 

Q = 6X 3 -7X 2 -9X+9. 

3. Supposons que a = plq soit une racine rationnelle du polynome Q = a d X d + a d - iX^” 1 H 1 - a\X+ ao ou ai e Z. 

On suppose que p£ZetgeN*et que les entiers p et q sont premiers entre eux : p A q — 1. On doit avoir : 

pd p d ~ l p 

0 = Q(a) = a d — - + fld-i j - H 1 — H ao 

q d (7 ri_1 q 

et, en reduisant au meme denominateur, 

a d p d + a d _i qp d ~ l + • • • + a x q d ~ l p + a 0 q d = 0. 

On obtient ainsi une relation entre entiers et on peut utiliser le cours d’arithmetique dans Z. 
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4. Ecrivons en factorisant p : 


p(-a d p d 1 a x q d l ) = a Q q d . 


On en deduit que Tender p doit diviser Tender aoq d et puisque p A q — 1, on a aussi p A q d — 1 d’ou en utilisant le 
theoreme de Gauss : 


[p\a 0 q d 
|p A q d - 1 


p \ a 0 . 

Gauss 


L’entier p doit diviser le coefficient ao • L’entier p ne peut done prendre qu’un nombrefini de valeurs, les diviseurs 
de no. Sur notre exemple, p e {1,3, 9,-1, -3,-9}. 

5. De facon symetrique, puisque 

a d p d = q{-a d -xp d ~ l a 0 q d ~ l ), 

on a q \ a d p d et, puisque q A p — 1, il vient q \ a d et q ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Sur notre 
exemple, q e{1,2,3, 6} 

6. On ne peut done avoir qu’un nombrefini de racines rationnelles de P, sur notre exemple 


a e 


1,3,9, 


13 9 11 1 

-,-,-1,-3, -9, — 
2 2 2 3 6 2 


3 9 1 

2’ 2’ 3’ 



7. II suffit, pour chacun de ces rationnels, de tester si P(a) = 0. On en deduit toutes les racines rationnelles de P. Sur 
notre exemple, a = 3/2 est la settle racine rationnelle de P. 


B.4.4 Polynomes particuliers 

Polynomes bicarres 

Si un polynome s’ecrit P = Q(X k ), il suffit, pour trouver les racines de P, de determiner les racines de Q. En effet, si 
P(a) = 0, alors a k est une racine de Q et on sait determiner les racines fc-iemes d’un nombre complexe. Par exemple, 

P = X 6 - 3X 3 + 2 = (X 3 ) 2 - 3(X 3 ) + 2 = Q(X 3 ) ou Q(X) = X 2 - 3X+ 2 = (X- 1)(X- 2) 

Les racines de P sont done {l,j,j 2 , \/2,j 

Un polynome bicarre est un polynome P = Q(X 2 ) ou Q est un polynome du second degre : Q(X) = aX 2 + hX + c. Par 
exemple, 

PCX) = X 4 - 3X 2 + 2 = Q(X 2 ) ou Q(X) = X 2 - 3X+ 2 = (X- 1)(X- 2) 

Dans le chapitre 21.6.7, on a vu que les polynomes irreductibles normalises dans R [X] etaient : 

- les polynomes du premier degre (X- a), 

- les polynomes du second degre sans racines reelles : X 2 + pX + q avec A = p 2 - Aq < 0. 

Un polynome bicarre n’est done jamais irreductible et on peut toujours le factoriser ! On peut evidemment determiner les 
racines complexes a, |3 de Q et les 4 racines complexes de P seront les racines carrees complexes de a et (1 Pour obtenir la 
decomposition dans IR [X], il suffit alors de grouper ces racines conjuguees deux a deux. Cette methode est souvent lourde 
et il faut connaitre Talgorithme suivant qui permet d’obtenir directement la factorisation de P dans M [X] sans passer par 
les complexes. 

1. Si le polynome Q(X) = (X- a){X - b) possede deux racines reelles, P(X) = (X 2 - fl)(X 2 - b), selon le signe de a et b , 
on obtient directement la factorisation de P dans R [X] . Par exemple, 

P(X) = (X 2 - 1)(X 2 -2) = (X- 1)(X+ 1)(X- \/2)(X+ V2), 

P(X) = (X 2 + 3)(X 2 - 1) = (X 2 + 3)(X- 1)(X+ 1). 

2. Si le polynome Q ne possede pas de racines reelles, travailler directement sur le polynome P en groupant le terme 
en X 4 avec le terme constant et en faisant apparaitre un debut de carre et en utilisant la factorisation a 2 - b 2 = 
[a - b){a+ b ) : 


P = X 4 +X 2 + 1 = (X 4 + 1) +X 2 - (X 2 + l) 2 -X 2 = (X 2 -X+ 1)(X 2 +X+ 1), 
p = X 4 + 1 = (X 2 + l) 2 - 2X 2 = (X 2 - V2X+ 1) (X 2 + s/2X+ 1), 

P = X 4 + 2X 2 + 2 = (X 4 + 2) + 2X 2 = (X 2 + V2) 2 + (2 - 2 V2)X 2 
= (X 2 - \J 2-2v / 2X+v / 2)(X 2 + \J 2-2V2X+V2). 
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Racines de l’unite 


Certains polynomes font intervenir les racines /z-i ernes de F unite et se factorisent facilement. 

I Exemple 2.15 Le polynome P=l+X+X 2 a pour racines j et j 2 : P = (X-/)(X-/ 2 ). II faut le reconnaitre et le factoriser 
sans calculer son discriminant ! 

| Exemple 2.16 Le polynome Q = X 2 - X + 1 a pour racines - / et - j 2 puisque Q (-X) = P (X) . 

Plus generalement, considerons le polynome P = X" - 1. Ses racines complexes sont les n racines zz-iemes de l’unite : 

2ikn 9 , 

uik- e n , Ice [[0, zz-1]]. On al’identiteremarquableX -1 = (X-l)(l+X+X z +---+X" i ). II en decoule que le polynome 

Q = 1 +Xh i-X” -1 

a pour racines les racines zz-iemes de l’unite sauf 1. 

On sait egalement ecrire la factorisation dans R[X] du polynome P = X” - 1 en groupant les racines zz-iemes de l’unite 
avec leurs conjugues. On a toujours P(l) = 0 et selon la parite de zz : 

- si n - 2p est pair, P( — 1) = 0 et -1 est une racine zz-ieme de l’unite. Les (2 p - 2) autres racines ne sont pas reelles et 
puisque le conjugue de atfc est o) 2/ ,_/.-, on peut ecrire 


p— 1 p— 1 

x 2p - 1 = (X- 1)(X+ 1) n (X- Wfc) (X- c^) = (X- 1) (X+ 1) n (x 2 - 2 cos(— )x + l) . 

k = l k= i v Kn 

- si n = 2p + 1 est impair, -1 n’est pas une racine de Funite et en groupant les 2 p racines differentes de 1 , on trouve 

P 


P 1--TT 

x 2p+1 -l = (X-l)[] X 2 - 2 cos — X+l . 

fc=t n 


Polynomes reciproques 

Cette technique est beaucoup moins importante que les precedentes. Vous pouvez la sauter en premiere lecture. 
d . 

Un polynome P = ^ a,X l est dit reciproque lorsque ses coefficients sont symetriques \Mie [[(), d\}. a, = «,/_/. Par exem- 
i = o 


pie, le polynome 


P = 6 X 4 + 5X 3 - 38X 2 + 5X + 6 


est reciproque ( a 4 — ao, a 3 = ci\, <12 — <22). 

-Une remarque importante : un polynome est reciproque si et settlement si 


Vx^O, 



PM 

x d 


Sur notre exemple. 


6 5 38 5 ^ 6 + 5x d -38x 2 + 5x + 6 P(x) 


On en deduit que si x X 0 est une racine de P, alors 1/x est egalement une racine de P. II suffit done de trouver deux 
racines de P pour les connaitre toutes. 

- Voyons une technique pour calculer les racines de P qui reduit le probleme a chercher les racines d’un polynome de 
degre dt 2 lorsque d est pair. Nous allons illustrer la technique sur notre exemple. Une fois l’idee comprise, elle se 
generalise sans probleme a tous les polynomes a coefficients symetriques. Soit x X 0 une racine de P, en divisant par 
x 2 , on obtient 

0 = 6x 2 + 5 x-38h 1 — - = 6|x 2 h — -]+ 5[x+ — ] — 38. 

x x z V x l ) V x) 


1 

Posons v = xh — , calculons 
x 

y 2 = x 2 + 2 + d’ou x 2 + \ - y 2 - 2 
x z x z 

et y doit done etre racine d’un polynome de degre 2 : 


0 = 6 (y 2 - 2) + 5y - 38 = 6 y 2 + 5y - 50 = 0. 
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On cherche les racines de ce trinome. On trouve y - 5/2 ou y = - 10/3 et il suffit ensuite de resoudre deux equations du 
second degre en x : 

1 5 

XH = 

x 2 

< d’ou 

1 10 

1x2 

On trouve finalement xe {2, 1/2, -3, -1/3}, d’ou la factorisation de notre polynome, P = (X- 2)(X- 1/2) (X + 3)(X + 
3)(X+ 1/3). 

Lorsque le degre d est impair, il est facile de voir que P( — 1) = 0 et, en factorisant (X+ 1) dans P, on se ramene a un 
polynome de degre (d - 1) qui est encore reciproque. En effet, P(X) = (X+ 1)Q(X), 


x 2 — x+ 1 = 0, 
2 


, 10 

x z + — x+ 1 = 0. 


CX+DQCX) 

X d 


P(X) X+l 

-y~r = P(l/X) = (1/X+ 1)Q(1/X) = — — Q(l/X), 
X a X 


d’ou Ton tire Q(l/X) 


Q(X) 

X d-t 


et on en deduit que Q est reciproque. 


Exercice 2.4 

Factoriser le polynome P = X 5 + 3X 4 + X 3 + X 2 + 3X + 1 . 


Solution : On factorise (X + 1) , P = (X+l) (X 4 + 2X 3 - X 2 + 2X + 1) et on se ramene a factoriser le polynome reciproque 
Q = X 4 + 2X 3 - X 2 + 2X + 1 . Soit xeC une racine de Q, en divisant par x 2 , on obtient 

(* 2 4) +2 N)- i=o 


et en posant y = x + 1/x, y verifie l’equation du second degre y 2 + 2y - 3 = 0, d’ou y = 1 ou y - -3. On resout alors 
x+l/x = 1, soit x 2 -x+l = 0 d’ou x\ = -j et X2 - -j 2 ,puis x+l/x = -3 eton trouve X3 = (-3+\/5)/2 et X4 = ( — 3 — \/5) /2 
(on verifie a l’aide des quandtes conjuguees que I/X3 = x 4 ). Finalement, 


P = (X + 1) (X + j) (X + j 2 ) 




B.4.5 Relations entre coefficients et racines 

Le but de ce paragraphe est de presenter de fa5on plus elementaire, avec des exemples, les relations entre coefficients et 
racines d’un polynome et de montrer des applications en calcul algebrique. 

Commencons par l’exemple elementaire d’un trinome ayant pour racines (complexes) a et (1 II peut s’ecrire sous forme 
developpee et sous forme factorisee : 

P = CI2X 2 + Cl\X+ Uq, 

P = a 2 (X - a) (X - (3) = a 2 [X 2 - (a + p)X + aP) ] . 

En identifiant les coefficients, on trouve les relations coefficients racines bien connues : 

cti = a + p 
ct 2 = aP 

Pour un polynome de degre 3, ayant trois racines complexes (pas necessairement distinctes) a, |3, y, le meme calcul donne : 

P = U3X 2 + 02X 2 + Cl\X~\- Uq 


U\ 

02 

a 0 

a.2 


et 


P = <23 (X - a) (X - P) (X - y) 

= 03 [X 3 - (a + p + y)X 2 + (ap + ay + py)X- aPy], 


1177 


d’oii les relations entre coefficients et racines : 


cti =a+p+y 


< 


a 2 - ap + ay + pY 


o 3 = aPy 


a 2 

as 

d\ 

(Is 

ao 

as 


Un polynome de degre n 
s’ecrit sous forme factorisee dans € 


P — dyyfiJ 1 + Ufi— \X. n + • • • + d\X + do 


P = a„(X- Xi)(X- x 2 ) ... (X- x„) 


ou xi,...,x n sont ses racines (pas necessairement distinctes). En developpant cette forme factorisee et en identifiant les 
coefficients, on trouve les relations coefficients racines generates : 


CTi = Xl + ••• + X n 


0 2 = X1X2 + ■■■ + XiX n + X 2 X 3 + --- + X 2 X n + --- + X n -iX n = ■ 


CT„ = X l...x n =(-l)" ■ 

t a n 

Ces relations sont importantes car on a vu qu’on ne savait pas exprimer en general les racines d’un polynome de degre 3= 5 
a l’aide des coefficients. Par contre, certaines expressions faisant intervenir les racines du polynome peuvent s’exprimer 
a l’aide des coefficients. Par exemple, la somme ou le produit des racines et plus generalement tous les ct,- s’expriment a 
l’aide des coefficients. II est bon de connaitre le resultat suivant (hors programme). 

Si Ton prend Fexpression des a,;, par exemple lorsque n - 3, ct 2 - x\x 2 + x\Xs+ x 2 xs, on s’apercoit que cette expression est 
invariante par permutation des racines (on peut par exemple echanger les indices 1 et 2, on retrouve la meme expression). 
L’ expression 

N 2 = x\ + *2 + ^3 

et, plus generalement, les sommes de Newton 


Nfc — x | + X2 + X'j 

sont invariantes par permutation des racines. L’ expression 

E = X1X3 + X2X3 + x\ 


par contre n’est pas invariante. 

II existe un theoreme d’algebre qui dit que toute expression polynomial en ( x\,...,x n ) (c’est-a-dire une somme-produit 
des xi) invariante par permutation des racines peut s’exprimer comme un polynome en cti, . . . ,o n . 

Prenons par exemple la somme de Newton N 2 et exprimons-la explicitement a l’aide de a 1, c 2 , 03. Calculons 

xs\ = {X\ + X 2 + X3) 2 = x\ + x| + x\ - 2 {X\X 2 + X1X3 + X 2 X3). 

On trouve done N 2 = ct 2 - 2 ct 2 . Calculons ensuite 

ctiN 2 = (xi + x 2 + x 3 )(x 2 + xf + xf) 

= N 3 - xi x 2 (xi + x 2 ) - Xi x 3 (xi + x 3 ) - x 2 x 3 (x 2 + x 3 ) 

= N 3 - x 1 x 2 (x 1 + x 2 + x 3 ) - XiX 3 (Xi + x 2 + x 3 ) - x 2 x 3 (xi + x 2 + x 3 ) + 3xix 2 x 3 
= N 3 -ctict 2 + 3 ct 3 , 


d’ ou Fon tire 


N 3 = oi(ct 2 - 2 ct 2 ) + aia 2 -3o 3 = of - 3 cti<t 2 + 3 ct 3 . 


Exerdce 2.5 00 

Soit P (X) = X 3 + X - 1 e C [X] . On note xi , x 2 , X3 ses trois racines complexes, 
a. Verifier (sans chercher a les calculer ) que les trois racines sont distinctes. 
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b. Effectuer la division euclidienne de X 5 par P. 

c. En deduire la valeur de la somme 


3 


Ns - E 

k = 1 


X 


5 

k- 


Solution : 

a. Parl’absurde, si x est une racine double de P , alorsP(x) - P'(x) = 0. MaisP'(x) = 0 => 3x 2 + l = 0 => x=±— — , 
qui ne sont pas des racines de P. Done toutes les racines complexes de P sont simples. 

b. On trouveX 5 = (X 2 - l)P(X) +X 2 +X- 1. 

c. Si x/c est une racine de P, alors x! = (x 2 - 1 )P(x/,) + x 2 + Xfc - 1 = x? + x^ - 1. On peut alors exprimer la somme 
cherchee en fonction des fonctions symetriques elementaires des racines de P : 


3 

n 5 = ^4 + ff i-3 = ff r 2cr 2 + cti 

k= 1 


3 = -2 — 3 


-5. 


Exercice 2.6 OV 

Soient trois complexes ( a , b,c) e C 3 de module 1 verifiant a + b + c- 1. Montrer que l’un de ces trois complexes vaut 
1. 


1 


1 1 1 


Solution : Comme \a\— 1, — — a eta+b+c — — I = 1 d’ou oi = 1 et 02 = ab+ ac+ be = abc - a. Done ( a,b,c ) 

a abc 

sont les racines du polyndme 

P - X 3 -X 2 + aX-a. 


Puisque P(l) = 0, l’une des racines vaut 1. 


Exercice 2.7 

Montrer qu ’il n ’existe pas de reels [u, v, w) verifiant : 


u+v+w-3 et uv+vw+wu- 6. 


Solution : u,v,w seraient racines du polyndme P(X) =X 3 -3X 2 + 6X+c avec c - uvweU. Mais d’apres le theoreme 
de Rolle, P' possederait alors deux racines reelles distinctes, ce qui est faux. 


B.5 Calculs en algebre lineaire 


B.5.1 Symbole de Kronecker 


Dans un corps IK, pour deux indices (i,j) e [[1, rz]] 2 , on definit le symbole de Kronecker : 


<?2.17 


1 1 K si i = j 
\ 0 K si i ? j 


II apparait souvent dans les calculs matriciels. La principale utilisation de ce symbole consiste a simplifier les sommes. 
Dans une somme S = 6 ; p az, tous les termes de la somme sont nuls, sauf celui correspondant a l’indice i = p : S = a p . 


Exemple 2.17 


n 

J^5il a ii = ^11 > 

i=l 

n n n 

*=iy=i i = 1 
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B.5.2 Utilisation des matrices E pq en calcul matriciel 

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques utilisations pratiques des matrices de la base canonique de 371, , (IK). 

Definition 2.1 W Matrices E pq 
Pour {p, q) e [[1, re ]] 2 , on definit la matrice 

E pq — e 

Les coefficients de cette matrice sont tous nuls, sauf le coefficient a la ligne pe t a la colonne q qui vaut Ik ■ 

Dans le chapitre 25, on montre que la famille constituee de ces re 2 matrices (Epq)i^p,q^ n forme une base de 97i„(K). En 
particulier, toute matrice A= (a,-y) e 371, , (IK) se decompose en une combinaison lineaire de ces matrices : 

n n 

<=i;=i 

Le produit de deux matrices de la base canonique est simple a retenir : 

77 2.18 Epq x Ej ■/ — 8 qk Epi 

Ces matrices fournissent des exemples simples en algebre lineaire. Par exemple, si p ^ q. E 2 pq — E pq Ep q - 0 : la matrice 
Epq est nilpotente d’indice 2. Pour re 3= 2, l’anneau 37l„(R) n’est pas commutatif : E 12 E 21 = En alors que E 21 E 12 = E 22 ■ ■ ■ 

Exemple 2.18 Soit A= (a,-y) e 97t«(K) et ( p,q ) e [[1 ,n]] 2 . Calculer Tr(AE p<7 ). Decomposons la matrice A sur la base 
canonique : 

n n 

A= Y.JL a ijEij 
1=17=1 

En utilisant la formule du produit Ejj E pq , la linearite de la trace et la trace d’une matrice de la base canonique : Tr (E, ? ) = 
^»'<P 

n n n n n n 

Tr (AEpij,) = ^ ^ 1<// 17" d '•/ / Epq ) = ^ ^ (I ij 8/ p Tr ( E / ,/ ) = ^ a ij&jp&iq — a q P - 

1 = 17=1 1 = 17=1 1 = 17=1 

Exemple 2.19 Determiner les formes lineaires cp : 371, , (IK) = IK verifiant : 

V (A, B) e 37t„(IK), cp(AB) = tp(BA). 

Soit cp une telle forme lineaire. Si Ton considere deux matrices quelconques A et B, on a 2 n 2 coefficients arbitraires et 
le calcul est penible. Remarquons que si Ton connait (p(E,j) pour tous (i, j) e [[1, n\\. cp etant lineaire, on connaitra <p(A) 
pour toute matrice A : il suffit de decomposer A sur la base canonique. Utilisons cette idee : 

Puisque ip verifie la propriete pour deux matrices quelconques, elle la verifie en particulier pour deux matrices de la base 
canonique E pq et E ku q>(E pq E k i) = cp(E fc /E pq ) et on doit done avoir : 

\/[p,q,k,l) e [[1, re]] 4 , 8q k q>{E pI ) = 8 ip tp(E^) 

Soient (/', /) e [[1, re]] 2 , avec i j. 

- En prenant p-i,l = j,q-k= i, on trouve que cp(E,: ; ) = 8y,cp(E,,) = 0. 

- En prenant p = l = i et q — k — j, on trouve que cp(E,-,-) = cp(Eyy), e’est-a-dire que cp prend la meme valeur sur toutes 
les matrices E,-,-. 

En notant a = cp(En) = • ■ • = <p(E„„) cette valeur commune, on a done cp(E, j) = a 8,y . Pour une matrice A quelconque, 

n n n n n n 

<p(A) = cp(J^ ^ ciijEij) - Y,H a ijW(Eij) = Z a ii^ij = a Ys a ii - «Tr (A) 

1 = 17=1 1 = 17=1 1=1 1=1 

Nous avons montre qu’il existait a e IK tel que cp = aTr. Reciproquement, pour tout a e K, en posant cp = aTr, cp verifie 
la propriete. 

Exercice 2.8 7? 

Soit deux matrices A,B e 37l„(K). On suppose que 

VXe 971„(K) Tr(AX) = Tr(BX). 

Montre r que A = B. 
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Solution : Si A = ( atj ) et X = {xi f), on calcule 

n n 

Tr(AX) = £ £ afjfcJCfcj. 

(=1 k = 1 

£n prenantX- E , jcfc,- = 8kp8iq, Tr (AX) = a^p et V (^ 7 , p) £ [1, w], a^p = b^p d’ouA- B. 


Exercice 2.9 W 

Soit une sous-algebre si de l’algebre On suppose que 

VM e 9Jl ;i (IK), M 2 £si==> Me si 


Montrer que si — SUl„(M). 


Solution : Supposons que si soit une sous-algebre de 5J!„ (K) veribant VM e ZDl n (K ) , M 2 e si ==> Me si .11 suffit 
de montrer que toute matrice Ejj de la base canonique appartient a si . Comme si est une sous-algebre de 
Ogjt„(K) E #4- Or si ( i,j ) e [[1, n]] 2 , E 2 . — E/yE,-j = 8,-jE/y. Par consequent, si i i j, E 2 . £ si et Ejj e si . Soit maintenant 
i e [[1, n]]. Soit j i i. On salt que Eij,Eji £ si et, puisque si est une sous-algebre de 2Jt n (K), le produit E/jEji - Eu est 
encore dans si . Comme si contient toutes les matrices de la base canonique et que c’est un sous-espace vectoriel de 

an„(IK),^/ = SEJl„(IK). 


Regardons ce que donne la multiplication a gauche et a droite d’une matrice par une matrice de la base canonique : 

A faire : Dessins 

1. Lorsqu’on pose la multiplication E p ^A, on remarque que toutes les lignes du produit sont nulles sauf la ligne p ou 
Eon retrouve les coefficients de la ligne L q de la matrice A. 

2. Lorsqu’on pose la multiplication AEp^, toutes les colonnes du produit sont nulles sauf la colonne q ou l’on retrouve 
les coefficients de la colonne C p de la matrice A. 

Un premier exemple illustre l’utilisation de ces matrices : 

Exemple 2.20 Determiner les matrices A e 9Jl„(K) qui commutent avec toutes les matrices de 9Jt«(IK). 

Soit A une telle matrice. Puisqu’elle commute avec toutes les matrices, elle commute en particulier avec les matrices de 
la base canonique : 

\ap,q)£U,nf, EpqA - AE pq . 

Mais on a calcule E pq A et AE pq ci-dessus et on en deduit que V j ^ q, a qj - = 0 et, en examinant le coefficient a la ligne 
p et a la colonne q de ces deux produits, on obtient : Mp,q £ [[l,n]], a qq = a pp . En notant a - a\\ = ■■■ = a nn , on a 
necessairement A = tx\ n : A est une matrice scalaire. Reciproquement, toute matrice scalaire commute avec toutes les 
matrices. 


Exercice 2.10 O 

Determiner les matrices A £ 9Jt n (IR) qui commutent avec toutes les matrices symetriques. 


Solution : A doit commuter avec toutes les matrices symetriques E pp et on trouve que A doit necessairement etre 

diagonale. Ensuite, A doit commuter avec toutes les matrices Sij - Ejj + Eji et, en effectuant le calcul, on trouve que A 
doit etre une matrice scalaire. 


B.5.3 Calcul de determinants 


Faire apparaitre des zeros 


C’est, peu ou prou, la methode de Gauss. La methode est plus souple : on peut travailler sur les lignes et sur les colonnes. 
Exercice 2.11 
Calculer 


-8 

0 

3 

2 

-1 

8 

-10 

-7 

-2 

-7 

4 

-9 

-5 

-4 

-2 

1 
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Solution 


On 

est en presence d'une 

matrice 

a 

coefficients entiers. On 

utilise la 

methode 

du pivot 

de 

Gauss. On utilise 

des petits 

pivots 

(en 

valeur absolue) pour 

eviter les 

quotients. 

-8 0 

3 

2 

L} * — Li — 2L4 

2 8 

7 

0 





-1 8 

-10 

-7 

L2 * — L2 + 7L4 

-36 -20 

-24 

0 





-2 -7 

4 

-9 

L3 ♦ — L3 + 9L4 

-47 -43 

-14 

0 





-5 -4 

-2 

1 


-5 -4 

-2 

1 






On fait apparaitre un pivot egal a 1 : C2 * — C2 - C3. 



2 

8 

7 


2 

1 

7 


2 

1 

7 

D = 

-36 

-20 

-24 

= 

-36 

4 

-24 

L 2 — L 2 -4L, 

-44 

0 

-52 


-47 

-43 

-14 


-47 

-29 

-14 

L3 < — L3 + 29Li 

7 

0 

175 


D’oii D = -(-44 x 189 - (-52) x 11) = 7744. 


Factorisation 


C’est l’hygiene du calcul de determinants. Reperer un facteur commun sur une ligne ou une colonne et mettre en facteur 
simplifie le travail. En particulier lorsque la somme des lignes est constante, un bon reflexe est d’additionner toutes les 
lignes dans premiere, de mettre en facteur (on n’a plus que des 1 sur la premiere ligne) puis on peut soustraire la premiere 
colonne de toutes les autres... 

Exercice 2.12 

Soit a , b, c, x quatre complexes. Factoriser 


x 



c 


a b 
x c 
c x 
b a 


c 

b 

a 

x 


Solution : En additionnant toutes les lignes dans la premiere, on fait apparaitre x+ a + b+ c : 


x+ a+ b+ c 

x+ a+ b+ c 

x+ a+ b+ c 

x+ a+ b + c 


1 

1 

1 

1 

a 

X 

c 

b 

- (x + a + b + c) 

a 

X 

c 

b 

b 

c 

X 

a 

b 

c 

X 

a 

c 

b 

a 

X 


c 

b 

a 

X 


La presence des 1 sur la premiere ligne incite a soustraire par exemple la derniere colonne dans les autres 


0 


D = (x+ a + b+ c) 


a-b 
b- a 
c- x 


0 

x- b 
c- a 
b- x 



a-b 

x-b 

c-b 

— (x + a + b + c) x (- 1) x 

b- a 
c- X 

c- a 
b- x 

x- a 
a- x 



On additionne la deuxieme ligne dans la premiere : 


0 x- b+ c- a x-a+c-b 


0 1 1 

b- a c- a x- a 

~-(x+a + b + c](x-a-b + c) 

b— a c- a x- a 

c- x b- x a- x 


c- x b- x a- x 


On soustrait la troisieme colonne dans la deuxieme, on developpe ensuite suivant la premiere ligne : 


0 


D - - (x+ a + b+ c)(x- a - b+ c) b- a 


c- x 


0 1 

c- x x- a 
b- a a- x 


— -{x+ a+ b+ c)(jc- a- b+ c)\ U f X \-(x+a+b+c)[x-a-b+c)\{c-x) 2 -{b-a) 2 1 
\c-x b- a | 1 ‘ 

= [x+ a+ b+ cHx- a - b+ c) (x - c - b+ a)[x— c+ b- a). 


Exercice 2.13 

Soit a 1 , «2 . 0(3 trois reels. Calculer 


D = 


cosai 
COS 02 
cos 03 


Demontrer que si ai + a 2 + 0:3 = tt alors D = 0. 
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Solution: Soit = tan on a 


D = 


Izl j 

1 + f j 

1 - t: 
1 + 1: 

l - 1. 
t + 1‘ 


(l + rf)(l + r|)(l + r|) 


1 + 1\ 

1-f 2 

fl(l+f 2 ) 

1+f 2 

l-f 2 2 

f2(l + f|) 

1+f 2 

1-f 2 

13(1 + l 2 ) 


l 


1+f 2 

2 

fl + tf 

l+f| 

2 

t2 + f| 

1+f 2 

2 

h + I3 


(i + *f)(i + £)(i + £) 

en soustrayant la premiere colonne dans la deuxieme. Maintenant on soustrait la premiere ligne dans les deux autres : 


D = 


1 


1 +tf 


2 t\ + 

t\- t\ 0 t2~t\ + 4 * - 

f| - f 2 0 fa - fi + f 2 - f 2 


(l+ff)(l + f|)(l+f|) 

On developpe par rapport a la deuxieme colonne. 


(?2 ~ ?l)(?3 “ fl) 


(l+ff)(l+f 2 Z )(l+f 3 Z ) 


1 + 2 

t2 + t\ 0 1 + ^ + £l ^2 

£3 + fl 0 1 + fg “I” + $1 ^3 


D = -2 


(t2 — t\)(t3 — t\) | + fl 1 + f| + f^ + t\ ^2 1 _ 2 (^2 ^l) 1 12 + t\ 1 + f^ + f^ + fl f2 


= -2 


(l + tf ){ l + ff)(i + ff) | *3 + *i l + fj + 1{ + fi f3| (l + t \ )(1 + ff)(i + ff) | — fe ^ ^ + fi(fe - fe)| 

( f 2 - fl )( f 3 - fl )( f 3 - f 2 ) | f 2 +fl l+f? + f ?+ flfe | ^ (t 2 - fl)(fl - f 3 )( t 3 - ? 2 ) r ,_ ^ . J! . ,2 . * *,i 

1 J + r + f |=2 - . — 2 [( f2 + fl )( f 3 + f2 + tv - ( 1 + h + h + f l f 2)j 


(1+ rf)d + f|)d + 1|) 


(1 + ^(1 + £)(!+£) 


= 2 


( ^2 - fl) (^1 - ) ( ^3 - ^2) 

(1+f 2 ) (1+f 2 ) (1+f 2 ) 


(flf2 + f2f3 + f3 fl - 1) 


Commetan(0i+02 + 03) = 


tan fl 1 + tan Q2 + tan 1)3 


, en prenantdfc = -£■, commeai + a2 + a3 = tt, 


1 - tanQi tan 02 - tan 02 tan 0a - tan 0a tan\)\ 
on en deduit que le denominateur 1 -tan0j tan 02 -tan 02 tan ©3 -tan 03 tan0i s’annule, autrement dit t\ tz + f2 fa+ fafi - 
1 = 0 etpar suite D = 0. 

Cela signifie que les points de parametres a vec 0+ + 012 + «3 = tt sont alignes sur la courbe x - cos t; y - tan | . 


Techniques polynomiales 


Lorsque les coefficients sont des polynomes, le determinant est lui-meme un polynome. 
Exercice 2.14 W 

Soit ao,a\,..., a n -\ e C", soit xeC . 

Calculer 


-x 0 ... 0 -flo 

1 -x ... 0 -fli 


D(x) = 0 1 


-«2 


0 


0 1 -a„_i-x 
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Solution : On developpe par rapport a la derniere colonne : 



1 

-x 0 

0 




-x 

0 



0 



0 

1 


0 




0 

1 

-X 


0 


D(x) = (-1)” -1 x (-a 0 ) 

0 

0 

1 : 

0 

+ (-l) B 

x ( 

-fli) 

0 

0 

1 


0 





•• 1 








0 




0 


... 0 

1 




0 



0 

1 





-x 0 


... 0 





-X 

0 


0 











1 

-X 


: 0 

+ ... + {-l) n+k ~ l X 

(- 

flfc) 

0 ... 

-x 

0 : 

+ . 

.. + ( 

— On- 

L-X) 

0 

1 


-x : 0 






1 : 








-x 1 




0 ... 


0 1 





0 



1 -x 


En developpant les determinants par blocs (triangulaires) 

D(x) = (- 1)” -1 x {-do) xl + (-l)"x(-fl 1 )x(-i) + ...+ (-l )' !+i - 1 x (-a k ) X {-x) k + ... + {-l) n+n ~ 2 ~ l X l-ttn-l) * ( ~X ) n ~ 2 
+ (-l )” +n_1_1 x {-an-l - x) x (-x )"” 1 

Puis, en effectuant les calculs, 

D(x) = (-l)”«o + ( — 1 ) n (i\ x + . . . + {-\) n df c x k + . . . + {-\) n a n - 2 X n ~ 2 + (-l)"(a n _i + x)x” -1 
= (-1)” [do + d\X+ . . . + d n -\X n ~ l + x”) . 


On peut reprendre un exercice precedent en simplifiant les calculs ... a condition d’avoir le bon coup d’ceil et de connaitre 
ses determinants de Vandermonde : 

Exercice 2.15 W 


Calculer 



1+ rf 

\-t\ 

fi(l + t\) 

A = 

1+ff 

l-t\ 

hi 1 + ff) 


1+rf 


f 3 (1 + ff) 


Solution : Comme precedemment. 


A = 

1 + r x 2 2 fid+tf) 

\ t 2 2 ^2 ( 1 + ^2 ) 

= 2 

l+r 2 1 rid+rf) 
1 + rf 1 r 2 (i+ r 2 ) 

=2 

^ 1 tid+f?) 
ff 1 f 2 (l +f|) 


1 + 2 r 3 ( 1 + r 2 ) 


1 + rf 1 r 3 (i + rf) 


ff 1 f 3 (l + ff) 


En utilisant la muldlinearite du determinant : 



ff 1 fl 


r 2 1 rf 

CM 

II 

<1 

ff 1 t 2 

+ 2 

rf 1 rf 


rf 1 r 3 


rf 1 rf 


Le premier determinant est le determinant de Vandermonde V 3 (ri , t2, t 3 ) = (t 2 - h){t 3 - f 1 ) ( Z3 - t2) et le second est le 

1 x x 2 


coefficient de x dans 


= V 4 (x, ti, t 2 , t 3 ). 


OrV 4 (x, t\, t 2 , r 3 ) = (x- ti){x- r 2 )(x- t 3 )V 3 {ti,t 2 ,t 3 ){tit2 + r 2 r 3 + t 3 ti). 


Ainsi le coefficient de x egale -(ri r 2 + r 2 r 3 + t 3 ti)V3 ( 0 , t2,t 3 ). 
Finalement, A = -2V3 ( t\ , t 2 , t 3 ) ( ft r 2 + t 2 1 3 + t 3 1 \ - 1 ) . 


L’avantage d’etre un polynome, c’est qu’il est determine par un nombre fini de valeurs. 

Exercice 2.16 W 

1 . Soit d, b deux reels distincts, x\,...,x n , n nombres reels. 
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En ajoutant x a chacun des elements, calculer 


Xi b ... b b 

a X 2 b 


f2 a ,b — 


X 3 


2. Soit a un reel, x\,...,x n , n nombres reels. 
Calculer 


Xl 


X2 


Dfl = 


Solution : 

1 . Cet exercice illustre 1 ’adage : Plus une egalite comporte de variables, plus elle est facile a demontrer ! 
lei on cherche a calculer D a j, = D o /,(0) avec 


x\+ x b+ x 
a + x X 2 + x 


b + x b+ x 
b + x 


D a.bix ) : 


a + x a + x X 3 + x 


b + x 
X„ + x 


D a j,(x) est un polynome en x. 

En retranchant la premiere colonne a toutes les autres puis en developpant par rapport a la premiere colonne (ou 
en derivant deux fois par rapport a xle determinant D a j,{x) ), on voit que D a j,(x) est un polynome en x de degre 
inferieur ou egal a 1, e’est-a-dire une fonedon affine. D a j,(x) = ai+ |i. 

Maintenant, il suffit de determiner la valeurde D fii /,(x) en deux points distincts. Par exemple en -a et -b on voit 
alors qu’on a a calculer le determinant d'une matrice triangulaire. 

n n 

D a,bi-a) = n ( x k ~ et D = \\{x k - b). 

k-\ k = 1 


D’ou 


D a, hi a ) b ) 1 . 

— ‘— a \l\^-o-X\^-b) 


En posant Ilf = ]~[ (x^ - t), la valeur qui nous interesse est p = D^(0) = U a + 


Kb ru 

i 

b— a 


2. a etant fixe, la fonction D : b ■ — * D Ut b est continue puisque e’est un polynome en b. 

n n 

DoficD a = D(a) = limD(fr) = n rt + an' a = J](x fc -a)-£ fl (x k -a). 

b ^ a k = 1 (=llsfcsn 

k^i 


Un exercice deja vu : 

Exercice 2.17 W 
Soit a, b, c } x quatre complexes. Factoriser 




X 

a 


c 


a 

x 

c 


b 


b 


c 

x 

a 


c 


a 

x 


Solution : P a ,b,c est un polynome de degre inferieur ou egal a 4. Le coefficient de x 4 ne peut etre obtenu qu ’en prenant 
les x de la diagonale principale. Done ce coefficient egale 1. 
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En additionnant toutes les lignes dans la premiere, on trouve x + a+ b + c : 


x+ a+ b + c 

x+ a+ b+ c 

x+ a+b+c 

x+ a+ b+ c 


1 

1 

1 

1 

a 

X 

c 

b 

- (x + a + b + c) 

a 

X 

c 

b 

b 

c 

X 

a 

b 

c 

X 

a 

c 

b 

a 

X 


c 

b 

a 

X 


Autrement dit, le polynome X + a + b+ c divise P a ,b,c (X) . 

Cette fois nous allons multiplier la deuxieme et la quatrieme ligne par -1. Nous additionnons le tout dans la premiere 
ligne et nous pouvons factoriser x— a+b- c. Cette fois, c’estX- a+b- c qui divise P a ,b,cOQ. 

En multipliant la deuxieme et la troisieme ligne par — 1, on trouve X- a - b + c divise P a ,b,cOQ et en multipliant la 
troisieme et la quatrieme ligne par- 1, on trouve queX+ a—b—c divise P a ,b,cOQ- 

Lorsqueles quatre nombres a+b+c, -a+b-c, -a-b+c, a-b-c sont distincts deux a deux, alorsles quatre polyndmes 
X + a + b+ c sont premiers entre eux, done leur produit divise P n ,b,c (X) . Comme P a ,b,c (X) et (X + a + b + c) (X- a + h - 
c) (X - a — b+ c) (X + a - b- c) sont deux polyndmes de degre 4, que le deuxieme divise le premier et qu ’ils sont tous 
deux unitaires, on a 

Vx e C, P a ,b,cW = (x + a + b+ c)(x- a + b- c)(x- a - b+ c)(x+ a - b- c). 

Dans le cas ou au moins deux des nombres a + b + c, -a + b-c\ -a-b + c et a-b-c sont egaux, on remplace b par 
b' — b+h et c par c' — c + 2h. La fonction h > — * P a ,b',c'(x) = (x + a + b' + c')(x- a+b' - d){x — a - b’ + c')(x+ a - b 1 2 3 -d) 
est un polynome en h done une application continue, qui est nulle d’apres ce qui precede pour h> 0 assez petit pour que 
les a+ // + d , —a+ b’ - d , -a- b’ + d et a—b' — c' soient tous distincts. (11 suffit de prendre h plus petit que la moitie 
du plus petit des nombres strictement positifs parmi \ a+ b\, \a+ c\ et \b± c\.) Done en faisant tendre h vers zero, on a 
bien P a ,b,c (x) - [x+ a+ b+ c)[x- a+ b- c)[x- a- b+ c)[x+ a- b- c) =0, cequ’il fallait demontrer. 

Remarque : II faut parfois se torturer les meninges pour eviter des calculs pas forcement mechants. C’etait surtout pour 
voir la methode. Methode qui est beaucoup plus efficace avec les polynomes a plusieurs indeterminees (qui ne sont pas au 
programme). En effet, plus il y a de variables... 


Derivation 


Un determinant peut etre une fonction d’une (ou plusieurs) variable(s). II faut savoir la deriver. 

Exercice 2.18 W 


Soit a, b, c, d quatre reels. On pose A [d] = 


cos(a+ d) 
cos {b + d) 
cos (c + d) 


sin(a+ d) 
sin [b + d) 
sin(c + d) 


cos [b-c] 
cos (c- a ) 
cos(a- b) 


1. Calculer A{b - c - a) . 

2. Calculer la derivee A '(d). 

3. Conclure. 


Solution : 

1. On a a+ d - b- c; b + d — 2b - c - a; c+ d - b- a. Done 


A (b— c- a) - 


cos (b-c) 
cos(2 b— c- a) 
cos (b- a) 


sin(b- c) 
sin (2b- c- a) 
sin(b- a ) 


cos (b-c) 
cos (c- a) 
cos (a-b) 


0 sin(b-c) 

= cos(2b- c- a) -cos(c- a) sin(2 b-c- a) 
0 sin [b-a] 


cos (b-c) 
cos(c- a) 
cos [a - b) 


= -(cos(2 b-c - a) -cos(c- a)) 


|sin(b- c) 
|sin(b- a) 


cos [b- c) I 
cos(a- b)| 


= (cos(c -a)- cos(2 b - c- a)) (sin(b - c) cos(b -a)- cos [b - c) sin(b - a )) 


= (cos(c -a)- cos(2 b - c- a)) sin(b - c-[b- a)) - (cos(c -a)- cos(2 b - c- a)) sin(a - c) 

= — sin(2a- 2c) - - (sin(2b- 2c) + sm(2a-2b)) - - (sin(2a- 2c) + sin(2c- 2b) + sin(2b- 2a)) . 


2. En notantCk(d) la k-ieme colonne. On a (voir proposition 6.3 p. 232 ) 

A '(d) = |Ci(rf)C 2 (d)C 3 (rf)| + | Ci (rf)C2 (rf)C 3 (rf) | + |Ci(d)C 2 (d)C3(rf)| . 
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(On aurait bien sur un resultat semblable avec les lignes). On a done 



sin(a+ d) 

sin(a+ d ) 

cos (b-c) 


cos (a + d) 

cos (a + d) 

cos(b-c) 


cos(a+ d) 

sin(a+ d) 

0 

A '(£*) = - 

sin(£> + d) 

sin(fo + d) 

cos (c- a ) 

+ 

cos (b + d) 

cos(b+ d) 

cos (c- a ) 

+ 

cos [b+ d ) 

sin(£?+ d) 

0 


sin(c+ d ) 

sin(c+ d ) 

cos(a- b ) 


cos (c + d) 

cos(c+ d) 

cos(a- b) 


cos {c + d) 

sin(c + d) 

0 


= 0 + 0+0 


3. Conclusion : A(d) ne depend pas de d et \/d e IR, A(d) = - (sin(2a- 2c) + sin(2c- 2b) + sin(2i?- 2a)). 
Plus il y a de variables... 


Matrices 

Les determinants sont utiles pour les matrices, pourquoi pas F inverse ? 
Exercice 2.19 
Soit a , b,c,d e C. Calculer 


b+ c + d 
b 2 + c 2 + d 2 
b 3 + c 3 + d 3 
b 4 + c 4 + d 4 


a + c+ d 
a 2 + c 2 + d 2 
a 3 + c 3 + d 3 
a 4 + c 4 + d 4 


a+b+ d 
a 2 + b 2 + d 2 
a 3 + b 3 + d 3 
a 4 + b 4 + d 4 


a + b+ c 
a 2 + b 2 + c 2 
a 3 + b 3 + c 3 
a 4 + b 4 + c 4 


Solution : On a 


f b+ c+d 

a+ c + d 

a+b + d 

a+b+ c ' 

( a 

b 

c 

d ' 

(0 

1 

1 

r 

b 2 + c 2 + d 2 

a 2 + c 2 + d 2 

a 2 + b 2 + d 2 

a 2 + b 2 + c 2 


a 2 

b 2 

c 2 

d 2 


1 

0 

1 

i 

b 3 + c 3 + d 3 

a 3 + c 3 + d 3 

a 3 + b 3 + d 3 

a 3 + b 3 + c 3 


a 3 

b 3 

c 3 

d 3 

X 

1 

1 

0 

i 

K b 4 + c 4 + d 4 

a 4 + c 4 + d 4 

a 4 + b 4 + d 4 

a 4 + b 4 + c 4 , 



b 4 

c 4 

d 4 , 


u 

1 

1 

o 


A l’aide d'un determinant de Vandermonde : 


a 

b 

c 

d 


1 

i 

1 

1 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 

= abed 

a 

b 

c 

d 

a 3 

b 3 

c 3 

d 3 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 

a 4 

b 4 

c 4 

d 4 


a 3 

b 3 

c 3 

d 3 


abcd{d - c)[d- b)(d- a)(c- b)(c — a){b- a). 


En additionnant dans la premiere ligne : 


0 

1 

1 

1 


1 

1 

1 

1 


0 

1 

1 

1 


1 

1 1 


1 

1 

0 



1 

0 

1 

1 


1 

0 

1 

1 


0 

0 

1 

1 



1 

1| 

= 3 

= 3 

= -3 

0 

1 1 

= -3 

0 

1 

1 

= 3 , 

1 

1 

0 

1 


1 

1 

0 

1 


0 

1 

0 

1 



1 

°l 

1 

0 1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

0 


1 

1 

1 

0 


1 

1 

1 

0 






Done 


b+ c+ d 
b 2 + c 2 + d 2 
b 3 + c 3 + d 3 
b 4 + c 4 + d 4 


a+ c+ d 
a 2 + c 2 + d 2 
a 3 + c 3 + d 3 
a 4 + c 4 + d 4 


a+ b+ d 
a 2 + b 2 + d 2 
a 3 + b 3 + d 3 
a 4 + b 4 + d 4 


a+ b+ c 
a 2 + b 2 + c 2 
a 3 + b 3 + c 3 
a 4 + b 4 + c 4 


-3 abcd(d- c)(d- b){d- a){c- b)(c- a){b— a). 


Un autre exemple, deja vu : 

Exercice 2.20 

Soit a, b, c, x quatre complexes. Factoriser 


P a,b,ci x ) 


x a 
a x 
b c 


c b 


c 


a 

x 


1187 


Solution : Apres une bonne contemplation, il saute aux yeux que : 


fx 

a 

b 


(i -i 

i 

-r 

tx + c+ b+ a 

-x+ c+b- a 

x- c+b- a 

-x- c + b + a? 

a 

X 

c 

b 

i 

-i 

-i 

l 


x+ c+ b+ a 

-x+ c+b- a 

—x+ c-b+ a 

x+ c-b- a 

b 

c 

X 

a 

i 

i 

i 

l 


x+ c+ b+ a 

x- c- b+ a 

x- c+ b- a 

x+ c-b- a 

<c 

b 

a 

Xj 

u 

i 

-i -ij 


K x + c + b + a 

x- c- b+ a 

—x+ c-b+ a 

-x- c + b+ a, 


d’ou l’egalite : 


1 

-1 1 -1 


1-11-1 

1 

-1 -1 1 

= (jc + a+ b+ c)[x+ a - b- c){x- a+ b- c)[x- a - b+ c) 

1-1-1 1 

1 

1 1 1 

1111 

1 

1 -1 -1 


11-1-1 


et il suffit de verifier que 


1 

1 

1 

1 


-1 

-1 

1 

1 


1 

-1 

1 

-1 


-1 

1 

1 

-1 


est non nul. Or ses vecteurs colonnes sont orthogonaux deux a deux. 


Enfin un exemple qui ressemble plus a une devinette : 
Exercice 2.21 
Demontrer que 


1 - ps 

pr-q 

qs- r 


ns- m 

1 - nr 

mr - s 

= 

mp - n 

nq - p 

1 - mq 



m 

n 

2 

1 + m 2 + n 2 

m + q+ np 

n+r + ms 

1 

P 

= 

m + q+np 

1 + p 2 + q 2 

p + s+ qr 

s 

1 


n+r + ms 

p + s+ qr 

1 + r 2 + s 2 


Solution: SoitA- 


i 


m n\ 

1 p\. La deuxieme egalite vient de 

s 1 j 



' 1 m n ' 


'1 q r ' 


r 1 + m 2 + n 2 m + q+np n + r + ms i 

A*A = 

q 1 p 

X 

mis 

= 

m+q+np 1 + p 2 + q 2 p + s+qr 


, r s 1 , 


. n p 1 J 


, n+r + ms p+s+qr 1 + r 2 + s 2 , 


Pour la premiere, on commence par calculer les cofacteurs . 



f 1 ~PS 

ns- m 

mp- n ^ 

detAIs = A 

pr-q 

l - nr 

1 - mq 


, qs-r 

nq- p 

mr - s , 


En calculant le determinant des deux membres : 



1 - ps 

ns - m 

mp- n 


1 - ps 

pr-q 

qs-r 

(detA) 3 = detA 

pr-q 

1- nr 

1 - mq 

= detA 

ns- m 

1- nr 

mr - s 


qs-r 

nq-p 

mr- s 


mp- n 

nq-p 

1 - mq 


puisqu 'une matrice a meme determinant que sa transposee. Lorsque A est inversible, on obtient la premiere egalite en 
simplifiant par det A. Lorsque A n ’est pas inversible, la matrice transposee des cofacteurs n ’est pas inversible non plus. 
En effet, lorsqu ’on la multiplie par A on trouve la matrice nulle. Done les deux membres de 1’ egalite sont nuls. 


Polynome caracteristique 

Cette methode sera utilisee Fan prochain. 
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Annexe V — s 


Techniques d’ analyse 


Le Calcul infinitesimal, [...], est Fapprentissage du maniement des inegalites bien plus que des egalites, et on pourrait le 

resumer en trois mots : MAJORER, MINORER, APPROCHER. 

Jean Dieudonne, Calcul Infinitesimal, (1968). 


C.l Majorer-minorer 

En algebre, on s’interesse particulierement a des egalites alors que l’analyse est Part des approximations ou les majorations- 
minorations jouent un role essentiel. Dans ce paragraphe, nous allons voir un bon usage des inegalites et etudier quelques 
erreurs frequentes qu’il est bon d’analyser pour ne jamais les commettre. 


C.1.1 Quelques inegalites classiques 

Majorations trigonometriques 

On a les majorations fondamentales en trigonometrie : 


0 3.1 


Viel 


|sin(x)|^l, [cos(x)|=Sl. 


Preferer une majoration en valeur absolue a des inegalites lorsque c’est possible. 


0 3.2 


Vie! 


|sin(x)| ^ |x|. 


Cette derniere majoration est surtout interessante lorsque x est proche de 0. 



Exemple 3.1 En utilisant la trigonometrie, on peut majorer une difference de sinus ou de cosinus : 

i ( x- V’i tx+y\\ , x- y , 

|sinx-siny| = |2sin| jcos|— — J| ^ 2|sin | ^ |x-y| 

I (X-y\ /x + yu , jc — y . 

|cosx- cosy | = |2sin| — - — J sin| — - — J | 2|sin — - — | ^ |x- y|. 

(On aurait pu egalement utiliser que les fonctions sin et cos sont 1-lipschitzienne puisque |sin'(x)| = |cos(x)| < 1 et 
Icos'MI = |sin(x)| ^ 1). 
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Majoration de produits 


<?3.3 


V(a,fo)eR, \ab\^- 


ce qui permet de majorer ab et -ab par une somme de deux carres. La demonstration s’obtient en developpant ( a+b ) 2 3= 0 
et ( a-b ) 2 3= 0. 

Pour 2 n reels a n ) £ R”, (for,. . . , b ;i ) e R”, 

n (n \ ll2 (n ' 1/2 

^ 3.4 J^aibi 

C’est F inegalite de Cauchy-Schwarz utilisee avec le produit scalaire canonique de R”. 


Etude de fonctions 

II est souvent utile d’etudier une fonction pour montrer une egalite. 


Exemple 3.2 Montrer que Vx 3= 0, x sS sinx ^ x. Definissons les deux fonctions / et g sur [0,+oo[ par /(x) = sinx-x 

6 

x 3 

et g(x) = sinx- xh . Elies sont derivables et fix) = cosx- 1 0 ce qui montre que / est decroissante. Done Vx 3 0, 

x 2 

f{x) 3= /( 0) = 0 d’ou la majoration de sin. Ensuite, g'(x) = cosx- 1 + — , g"(x) = -sinx+ x 3> 0 done g' est croissante, 
et comme g'(0) = 0, g' est positive done g est croissante et comme g(0) = 0, g(x) 3= 0 d’ou la minoration. 



0 +00 

f 

- 

s' 

+ 

f 

0 ^ 

8 



Exercice 3.1 O 

x 

Montrer que Vx30,x--^ ln(l + x)«i 

Solution : En posant f[x) = ln(l + x) - x et g(x) = ln(l + x) - x+ x 2 12, fix) = -yyy S 0 pour 0 et g'(x) = 3= 0. 

Dresser le tableau de variations de f et g pour conclure. 


Proceder par inegalites equivalentes 

On est souvent amene a se demander si une inegalite est vraie. On peut proceder par equivalences (c’est Fun des rares cas 
nous vous le conseillons !) pour aboutir a une inegalite triviale. 

Exemple 3.3 On veut comparer les deux reels \J 2- \?2 et \/3- \/3. Procedons par equivalence en utilisant que x >-► yfx 
et x >-► x 2 sont des fonctions croissantes : 

\J 2-v/2^ \/3-\/3 

«>2-v / 2«3-v / 3 
<=>\/3 — V2 ^ 1 
«^ 3 - 2^6 + 2 ^ 1 
<=>\/6 2 t 2 
<^=26 2 4 

La derniere inegalite etant vraie, on en deduit que \J2 - y2 s; \/3- \/3. 
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Utilisation de la convexite 


O 3.5 
3.6 


VxeR, \e x ^l + x. 


Vxe]-1,+oo[, ln(l + x)^x 


On utilise la convexite (concavite) de Fexponentielle (du logarithme). La courbe est situee au dessus (en dessous) de 
chacune de ses tangentes. 



La fonction sinus est concave sur [0, tt/2], done son graphe se situe au dessus de la corde. On obtient Finegalite : 

2x 

Vx e [0, tt/2], sinx3= — . 

7t 

La fonction x >-► x“ etant convexe sur R* pour a 3= 1, on peut utiliser Finegalite de convexite / 1— — | ^ ^ ^2^ ~ P our 
obtenir Finegalite 


(a+fo)“< 2 a ~ 1 (a a + b a ) 


La fonction / : x >-► ln(l + e x ) etant convexe sur R. En effet / est deux fois derivable sur R et pour tout xeR, f'{x) - 
e x 1 , 

= est croissante sur R. On en deduit, d’apres la proposition 12.23 p. 482 en prenant les egaux a ± que 

1 + e x e x + 1 
pour tous (xi , . . . , x n ) reels, 


-Kg** Bl, in,i+ ' 


At 


En prenant pour les x^ les ln(yj;), on obtient pour tous (yi, . . . ,y n ) reels positifs, 

1 " 

-L 

Lfc= i )) ”fc=i 

soit 


In 1 + exp - £ ln(y fc ) U - £ ln(l + y fc ), 


in| i + I [I nil « ln I 11 1 + yk 


soit, en prenant l’exponentielle des deux membres : 

I 

( n \n I n 

n yk\ « MI 1 + n 

k = 1 I \fc=l 

On applique cette derniere inegalite en prenant pour le quotient de deux nombres positifs b^ et a, t, ce qui donne, pour 
tous {a\,...,a n ,bi,...,b n ) reels positifs, 


1+ flit *. 

Vfc=i ) U=i a* 

Enfin, en multipliant les deux membres par ( f[ [L , fefc) ", on obtient : 


n a k\ + n b k\ ^\Yi( a k+b k ) 

fc=i ) \fc=t ) \,fc=i 

Cette derniere inegalite - qui signifie que la somme des moyennes geometriques est inferieure a la moyenne geometrique 
de la somme - reste vraie lorsque Fun (ou plusieurs) des a ^ ou b % est nul, par passage a la limite. 

Voir aussi les propositions 12.27 et 12.28 p. 484. 
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C.1.2 Techniques de majoration 

En analyse, on utilise par defaut des inegalites larges ( =£ , r). Une inegalite stride peut etre parfois necessaire, mais il faut 
toujours la justifier. Par exemple, 

VxeIR, |sin(x)[ [x[ 

est une inegalite classique. Par contre la formule 

Vx e US, |sinx| < |x| 

est fausse : pour x = 0 F inegalite stricte n’est pas verifiee. 


Majorer des produits-quotients 

Attention aux multiplications d’inegalites : 

[ ac ^ be si c r 0 
a^b => < 

[ ac r be si c < 0 

En pratique, on utilise souvent les valeurs absolues et les termes a majorer sont positifs. Pour majorer un produit P = Pi x P 2 
de termes positifs, il suffit de majorer chaque terme du produit. 

Exemple 3.4 u n = [n 2 +2n + l)ln [n 2 + 1). Puisque \/n e N, In [n 2 + 1) n 2 et que pour n S 1, 2 ns 2 n 2 et 1 ^ n 2 , on 
obtient la majoration grossiere : 

Vns 1, u n (4n 2 ) x n 2 = 4n 4 . 


Pour majorer un quotient de termes positifs, majorer le numerateur et minorer le denominates. 


Exemple 3.5 Encadrer pour x e [2,3] /(x) 


x - 1 
e x + l 


. Puisque 2 ^ x ^ 3, 1 ^ x - 1 ^ 2 et e 2 + 1 ^ + 1 ^ e 3 + 1 d’ou 


Exemple 3.6 


= L 

k = 1 


Vk 2 + nk 
n 3 + k 2 - lc 


Puisque lorsque l^k^n, k 2 + nlc^ 2 n 2 et n 3 + k{k- 1) S n 3 , on majore 


\flr? s/2 


0 sS u n n x 


Exercice 3.2 Z 

Majorer (u n ) par une suite de la forme C n a apartir d'un certain rang : 
nr + 


n z + 1 
n + 1 


b. u„ = 

3^-72 

c. u n = s/ n 3 + n 2 - n + 1 - V n 3 + 3 n 


Solution : 

a. Pour n r 1 , n 3 + n 2 2 n 3 et n 2 + 1 3= n 2 d’ou u n ^ 2 n. 

b. Pour n r 1 , 3" ~ n - (\ + 2) n ~ n r 1 + 2{n 2 - n) en utilisant la formule du bindme (e’est un cas pardculier de 
P inegalite de Bernoulli, voir 1’ exercice 8.30 page 329) et en minorant les termes positifs restants par 0. Par 
consequent, 

2 n 2n n 2 

n 2n 2 -2n+\ 2 [n 2 -n) n 2 l 2 n 

puisque n 2 -nr n 2 12 pour n r 2. 

c. Avec les quan ti tes con juguees, 


n 2 -4n+l 2 n 2 1 

V n 3 + n 2 + n + 1 + V n 3 + n 2n 312 </n 


puisque pour n r 1, 1 ^ n 2 . 
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Bonne utilisation des valeurs absolues 


Une valeur absolue, un module (ou une norme) permettent de mesurer des distances : \a-b\ mesure l’ecart entre les deux 
reels (complexes) a et b. Ce sont des outils indispensables en analyse. Par exemple, pour montrer qu’une suite converge 
vers une limite Z, il suffit de majorer la quantite z n - \ u n - 1 1 par une suite qui converge vers 0. L’annee prochaine, vous 
utiliserez des nonnes qui se manipulent comme la valeur absolue et le module. Autant prendre maintenant de bonnes 
habitudes et utiliser la valeur absolue aussi souvent que possible. 

Les proprietes importantes sur les modules-valeurs absolues sont 

1. L’inegalite triangulaire : \a+ b\ \a\ + \b\ 

2. La minoration de l’inegalite triangulaire : \\a\ - \b \ I ^ \a+ b\ qui permet au choix deux minorations d’un module : 


1 1 \a\-\b\ 
[\b\-\a\ 


s; \a+b\. 


3. Le module d’un produit : \a x b\ — \a\ x \b\. 

On a par exemple en utilisant l’inegalite triangulaire : 


\a\ - \b\ \a- b\ ^ \a\ + \b\. 


sinx- 2cosx 

Exemple 3.7 On definit /(x) = . Majorer |/(x)| pour xeI. 

Isinxl + 2[cosx| 3 

— ias — U — = 3e - 

On a utilise l’inegalite triangulaire |sinx + 2cosx| ^ [sinx| + 2|cosx|, que |sinx| 1, que e smx etait positive pour enlever 
la valeur absolue, puis que sinx 5= -1 pour minorer le denominateur. 


1 1 — 3x z | — X 

Exemple 3.8 Pour x ^ 0, on definit /(x) = Minorer |/(x)| par une fonction de type Cx“ pour |x| grand. 


I/WI = 


||1 - 3x z | - x| 
|x| 

1 1 — 3x 2 1 — |x| 
|x| 


[3x 2 - 1| - |x| 


*\x\ 


|x| 

3x 2 - 1 - |x| 
\x\ 

3x 2 - 2x 2 


|x| 


On a utilise la minoration de l’inegalite triangulaire, ||1 - 3x 2 | - x\> |l-3x 2 |- |x| puis l’inegalite triangulaire 1 1 — 3 x 2 1 
1 + 3| x 2 [ et que |x| + 1 2[x| 2 pour [x| S 1. 


Exercice 3.3 O 

Montrer que la fonction 



U 

i sin(xy) 
i x 2 + y 2 

0 


si (x, y) ^ (0, 0) 
si (x, y) = (0, 0) 


est bornee. 


Solution : Pour (x, y) ^ ( 0,0), 


|/(x,y)| 


\xy\ 
x 2 + y 2 


1 



On a utilise les inegalites classiques |sin0| ^ |0| et \ab\ s; aI 7 z h2 . 
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On se sert tres souvent de Finegalite triangulaire pour majorer des sommes et des integrates : 


n 

X/ Un 

i = 1 


n 


£l“nl 



df. 


Pour les integrates de Riemann, on utilise egalement la majoration fondamentale : 


Vx e [a, b], f(x ) ^ g(x) 




dx 


Si / est une fonction continue sur un segment [a, b\, elle est bornee et on note |]/||oo 
de la majoration : 



sup |/(x)|. On se sert tres souvent 
x£[a,b\ 


Exemple 3.9 On definit la suite d’integrales 

I n - f x" f(x) dx 
Jo 


ou / : [0, 1] '-<■ IR est une fonction continue. Montrer que I„ > 0. 

72— *-+00 

La fonction / est continue sur un segment done est bornee. Notons ||/||oo = sup |/(x)| et majorons : 

jte[0,l] 


dnl = I f x"/(x)dxL f |x"||/(x)| dx« f X^ll/lloo dx = ll/lloo f x" dx: 
|J0 I Jo Jo Jo 


ll/lloo ^ 

n+l n—+oo 


On rencontre souvent en pratique l’integrale 


y = x 


r n dx — ^ 

j 0 x ax n+1 


0 3.7 


Jn = f X n dx= 

Jo n+l 


Multimedia 


animation pour 


voir 1 ' aire 


Jq x n f{t)dt qui tend vers 0 


C.1.3 Erreurs de majoration frequentes 

Une faute tres frequente consiste a majorer a l’interieur des valeurs absolues : b => \a\ \b\. C’est faux en general. 

Par exemple, -3 =£ -2 et pourtant |-3| = 3 > 2 = |— 2|. 

Exemple 3.10 Voici une erreur typique rencontree dans une copie : puisque sinx ^ 1 et - siny sS 1, pour x, y > 0 on a : 

I sin x sin y I 1 1 1 1 

\ x y |"|x y | 

Si on prend par exemple x = jt et y = jt/ 2, Finegalite obtenue s’ecrit | qp | ^ | ^ - || = ^ qui est evidemment fausse. 

Le resultat suivant est classique et souvent pose en devoir : 

Lemme 3.1 00 Lebesgue 
Soit / e c g 1 ([a, b],C), 

f b 

l„ = I sin(nf) f {t) dr >0 

Jn n^+oo 


Dans les deux « demonstrations » suivantes, il y a des erreurs de majoration. Trouvez-les ! La fonction / est continue sur 
le segment [a, b] done est bornee. On note ll/lloo = sup |/(x)|. 

xe[a,b\ 
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I n l = l f 

I Ja 


|I«I = / fit) sin(raf) df 


ll/llc 


ll/llc 


/' 


sin(« f) df 
cos [nb) - cos [na) I 


• 0 . 


|I n |« f |/(f)||sin(rff)| df 
Ja 

« ll/lloo f |sin(rcf)| df 
Ja 

|cos(rcb)| - |cos(rca)| 


ll/llc 

211/llc 


H n— *+oo 


• 0 . 


Dans la premiere serie de majorations, on a majore a l’interieur des valeurs absolues en multipliant par sinf qui peut 
etre negatif (deux erreurs). Dans la deuxieme serie, les majorations sont correctes, mais |sin(«f)| ne se primitive pas en 
\cos{nt)\ln. 

Remarque 3.1 On comprend graphiquement le resultat precedent : lorsque n est grand, la fonction f ^ sin(nf) oscille 
beaucoup entre a et b et les aires positives compensent les aires negatives : 


y=fM 


y=-m 


On comprend egalement que /J 7 /'(f)|sin(«f) df ne converge pas vers 0 et que la derniere tentative etait vouee a l’echec ! 

La preuve correcte est instructive et doit etre etudiee soigneusement. 

Demonstration 'Wv* Puisque la fonction f est de classe C R 1 , on peut integrer par parties I„ et puisq ue f et f sont continues sur 
le segment [a, b], elles sont bomees : 




In — 


/(f)cos(nf) 

n 


b i r b , 

-l — / f (f)cos(nf) df 

a nJ a 


et en utilisant l’inegalite triangulaire : 

UnN 


\f(b)\\cos(nb)\ + \f[a)\\cos[na)\ 1 , 

+ — 1/ (f)l|cos(nf)| df 

n nJa 


2 ll/lloo ll/'lloo(fc-fl) 


Remarque 3.2 On montre que le resultat precedent reste vrai lorsque / est uniquement continue par morceaux sur 
[a, h\. On commence par le demontrer lorsque / est une fonction indicatrice d’un segment (la fonction indicatrice d’une 
partie de K est la fonction qui vaut 1 sur cette partie et 0 partout ailleurs), puis lorsque / est une fonction en escalier et 
on utilise 1’ approximation d’une fonction continue par morceaux par des fonctions en escalier. 


C.1.4 Suivre son intuition avant de majorer 

Pour montrer qu’une suite (u„) converge vers 0, on majore \ u n \. Par contre, pour montrer que u n * /, il ne sert a rien 

n —*+ oo 

de majorer \ u n \, c’est \ u n -l\ qu’il faudrait majorer. Avant de se lancer dans une majoration hasardeuse, il est necessaire 
de comprendre intuitivement comment se comportent les differents termes. 
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1 n 

Exemple 3.11 Etudier la suite de terme general u n = — ^ k\. Commencons par ecrire les differents termes de la somme 

n ! k= 1 

d’une autre fay on pour comprendre ce qui se passe : 


1 1 1 

u n - — (1 + 1x24 hlx2x---xn) = lH 1 

n\ n n{n- 1) 


1 


■ + ■ 


1 


1 


Une erreur frequente : puisque — 


• 0 , 


1 


n n-~ +oo ' ' 77(^2 — 1) ... 2 n—+ oo 


0 , U n 


77 ( 72 — 1 ) ... 3 72(72 — 1) ... 2 

* 1 : bien que chaque terme tende vers 


1 1 

0, le nombre de termes augmente avec n. Avec le meme rarsonnement, on aurait 1 = — I 1 — 


Yl n—*+ oo 


0! 


Nous allons tout de meme montrer que u n 


■ fois 


1 en ecrivant u n = 1 + e n et en montrant que z h 


0. Pour cela. 


n —>+ oo n —*+ oo 

majorons z n : si l’on majore tous les termes de z n par le plus grand 1 In, on trouve que z n s= in - 1 ) / n qui ne tend pas 
vers 0. Ecrivons plutot 

1 («-2) 

0<E„«- + *■ 0. 

n 77 ( 72 — 1) +oo 


r 2x sin t 

Exemple 3.12 On pose pour x > 0, F(jc) = / — — d t. 

Jx t 

a. Determiner la limite lorsque x — » +oo de F. 

b. Determiner la limite lorsque x — «■ 0 de F. 
a. Avec une maj oration simple : 

Vre [jc,2jc], 


| sin t\ 


1 



on obtient : 


|F(x)| ^ 



r 2x l 

d, ‘i + dt= 


l 

x 


Par consequent, F(x) * 0. 

x — *+oo 

b. Essayons d’abord un encadrement elementaire : pour t e [0, jt/2], 

2t 

— ^ sin f ^ t 

71 


on obtient pour 0 < x < 2x =S tt/2, Fencadrement 

2 C 2x 2 t C 2x t 

— In2= / — -dt^F(x)< / — dt = ln2. 

JT Jx 7T t 2 J x t 2 

On voit que la fonction F est bornee au voisinage de zero, mais Fencadrement obtenu ne permet de trouver la 
limite. Au voisinage de 0, sin(f) est proche de t : on peut utiliser Finegalite t- r 3 / 6 sin t =S t vue dans Fexemple 
3.2. On obtient Fencadrement : 




dfssF(x) 



= In 2 


et avec le theoreme des gendarmes, on en deduit que F(x) > In 2. 

x—0 


Pour des exemples plus theoriques, lorsqu’on ne dispose pas de majorations explicites des fonctions, il est necessaire 
d’utiliser les definitions a e d’analyse pour justifier les approximations. Voyons deux exemples classiques. 

Exemple 3.13 Soit / une fonction continue sur [0, 1]. Etudier la limite de la suite de terme general 

I,, = 72 f x n fix) dx. 

Jo 

Le graphe de x >-► x n pour n grand montre que x n est tres petit, sauf au voisinage de 1 ou il vaut 1. On se doute que 
la limite va dependre des valeurs de / au voisinage de 1. Commencons par approximer fix) par /( 1) sur [0,1] pour 
comprendre ce qui se passe (cela consiste a supposer dans un premier temps que / est constante) : 

)n » nf il) [ l x n dx = -^—fi 1 ) * fa). 

Jo 71+1 «— +oo 
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Montrons rigoureusement que I„ * /( 1) en ecrivant pour x e [0, 1], fix) = /( 1) + r(x) ou r est une fonction continue 

n —*+ oo 

sur [0, 1] telle que r(x) > 0. Par linearite de Fintegrale, 

X— 1 

I n - —^—f(l) + n f x n r{x) dx. 
n+ 1 Jo ^ 

R„ 


On a deja vu que la premiere suite convergeait vers /(l) . II nous suffit de traiter le reste de notre approximation : montrons 
que R„ > 0. Pour cela, ecrivons une demonstration a epsilon. Soit e > 0, comme r(x) > 0, il existe c e [0, 1 [ tel 

n—+ oo x— * 1 

que Vx e [c, 1], |r(x)| e/2. Coupons notre integrate en deux : 


|R„| ^ n J |r(x)|x" dx+ nj |r(x)|x”dx 


f 


^ nc I \r{x)\dx+n-\ x dx 


\r> 

-Jo 


K nc" + ■ 


2(n+ 1) 


Nous avons note K = 1 | r (x) | dx qui est une constante independante de n. Puisque 0„ 
Jo 

VioN, Q n ^ e et pour n sN, |R„ | < e. 


* e/2, il existe N e N tel que 

n—*+c o 


L’exemple precedent est typique d’une demonstration en analyse. 

1 . On commence par comprendre intuitivement les approximations pertinentes. 

2. On met en evidence V approximation pour isoler le resultat et on se ramene a montrer qu’un reste tend vers 0. 

3. On utilise les majorations, les definitions at., .pour traiter le reste de V approximation. 


Exemple 3.14 1 Soit / : [0,+oo[^ R une fonction continue telle que /(x) 


/. On definit pour x S 0, F(t) = 


1 r x 

xJo 


f[t) df. Montrons que F(x) 


/. 


On commence par utiliser l’hypothese en approximant / par / : 

fix) = l + r(x) avec r(x) 

Cette approximation permet de mettre en evidence la limite de F : 


F(x) = 


- f'idt+- r 

xJo xJo 


r(r) dt-l + R(x). 


Il nous suffit de montrer que R(x) > 0. Redigeons pour cela une demonstration a e. 

x — *+oo 


Soit e > 0. 
Puisque r{ t) 


■ 0, il existe A> 0 tel que Vr S* A, |r(f)| ^ el 2. 


Posons C-f |r(f)| df. Puisque C/x » 0, il existe B S A tel que Vx S B, C/x ^ e/2. 

Jo JC-+00 

Soit x>B, coupons Fintegrale en deux : 

(x- A)e 


|R(x)| 


= — f rit)dt+—f r(f)df =S — I — f |r(f)| df ^ e/2- 
xJo xj A X xj A 


2x 


C.2 Derivation 

Contrairement au calcul de primitives oil l’on sait primitiver tres peu de fonctions a l’aide des fonctions usuelles, on sait 
deriver une fonction quelconque, aussi compliquee soit-elle. Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques regies simples 
pour calculer efficacement une derivee sous forme factorisee. En effet, on se sert souvent du signe d’une derivee pour 
etudier les variations d’une fonction, d’oii l’interet d’obtenir une forme factorisee de ces derivees. 

Rappelons d’abord comment calculer la derivee d’une expression a l’aide de Maple : 


1197 




C.2.1 Derivees particulieres 

Homographies 


Une homographie est une fonction definie par : 

fix) = 

Cette fonction est definie sur les deux intervalles Ii =] - oo, - 
Une homographie se derive facilement : 


ax+b 
cx+ d 

-dlc[ et U =] 


dlc,+o o[. 
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fix) = 


ax+b 

cx+d’ 


fix) = 


I a hi 

I c d\ 

(cx + d) 2 


II est bon de retenir cette formule (determinant des coefficients au numerateur, denominates au carre), car on rencontre 
souvent des homographies en pratique. Remarquez que le signe de la derivee est donne par le signe du determinant : les 
variations des homographies sont simples. 

La bijection reciproque d’une homographie est encore une homographie : il faut savoir resoudre rapidement l’equation 


y = 


ax + b 
cx+d 


(. cy-a)x-b-dy x = — 


dy-b 


On voit done que lorsque le determinant A = 


cy- a 

est strictement positif, / definit une bijection de 1 1 vers Ji =] -00 ,alc[ 


et de I 2 vers I 2 -]alc,+o o[. 

Exercice 3.4 O 

Denver les homographies suivantes et determiner 1’ expression de leur bijection reciproque. 
3x- 4 

a. fix) = ■ 


b. gix) . 


2x + 1 
2-3x 
5 + x 


Solution : 

a. f'(x) = 


11 

(2x+ l) 2 


,r l iy) = - 


y+4 
2y- 3 


, ri ■ 3x-2 , , 

b. Ecnvons g{x) — d ou g (x) = 

x + 5 


17 

(x + 5) 2 


etg 1 (y) = 


5y~2 
y+3 ' 


Exponentielle en facteur 

On rencontre souvent en analyse des expressions de la forme 

fix) = x B(x) 


ou A et B sont deux fonctions derivables. On peut mettre e A<xi en facteur dans la derivee et il est bon de retenir la formule 
suivante : 


0 3.9 


fix) = tf^Bix), fix) = <? AW [B'(x) + A'(x) x B(x)] . 


Cette formule est a la base de la resolution des equations differentielles du premier ordre. Considerons l’equation differen- 
tielle 

y' + aix)y = h(x) 
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Soit y : I ■ — ► [R une fonction solution. On considere la fonction auxiliaire definie par fix) = e A(x) x y(x) oil A est une 
primitive de a car lorsqu’on derive /, on trouve 

fix) = (f {x) [y'ix) + a(x)y(x)] = (f {x) x b{ x). 

Par consequent, avec le theoreme fondamental, si xq e I, 

fix) = fix 0 ) + f fit) df = fix 0 )+ f e A(n bit)dt. 

Jx 0 Jx 0 

et on trouve Fexpression de y sur Fintervalle I en fonction de la condition initiale y(0) : 

yix) = e~ AW fix) = yiO)e~ Mx) + e~ A[x) f f^bit) dr. 

Jx 0 


On peut utiliser la meme technique pour des inequations differentielles : 

Exercice 3.5 00 

Soit f : [0,+oo[« M une fonction derivable verifiant /(O) = 1 et Vx 3= 0, fix) + fix) =£ 1. Montrer que f est bornee. 


Solution : 


d’oii 


et done 


Considerons la fonction F definie par Fix) = e x fix). Elle est derivable et Vx S 0, 
F 'ix) = e x [fix) + fix)]*e* 

nX nX 

F(x) = F(0) + / F'(r) dr« 1+ / e‘ dt- e x 
Jo Jo 

fix) = e~ x Fix) ^ 1 


II faut savoir deriver successivement une fonction definie par 

/(x) = e Mx) x B(x) 

en utilisant de fa§on repetee la formule precedente. En particulier, pour resoudre des equations differentielles du second 
ordre, on rencontre souvent le cas oil A et B sont des polynomes. Par exemple : 

fix) = e x2 [x 2 + l] 

fix) = e* 2 \2x+ (2x)ix 2 + 1)] = 2e* 2 [x 3 + 2x] 
fix) = e x2 [3x 2 + 2 + (2x)(x 3 +2x)] = 2e* 2 [2x 4 + 7x 2 + 2] 
f 3) ix) = 2e x? [8x 3 + 14x + 2x(2x 4 + 7x 2 + 2)] = 4e x2 [2x 5 + llx 3 + 9x] 


Remarquez que les calculs s’effectuent avec une ligne par derivee. Pour chaque ligne, a la premiere etape, appliquer la 
formule de derivation, a la deuxieme etape, ordonner le polynome en facteur. 

C.2.2 Regie de la chame 

II s’agit simplement de la formule de la derivee d’une fonction composee 

(f 0 g)' = (f°g) x g' 

Cette formule s’etend par recurrence a la composee de n fonctions (on derive d la chaine ) : 

(/io/2 0 ”- 0 W' = (/i'o/20”-o/„)x(/'o/ 3 0"-o/„)x---x(/ | ;_io/„)x/' 

Remarquez que le resultat est donne sous forme de produit, done est automatiquement factorise ! 

Remarquez aussi que pour une fonction composee, il est parfois plus rapide d’ utiliser la « regie des signes »pour les 
variations d’une fonction (voir 1 1.4 page 416) que de calculer sa derivee. 
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Exemple 3.15 Determiner la derivee et les variations de la fonction definie par 


fix) = In ch 


2e x + 1 
e x2 + l 


On calcule avec la regie de la chaine et la derivee d’une homographie en une ligne : 


fix) = ■ 


ch 


2e x +1 
e x2 + 1 


x sh 


1 


2e x +1 


e x + 1 I [e x + l) 2 


x e x x (2x) 


Tous les facteurs etant toujours positifs sauf le dernier, la fonction est decroissante sur ] - oo, 0] et croissante sur [0, +oo[. 

Exercice 3.6 W 

Pour chacune des fonctions suivantes, determiner les intervalles sur lesquels la fonction est derivable et calculer sa 
derivee. Les resultats seront factorises et on determinera le signe de la derivee. 


a. 

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

g- 

h. 

i. 

j- 

k. 


fix) — ln(x+ V x 2 + 1) 
fix) = ln(v / 2sinx+ 1 + \/2sinx- 1) 
lnx 

fix) = arctan—^— 

fix) = e x arctanfe^) - In |\/l + e 2x j . 


Pour ke R, fix) = —Vx 2 + k+ — ln|x + V x 2 + fcj 


sinx 

fix) = r— + In 


1 + sinx 


cosx 


2x z 
1 + x 4 


fix) — arcsin 
fix) = x {x2) 


fix) — In tan— — 
J l 2> s 

arctanx 

fix) = In 


Vl + x 2 
1 x- Cl 1 X 

Pour aeUl, fix) - — In 1 arctan — 

4ci x+a 2 a a 


1. 


fix) 


= arctan 


3x- x 3 
1 - 3x 2 


m. 

n. 

o. 
P- 


fix) 

fix) 

fix) 

fix) 


V 1 + x 2 - 1 

= In 

VI + x 2 + 1 

Vx 4 + 1 - X 2 

= In 

Vx 4 + 1+X 2 

= v/^arcsin(v^r) + Vl - x 


vT 


q. fix) = arctan I J 

x x 

r. fix )- — (xlnx-x-1) 

e x 

s. fix) — log e 2 (x n + V x 2n +T), n £ N, n ^ 1 

t. fix) — In [lnx(lnlnlnx- 1)]. 


Solution : 

a. Pour ieI, Vx 2 + l > \fxf — |x|. Par consequent, x+ V x 2 + 1 > |x| + x S 0. La fonction est derivable sur K et l’on 

trouve fix) = S 0. 

V x 2 + 1 

b. II faut que sinx > 1/2, c’est a dire x e Ufc E z]2A;jT + n/6,2kn + 5tt/ 6[. On trouve ensuite fix) = 

cosx 

= = =3=0. 

V (2 sin x - 1) (2 sin x + 1) 

c. La fonction f est derivable sur ]0, +oo[ et 


fix) - 


x(9 + In 3 x) 


> 0 . 


d. La fonction f est derivable sur K et fix) - e x arctan e x > 0. 

e. II faut que x 2 > -k. Done si k > 0, / est definie et derivable sur I = IR. Si k 0, / est definie sur ] -oo, -\/-/cj u 
[^fc,+oo[ et derivable sur ] -oo, - V - k [ u j f-k, +oo | . On calcule 

fix) - V x 2 + k. 

f. II faut que cosx > 0 et sinx > -1, c’est a dire x e - n/2,2kn + ji/2[. On trouve que 


fix) = ■ 


> 0 . 
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o 1 + x 4 2 x‘ 

g. La fonction arcsin est derivable sur ] - 1, 1[. Puisque x =£ — - — , — S 1 et la fonction est definie sur R. On 


2 x 2 


1 + x 4 
calcule 


2 ’1 + x 4 

= 1 si et seulement si x- + 1 et done f est derivable sur Ii =] - oo, - 1 [, I 2 =] - 1, 1 [ et I 3 =] 1, +oo[. On 


fix) = ■ 


4x(l - x 4 ) 


1 1 — x 4 1(1 + X 4 ) 
h. La fonction f est derivable sur] 0, +oo[ et 


4x 


= Jl+ £ 


1 + x 4 


si x e I 2 
si x e Ii u I 3 


fix] - x x +1 (l + 21 nx). 

xcosx 

i. La fonction f est definie et derivable sur Utozl 2 kn, [2k + 1 ) ji[. Si x est element de cet ensemble (x) = 5 — . 

sin 4 x 

arctanx 

j. La fonction f est definie et derivable sur ]0, +oo[. Si x e R* fix) — ; — . 

x 2 

k. La fonction f est definie et derivable sur ]-oo, -a] u ]a,+oo[ et pour x dans cet ensemble, fix) - 


(x - a) (x + a) (x 2 + a z ) 


1. La fonction f est definie et derivable sur R \ | J- et si x est element de cet ensemble, f (x) = 

Q 

m. La fonction f est definie et derivable sur R* et si x e R* , f (x) = 

n. La fonction f est definie et derivable sur R et si x e R, fix) - 


1 + x 2 


xV 1 + x 2 
-4x 


Vx 4 + l' 


o. La fonction f est definie sur [0, 1] et derivable sur ]0, 1[. De plus, si x e]0, 1[, fix) - 


arcsin (\/x) 
2 \fx 


/ ru — cosx 

p. Puisque |sinx| < v 1 + sin x, la fonction est definie et derivable sur R et / (x) = 5 —. 

1 + sin 2 x 


q. La fonction est definie et derivable sur ]0, +00 [ et fix) = 

r. La fonction est definie et derivable sur ]0, +oo[ et fix) - 

s. La fonction f est definie et derivable sur R et fix) = 


2(1 + lnx) 
x x + x~ x 

x* + 1 lnx(lnx-l) 


2V x 2n + 1 ' 


t. La derivee de f est fix) - 


In In lnx 
xlnx 


C.3 Manipulation de bornes superieures 


Dans ce paragraphe, nous allons voir en pratique comment manipuler les bornes superieures et inferieures definies dans le 
chapitre sur les nombres reels 9.4 page 342. Avant toute chose, retenez que Ton ne manipule jamais les bornes superieures 
en ecrivant une suite d’egalites, mais en justifiant des inegalites. La technique principale s’appelle le raisonnement de 
passage a la borne superieure et utilise la definition meme de la borne superieure, le plus petit element de l’ensemble des 
majorants de la partie. 


.Plan 3.1 : 


Passage a la borne superieure 


On veut montrer que la borne superieure d’une partie A est majoree par un reel M. II suffit dejustifier que M est un 
majorant de la partie : 

1. Soit xeA,...x€M. 

2. Alors, puisque sup A est le plus petit des majorants de A, sup A sS M. 


Exemple 3.16 Soient Aet B deux parties non vides et majorees de R telles que An 15 ^ 0 . Montrer que les parties (AuB) 
et (An B) possedent une borne superieure et que sup(Au B) ^ max(supA,supB), sup(An B) ^ minfsupA, supB). 

- On verifie facilement que les deux parties sont non vides et majorees ce qui justifie Fexistence des bornes superieures. 
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- Soit x £ Au B. Si x e A, alors x =£ sup A et si x £ B, x =£ supB. Dans les deux cas, x =£ max(supA,supB) ce qui montre 
que max(sup A, sup B) est un majorant de Au B. Par passage a la borne superieure, on en deduit que sup(Au B) =£ 
max(sup A, sup B) . 

- Soit x e An B. Puisque x £ A, x s= supA et puisque x £ B, x supB done x min(supA, supB). Le reel 
min (sup A, sup B) est done un majorant de An B et par passage a la borne superieure, on en deduit que sup(An B) 
min (sup A, sup B) . 


On ne raisonne jamais directement avec des egalites entre bornes superieures, mais on jus tifie toujours les egalites en 
suivant le plan suivant. 


Pi an t 9 • | 

Pour montrer sup A = sup B 


Pour montrer que deux bornes superieures son 
borne superieure. 

1. Montrons que sup A sS supB. 

2. Montrons que supB sup A. 

t egales, on montre deux int 

igalites en utilisant deux passages a la 


Exemple 3.17 Soient deux parties A, B non vides et majorees de D5. On note 

A + B -{a + b; (a,I))eAxB|. 


Montrons que sup(A + B) = sup (A) + sup(B). 

- A et B possedent une borne superieure puisque ce sont des parties non vides et majorees de 05. Puisque A ^ 0, il existe 
a e A et de meme, il existe be B. Alors F element a+b appartient a la partie A + B ce qui justifie qu’elle est non vide. 
Notons Ma un majorant de A et Mb un majorant de B. Soit x e A + B, il existe (a, h) £ A x B tel que x- a+b e t alors 
x sS Ma + Mb - Nous avons montre que Ma + Mb est un majorant de la partie A+B. Par consequent, sup(A+ B) existe. 

- Montrons que sup(A+ B) sup(A) + sup(B). Soit x e A + B, il existe ( a, h) £ A x B tels que x= a+b e 1 alors comme 
a sup A et b ^ supB, x supA + supB. Le reel supA + supB est done un majorant de la partie A+B. Puisque 
sup(A+ B) est le plus petit des majorants, on a sup(A+ B) =S sup A + supB. 

- Montrons que sup(A) + sup(B) s= sup(A + B). La technique de passage a la borne superieure permet de majorer une 
borne superieure. Isolons done dans le membre gauche de Finegalite a montrer une borne superieure. La propriete que 
nous voulons montrer s’ecrit de facon equivalente 

sup (A) sup(A + B) - sup(B) 

Pour montrer Finegalite sous cette forme, il nous faut majorer A. Soit a e A, et b e B, ecrivons 

a-{a+b)-b 

Comme (a+i)eA+B, ( a + b) sup(A+ B) d’oii a ^ sup(A+ B) - h et par passage a la borne superieure, 

sup (A) =£ sup(A+ B) - b 

L’inegalite precedente est valable pour tout element be B, done 

\/be B, b sS sup(A+ B) - sup(A) 

ce qui montre que sup(A+ B) - sup(A) est un majorant de B. Par passage a la borne superieure, on en deduit que 

sup(B) sup(A+ B) - sup (A) 


e’est a dire sup (A) + sup(B) s= sup(A+ B). 

Exereice3.7 O 

Reprendre V exemple 3.16 page 1202 et montrer que sup(Au B) = max(supA, supB). 


On dispose d’une technique similaire pour minorer une borne inferieure : 


Pi an 3 

Passage a la borne inferieure 


On veut montrer que a sS inf A. 


1 . Soit x e A, a ^ x done a est un minorant de la partie A. 


2. Puisque inf A est le plus grand des minorants de A, il vient que a inf A. 
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Exemple 3.18 On considere une partie Acl non vide. Pour un reel leR, on definit la distance dc x a la partie A par : 

d(x, A) = inf{|x- a\ \ a eA). 

- Verifions que d{x, A) est bien defini. Soit ieI, on definit la partie X = {\x-a\ \ a e A} de telle fagon que d(x, A) = infX. 
Puisque A / 0, il existe a e A et alors r - \x - a\ e X ce qui montre que la partie X est non vide. Puisque M a e A, 
|x- a\ 3= 0, la partie X est minoree par 0. La partie X possede done une borne inferieure. 

- Montrons que V (x, y) e R 2 , 

\d(x, A) - diy, A) | \x-y\. 

II s’agit de montrer deux inegalites. 

- Soient x, y e 05. Montrons que 

d{x, A) - diy, A) ^ \x-y\. 

Ecrivons Finegalite a montrer en isolant a droite une borne inferieure : 

d{x, A) - |x- y\ ^ d{y, A). 

Soit a e A. En utilisant la minoration de Finegalite triangulaire, 

|x- a\ - \x-y\ ^ |(x- a) - (x — y) | = \y- a\. 


Mais d{x, A) =S [x- a\ et done 


d{x,K) - | x — y | =S \y- a\. 

Le reel d(x, A) -\x-y\ ne depend plus de a et il est un minorant de Fensemble Y-{\y-a\ \ ae A}. Puisque d{y, A) 
est le plus grand minorant de Y, il vient que 


d(x, A) - |x- y\ d{y, A). 

- Pour montrer que d{y, A) - d(x, A) ^ |x- y|, il suffit de faire le meme raisonnement en echangeant les roles de x et 

y- 

On utilise tres souvent en analyse les notations suivantes : 

Definition 3.1 Borne superieure d’une fonction 

Soit une fonction definie sur un partie A c R : / : A >-*■ R. On note lorsque ces bornes existent, 

sup f[x ) = sup /(A) = sup{/(fl) | a e A} inf fix ) = inf /(A) = inf {fia) \ ae A}. 

xeA xeA 


Exemple 3.19 Soit A c K une partie non vide majoree et / : R R une fonction croissante. Comparer sup /(A) et 
/(sup A). 

- Montrons que sup/(A) /(supA). Soit y e /(A), il existe x e A tel que y = fix). Puisque xeAet que supA est un 
majorant dc A, x A supA. Comme la fonction / est croissante, on a fix) A /(supA). Le reel /(supA) est un majorant 
de la partie /(A) et par passage a la borne superieure, on en deduit Finegalite annoncee. 

- L’ autre inegalite est fausse en general comme le montre le contre-exemple suivant. On note A =] -oo, 0[ et / la fonction 
definie sur IR par 


fix) = 


si x < 0 
si x 5* 0 


Alors sup(A) = 0, /(supA) = 1 alors que /(A) = {0} et sup/(A) = 0 et done sup/(A) < /(supA). 


Si une fonction / est continue sur un segment [a, b\, le theoreme 1 1.48 page 437 affirme qu’elle est bornee. Par consequent 
Fensemble X = {| fix) \ \ xe[a,b]} est non vide (car | fia) \ e X) et majore. Il possede une borne superieure et on note 

II / II oo = supX — sup I / (x) | . 

xe[a,b\ 

Exemple 3.20 Soient /, g : \a, b\ ^ K deux fonctions continues sur un segment. Montrons que 

ll/ + glloo<ll/lloo + llglloc 

En notant pour une fonction h : [a,b] >-*■ IR X; 7 = {|/t(x)| \ xe[a, b ]}, il s’agit de montrer que supXy +g supXy + supXg. 
Utilisons le raisonnement de passage a la borne superieure. Soit t e Xy +g , il existe x e [a,b] tel que t - |(/ + g)(x)| = 
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| /(x) + g(x)|. Avec Finegalite triangulaire, 

|/(x) + g(x )| ^ |/(x)| + |g(x)| supX/ + supXg. 

Le reel Xf + X g est done un majorant de la partie Xf +g et par passage a la borne superieure, supXy +g supXy + X„ ce 
qui prouve la propriete. 

Soit maintenant un reel A. Montrons que 

IIA/lloo = |A| ll/lloo 

Avec les notations precedentes, il nous faut montrer que sup X\f - |A| supXy. Procedons par double inegalite. 

1 . Montrons que 

supXx/ =£ |A|supXy 

Soit t eX\f, il existe x £ [a, b] tel que t = |A/(x)| = |A| |/(x)| |A| supX^. Par passage a la borne superieure, on 

en deduit l’inegalite voulue. 

2. Montrons que 

|A| SlipXy s= sup X\f. 

Le membre gauche a majorer n’est pas une borne superieure. Ecrivons Finegalite en isolant une borne superieure. 
Si A = 0, le resultat est clair. Si A X 0, il nous faut montrer que 

1 

supX/s: — supX A/ . 

Soit t e Xf, il existe x e [a, b] tel que t - |/(x)| = — |A/(x)| ^ — supXx/-. Par passage a la borne superieure, on 

|A| |A| 

en deduit Finegalite souhaitee. 

C.4 Equivalents 

Dans ce paragraphe, nous allons voir la pratique des equivalents et des developpements limites. Les equivalents sont un 
outil tres puissant en analyse, indispensables dans plusieurs chapitres du cours de math. spe. et agreables a utiliser une 
fois que l’on a compris certains points. A utiliser sans moderation ! 

C.4.1 Qu’est-ce qu’un equivalent simple ? 

On park d’equivalents de suites (au voisinage de +oo) et d s functions (au voisinage d’un point a eventuellement infini). 
Les techniques utilisees sont tout a fait similaires. 

Il y a plusieurs facons de traduire que deux suites [u n ) et ( v n ) sont equivalentes u n ~ v n : 

n —+ oo 

1. ► 1 (si v„ ne s’annule pas a partir d’un certain rang). 

V n n — +oo 

2. il existe une suite (e n ) telle que u n = v n [l + e ;i ) avec e„ — «■ 0 

3. la definition de suites equivalentes (valable meme si les suites s’annulent une infinite de fois ) : 

u n = v n + w„ avec w n -o[v n ). 

Pour deux fonctions /, g definies sur un voisinage d’un point a , elles sont equivalentes au voisinage de a et on note 
fix) ~ g(x) si et seulement si l’une des proprietes suivantes est verifiee : 

X ' Cl 

f[x) 

1. * 1 (lorsque la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage de a) 

g(x) x^a 

2. Il existe une fonction e definie sur un voisinage V de a telle que : 

VxeV, f(x) = g(x) (1 + e(x)) avec e(x) >0 

x—a 

3. La definition : /(x) = g(x) + h(x) ou /i(x) = o(g(x)) au voisinage de a. 

Il est necessaire de bien reflechir a ces definitions et de ne pas les confondre avec d’autres proprietes : 
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Exemple 3.21 

1. Si u n = v n + w n avec w n * 0, les suites ( u n ) et ( v n ) ne sont pas necessairement equivalentes. Par exemple 

n—*+oo 

u n — \ et v n — ^ + -K, la suite w n — converge vers 0 et pourtant [u n ] et ( v n ) ne sont pas equivalentes. 

2. Les suites u n - e" 2+n et v n - e n ~ ne sont pas equivalentes (former le quotient !). 

3. Si Un ~ v n . alors u n - v n *■ 0 : cette propriete est fausse en general. Par exemple, u n - n 2 + n et v n - n 2 

n—>+oo n — *+oo 

donne un contre-exemple. 

On utilise les equivalents en pratique pour simplifier l’expression d’une suite ou d’une fonction en vue de : 

- calculer sa limite, 

- determiner son signe a partir d’un certain rang, 

- en deuxieme annee, determiner la nature de la serie Y. u n , 

- en deuxieme annee, voir si la fonction / est integrable sur un intervalle 

Qu’entend-t-on par un equivalent simple d’une suite u n ? C’est une suite v n equivalente a u n formee uniquement de 
produits-quotients de suites de references. Quelques exemples de suites de reference : n a , k n , /;!, n'Lln nf\ n" , . . . 

II existe une infinite de suites equivalentes a une suite donnee : 

n 2 ~ n 2 +lnn ~ n 2 + sin{n) ~ e ^n+n\nn ^ 

n —*+ oo n —*+ oo n —*+ oo 

mais parmi ces suites, il y en a une de reference (ici n 2 ) qu’on appellera equivalent simple. Remarquons qu’un equiva- 
lent simple ne fait intervenir aucune somme , uniquement des produits-quotients. Void quelques exemples d’equivalents 
simples : 


rcsin(n), rf\n(ri), n n In {n) 2 e in , e n e n 

Par contre les expressions suivantes ne sont pas des equivalents simples : 


ln(sin(rr)),... 


v n — n + n car v n 


- v n =ln(« d ) carln(tt d ) = 31nn 


— o" n n n 


Pour determiner un equivalent d’une suite composee u n - /( v n ). il est indispensable de determiner la limite de ( v n ). Une 
erreur grossiere courante consiste a ecrire sin(u ;i ) ~ v n alors que la suite ( v n ) ne converge pas vers 0. En pratique, 

n—*+oo 

lorsque la suite ( v n ) est compliquee, on commence par chercher un equivalent simple de ( v n ) qui permet d’une part de 
trouver la limite de (v n ) et d’autre part de simplifier P equivalent de (u n ) ensuite. 


Exemple 3.22 


sin(e n ) 


sh 


^ e n In nl 


Puisque e " ► 0, sin(e ") ~ e 'LPuisque ► 0, sh ~ 

n—*+oo n-~ +oo e n In n n->+ oo \e n \nn> n^+oo e n \nn 

In n 


et done 


n—*+ oo yi n —*+ oo 

On peut utiliser F equivalent usuel de tan en 0 et finalement u n ~ . 

72 — *+00 yi 


Exemple 3.23 
Ici cos(l/n) - 


u n — ln(cos — ) 
n 

1 et on connait un equivalent de ln(0„) lorsque I 


* 1 sous la forme ln(l + v n ) ~ v n avec 

72— *+00 72— »+00 

0. Il suffit d’ecrire u n - ln(l + v n ) ou v n — cos(l/n) - 1 et puisque v n ~ * 0, il vient que 


u n 


1 

2 n 2 


-*+oo 2 It 2 n—*+oo 
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C.4.2 Suppression des sommes 

Puisqu’un equivalent simple n’est forme que de produits-quotients, il faut savoir faire disparaitre toutes les sommes dans 
la recherche d’ equivalents. Supposons qu’une suite (u n ) s’ecrive comme somme de deux suites : u n = v n + w n . 

Remarque 3.3 On ne peut pas sommer les equivalents! Si v n ~ a n et w n ~ b n , on n’a pas toujours 

n—*+oo n —*+ oo 

u n ~ a n + b n . Par exemple : v n - n 2 + n ~ a n - n 2 + 1 In, w n = -n 2 + lln ~ -n 2 . On a u n = v n + w n - 

n—*+oo n — *+oo n —*+ oo 

n+lln ~ n et pourtant a n + b n = 21 n . . . 

n—*+oo 

Deux cas se rencontrent souvent en pratique. 


L’une des suites est negligeable devant l’autre 

Si par exemple w n = o(v n ), alors u n = v n + w n 


v n . C’est la definition meme d’un equivalent. 


n o sin n , w n sm n 

Exemple 3.24 u n — n + ~ n . En effet, w n — = o [n ) - v n car — = — 5 ► 0. 

n n—+ oo n V n nr n— +oo 


Exemple 3.25 

ln(ln n) In n In \fn 
n \fn ri\fn \fn 

Commencons par utiliser les proprietes du logarithme pour ecrire 


ln(ln n 7 ) 
\fn 


In Jn Inn , , 7 , , , 

— — = — — , In (In n 7 ) = ln(71nn) = ln7 + ln(lnn) 
\fn 2\fn 


II est indispensable ensuite de classer les suites par ordre decroissant d’importance : 

Inn In (Inn) In 7 Inn 

u ii — — — + 2 — 1 — — H — . 

2 \Jn i /n \fn n\fn 


En effet, ln(ln n) = o(ln n) puisque ■ 


lnx 


0 et done 


ln(lnn) 7 Inn 

► 0. On a egalement — = = o(ln nl vn) et — — : 

Inn n->+oo 07 nvn 

o(l !\fn). Les trois dernieres suites sont done negligeables devant — — et on en deduit l’equivalent simple : 

2 s/n 


u n 


Inn 

n-+oo 2 s/n' 


En pratique, on commence par chercher un equivalent simple de chacune des suites (v n ) et (w n ) ce qui permet de les 
comparer plus facilement. 


Exemple 3.26 


u n — 



Inn' 
n , 


Pour utiliser les equivalents usuels, ecrivons 


u„-\\ 1 + sin ■ 


Inn 


- 1 + 1 - cos ■ 


Inn 


avec v n 


Inn 

»+oo 2 n 2 


(In n) 2 
2 n 2 


= b n . Puisque a n = o (b n ), v n - o (w n ) et done u n 


(In n) 2 
2 n 2 


Les deux suites ont le meme ordre de grandeur 

On suppose encore que u n — v n + w n et on commence toujours par chercher un equivalent plus simple de v n et w n : 
v n ~ a n , w n ~ b n . Ici, on n’a ni a n = o (/;„), ni b n — o (a n ). Bien qu’on ne puisse pas sommer les equivalents, si 

yi — *+oo n—*+oo 

la somme n ’est pas nulle, on devine l’equivalent de u„. II ne reste qu’a le demontrer en utilisant les definitions. 
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Exemple 3.27 


u„ - e 2 +\/l + — -2 


Pour utiliser les equivalents usuels, ecrivons : 


Un= 1^-11+ h/l+ — -1 


Puisque v n ~ i = a„ et que w n ~ - b n , en utilisant la definition des equivalents, 

u — *+oo z n— *+oo z z 

11 111 


d’ou 


d’ou u n 


Vn — l-o( ) W n = |-o( ) 

“ 2 n 2 " 2 2 ” 2 ” 


3 1 1 

Un = 1 0( ) 

2 2 ” 2 ” 


3 1 


n—*+oo 2 2” 

Lorsque la somme des equivalents simples a„ et h„ est nulle, utiliser les developpements limites (voir paragraphe suivant). 


C.4.3 Utilisation des proprietes fonctionnelles 


On connait nos equivalents classiques sous la forme u n - f[v n ) avec v n * 0 ou f{v(x)) avec v{x ) * 0. Que se 

n — *• +oo x—*a 

passe-t-il lorsque v n * l / 0 ? 

n^+oo 


Logarithmes 

On connait un equivalent usuel de ln(i/„) lorsque v n 


* 1 sous la forme ln(l + e„) ~ z n avec z n > 0. Lorsque 

n —*+ oo n—*+oo n—*+o o 


l e]0,+oo[, il suffit d’utiliser la propriete In [ab) - In a+ In b en ecrivant : 


ln( v n ) - ln|/ x — J = In l + In ^ — J avec — * 


et on peut utiliser F equivalent classique. 
Exemple 3.28 


Un — In 1 + 


n z + 1 


-In 2 


Puisque 


— 1, on ne peut pas utiliser Fequivalent classique ln(l + e n ) ~ z n . Ecrivons plutot : 

n z + 1 n— >+oo 


Un — In 


2n 2 + 1 
2 [n 2 + 1) 


, 2n z -l 1 
= ln 1+ t 1 

2(n 2 + 1) J 

3 


= ln 1- 


2 [n 2 + 1) 

3 

+oo 2 n 2 


Remarque 3.4 Attention a ne pas prendre de logarithmes d’equivalents ! Si u n ~ v n , on n’a pas toujours 

n —>+ oo 

ln(w„) ~ lnfi/jj). Par exemple si u n - 1 + lln et v n 1+ Un 2 , on a u„ ~ v n ~ 1 et pourtant ln(w 72 ) ~ 1 In 

n—*+ oo n—*+ oo n—*+oo n —*+ oo 

alors que ln(y, ? ) ~ 1 In 2 . 

n—+oo 

II est interessant d’examiner d’ou vient le probleme. Traduisons que u n ~ v n par u n = v n ( 1 + e n ) avec z n > 0. 

n—*+ oo n —*+ oo 

Alors ln(w 72 ) = \n{v n ) + ln(l + z n ) done 

In u n _ | ln(l + e„) 

In v n In v n 


1207 



II y a un probleme lorsque ln(v n ) > 0 c’est a dire lorsque v n *■ 1 comme dans Fexemple ci-dessus. 

n^+oo +oo 

Par contre, lorsque v n > If 1 (meme 0 ou +oo), on s’apercoit qu’on a le droit de prendre les logarithmes des 

n—*+ oo 

equivalents. 

Pour eviter d’ecrire des betises, il vaut mieux retenir qu’on ne peut pas prendre le logarithme d’equivalents et refaire au 
cas par cas la preuve precedente lorsque necessaire. 

Exemple 3.29 Determiner un equivalent lorsque x - 
Fexemple 2.10 page 1169) : 

fix) 

Puisque x + V x 2 + 1 = 2x + o (x) , 

fix) = ln(2x(l + e(x))) = lnx + ln2 + ln(l + e(x)) = lnx+ o(lnx) 


+oo de f[x) - argsh(x). On connait la forme logarithmique (voir 


= ln(x + \J x 2 + 1). 


I et done fix) ~ \nx. 

x—*+oo 

Lorsqu’on veut trouver un equivalent de fix) = In [uix) + vix)] avec vix) = o iu[x)), factoriser a l’interieur du logarithme 
le terme dominant : 

fix) = In [uix) (1 + vix)laix))] = In uix) + ln(l + vix) Iuix)) ~ In uix) 
puisque vix) I uix) * 0, ln(l + vix) I u{x)) * 0. 

X * d X * CL 

Exemple 3.30 Determiner un equivalent de fix) - ln(chx) lorsque x — ► +oo. Ecrivons 

fix) - ln| g — | - ln|^- [l + e~ 2x ]j = lne x -ln2 + ln(l + e~ 2x ) = x-ln2 + ln(l + e~ 2x ) 
et done fix) ~ x. 

x — *+oo 


Exponentielles 


On connait un equivalent classique [e in - 1) ~ e„ lorsque e n > 0. Lorsque e fi > 

n—*+ oo n—*+ oo n—*+oo 

propriete e a+b = e a e b en ecrivant 


If 0, il suffit d’utiliser la 


Exemple 3.31 


Comme -2- 


1 ainsi que 


u n — en -v t - en 5 + 1 

1, ecrivons 


(-f-r-l) (-¥-7-1) 

u n — e x e n +i — ex e » +i 


-e\\e « +i - 1 - e « +i - 1 


Mais comme e n z +t - 1 ~ -1/retque e « 3 +i - 1 ~ -Un 2 — o(l/n z ), il vient que u n ~ = 

’ 1 n—*+oo \ I n—*+ oo n —*+ oo 


Remarque 3.5 On ne peut pas prendre d’exponentielle d’equivalents : si u n ~ v n . on n’a pas toujours 

n —*+ oo 

e u n „ e v ". Par exemple si u„ - n 2 + n et v n — n 2 , e n +n n’est pas equivalent a e n . 

n —*+ oo 

Regardons ce qui se passe : 



done e Un ~ e''" si et seulement si u n - u n > 0, ce qui n’est pas la meme chose que u n ~ v n \ 

n —*+ oo n—*+oo n—*+ oo 
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Fonctions puissances 

On connait un equivalent classique de [{v n ) a - 1] lorsque v n *■ 1 sous la forme [(1 + £„)“- 1] ~ ae„ lorsque 

n —*+ oo n—*+ oo 

e„ * 0. Si v n > 1 4 h on se ramene au cas precedent en ecrivant : 

n—*+oo n—*+oo 


avec v n l l * 1. 

77— >+ oo 

I Exemple 3.32 


Ecrivons : 


[(v n ) a 



-1 



— 2{a n b n ) 


et comme a n — -3/(87?) + o(l In). b n = -l/(3n) + o(l In), on trouve que u n ~ . 

n— +oo 2477 


Quantites conjuguees 


Une identite basique tres utile pour manipuler des differences de racines carrees (multiplication par les quantites con- 
juguees) : 


V 3.10 


\fa- \fb = 


a-b 
\fa+ \fb 


Elle provient simplement de la formule (a - p) (a + P) = a 2 - p 2 . 


Exemple 3.33 Trouver un equivalent de u n = (v n + 1 - y/n). 

(n+\)-n 1 


/ n + 1 + \fn \Jn + 1 + \fn +°° 2 yfn 


C.4.4 Mise sous forme exponentielle 

Pour etudier un equivalent d’une suite u„ = a „ n oil Fexposant depend de n, utiliser la forme exponentielle : 
3.11 a b = e b lna 

Exemple 3.34 Cherchons un equivalent de fix) - x x -l lorsque x — ► 0 : 

X x - 1 = e xlnx - 1 ~ x\nx 
x^O 

puisque jdnx * 0. 

x— 0 


Exemple 3.35 3 Un exemple fundamental : Soit rel, etudier la limite de la suite de terme general 


Une erreur frequente consiste a dire que lorsque v, 

1t n _ „n\n 


1 V n 


n et on voit que si v n 


n — *• +oo n—>+oo 

1, il y a une forme indeterminee oo x 0 dans Fexposant 


1. C’est une forme indeterminee | 1°° | . En effet. 


Ecrivons plutot 


u n 


_ filnd+4) _ a v n 
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et cherchons la limite de la suite ( u„). Comme x/n > 0, avec F equivalent du logarithme, v n ~ n x — - x et 

72— »+oo n—*+oo yi 

done v„ *■ x et par composee de limites, u n * e x . 

72 — *+oo n—*+oo 

Remarque 3.6 La forme exponentielle n’est utile que si l’exposant depend de la variable. N’en abusez pas. II serait 
ridicule d’ecrire ( n 2 + l) 2 = e 21n( ” +1) pour trouver un equivalent de cette suite ! 


C.4.5 Utilisation des developpements limites 

Les equivalents sont l’outil principal pour obtenir le comportement d’une fonction au voisinage d’un point et sont a 
utiliser en priorite. Dans certains cas, l’utilisation des developpements limites est plus simple, voire necessaire. Dans ce 
paragraphe, nous allons voir comment calculer et utiliser les developpements limites. 

Rappelons que Maple permet d’obtenir des developpements limites : 



Attention, si Ton veut un DL a Fordre n avec un reste en o(x"), il faut demander a Maple l’ordre ( n + 1) (Maple donne 
les restes en O (x”)). 


Prevoir les ordres des DL 

Lorsqu’on veut obtenir un developpement limite d’un produit a l’ordre n. il faut faire un developpement limite de chaque 
terme a Fordre n et ne garder que les termes de degre inferieur a n dans le produit des parties principales. Si dans un des 
deux termes, le developpement limite commence par x k avec k 3* 1, on peut economiser des calculs. 

Exemple 3.36 Calculer le developpement limite de /(x) = tanx x sin 2 x a Fordre 5. Nous pouvons utiliser que le 

f sin x 1 2 

et tan x = 


fix) = x 3 


sin x 1 \ tan x 1 


On voit que comme x 3 est en facteur, il suffit d’obtenir un DL de (sinx/x) 2 et de tan x/x a Fordre 2 : 

sinx x 2 o sin 2 x x 2 , 

= 1- — + o(x 3 ) -— = 1 - — +o(x 3 ) 

x 3! x z 3 


= 1 + — + o(x ). 
3 


Et en effectuant le produit des DL, 


fix ) = x 3 |l — — + o(x 2 ) J |l + — + o(x 2 ) J = x 3 [l + Ox 2 + o(x 2 )J — x 3 + o(x 5 ). 

Dans cet exemple, nous avons utilise uniquement le DL de sin a Fordre 3 et le DL de tan a Fordre 3 (et non pas a Fordre 
5 comme on aurait pu le penser). 


Plus generalement, si les developpements limites de deux fonctions s’ecrivent : 

{fix) =a k x k + ... 

| Six) =b p xP + ... 


il suffit d’ecrire 


fix) six) = a k b k x k+p 

X IC XP 


et pour obtenir un DL a Fordre n de fg. il suffit de faire un DL a Fordre n- ik+ p) de fix)lx k et gix)lx k . Il suffit done 
d’avoir le DL de / a Fordre n- p et celui de g a Fordre n- k. 
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Exercice 3.8 O 

Calculerle DL al’ordre 13 de fix) = sh 3 (x)ln 4 (l + x 2 ). 


Solution: Comme shx = x+ ... et ln(l + x 2 ) = x 2 - ... , ecrivons 

3 8 r shxl 3 rin(l + x 2 ) 

fix) = XT X X 5 


II suffit d’ avoir le DL des deux crochets a l’ordre 2 ; 

sh x x 2 , 

= 1 + — + o(x 2 ) 

x 6 


shx 


= 1+ — + o(x 2 ) 
2 


ln(l + x 2 ) x 2 , /Tn(l + x 2 ) 

5 = 1- — + o(x) 1 

x 2 2 


.2-1 \ 4 


= 1 - 2x 2 + o(x 2 ) 


et hnalement. 


f (x) — x 11 fl + y + o(x 2 )l [l - 2x 2 + o(x 2 )] = x 11 fl- ^x 2 + o(x 2 )l = x u -^x 13 + o(x 13 ). 


La meme technique est valable pour les composees de DL. Pour calculer un DL a l’ordre n de fix ) = g(h(x)), d’apres 
le cours, il nous faut un DL a l’ordre n de g et de h, effectuer la composee des parties regulieres et ne conserver que les 
termes de degre inferieur a n. En pratique, on commence par regarder le premier terme du DL de h et en fonction de ce 
premier terme, on evalue les ordres necessaires. 

Exemple 3.37 Calculer le DL a l’ordre 4 de fix) - sh(sin 3 x). Puisque sin 3 x = x 3 + . . . , lorsqu’on effectue le DL de sh, 

sh(y) = y + . . . , en rempla 5 ant y par la partie reguliere de sin 3 x, on s’apercoit que le premier terme est deja de degre 3. 

Les autres termes seront des o(x 4 ) car (x 3 ) 2 = x 6 = o(x 4 ) (on peut utiliser egalement que la fonction / est impaire, done 

que le coefficient de x 4 est nul). II suffit hnalement d’utiliser le DL de sin et sh a 1’ordre 1 : 

fix) = sh(x 3 + o(x 3 )) = x 3 + o(x 4 ). 


DL et equivalents 

Un developpement limite d’une fonction au voisinage d’un point permet de trouver un equivalent. Si au voisinage de zero, 

fix) - aicX k + a/c + ix k+1 + ■ ■ ■ + oix n ) 


avec ak f 0, alors fix) ~ a^x k . 

x— o 


Exemple 3.38 Trouver un equivalent simple lorsque x — ► 1 de fix) = x x - x. Commen 5 ons par faire un changement de 
variables pour se ramener a chercher un equivalent en 0. On pose h-x - 1 et on dehnit la fonction auxiliaire g(h) = 
fi 1 + h) — (1 + h) 1+h - 1 — h. On se ramene a chercher un equivalent de g lorsque h — ► 0. Sous forme exponentielle, 

gih) = [gh+W'nCt+W _ u _ h. 

Avec F equivalent usuel, [e u - 1) ~ u. puisque (1 + h)ln(l + h) ~ h—* o, e (1+ft)lntl+?! ) - 1 ~ h. On est dans le cas ou 

u—0 0 /i-0 

la somme formelle des equivalents est nulle. La methode du paragraphe precedent ne s’applique pas. C’est typiquement 
le cas ou Ton utilise les developpements limites. Nous avons utilise le DL de ln(l + h) a l’ordre 1, poussons le DL a 
l’ordre superieur : 


{\+h)(h-h 2 !2+o0i 2 )) 

gih) - e 


, h+h 2 l2+o(h 2 ) 

- 1 -h = e 


- 1 - h — 1 + ih+ h 2 12) + h 2 12 + oih 2 ) - 1 - h — h 2 + o ih 2 ). 


Par consequent, gih) ~ h 2 et done f (x) ~ (x — l) 2 

/i-0 x — * 1 


Exemple 3.39 Determiner un equivalent lorsque x — > • +00 de fix) = arctan(x) - — . On commence toujours par 

etudier la limite de la fonction (si fix) — > - / f 0, alors fix) ~ l !). Ici fix) * 0 et il faut travailler un peu plus. On 

X — *■ +OO 
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cherche un equivalent de chaque terme de la somme : puisque arctan(x) ~ jt/ 2 et ~ tu/ 2, on est dans le cas 

X— +oo ZX-Y i x ^ +00 

oil la somme des equivalents est nulle et on ne peut pas conclure. Utilisons alors les developpements limites. Faisons le 
changement de variables h - 1 lx pour se ramener a nos DL en 0 : on definit la fonction g{h) - fillh.) : 


, , n + h tt , tt 1 + hln 

gin) - arctan(l h) = arctanh . 

6 2 + h 2 2 1 + h/2 


On a utilise que arctanf/i) + arctand I h) - tu/2 pour h> 0. Alors 


, tt , , tt h ,111-6, 

g(h) = --(h + o(/t))-- l-- + o(/t) =— — h + o(h). 
Z Z \ Z 4 


tt-6 71-6 

On en deduit que g[h) ~ /tetdoncf(x) ~ . 

h — *0 4 x— +oo 4x 


Recherche de limites 

Les developpements limites sont un outil important, mais necessitent des calculs souvent penibles. Par exemple, pour 
trouver le developpement limite d’un produit de fonctions, il faut effectuer un produit de polynomes (utiliser la methode 
vue en B.4.2 page 1 170). Si l’on veut uniquement trouver la limite d’une fonction qui s’ecrit comme produits-quotients, il 
serait maladroit de calculer un developpement limite : il est preferable d’utiliser les equivalents (on peut faire des produits 
et quotients d’equivalents). 

On veut trouver la limite d’une fonction / qui s’ecrit comme produit de fonctions f) lorsque x — ► a. Voici la demarche 
typique a suivre : 

1 . On etudie la limite de chaque fonction f) et on regarde si la limite de / est evidente. 

2. S’il y a des formes indeterminees, on cherche un equivalent de chaque terme f) du produit. Si a 0, on se ramene 
a des equivalents en zero avec le changement de variables h - (x- a) ou h ~ (a - x) (ou h - II x lorsque a — +oo). 
On se ramene a chercher des equivalents en 0 de fonctions gj . 

3. Si la fonction g,- est une somme de fonctions, et si les sommes d’equivalents sont nulles, utiliser les developpements 
limites pour trouver un equivalent de g,-. 

4. On peut faire des produits d’equivalents et on trouve un equivalent de / qui permet de trouver la limite. 


Exemple 3.40 Determiner la limite lorsque x — «■ 0 de 

fix) - Z- ^ e x - cosxj [(1 + x) x - l] 

Il y a plusieurs formes indeterminees dans cette limite. Cherchons un equivalent de chaque facteur : 

2 r 1 r 1 3 3 

f\{x)-e x -cos(x)= l + x 2 + o(x 2 ) - 1 h o(x 2 ) = -x 2 + o(x 2 ) ~ -X 2 

1 J [ 2 J 2 x— *o 2 

f 2 (x) = [e xln{1+x) - l) ~ x 2 
V J x^0 

1 3 o p 3 3 

d’ou fix) ~ — - x —x x x — — et done fix) ► -. 

J x-o x 3 4 2 2 J x-o 2 


Lorsque la fonction / s’ecrit comme quotient de fonctions, fix) 


nix) 
dix ) ' 


on commence par chercher un equivalent du 


denominateur. Si par exemple, dix) ~ b^x k avec 4 0 et qu’on doit utiliser un developpement limite pour le numera- 

x— >0 

teur, il suffira de faire un DL a l’ordre k pour conclure : 


1. Si nix)-a p x p -\ 1 - o(x fc ) avec p < k et ^ 0, fix) ~ j ► ±oo. 

x *0 £) fc x fc_ ^ , X— 0 

2. Si nix) — a^x k + o(x fc ) avec ^ 0, alors fix) ~ — et fix) ^a^lb^. 

x — *0 bfc x — *o 

3. Si nix) - o(x fc ), alors fix) - o(l) d’ou fix) * 0. 

x— o 
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gSinx _ gtanx 

Exemple 3.41 Determiner la limite lorsque x — *■ 0 de fix) . Commencons par chercher un equivalent 

x(l-cos(3x)) 

9x 2 9 o 

du denominateur : d(x) ~ x x = —x. Pour obtenir la limite de f, il suffit de faire un DL du numerateur a l’ordre 3. 

x~o 2 2 

, x-x 3 I6+ opt 3 ) x+x 3 I3+ ope 3 ) 

nix) = e -e 

- [1 + (x - x 3 16) + - [x - x 3 /6) 2 + — (x - x 3 /6) 3 + o(x 3 )] 

2 6 

- [1 + ix + x 3 13) + -(jc + x 3 I3) 2 + ~{x + x 3 I3) 3 + o ( x 3 )] 

2 6 

X 3 3 

= -— + 0 (x 3 ). 

D’ou nix) ~ -x 3 I2 et en prenant les quotients d’ equivalents, fix) ~ - 1 /9 puis fix) ► — 1/9. 

x— 0 x— »0 

C.4.6 Etude locale d’une fonction 

On se sert souvent des developpements limites pour etudier le prolongement d’une fonction en un point. Si une fonction 
/ est continue sur ]0, a] et qu’elle possede un developpement limite en 0 a l’ordre 1 : 

fix) = ciq + aix + oix ) 


alors : 


1 . fix) > do done la fonction / se prolonge en une fonction 

0 


[0, a\ 


fix) si x f 0 

an si x — 0 


qui est continue sur [0, a] . 
2. De plus, pour x f 0, 


fix)- fj 0) _ fix) - a 0 
x-0 x 


a\ + o(l) ► a\ 

x— -0 


ce qui montre que la fonction / est derivable en 0 et que /'( 0) = a\. 


Remarque 3.7 Une fonction / :]0, a\^U peut admettre un developpement limite a un ordre n s: 2 sans qu’elle soit de 
classe sur [0, a}. Etudiez attentivement le contre-exemple classique suivant ( n S 2) : 

f [0,1] — U 

f : J f x n+l sin(l/x") six^O . 

} ^ [0 si jc = 0 

- Puisque \x n+1 sin(l/x")| ^ x n+l , fix) = oix n ) et done / admet un DL a l’ordre n en 0 (ao = • •• = a n — 0). 

- La fonction / est done continue et derivable en 0 (puisqu’elle admet un DL(0,1)). 

- Calculons pour x f 0, 

f'i x) - in+ l)jc"sin n cos — 

3 x n x n 

On voit que /' n’admetpas de limite en 0 (considerer par exemple les suites x n - i2nn)~ lln et y n - i2nn + n/2)~ lln ). 
La fonction /' n’est done pas continue en 0 (et a fortiori n’est pas derivable en 0). La fonction / est done derivable 
sur [0, 1] mais pas de classe t ^ >1 sur [0, 1], 

Exemple 3.42 2 Montrer que la fonction 

M. — -US 

(L-L 

t < — * < t sin t 


si t f 0 
si t — 0 
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est de classe sur R. La fonction / est derivable (et continue) en tout point x / 0. Etudions ce qui se passe en 0. 
Effectuons un DL de / en 0 a 1’ordre 1 : pour f / 0, 


/m = 7 


i- 


1 — -7T + 0(f 2 ) 


1 [ p It 

= - i-(i+_ + oU 2 )) = -- + o(f). 
f I b lb 


On en deduit que /(f) — ao - 0 - /( 0) done que / est continue en 0. De plus, / est derivable en 0 et /'(0) = — 1/6. 

Le DL que nous avons fait ne suffit pas a conclure que / est de classe W 1 (voir le contre-exemple ci-dessus). II nous faut 
etudier la continuity de la fonction derivee : 




R 

) f 2 cos t - sin 2 f 

t 2 sin 2 f 
- 1/6 


si f / 0 . 
si t = 0 


Cherchons la limite de /' lorsque t — * 0 en utilisant les equivalents : on a un equivalent immediat du denominates : 

d{t ) ~ f 4 . II suffit de faire un DL a F ordre 4 du numerates pour conclure : 
t— o 


n(t ) = f 2 (l- f 2 /2 + o(f 2 ))- f 2 (l- f 2 /6 + o(f 2 )) = -f 4 /6+o(f 4 ) f 4 /6 

f— o 

d’oii /(f) — -• -1/6 = /'( 0). La fonction /' etant continue, la fonction / est de classe 1 sur K. 


Un developpement limite a un ordre superieur a 2 permet de preciser Failure locale de la courbe y = fix). Si au voisinage 
de xq, f(x) - ao + ci\ix- xo) + a^ix- xo) k + o((x- xo) k ), la fonction / est derivable en xq et l’equation de la tangente en 
xo s’ecrit y - ao + a\[x- xo). La quantite r(x) = fix) - ao - aiix- xq) represente la mesure algebrique entre la courbe et 
la tangente : 



Puisque r(x) ~ a^ix- x<f) k ( a t / 0), on obtient sur un voisinage de xo, le signe de r(x) et done la position locale de la 
courbe par rapport a sa tangente Celle depend du signe de et de la parite de k). 


Exemple 3.43 
que 


Pour la fonction definie sur K* par fix) - 


— , on effectue un DL a F ordre 5 du sinus pour trouver 
x 


/(*) = -“ + — +°(x )• 
b 5! 


On en deduit que / est derivable en 0, que Fequation de la tangente au point (0, 0) s’ecrit y = -x/6 et qu’il existe a > 0 
tel que la courbe se situe au-dessus de la tangente pour x e]0,ct[ et au-dessous pour xe]-a,0[. 


C.4.7 Developpements asymptotiques 


Revenons sur la definition d’un developpement limite au voisinage de zero : fix) — ao + cqxn 1 - a^x k + o(x fc ). La 

fonction / s’ecrit comme un polynome (la partie reguliere du DL) et un reste r(x) = x k zix) ou e(x) > 0. Nous pouvons 

o 

ecrire par exemple : 




1 + xlnx + 


x 2 (lnx) 2 

2 


+ o(x 2 ln 2 x). 
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En effet, il suffit d’utiliser le fait qu’un developpement limite est une egalite : e u - l + u+ u I 2 12+ ifciu) et on peut 
remplacer u par xlnx : 

vlnv , x 2 \n 2 X , 

e = xln x + + x In xe(xlnx). 

2 

Maispuisque xlnx > 0 et que e(u) », parcomposee de limites, e(xlnx) » 0 et done x 2 ln 2 xe(xlnx) = o(x 2 ln 2 x). 

x — *0 u—>0 x — 0 


Exemple 3.44 Cherchons un equivalent lorsque x — ► 0 de fix) = x x - 1 - xlnx. Ecrivons fix) = e x]nx - 1 - x\nx = 


1 + xlnx + 


(xlnx ) 2 


+ o(x 2 In 2 x) - 1 - xln x = 


x 2 In 2 x 


+ o(x 2 ln“ x) et done /(x) 


x 2 In x 


Exemple 3.45 Cherchons un equivalent lorsque x — «■ 0 de fix) = (tan x) 2 - x x . Ecrivons en utilisant le DL(0,3) de tan : 

fix) - g* ln|x+;c3/3+0(;,:3)1 _ 


xlnx xln(l+x 2 /3+o(x 2 )) 


= e n — + o(x z ) 
3 


-o 3 


-1 


en effet, puisque xlnx * 0, e x 

x—>0 


| Exemple 3.46 

On appelle developpement asymptotique d’une fonction / au voisinage d’un point a , une egalite : 

fix) = folx) + fi (x) + • • • + f k lx) + r(x) 

ou les fonctions f sont ordonnees par ordre decroissant d’importance au voisinage du point a : f\ (x) = o(/o(x)), / 2 M = 
o(/i(x)) . . .et r(x) = o(/ fc (x)). Si de plus r(x) = o(g(x)), ondit qu’on a un developpement asymptotique a la precision glx). 
Cette notion generalise les developpements limites : un developpement limite (au voisinage de a) est un developpement 
asymptotique avec les fonctions /o(x) = 1 , filx) = (x- a), . . .fklx) - (x- a) k . 

I Remarque 3.8 Un developpement asymptotique donne un equivalent de /: fix) ~ folx). 

x—*a 


Exemple 3.47 Trouver un developpement asymptotique a la precision 1/x 2 au voisinage de +00 de 


fix) = xln(x+ 1) - (x+ l)lnx 


Posons h — 1/x et glh) - flllh). On se ramene a effectuer un developpement asymptotique de g a la precision if au 
voisinage de 0. Ecrivons : 


glh) ^^ln 
n 


1 + h 
h 


1 + h 


■ In h 


= — [ln(l + h) + hlnh] 
h 


1 


If If 


= — |hln/t+ h — — + — + o(h )J 

= lnh+l- — + — + o lh 2 ) 

2 3 


d’ou au voisinage de + 00 , 


1 1 , 

fix) - -lnx+ 1 1 +o(l/x 2 ). 

2x 3x 2 


En particulier, fix) ~ -lnx. 

x— »+oo 


Un developpement asymptotique permet de trouver des asymptotes a une courbe. On dit que deux courbes d’equations 
y = fix) et v = glx) sont asymptotes au voisinage de a lorsque glx) - fix) * 0. 

x—a 
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Par exemple, pour determiner une asymptote d’une courbe d’equation y — fix) lorsque x — ► +oo, on peut effectuer un 
developpement asymptotique de / au voisinage de +oo. Si par exemple 

Clb h. 

f[x) = aox+a\ + — + o{llx ). 
x k 


En posant g(x) = aox+ a\, r(x) = fix ) - g(x) ~ — * 0 ( a ^ f 0) et on en deduit que la droite d’equation 

JC— +oo X— *+00 

y - aox+ a\ est asymptote on determine la position de la courbe par rapport a son asymptote a l’aide du signe de 
a k 

F equivalent — . 

x fc 

Exemple 3.48 Si fix ) = (x + Z)e llx , en posant h — 1/x, 


gih) = 


1 + 2 h 
h 


e 


h 


1 h 2 

= -il + 2h)il + h+ — + oih 2 )) 
h 2 

1 5 

— h 3 H — /z + o(/t) 

h 2 


et on obtient un developpement asymptotique de / lorsque x — « • +oo : 

5 1 

fix) = x+3+ - — i-o( — ) 
2x x 


On en deduit que la droite d’equation y = x + 3 est asymptote a la courbe y = fix) lorsque x — « • ±oo. De plus, puisque 
5 

fix) - [x + 3] ~ — , sur un voisinage de +oo, fix) - [x + 3] 5= 0 ce qui montre que la courbe est situee au-dessus de 

+oo 2x 

son asymptote et sur un voisinage de -oo, la courbe est situee en-dessous de son asymptote. 


Un developpement asymptotique permet egalement de trouver des courbes asymptotes plus compliquees que les droites. 
On effectue en pratique un developpement asymptotique avec le dernier terme significatif qui tend vers zero. 


Exemple 3.49 Etudier la branche infinie lorsque x — « • +oo de la courbe d’equation y = fix) ou fix) = x 2 e* 2 -i . En 
posant h — 1/x, 


1 & 

1 h+h 3 +o(h 3 ) 

1 1 17 

~Jt + h + 2 + 6 h + OW 


r. 17 1 , 

d’ou fix) - x + x-\ 1 1 - o( — ). On en deduit que la parabole d’equation y — x + x+ 1/2 est asymptote a la courbe 

2 6x x 

et que sur un voisinage de +oo, la courbe est situee au-dessus de cette parabole. 


C.4.8 Exercices 

Exercice 3.9 OOO 
Determiner un equivalent simple de 
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a. 

b. 

c. 


d. 


fix) = In 


x 2 + l 


k X 3 + X 

fix) - Vthx- 1 lorsque 
n 2 + 1 


lorsque x — ■ +oo. 


2 n 2 + n + 2) 
ln(n + 1) - Inn 


'l + ta^C^rJ-cosCpr) 

in , /lair 1 

V n -cos-—. 

VTi 


f. u n - \/cos(l In) - e sm ^ lln2 \ 

g. u n - Vn + Vn 2 + 1 - V n + Vn 2 - 1. 

h. fix) - ln(chx) - ch(lnx) lorsque x — ► +oo. 

ln(n + 1) y iln ” 

Inn ) 




Solution : 


r*+i 

x 3 +x 

fix) 


a. *• 1. Ecrivons done fix) = In 1 + ^-1 = In ! + ■ 

x +x x— *+oo V x +x ) V 


Puisque 


+ x AJ- +QO X X—* +oo 


b. Puisque th x - 


1, ecrivons fix) = \/l + (thx- 1) — 1 et cherchons un equivalent de v{x) - thx-1 = ■ 


1 - —2 


~ -2e 2X > 0. Par consequent, fix) ~ -e 

qX Q X x—*+00 x—*+oo x—+oo 


c. Su u n = cosiv n ), la suite iv n ) tend vers ji/2. Udlisons la trigonometrie : u n = cos[ — 1 + 


rr + 1 
n 2 + n + 2 


tt [ n +\ 


L 2 V n 2 + n+ 2 


-i 


it I n 2 + 1 

72 — *+oo ^ \ n 2 +n+2 


-!=-§■ 


-n + 3 


n 2 + n- 2 n->+oo 2 n 


d. ct„ = 


„ = ln(n+ 1) -ln(n) = ln(l + 1/n) ~ j-. |3„ = f (l + tan 2 (l/2")) 1/3 - ll + [l - cos(l/2 n )]. v n ~ 44- et 

n — *+oo n L v J \ } l n — »+oo J 4 


~ hjn d’oii = tjw + o(l/2 ,! ) et done u n 

n^+oo z 4 ° 4 j 


W„ 

e. Ecrivons d’ abord 


u n — (e Hn - 1) + (1 - cos n 1/4 ) = a n + b n . 


Puisque Inn = o(n), 0„ ~ \/ln n! n — * 0. Avec P equivalent classique de P exponentielle, a n ~ \/ln n/n. 

72— +OO 72— +OO 

Avec l’equivalent classique du cosinus, b n ~ l/(2-/n) et comme b n - o{a n ), il vient que 

72— +oo 

In n 


1 — ^72 + ^72- 


«— *+oo n—>+oo 

f. Pour utiliserles equivalents usuels, ecrivons 


u n '■ 


[ \/l + (cos 1/n - 1) - 1 J - \ e" 


On trouve que a n ~ 12 rf et h„ ~ Un 2 . Done avec la definition d'un equivalent, a n — -l/2n 2 + o(l/n 2 ) 

72 — * +00 72— +00 

et b n — 1/n 2 + o(l/n 2 ) et done u n — l/2n 2 + o(l/n 2 ). Finalement, u n ~ l/2n 2 . 

n — *+oo 

g. En udlisant les quantites conjuguees, ecrivons : 

2 2 
Un 


| V n + Vn 2 + 1 + Vn + Vn 2 - 1 j | V n 2 + 1 + \/ n 2 - lj Vn Wn 


Ensuite, on cherche un equivalent de chaque partie du produit. Puisque Vn 2 + 1 ~ n, n + V n 2 + 1 = 2n + 

72— +00 


o(n) ~ 2n. Done Vn+VtP + l ~ \/2n- De meme, V n + Vn 2 - 1 ~ \/2n et ensuite 

72 — *+00 72 — *+00 72— +00 

On fait de meme pour w n : w n ~ 2n et finalement, u„ 


2\fTn. 


4\/2 n 3/2 ’ 

h. Utilisons la propriete du logarithme pour ecrire ln(chx) = In + e _2jc ) j = x - ln2 + ln(l + e~ 2x ) - x + o(x) et 
ensuite ch(lnx) = — — _ x-i/x _ x + Alors fix) - |x+ o(x) ~ |x. 


i. Sous forme exponentielle, 


et n„ = nlnnln l+ ln( i+i /n) 


n„ = C l Inn I = I 


72 111 77 
72 In 72 


= 1 d’ou * 1 et done n (i ~ < 

72— -+00 nilin 72— +00 72— +00 


1217 


j. Sous forme exponentielle : u n = e" ln l tan l'3' + “ J) = e“ n Utilisons ensuite la formule de trigonometrie : 


tan ia + b ) = 


tan a + tan b 


1 - tan a tan b 

( tt 11 V3 + tan \ 
tan - + - = 


.. ■ . ^ . V3. 

\3 n) l-\/3tan-i 

On n ’a pas le droit de prendre 1 ’exponentielle d ’equivalents ! Formons toutefois le quotient : 


u n 


1 + 75 tan » 


1- \Z3tan-i 


7 ln\/3 


a n = n In 1 + 


(^ + v^)tanM (1 


- + V3 

73 


-L+73 

done 0„ — ► e 73 et done 


1 - \/3tan -} 

nln73+(73+^t) , 473 , — 

73 =e l ^-)(v/3) 


Exercice 3.10 VVV 

Determiner les limites : 

nx 

a. f[x ) = (tan 2 ^) "2" lorsque x^ 1. 

b. fix) - [ln(l + e~ x )] 1/x lorsque x— ► +oo. 
, ln(cos3x) 

c. f (x) = lorsque x — ► 0. 

sin z (x) 

Nn(l + x) l* 1 ”* 

d. fix) - lorsque x — ► +oo. 

t In x J 


e. fix) = 


f. fix) = 


ln(l + V x 2 - 1) 


lorsque x — * • l -1 


1 


1 


sh z x ln z (l + x) 


lorsque x — ► 0. 


£• /U) : 


1 


1 


2(1 -v/x) 3(1 -7x) 


lorsque x — ► 1. 


Solution : 

a. Par Je changement de variables h = x - 1, on se ramene a chercberla limite lorsque h — ► 0 de 


g(fc) = tan 


7 t n/n-l/tanCJi/i/2) 

- + — = exp 

4 4 1 


1 

tan 2 ^ 2 


In 


2tanttlP4 1 
1 - tanttli/4 J 


et avec les equivalents usuels, on trouve que la limite vaut 1/e. 

b. Sous forme exponentielle, 

fix) = 

Mais puisque ln(l + e~ x ) ~ e~ x , on peut ecrire ln(l + e~ x ) = e~ x x 0(x) avec 0(x) * 1. Alors 


1 1 n 71 -Xrt , ln(0W) 

- In (ln(l + e )) = -!+ 


- 1 . 


Finalement, fix) 


lie. 


~ 9x z 

c. Si fix) - nix)ldix) alors dix) ~ x etn(x) = ln(l-(l-cos(3x))) ~ d’ oil finalement fix) ►-9/4. 

x — *0 jc— > 0 2 x— 0 

\ ln(l + l/x)l 

jclnjdn 1+ - I 

d. Sous forme exponentielle, fix) - e I ^ nx 

ln(l + 1/x) 1 

~ d’ou xlnxln(l + ln(l + l/x)/lnx) 

lnx x^+oo xlnx 


Avec 1’ equivalent classique du logarithme, 
— ► 1 et finalement fix) * e. 
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e. Avec le changement de variables h-x- 1, on se ramene a chercherla limite lorsque h — ► 0 + de 

(\ + h) l+h -l-h 

gW) 


ln(l+ \/h{2+ h)) 

Puisque d{h) ~ Vlh, il suffit de faire un DL a l’ordre 1 du numerateur : 
h-0 

a+Mh+omi , , 

n{h)-e 1 — h — o(/z) 

d’ou f{x) * 0. 

X — * 1 

l n 2 ( l + x ) — sh 2 x 

f. Reduisons au meme denominateur fix) ~ ; . Le denominateur d ( x) ~ x 4 et il suffira de faire 

sh 2 xlrr(l + x) 

un DL du numerateur r(x) a un ordre inferieur a 4 pour conclure. On trouve que nix) ~ -x 3 et done que 

x —>0 

fix) ~ -II x d’ou fix) >-00 et fix) >+ 00 . 

a :— >0 x — * 0 + jc — > 0 _ 

g. Avec le changement de variables h-x - 1, on se ramene a chercherla limite lorsque h — * 0 de 

3(1 - fyl + h) - 2(1 - VT+h) 


gih) = 


6(1 - vl + h)il - vT+h) 


Avec L equivalent usuel (1 + h) a - 1 ~ ah, on trouve un equivalent du denominateur : d(h) ~ h 2 . Il suffit de 

h - 0 h - 0 

faire un DL a l’ordre 2 du numerateur : 


h h 2 


nih) = 31—1+ + o ih A ) -21-1 + + o itf) = — + o (/T) 


h h 2 


8 


h 2 


12 


Finalement, fix) * — . 

x—i 12 


C.5 Etude de suites recurrentes, vitesse de convergence 

C.5.1 Etude d’une suite recurrente 

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques techniques pour etudier une suite definie par son premier terme uq et une 
relation de recurrence de la forme 


VrceN, u n +i-fiu n ) 

Nous allons citer quelques resultats hors programme dans le but de degager quelques methodes generales. Dans la pratique 
des exercices, n’utilisez pas ces theoremes, mais redigez des demonstrations (essentiellement des recurrences simples) 
pour retrouver ces resultats. 

Une procedure Maple permet de calculer le rc-ieme terme d’une suite recurrente 

MAPLE 

terme := proc(f, uO, n) 
local u, i; 
u := uO; 

for i from 1 to n do 
u : = f (u) #u = u_i 
od; 

u; #u — u_n 
end; 

f : = x -> x A 2 
terme ( f , 2 , 3 ) ; 


On peut egalement calculer la liste des n premiers termes de la suite 
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MAPLE 

listetermes := proc(f, uO, n) 
local u, i, 1; 
u := uO; 

1 := uO; 

for i from 1 to n do 
u := f (u) ; 

1 := 1, u; 
od; 

[ 1 ] ; 
end; 


Definition 3.2 Intervalle stable 

On dit qu’un intervalle I est stable par la fonction / lorsque /(I) c I, c’est-a-dire Vx e I, /(x) e I. 


Proposition 3.2 La suite recurrente reste dans un intervalle stable 

Si I est un intervalle stable par la fonction / et si uq e I, alors V« e N, u n el. 


Demonstration Par recurrence sur n. Pour n = 0, on a suppose que uq e I. Supposons la propriete vraie au rang n, u n e I. Puisque 
u n+ 1 = f[u n ) et que I est stable par f, f(u n ) e I. 

Le resultat suivant est fondamental car il permet de trouver les limites eventuelles d’une suite recurrente. 


Proposition 3.3 O Limites possibles de (u n ) 

Si la suite (w„) converge vers une limite finie /, et si la fonction / est continue au point l, alors l est un point fixe de la 
fonction /:/(!) = /. 


Demonstration Si ( u n ) converge vers l, alors la suite extraite [u n+ \] converge vers la meme limite l. De plus, d’apres le 
theoreme 11.22 page 426, comme la fonction f est continue au point l, la suite (f[u n )) converge vers f[l). Par unicite de la limite, 
on doit avoir 1 = f{l). 

Les deux resultats precedents montrent qu’il est important d’etudier les intervalles stables par la fonction / et les points 
fixes de /. Un point fixe d’une fonction se lit facilement sur un dessin : il correspond a l’intersection du graphe de / avec 
la premiere bissectrice. Lors de l’etude d’une suite recurrente, on commencera done par representer sur le meme dessin 
le graphe de la fonction et la premiere bissectrice. On peut ainsi deviner le comportement de la suite ( u n ) en representant 
les premiers termes de la suite par « ricochets »sur la premiere bissectrice. 



Multimedia : Animation pour representer 1' evolution d'une suite recurrente avec des 
ricochets sur la premiere bissectrice 

Le dessin permet egalement de visualiser les intervalles stables interessants, en general limites par les points fixes de la 
fonction. 
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L’ etude generate d’une suite recurrente peut etre tres compliquee, et une suite recurrente aussi simple que uq e [0,1], 
Vn e N, u n+ 1 = A tin (1 - u n ) est un sujet de recherche recent ! Nous allons etudier uniquement le cas le plus simple ou la 
fonction / est monotone sur un intervalle stable I. 


Proposition 3.4 Cas ou / est croissante sur un intervalle stable 

On suppose que la fonction / est continue et croissante sur un intervalle I stable et que uq e I. 

1. Si uq sS f{ua), la suite ( u n ) est croissante. 

2. Si uq 3= /{uq ), la suite ( u n ) est decroissante. 

Demonstration On a deja montre que VneM, u n e I. Supposons par exemple que uq /(i<o). Montrons par recurrence que 
Vn e N, u n S u n+ \. La propriete est vraie pour n = 0 par hypothese. Supposons-la vraie au rang n : u n =£ u n+ \. Puisque f est 
croissante sur I, f[u n ) S f(u n+ \) c’est-a-dire u n+ \ u n+ 2 ■ 

Remarque 3.9 Si de plus l’intervalle I est borne, alors la suite iu n ) converge en vertu du theoreme de la limite monotone 
et sa limite ne peut etre qu’un point fixe de /. Cela nous suffit en general pour conclure. 


Exemple 3.50 Etudions la suite definie par 


Introduisons la fonction / : j 
Z 2 = 4 + 3/, c’est-a-dire l = 4. 


[0, +oo[ 
x 


Uq^O 

ViieN, u n+ 1 = y/4 + 3u„ 


— * [0,+oo[ 

' — » \/4 + 3x 


. Elle est continue sur [0,+oo[ et un point fixe l S 0 de / verifie 



Uq Ui U 2 UqI 

On justifie ce que Ton voit sur le dessin en appliquant le theoreme precedent. Les intervalles Ii = [0,4] et 1 2 = [4,+oo[ 
sont stables par la fonction continue /. 

- Si uq e [0,4], puisque uq sS /(no), la suite (u n ) est croissante. Puisqu’elle est majoree par 4, elle converge et ce ne peut 

etre que vers F unique point fixe de / done u n * 4. 

n—*+o o 

- Si uq e [4, +oo[, puisque uq S /{uq), la suite (;«„) est decroissante. Comme elle est minoree par 4, elle converge et ce 

ne peut etre que vers l’unique point fixe de / done u n * 4. 

72— -*+00 

Nous avons done montre que V uq 3= 0, u n > 4. 


Remarque 3.10 Dans l’etude d’une suite recurrente, il est interessant d’etudier le signe de la fonction definie par 
g(x) = fix) - x qui donne la position du graphe de / par rapport a la premiere bissectrice et qui permet de connaitre le 
signe de /(mq) - tiQ. 


Proposition 3.5 Cas d’une fonction decroissante sur un intervalle stable 

On suppose que la fonction / est continue et decroissante sur un intervalle I stable et que uq e I. Alors les deux suites 
extraites ( u 2n ) et {u 2 n+\ ) sont monotones de sens contraire. 


Demonstration Notons ( v n ) = (u 2n ) et iw n ) = iu 2n+ i). On calcule 

Vn+l = « 2«+2 = fiu 2n+ i) = fof{u 2n ) = fof(v n ) 
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et de meme w n+ i = / ° / ( w n ) . Les deux suites verifient la meme relation de recurrence associee a la fonction g = / o / . Puisque la 
fonction f est decroissante sur I, la fonction g est croissante surl et les deux suites (v n ) et ( w n ) sont monotones. Si uq ^ /°/(wo). 
alors ui 3= /°/(zz i) et d’apres la proposition 3.4, la suite [v n ] est croissante et la suite (w n ) est decroissante. Si par contre 
u 0 S /°/(mq), alors z<i ^ done [v n ) est decroissante et [w n ] est croissante. 



I Remarque 3.11 La preuve precedente montre qu’il peut etre interessant d’etudier le signe de la fonction definie par 
0(x) = /o/(x)-x. 


Exemple 3.51 Etudions la suite definie par 


| w 0 e [0, 1] 

I V n e N , u n+ \ — 1 - u 2 n 


Introduisons la fonction / : 


[ 0 , 1 ] 



que Vw e N, u n e [0, 1], La fonction / est decroissante sur I et admet un unique point fixe l e [0, 1] verifiant / 2 + / - 1 = 0 
e’est-a-dire / = (\/5 - l)/2. On calcule g(x) = f o f{x) = 1 - (1 - x 2 ) 2 puis g(x) - x— x(l - x)(x 2 + x- 1). Les points fixes 
de g dans [0, 1] sont done 0, l et 1. En utilisant le theoreme precedent, 

- Si 0 ^ wo < /, puisque g(wo) 3 = uq, la suite [U2n) est decroissante et la suite (z<2«+i) est croissante. Puisque (W2 W ) est 
decroissante minoree par 0, elle converge d’apres le theoreme de la limite monotone et ce ne peut etre que vers un 
point fixe x de g. Par passage a la limite dans l’inegalite u-m =£ «o , on obtient que xs uq < l d’ou la seule possibilite 


x = 0. Nous avons done montre que W 2 ,, 


0. Le meme raisonnement montre que W 2 »+i 


1 et la suite (w n ) 


est done divergente. 

- Si / < uq ^ 1, comme g(«o) ^ uq, la suite (ii 2 n) est croissante et la suite (W 2 , i+ i) decroissante. Elies convergent toutes 
les deux vers / ce qui montre en vertu du theoreme 10.24 page 363 que u n * /. 


C.5.2 Vitesse de convergence d’une suite 

On s’interesse dans ce paragraphe a la vitesse de convergence d’une suite vers sa limite. Votre calculatrice sait faire 
des operations simples comme 1’ addition, la multiplication et la division de nombres decimaux. Lorsque vous tapez 2 
suivi de la touche « racine », votre calculatrice utilise un algorithme qui calcule une valeur decimale approchee de \j2. en 
n’effectuant que des additions, multiplications et divisions. 
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Certaines suites convergent vers sfa tres lentement et demandent un grand nombre de termes pour obtenir une approxi- 
mation satisfaisante alors que d’autres convergent tres rapidement et il suffit de calculer quelques termes pour obtenir une 
precision a neuf chiffres. 

Considerons une suite (u n ) qui converge vers une limite finie l. Nous noterons 

E n = \u n -l\ 

Ferreur commise en approximant la limite l par le n-ieme terme de notre suite. La vitesse de convergence de la suite 
(u n ) vers sa limite est la vitesse de convergence de la suite d’erreurs (e n ) vers 0. Nous voulons connaitre le nombre n de 
termes a calculer pour que cette precision soit inferieure a une valeur e = 1 0 _p donnee. Pour fixer les idees, supposons 
que notre suite soit une suite recurrente et qu’a chaque terme le calcul de fix) prenne 10 -6 secondes a notre calculatrice. 
Nous noterons T le temps total de calcul pour aboutir a une precision de 10 -10 . 

- Si E n — 1 In, pour que E n 1 0 _p , il faut prendre n — 10 p . II faut calculer 10 10 termes de notre suite ce qui necessite un 
temps de calcul T = 10 4 secondes ou environ 3 heures . . . 

- Si E n = Un 2 , n vaut 10 p/2 et T = 10 _1 : un dixieme de seconde. 

- Si E n = 1/10", n — p et T = 10 -5 secondes. 

On utilise le vocabulaire suivant pour classifier les vitesses de convergences : 

- Si n+1 * 1, (par exemple si E n = 1 ln a ), on parle de convergence lente. 

E n n^+oo 

- Si £ " +1 > k £]0, 1[ (par exemple si E n = k n ), on parle de convergence geometrique. 

E n n^+oo 

- Si ” +1 * 0, (par exemple si e„ = 1 In'.), on parle de convergence rapide. 

E n n^+oo 

Exemple 3.52 Etudions un premier algorithme de calcul de la racine carree d’un nombre a > 1 base sur la suite recurrente 

f m 0 = 1 

< u n + a 

]VrceN, u n+ \ = — — - 

l u n + 1 



la fonction associee : / : 


[0,+oo] — 


x+ a . C’est une homographie de derivee fix) = 


x+ 1 


1 - a 
(JC+ l) 2 


< 0 et on verifie 


i\fa — x)[\/a+ x) 

facilement en etudiant les variations de / que Fintervalle I = [l, a] est stable. On calcule fix ) - x = 

x+ 1 

et on voit que la fonction / admet un unique point fixe / = sfa dans Fintervalle I. En utilisant le theoreme 3.5 page 
1221, on verifie que la suite (U 2 n) est croissante, que la suite (U 2 n +\ ) est decroissante et qu’elles convergent toutes les 


deux vers \fd ce qui montre que u n 


\fa. Etudions la vitesse de convergence de cette suite. Definissons la suite 


e„ — u n - \[a. On obtient une relation de recurrence simple : 

u n + a- \fa{u n + 1) l-i Ja 


Un rr r— 

En+i — ; \/ a — ■ 


Puisque u n 


u n + 1 
sfa, on en deduit que 


ii n + 1 


Un + 1 


E«+ 1 

E n 


sfa- 1 

+oo fa+ 1 


k< 1 


La convergence de cette suite est done geometrique. 


Il existe une classe importante de suites recurrentes definies a l’aide d’une fonction / contractante. La convergence d’une 
telle suite est assuree par le theoreme suivant que vous etudierez dans un cadre plus general en deuxieme annee. 
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Theoreme 3.6 Point fixe en dimension un 

Soit / : [a, b] >-► [a, b] une fonction contractante, c’est-a-dire une fonction /c-lipschitzienne de rapport ke [0, 1 [ : 

V(x,y) £ I, |/M-/(y)| « k\x-y\. 

Alors : 

1 . La fonction / possede un unique point fixe / e [a, b] . 

2. Pour tout uq e I, la suite recurrente u n +\ — f{u n ) converge vers ce point fixe. 

3. La convergence est geometrique : [ u n - l\ ^ Ck n oil C est une constante. 


Demonstration Remarquons que la fonction f est continue sur 1 ’ intervalle stable 1 = [a, b] puisqu 'elle est lipschitzienne. Definis- 
sons la fonction g par g(x) = fix) - x. Puisque fia) > a, g(a) >0 et puisque fib) ^ b, gib) ^ 0. D’apres le theoreme des valeurs 
intermediates, il existe l e [a, b] tel que gil) = 0, c’est-a-dire /(/) = l. Montrons l'unicite d'un point fixe de f. Supposons que 
l, l' e [a, b] verifient /(/) = / et /(/') = l' . En majorant la difference en valeur absolue, on obtient \l - l'\ = |/(Z) - fil')\ =£ k\l- l'\ 
d’ou (1 - fc)| l - l'\ =£ 0 et puisque 1 - k > 0, il vient que 1= l 1 . En utilisant que l est un point fixe, majorons 

\u n +\ ~l\ = \fiu n )-fib\ *Zk\u„- l\ 

Une recurrence simple montre qu’ alors, pour tout neN, \u n - l\ S \uq - l\k n . 

Remarque 3.12 On verifie en pratique qu’une fonction est contractante en calculant sa derivee et en montrant que 
sup|/'| ^ k < 1. Si / : IR ’-*■ R est une fonction contractante, on peut montrer en utilisant les outils de math. sup. qu’elle 
admet un segment I = [-a, a\ stable puis appliquer le theoreme precedent. Puisque / est /c-lipschitzienne, grace a la 
minoration de Finegalite triangulaire, pour reR, 

I/Ml - 1/(0) I ^ I/M -/(0)| ^ k\x\ 

et done |/M| |/( 0 ) | + /c|x|. Le graphe de la fonction / est situe dans la region delimitee par les courbes d’equation 

y = |/(0) | + fc|x| et y = — 1/(0) | - k\x\. La premiere bissectrice coupe ces courbes en a et -a ou a - |/(0)|/(1 - k). On 
verifie facilement que le segment [-a, a] est stable par / et d’apres le theoreme precedent, la fonction / admet un unique 
point fixe l e IR situe dans le segment [-a, a). 

y=\f{0)\ + k\x\ 



Exemple 3.53 Etudions une autre suite recurrente qui permet egalement de calculer une valeur decimale approchee de 
\fa : 

Uq = CL 

1 ( a 

VfJEN, u n+ i = - \u n + — 

2 ( u n 

Remarquons que le calcul de u n ne fait intervenir ici aussi que des additions et des divisions. Introduisons la fonction 

f ]0, +oo[ — R , x 2 - a 2 a-x 2 

/:j 1| + a ^ ■ Qn calcule / (x) - — 2 — et/(x)-x=— - — . On en deduit que / possede un unique 

point fixe l = \fa ainsi que la position de la courbe representative de / par rapport a la premiere bissectrice. 

- Si 0 < uq ^ \fa, alors u\ i Ja et on se ramene au cas suivant. 

- Si uq \fa, comme l’intervalle [\/a,+o o[ est stable par /, et que / est croissante sur cet intervalle avec fix ) s; x, on 
verifie que la suite iu n ) est decroissante, minoree par \fa. Elle converge done vers \fa. 

Considerons desormais Ferreur commise en approximant \fa par u n : e, ? = u n - \fa. On obtient facilement une relation 
de recurrence liant e n+ i a e„. 


E n+ 1 — U n + 1 — \fo,— 


u 2 - 2\fau n + a 
2u n 


ju n - sfa) 2 _ 

2 Un 2<Un 


1224 



Puisque Vzz S* 1, u n 5= zzi, on en deduit que 

0 s; e„+i « Ce 2 n 

ou C = l/(2zzi). Lorsque la suite d’erreurs verifie une telle relation, on dit que la convergence est quadratique. Pour 
comprendre la signification pratique d’une telle convergence, regardons le cas d’une suite d’erreurs (e n ) verifiant e„+i =£ 
e 2 n . Si u n est une valeur approchee de sa limite a I 0 _p pres, (e n ^ 10 _p ), alors comme e n+ \ s; e 2 , le terme suivant 
u n+ \ sera une valeur approchee a 10 _2p pres. Le nombre de decimales communes entre u n et sa limite double a chaque 
iteration. On peut calculer la liste [eo,...,£«] avec Maple (nous avons pris a - 2) : 

MAPLE 

liste_erreurs := proc(n) 
local u, 1, rac2; 
rac2 := evalf (sqrt (2) ) ; 
u : = 1 . ; 

1 : = NULL ; 

for i from 1 to n do 
1 := 1, u - rac2; 
u := (u+2/u) / 2; 

od; 

[ 1 ] ; 
end; 

Digits := 30; liste_erreurs (10) ; 


On obtient la liste d’erreurs 

[-0.41421,0.08578,0.00245,2.45 x KT 6 ,1.59 x 10 _12 ,8.99 x 10“ 25 ,0,0,0,0] 

On voit que 115 est deja une approximation de \[2 avec 24 decimales exactes. A partir de ug, l’erreur est inferieure a la 
precision de 30 decimales definie par la variable Digits. 


La suite precedente est un cas particulier de la methode de Newton qui permet de trouver une valeur approchee du zero 
d’une fonction. Supposons que x n soit une premiere valeur approchee de l’unique zero c de la fonction g sur l’intervalle I. 
L’idee consiste a approximer le graphe de g par sa tangente au point x n . L’ intersection de cette tangente avec l’axe (Ox) 
va fournir une meilleure valeur approchee de c : 



Si Ton suppose la fonction g derivable sur I et que g' ne s’annule pas sur I, l’equation de la tangente au point (x n ,g(x n )) 
s’ecrit Y = g(x„) + g'(x, 2 ) (X- x n )■ On cherche x n+ \ - X pour que Y = 0 et on trouve 


%n + 1 — %n 


gix n ) 

g'(X n ) 


Si Ton prend la fonction g definie par g(x) - x 2 - a qui s’annule en +\fa, on retrouve notre suite recurrente x n+ \ - 
[x n + alx n )l 2 . 

Multimedia : Une applet maple pour voir l'effet d' une convergence quadratique, geometrique 
sur le nombre de decimales exactes 


C.6 Fractions rationnelles, primitives 

Dans ce paragraphe, nous allons voir des techniques pour calculer une primitive d’une fonction sur un intervalle. II est 
indispensable de comprendre que Ton ne sait calculer une primitive que d’un nombre tres restreint de types de fonctions. 
II est done primordial de reconnaitre des classes de fonctions que Ton saura primitiver et de connaitre les algorithmes 
correspondants. 
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La premiere classe interessante de fonctions que Ton sait primitiver est formee des fractions rationnelles. L’algorithme est 
base sur leur decomposition en elements simples. Nous commencons done par etudier la pratique de cette decomposition. 
On obtient la decomposition d’une fraction rationnelle dans K (X) avec Maple en utilisant la commande convert : 



On calcule une primitive avec Maple en utilisant la commande int : 



C.6.1 Decomposition pratique dans C 

p 

Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynomes : F = — ou Q est un polynome unitaire. Dans C[X], tout 

polynome est scinde. Le polynome Q peut done s’ecrire Q = (X- a i ) 01 1 ... (X- a n ) a " . La forme de la decomposition en 
elements simples dans C s’ecrit alors : 


An 

A 12 

1 Alal ) 

X-a\ 

^ nl 

+ (X-fli) 2 + 
A„2 

(X-ai)«ij 

^ na n 

X. — cifi 

+ (X-fl„) 2 + 

+ (X- 


oil la partie entiere E e C [X] est un polynome et ou les coefficients A ij e C sont complexes. 


Calcul de la partie entiere 

1. Lorsque deg(P) < deg(Q), E = 0. Lorsque d = deg(P) - deg(Q) 3= 0, E est un polynome de degre d. 

2. Lorsque d — 0, E est un polynome constant qui s’obtient directement : K = a f> ou a p est le coefficient de plus haut 
degre de P. 

3. Lorsque d 3= 1, E est le quotient de la division euclidienne de P par Q. 


Exemple 3.54 


F = 


X 3 + l 
X 2 - 3X + 2 


(X + 3) + 


7X-5 
X 2 - 3X + 2 


On se ramene alors a decomposer — ou R est le reste de la division de P par Q (avec une partie entiere nulle). 


Calcul du coefficient associe a une pole simple 

Lorsque oq = 1, on dit que le pole a, est simple. 


Exemple 3.55 


7X-5 A p 

(X- 1) (X — 2) “ X-l + X-2 
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et on cherche les coefficients A et p. II suffit de multiplier la decomposition par ef- 
fraction restante : 


7X-5 
X- 2 


= A+ p 


X-l 
X- 2 


En prenant x = 1, on trouve que -2 = A. De meme, en multipliant par (X- 2) : 

7X-5 X- 2 

= A h p 

X-l X-l K 

et en prenant x — 2, on trouve que 9 = p. On ecrit alors la decomposition complete : 


ai) et de prendre x — cij dan la 


X 3 + l 

(X-l)(X-2) 


(X + 3) + 


-2 

X-l 


+ 


9 

X- 2 


Calcul des coefficients associes a un pole multiple 

II existe une methode qui permet de calculer tous les coefficients A ij (division selon les puissances croissantes d’un 
polynome), mais elle est hors programme et en pratique l’ordre des poles est generalement inferieur a 2. Nous preferons 
vous montrer une technique plus utile. 


Exemple 3.56 Decomposons la fraction 

X 3 abed 

~ (X- l) 2 (X — 2) 2 _ X-l + (X-l) 2 + (X- 2) + (X-2) 2 ' 

1 . Multiplions par X les deux membres : 

X 4 X X X X 

t. = a h b ^ + c + d 77 . 

(X- 1) 2 (X — 2) 2 X-l (X-l) 2 (X-2) (X-2) 2 

En faisant x — +oo, on obtient toujours une relation interessante. Ici, 1 = a + c. II suffit done de trouver l’un des 
deux coefficients a et c et on connait automatiquement F autre. 

2. Les coefficients b et d sont simples a determiner. II suffit de multiplier les deux membres par (X- l) 2 : 


X 3 

(X-2) 2 


a(X- 1) + b+ c 


(X-l) 2 

(X-2) 


+ d 


(X-l) 2 

(X-2) 2 ' 


En prenant ensuite x = 1, on tire b- 1. De la meme fagon, en multipliant par (X-2) 2 puis en prenant x-2, on tire 
d-8. 


3. II suffit enfin de prendre une valeur particuliere pour x afin d’obtenir une nouvelle relation bant a et c. Ici, pour 
i=0, ona 


0 = -a + b- cl 2+ d/4- - a- c/2 + 3. 


On a les deux relations 

{ a + c =1 
2 a + c -6 

et Fon tire a — 5, c = -4. 

4. La decomposition s’ecrit done : 

X 4 5 1 4 8 

(X- 1) 2 (X- 2) 2 _ X-l + (X-l) 2 ~ (X-2) + (X-2) 2 ' 


C.6.2 Decomposition pratique dans U. 

p 

Considerons une fraction rationnelle F = — e R (X). La decomposition en facteurs irreductibles dans K [X] du denominates 
s’ecrit : 

Q = (X - ai) ai . . . (X- a„) an (X 2 + biX+ ci) Pl . . . (X 2 + b p X + c p ) p P 
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Alors la fraction F s’ecrit de fagon unique : 


F = E + 


llx-fli (X-fli ) 2 (X-fli)“iJ 

I A n \ \ n 2 X na„ 1 

[X-a n (X-a„) 2 


fi jinX+Sn qi2X+ 812 qipiX+S 1 p 1 | 

+ ilx 2 + foiX+ci + (X 2 + f 7 iX + Cl ) 2 + "' + (X 2 + £>iX+ cilP 1 J + "■ 
I (tpiX+Spi ftp2X+8p2 Fpp p X+ 8pp, p I-, 

+ \X 2 + b p X + c p + [X 2 + b p X+c p ) 2+ '" + (X 2 + b p X +c p fp J J 


ou la partie entiere E e UK [X] est un polynome nul ou de degre cl — degP - degQ, et tous les Xjj, p,y, 8 sont des reels. 
Le premier groupe est forme d’elements simples de premiere espece et le second groupe d’ elements simples de seconde 
espece. 

Nous allons voir sur des exemples simples comment calculer les coefficients de cette decomposition. 


Exemple 3.57 1 


F = 


1 

X 3 + l 


1. 


Commencons par factoriser dans R [X] le denominateur : X 3 + 1 = (X+ 1) (X 2 -X + 1). La decomposition dans R (X) 
s’ecrit done 

1 a bX+ c 

(X+1)(X 2 -X+1) “ X+l + X 2 -X+1 


2. 

3. 


On calcule facilement le coefficient du pole simple en multipliant par (X- 1) et en prenant x - 1 : a - 113. 


En multipliant par X et en faisant tendre x vers +oo, on trouve une relation entre coefficients : 0 - a+b d’oii 
b=- 1/3. 


4. II ne reste que le coefficient c a determiner. En prenant x = 0, on a la relation 1 = a+ c d’oii c = 2/3. 

5. La decomposition s’ecrit done : 

1 1/ 1 X- 2 | 

X 3 + l _ 3VX+l _ X 2 -X+lJ 


Exemple 3.58 

1 

F = — 

X 4 + l 

Le polynome Q = X 4 + 1 est bicarre. On obtient sa decomposition en suivant la technique du paragraphe B.4.4 : 

X 4 + 1 = (X 2 + 1 ) 2 - 2X 2 = (X 2 - V2X+ 1)(X 2 + V2X+ 1). 

La decomposition en elements simples dans IR(X) s’ecrit : 

1 aX+ b cX+ d 

X 4 + 1 ~ X 2 - s/2X+ 1 + X 2 + \/X+ 1 ' 

Le plus rapide lorsqu’il n’y a pas de poles simples consiste a reduire au meme denominateur : 

1 [a + c]X 3 + [\/2{a - c) + {b+ d)]X 2 + [{a + c) + \fl [b - d)]X + [b + d) 

X 4 + l “ X 4 + 1 ' 

On obtient ainsi un systeme d’equations lineaires : 
a+ c 

s/2 (a - c) + (b+ d) 
b- d 
b+ d 

La decomposition s’ecrit done : 

1 _ 1 / X 2 + s/2 X 2 - s/2 \ 

X 4 + 1 2s/2.\x 2 + s/2X+ 1 X 2 - s/TX + 1 j 


= 0 
= 0 
= 0 
= 1 


d’ou b - d - 1/2, a — — 1 /2 v 2 2 = -c 
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C.6.3 Primitives de fractions rationnelies 


Rappelons qu’on dit qu’une fonction F est une primitive d’une fonction f sur un intervalle I lorsque F est derivable et que 
F' = /. Toute fonction / continue possede une primitive (theoreme fondamental de F analyse) et toutes les primitives de 
/ different d’une constante. Dans les calculs qui suivent, on ne notera pas les constantes de primitivation. On ne definira 
pas non plus les intervalles sur lesquels on cherche les primitives (ils sont definis a partir des poles de la fraction). Ne pas 
confondre primitive / fix) dx (une fonction) avec une integrate definie f k fix ) dx (unreel). Les methodes que nous allons 
voir s’appliquent egalement au calcul d’integrales : il suffit de ne pas oublier de modifier les bornes lors d’un changement 
de variables. 


r P(x) 

On veut calculer une primitive d’une fraction rationnelle F(x) = J — — - dx. On commence par decomposer la fraction en 
elements simples dans 1 (X) et on doit alors primitiver des elements simples de premiere espece et de deuxieme espece. 


Primitives des elements simples de premiere espece 


On connait une primitive sur 1 1 

V 3.12 


-oo ,a[ ou L =]r?,+oo[ de : 


F(x) = 



1 1 
k- 1 (x- a) k ~ l 
ln|x- a\ 


si k f 1 
si k — 1 


Remarque 3.13 Ces primitives se rencontrent tres souvent en pratique. II suffit de retenir que pour a e IR, a f 
denominateur ne doit pas s’annuler) : 


^ 3.13 


f (x-a) a dx- [x-a)° 

J a+ 1 


-1 (le 


et d’ecrire 


/ 


dx 

(x- a) k 


/ 


(x - a) k dx = 


— k + 1 


(x- a ) 


-1 1 
k- 1 (x- a) k ~ l 


Primitive des elements simples de seconde espece 


II est bon de connaitre par coeur deux primitives fondamentales que Ton rencontre souvent dans les calculs : 


<? 3.14 


dx 


1/ 


x 2 + a 2 
dx 


1 


2 a I x+ a I 


Pour primitiver un element simple de seconde espece 

FW =/ 


ax+b 


(x 2 + px+ q) k 


■ dx 


on procede dans I’ordre suivant : 

1 . Eliminer x du numerateur : 


F(x) = 

On sait primitiver : 


!(/ 


2x+ p 


(x 2 + px+ q) k 

u! (x) 


dx + 


r u (x) 
J u k [x) 


2 bl a- p 
(x 2 + px + a)‘ 

(- 


I 2 J u k {x) J 


dx 


(x 2 + px+ q) k 


dx= < {k- 1 )u k 1 {x) 


u W [ln| M (x)| 

On se ramene done a trouver une primitive G(x) = J 

2. Mettre le trinome sous forme canonique : on ecrit 


pour k 5= 2 
pour 1c - 1 


dx 


(x 2 + px+ q) k 


x 2 + px+ q - (x+ p/2) 2 + [q-p 2 !A) = (x-a) 2 + a 2 


ou a — \J Aq - p 2 l 2 (A = p 2 - Aq < 0 puisque le trinome est irreductible). On effectue ensuite le changement de 
variables y - x+ p/2 et on se ramene a primitiver 


G *(y) 


-/ 


d y 

iy 2 + a 2 ) k 
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1 y 

Lorsque k — 1, Gi (y) = — arctan — et pour k 3= 2, 

Cl CL 

3. Integrer par parties Gfc_i(y) : 


Gfc-i(y) 


-I 


d y 

(y 2 + a 2 ) k ~ l 

y r y 2 + a 2 -a 2 

— + 2(k-l)J ‘ „ /2 4 _ n 2 \ k d y 


(y 2 + a 2 ) 

y 


(y 2 + a 2 ) 1 ' 


- 7 ,,-r+2(k-l)[G k - l (y)-a 2 G k (y)}. 

{y 2 + a 2 )^~ l 

On exprime alors Gfc(y) en fonction de Gfc-i(y) et en iterant, en fonction de Gi(y) que Ton sait calculer. 


/ dx 

— . On a decompose la fraction en elements simples dans l’exemple 3.57 

x 3 + 1 

r di r x-2 

page 1228 : F(x) = / / — dx - ln|x + 1| - G(x). On ecrit alors 

J x + 1 J x 2 -x + 1 

f 2x + 1 - 3 
J x 2 + x - 1 


1 r 2x+l-3 ,1,9 3 

G(x)-— dx = - ln(x - x+ 1) H(x) 

2 J x 2 + x — 1 2 2 


avec H(jc) 


-l 


dx 


(x- 1/2) 2 + 3/4 


. Avec le changement de variables y = (x- 1/2), on calcule K(y) = J 


dy 




2 2y 2 / 2x + 1 

—= arctan et done H(x) = —= arctan — — et nnalement, 
\/3 y/3 \/3 


1 1 9 1 /2x+ 1 

F(x) = -ln|x+ 1| ln(x - x + 1) H — — arctan — =— 

3 6 v/3 a/3 


Exemple 3.60 Calculons F(x) : 


r x + 1 

J (x 2 + x+l) 2 


■ dx. 


F(x) = 


1 f 2x+ 1 1 f 

2 J (x 2 + x+l) 2 + 2 J 


dx 


2 J (x 2 + x+l) 2 2 J [(x+ 1/ 2) 2 + 3/4] 2 

G(x) 


dy 


Avec le changement de variables y - x + 1/2 et en posant a = \/3/2, on est amene a calculer H 2 (y) = — - — J . En 

(y 2 + a 2 ) 2 

integrant par parties 


Hi(y) 


-/ 


dy 


y 


y 2 + a 2 y 2 + a 2 


+ 2 


. ? 9 ? 

jr + - a 


y 


, 2 _, 2i2 - 2 2 +2Hi (J')- 2 « H 2(y) 

(y 2 + a 2 ) 2 y 2 + a 2 


l[y 1 /yO 2x+l 4 2x+l 

on trouve que H 2 (v) = — » — = h — arctan — d ou G(x) = r 1 — arctan — — — et nnalement 

4 y 2 a 2 [y 2 + a 2 a \a> 3(x 2 + x+l) 3 ^ v /3 


FW = 


x — 1 2 /2x+l 

H — arctan 


3(x 2 + x+ 1) 3 v/3 l 


C.6.4 Primitives /F(cosx, sin x) dx, regies de Bioche 

Pfsinx, cosx) 


On sait en theorie primitiver des fonctions definies par /(x) : 
deux variables (sommes-produits de X et Y). Par exemple : 


Q (sin x, cosx) 


ou P(X,Y) et Q(X,Y) sont des polynomes en 


-I 

-I 


sin x + cosx 


sinx+cos^ x 
tanx 


dx ou F(X,Y) = 


1 + tan 3 x 


dx ouF(X,Y) = 


X 3 +Y 
X + Y 2 ' 
X/Y 


XY 2 


1 + X 3 / Y 3 X 3 + Y 3 
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On definit Velement differential ai(x) = F(sin x,cosx) dx et on regarde s’il est invariant par l’un des trois changements de 
. , , „ , , C sinxcosx 

variables x >-*■ -x, x ^ it - x, x^ti + x. Par exemple, pour calculer j — r — dx, 

J sin -5 x + cos 3 x 


(l)(x) = 


sinxcosx 
sin 3 x + cos 3 x 


dx 


(-sinx)(cosx) sinxcosx 

- (Il(-x) = 7 ^ — (- dx) = — — ^ w(x). 


- sin J x + cos J x 
(sinx)(-cosx) 


- sir x + cos- 3 x 


(- dx) / w(x). 


sin x - cos J x 
(- sinx)(-cosx) 


dx = -u)(x). 


in (it - x) = 


- <n(:n: + x) = 

- sin J x - cos J x 

L’ element differentiel n’est invariant par aucun des changements de variables. 

r sinxcosx 

Pour / ~ T~ dx - 

J sin x + cos 4 x 

- <n(-x) = u)(x). 

- oj(tt - x) = <n(x). 


- to (tt + x) = <n(x). 

L’ element differentiel est invariant par chaque changement de variables. 

Les regies de Bioche (hors programme) suggerent un changement de variables interessant qui ramene le calcul a une 
primitive d’une fraction rationnelle : 


1. Si u)(— x) = <n(x), faire le changement de variables t = cos(x). 

2. Si to (tt - x) = <n(x), faire le changement de variables t — sin(x). 

3. Si co (tu + x) = <n(x), faire le changement de variables t = tanx. 

4. Si u)(x) n’est invariant par aucune des trois transformations, faire le changement de variables t — tan(|). 


Remarque 3.14 Ces regies sont faciles a memoriser : parmi les trois fonctions sin, cos, tan, cos est la seule invariante 
par x — x, sin est la seule invariante par x >-*■ tt - x et tan est la seule invariante par x >-*■ tt + x. 


Exemple 3.61 


F(x) 


-( 


sin 3 x + 1 


■ dx 


On voit que u)(-x) = <u(x). Comprenons pourquoi le changement de variables f = cosx va fonctionner : d t - -sinxdx 
(- sin x dx) 


d’ou F(x) = - 


-/ 1 


+ (1 - cos 1 2 x) 


et on se ramene a calculer la primitive de la fraction rationnelle : 


G(f) = 


f —y— — —— In 

t-y/2 

J t 2 — 2 2\[2 

t + y/2 


d’oii finalement 


Exemple 3.62 


1 \/2-cosx 

F(x) = — . 

2v2 v/2 + cosx 


F(x) = J tanxdx 

1. u)(-x) = u)(x), on peut done effectuer le changement de variables t - cos(x), dr= -sin(x) dx : 

1 (-sinxdx) 


FU ,=-/ 

G(f) - - 


d’ou F(x) = -ln|cosx|. 

2. o) (tt - x) - u)(x), on peut effectuer le changement de variables t — sin(x), d t = cos(x) dx : 


F(x) = 
G(f) 


-(cosxdx) = 


r dt 

J t = _ nltl 

£ 

h 


-(cosx dx) 


/; 

r t l r 2t i, ? 

= I Trdt - — / —z df= — ln|r-l| 

J 1-t 2 2 J t 2 — 1 2 


d’ou F(x) = — — ln|l — sin 2 x| = -ln|cosx|. 
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3. co (tc + x) - <n(x), on peut effectuer le changement de variables t — tan x, dt — (1 + tan 2 x) dx - 


dx 


. En utilisant 


la relation 1 + tan 2 x = 


1 


I 


F(x) = J tanxcos^x- 


dx 


h 


tan x dx 


d’ou 


Exemple 3.63 


cos 2 x j 1 + tan 2 x cos 2 

G(f) = J y ~2 dt = ^ln(f 2 + 1) 


1 oil 

F(x) = -ln(l + tan x) = -In — — -ln|cosx|. 

2 2 cos z x 


F(x) = 


dx 


2 + cosx 

to(x) n’est invariant par aucune des trois transformations. On utilise le changement de variables general t = tanf 


O 3.15 


G(f) = 


2 + ■ 


sin(x) 

2 1 

cos(x) 

~ 1 + t 2 
1-t 2 

tan(x) 

l + t 2 
2 1 ■ 

~ W 2 

dx 

2 dt 

r 2 dt 

1 + t 2 

2 

1 ■ 

- —= arctan 

J t 2 + 3 

x/5 


.y/3 


2 ( 1 

d ou F(x) = — — arctan — — tan - 
\/3 W3 ‘ 

Remarque 3.15 En toute rigueur, les changements de variables de cette section ne sont valables que sur certains inter- 

valles. Par exemple dans le dernier calcul, la fonction x >-► est continue sur R et admet done une primitive sur 

2 + cos(x) 

RL Mais le changement de variables t — tan(x/2) n’est defini que sur les intervalles E -]{2k- 1 ) tt, (2k + 1)jt[. La primitive 
que nous avons obtenue n’est pas definie pour x = (2/c+ 1 J tt. On s’apercoit tout de meme que F(x) * ±tt/ vxl 

x— (2fc+l)jt 

et on peut done « recoller»les differentes primitives en ajustant les constantes d’integration pour obtenir une fonction 
continue sur R. II suffit ensuite de verifier que la fonction obtenue est derivable en chacun des points (2k + 1)ti et que sa 
derivee coincide avec la valeur de / en ces points. . . 

On rencontre souvent dans les calculs les primitives de Wallis : 

Wfc(x) = J sin fc xdx 

1. Lorsque k est impair, W 2p+ i(x) = J (1 - cos 2 x)' , xsinx dx. Par le changement de variables y = cosx, on se ramene 
a primitiver un polynome - J (1 -y 2 ) p dy. 

2. Lorsque k est pair et petit, on peut lineariser sin 2p x. Par exemple, 

l-cos(2x) x sin(2x) 


W 2 (x) 


-/■ 


■ dx = 

2 


2 2 4 

3. Lorsque k est pair et superieur a 4, utiliser une integration par parties pour trouver une relation de recurrence : 


W 2 P+ 2 M = J sin 2p+1 xsin x dx 

xcosx+ (2p+ 1)J sin 2p x(l-sin 2 x) dx 


_ : 2p+l 


_ _ : 2p+l 


XCOSX+ (2p+ l)[W 2p (x) -W 2p+2 (x)]. 


1232 



On exprime W 2 P+ 2 (x) en fonction de W 2 p (x) et on itere cette relation pour exprimer W 2 P (x) en fonction de Wo (x) = 

x. 

Voir l’exercice 13.95 page 584. 


C.6.5 Primitives | F(shx,chx) dx 


/■ 


Puisque sh(x) 


et ch(x) = 


on peut utiliser le changement de variables y - e x qui conduit a une 


2 2 

primitive de fraction rationnelle en y. On peut egalement utiliser les regies de Bioche. On remplace dans w(x), sh(x) par 
sin(x) et ch(x) par cos(x). Si les regies de Bioche indiquent le changement de variables y = cos(x) (resp. sin(x), tanx), 
on utilise le changement de variables y = ch(x) (resp. sh(x), th(x)). 


Exemple 3.64 Calculer F(x) = J 
uti 

/ 


sir x 


chx(2 + sh z x) 


dx. On notant oi(x) = 


et co(tt + x) = to(x). On peut utiliser plusieurs changements de variables : 

f 3 


cosx(2 + sin 2 x) 


to(-x) = to(x), 01(71 - x) = u>(x) 


1 . t — shx donne G(f) = 

2. t — chx donne G(f) = J 


(1+ f 2 )(2 + f 2 ) 
f 2 -l 


dt. 


df. 


3 . t = th x donne G( t) = 


4. t = e x donne G(f) = 


/ 


f(l+ f 2 ) 

(* d, 

J 2- t 2 

(f 2 -l) 


■ df. 


f(f 2 + l)(f 4 + 6f 2 + 1) 

Les fractions rationnelles a primitiver ne sont pas toutes agreables ! Le mieux ici est d’utiliser le changement de variables 
t = thx pour calculer 


puis 


G(f) = - — - ln|r -2| 


th 2 (x) ? 

F(x) = — - In (2 - th 2 x) + C 


C.6.6 Primitives avec des racines 

Deux types de primitives avec radicaux sont a connaitre : 


Primitives 


f ( n l ax+ b 

J F pVtwJ 


dx 


Ce sont des primitives de fractions rationnelles en x et en une racine n-ieme d’une homographie. Dans la notation prece- 
dente, F(X,Y) est une fraction rationnelle. Par exemple : 


-/ 

-/ 


/x+l + x X + Y 

: dx ou F(X,Y) = 


X 2 + XV x+ 1 


X 2 +XY 


x 2 + 1 V x + 2 


2x+ 1 X 

dx ou F(X,Y) = — — -Y. 


X 2 + l 


t, , , . .. rr . . , Jax+b dy n - b ad- be , 

Pour calculer ces primitives, on ellectue le changement de variables y = i ,x= , dx= ~ n y dy 


cx + d 


et on se ramene au calcul d’une primitive de fraction rationnelle 
Exemple 3.65 Calculer F(x) = 


cy" - a 


( 1 cy n - a) 2 


1 + x dx 

sur l’intervalle I = |0, 1 1. On effectue le changement de variables 

1 - x x 


/ 1 + x y 2 - 1 4y 

y=\ , x ~— - — dx= — 

V 1 - x y 2 + 1 (y 2 + l) 2 


et on se ramene a calculer la primitive 


G(y) 


=*/ 


y 

(y 2 - l)(y 2 + 1) 


dy- 
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La decomposition de la fraction rationnelle s’ecrit 


X 2 _ 1/4 1/4 1/2 

(X 2 - 1)(X 2 + 1) _ X- 1 ” X+ 1 + X 2 + 1 


et on trouve que G(y) = In | ; 1 + 2 arctany. Apres simplifications : 

s/m- s/i- x 1 1+ x 

F(x) = ln — == -= +2arctanW . 

s/l + x+ s/1 — x V 1-x 

On peut utiliser ensuite les quantites conjuguees pour ecrire 

x / 1 + x 

F(x) = In + arctan \ . 

1 + s/l-x 2 V 1-x 


/ dx 

— — sur Fintervalle I =]0, +oo[. 
sfx+ s/x 

On reconnait une primitive de notre type avec ici sfx. qui est une racine sixieme d’une homographie et F(X, Y) = 
Avec le changement de variables y = sfx, x — y 6 , dx = 6y 5 dy, on se ramene a calculer 

y 3 

G(y) = 6-^— dy 

i+y 

et en effectuant la division euclidienne de X 3 par (X+ 1) : 

l+r ' J l+y 


d’ou finalement 


rimitives j Fix, 1 


G(y) = 2y -3y 2 + 6y-61n|y+ 1| 


F(x) = 2\/x- 3v^+ 6v^x- 61n(l + s/x~). 


ax 2 + bx+ c) dx 


Ce sont des primitives de fractions rationnelles en x et en une racine carree d’un trindme. Par exemple, on sait calculer : 

f x+Vx 2 + x+l X + Y 

- / - dx avec F(X,Y) = —r , 

J x 2 + s/x 2 + x + 1 X+Y 

r x 4 + 1 x 4 + 1 

- / ^ — dx avec F(X,Y) = . 

J x(x 2 + l) 3/2 X(X 2 + 1)Y 

II est bon de connaitre par coeur les primitives fondamentales (a > 0) : 

/ dx / xs 

— arcsin — (I -] — a,a[) 

V a 2 — x 2 

93 - 16 =argsh (3 (,=B) ■ 

=argcl, (S (i=| “' + “ |1 

Si le trinome possede deux racines reelles a < p et on veut calculer par exemple une primitive sur I =]a,|3[, F(x) = 
J F(x, \J [x- a)(P - x)) dx le plus rapide consiste a se ramener a une racine d’une homographie en factorisant (x- a) : 

Exemple 3.67 Calculons F(x) = J sj x[l - x) dx sur I =]0, 1[. En ecrivant F(x) = J x-\J ' dx, on se ramene a une 
primitive du paragraphe precedent. Le changement de variables y = \/(l - x)/x, x- l/(y 2 + 1) mene au calcul de 


G(y) - -2 


2(y 2 + l) 2 4(y 2 + 1) 4 


y 1 

arctany. 
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On trouve finalement 


2x-l / 1 / 1 - x 

F(x) = \/x(l-x) — arctany . 

4 4 V x 


Dans l’algorithme general de calcul de ces primitives, on commence par reduire le trinome sous forme canonique. Par un 
premier changement de variables affine y = (x- a) lb, on se ramene a calculer une primitive de la forme : 

1 . J F(y, \J 1 - y 2 ) dy : on effectue alors le changement de variables y = sin0 (ou y = cos(0)). Avec la formule de 

trigonometric sin 2 0 + cos 2 0 = 1 , Vl - sin 2 0 = |cos0| et on se ramene a une primitive de type J F(cos0, sin0) d0 
que Ton sait calculer. 

2. J F(y, y I + y 2 ) dy : on effectue le changement de variables y = sh0. Avec la formule de trigonometric ch 2 0 - 

sh 2 0=1, on elimine la racine : \J 1 + sh 2 0 = ch0 et on se ramene a une primitive du type J F(sh0,ch0) d0 que Ton 
sait calculer. 


3. J F(y, y y 2 - 1) dy : on effectue le changement de variables y = ch0 car v ch 0 — 1 = | sh 0 1 et on se ramene a une 
primitive de type |' l(sh 0,ch0) d0. 

Exemple 3.68 Calculer F(x) = J Vx 2 +x+l dx. On reduit le trinome a l’interieur de la racine : 

/ z / z \/3 j \ 2x + 1 1 2 

Vx 2 + x+ 1 = v (x+ 1/2) 2 + 3/4 = — i/ — — +1 

2 V L \/3 J 

et par le premier changement de variables y = (2x+ l)/\/3. on se ramene au calcul de G(y) = - j \j y 2 + 1 dy. Ensuite, 
avec la changement de variables y = sh0, dy = ch0 d0, on se ramene a 


H(0) = — J ch 0 d0. 


o ch(20) + 1 

II suffit de lineariser ch 0 = pour calculer 


H(0) = — sh(20) + —0 
16 8 


G(y) = ^ |.V\/l + y 2 + argsh(y)| 

F(x) = (2x+1 ^ x t ill + i n (2x+ 1 + 2\/ x 2 + x + 1). 
4 


Remarque 3.16 Les primitives / V x 2 + a 2 dx, / V x 2 - a 2 dx, / v« 2 - x 2 dx se calculent plus rapidement en integrant 
par parties. Par exemple : 

F(x) = f \J x 2 + 1 dx = x\J x 2 + 1 - f — dx 

J J v r x 2 TT 


d’ou Ton tire 


XV X 2 + 1 1 XV X 2 + 1 1 r-z 

F(x) = 1 - -argsh(x) = 1 - -ln(x+ v x 2 + 1) 


f /<*“)— 

J X 


Lorsque la primitive a calculer s’ecrit sous la forme / f(x a ) — , on peut utiliser le changement de variables y = x a . En 
effet, 

dy dx 

y x 
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et on se ramene a calculer la primitive 


f dy 

J /(y) — qui est plus simple. 


Exemple 3.69 Pour calculer F(x) 


dx, il suffit d’ecrire 


f x 4 dx 

J (x 2 + l) 2 x 


, dy dx 

et de faire le changement de variables y—x, — = 2 — pour se ramener a la primitive 

y x 

1 f y 2 dy 1 C y 

G(y) - 2 J (y+ l ) 2 ~~2 J (y+ l ) 2 7 

1 1 , 

et on trouve G(y) = 1 - m|y + 1| puis F(x) = — - hln(x + 1). 

y + 1 x 2 + 1 


Exemple 3.70 Calculons F(x) 


J xv x 4 + 1 

changement de variables y = x 4 , — - = 4 — — , on se ramene a calculer 
y x 


: dx. Cette primitive ne fait pas partie des classes connues, mais avec le 


J 4 J yx/V+T J 

C’est une fraction rationnelle en y et en une racine nieme d’une homographie. Avec le changement de variables u - 
x/y+ 1, y = u 2 - 1, on se ramene a calculer 

If d u 1 , I u- 1 1 


Finalement, 


— r = - In 

[u 2 - 1) 4 u + 1 


1 Vx 4 + 1-1 

F(x) = -In — 

4 Vx 4 + 1 + 1 


Exemple 3.71 Calculer pour a > 0, F(x) ; 


dx. En ecrivant 


le changement de variables y-x 2 mene au calcul de 


1 f dy 1 . y 

- / — - = - arcsm 

2 J \/ n 4 — v 2 2 a 


d’oii finalement F(x) = — arcsin - 
2 


C.6.8 Integration par parties 

On sait calculer des primitives de type / e x P(x) dx. II suffit d’integrer plusieurs fois par parties en derivant le polynome. 
Exemple 3.72 Calculer J (x 2 - x + 3) e 2x dx. Une premiere integration par parties donne : 

n 

F(x) = — (x 2 -x + 3)- / (x- 1/2) e 2 * dx 


et une deuxieme permet de calculer 


(2x- l)e 2x 1 
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Finale ment, F(x) = 


(x -2x + 4)e z 


Exemple 3.73 Calculer F(x) = J e x sin(x) dx. La premiere methode consiste a integrer deux fois par parties pour 
retrouver F(x) : 

F(x) = e x sinx-J e Jc cosxdx= e* (sin x- cosx) - F(x) 

d’ou F(x) = -e*(sinx- cosx). 

La deuxieme methode consiste a utiliser qu’un sinus ou un cosinus s’exprime a l’aide des exponentielles imaginaires. 
On primitive une fonction a valeurs complexes et on prend ensuite la partie reelle : 

?(l+i)x 


F(x) = Im 


F(x) = Im ^ J e e dxj = Im 
e x ( 1 + i) (cos x + i sin x) 


1 + i 


= — (sin x- cosx) 
2 


Le seul espoir pour calculer des primitives faisant intervenir In, arctan, arcsin,. . .consiste a integrer par parties. En effet, 
les derivees de ces fonctions sont des fractions rationnelles ou des racines de trinomes. On espere ainsi se ramener a l’une 
des classes de fonctions que Ton sait primitiver. 


Exemple 3.74 Calculer F(x) = J arctan(x) dx. En primitivant par parties, 
F(x) = x arctan x- 


r X 1 , n 

1 — dx=xarctanx — ln(x + 1) 

J x 2 + 1 2 


Exemple 3.75 F(x) = J 


ln(x+ 1) 


dx. Si Ton integre par parties en derivant In, 


F(x) = ln(x)ln(x+ 1) - 


r lnx 

J x+ 1 


dx 


et la nouvelle primitive fait encore intervenir un logarithme. On ne sait pas primitiver cette fonction a V aide des fonctions 
usuelles. 


C.6.9 Exercices 

Exercice 3.11 



Exercice 3.12 09 

1 


Calculer F(x) = 


-I 


x(x 2 + x + 1) 


2 ‘ 
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Solution : Decomposons la fraction rationnelle en elements simples : 

1 1 1+X 1+X 


X(X 2 +X+1) X X 2 +X+l (X 2 +X+l) 2 

On primitive chacun des elements simples. Pour calculer la derniere primitive, proceder dans l’ordre : 

x+1 . 1 „ 2x+l . 1 „ dx 1 


1. Eliminer le x du numerateur : f 
dx 


-f 

2 J (x 2 + x+l) 2 


(x 2 + x + l) 2 


1 2x+ 1 1 

dX = nf — — T^ dX+ -/ 


2 (x 2 + x+l) 2 


2 (x 2 + x+l) 2 


2(x 2 + x + 1) 


2. Par reduction du trinome et un changement de variables, se ramener a f 


dy 


(y 2 + lr 


3. On calcule cette derniere primitive en integrant par partie f 
On trouve finalement. 


dy 


(y 2 + 1) 


f dx -x+1 

5 1 

r 2x + 1 ' 

1 i Inf X 1 

J x(x 2 + x+l) 2 3(x 2 + x+1) 

3n/3 " ^ 

i v/3 - 

1 \Vx 2 + x+ll 


Exercice 3.13 W 
Calculer F (x) = J arctan| — J dx. 


Solution : En integrant par parties, 


F(x) = xarctan 


x— i r 

~2 + ) 


2x 2 - 6x + 5 


dx 


GM 


On calcule ensuite la primitive de la fraction rationnelle : 

1 C 4x- 6 


G(x) 


-u 


dx + 


2x 2 -6x+5 2 J 2x 2 -6x + 5 


II. 


dx 


dx 


H(x) 


H(x) = 


If 


dx 


(x- 3/2) 2 + 1/4 


= arctan(2x - 3) 


d’ou 


X — 1 It 3 

F(x) = xarctan 1 - - ln|2x - 6x+ 5| + - arctan(2x- 3) 

x-2 4 2 


Exercice 3.14 W 

/ dx 

— — - — . 

x 3 (x 2 + l) 


Solution : On ecrit F(x) = 


=/ 


1 dx 
x 2 (x 2 + l) X 


, , , ■ , , o dy dx 

et avec le changement de variables y - x , — = 2 — , 

y x 


On decompose la fraction rationnelle : 


G(y) ; 


1 


If 


dy 


2 J y 2 (y+ 1) 


a b 
= — + — + ■ 


y 2 (y + 1) y y 2 y+1 

En multipliant par y 2 (resp. y+1) et en prenant y - 0 (resp. y - -1), on tire b = 1, c = 1. En multipliant par y et en 
faisant tendre y vers +oo, on obdent la relation 0-a + c. 

G(y) = “ln|y | - ^ Inly + H 

1 9 

F(x) = -ln|x| + ln(x 2 + 1) 

2x 2 
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Exercice 3.15 W 

^ , , 1 ’ 1 x 3 + x+l , 

Calculer I = | — — — — - ax. 


'-L 


0 (x 2 + 2) 2 


Solution : On decompose la fraction rationnelle avec 1 ’astuce suivante pour profiter de la parite : 

X 3 + X dX+b cX+d 


F(x) = 


(X 2 + 2) 2 X 2 + 2 (X 2 + 2) 2 


Comme F(-X) = -F(X), b - d - 0. En multipliant par x et en faisant tendre x vers +oo, on tire a — 1. En divisant parX 
et en prenant x - 0, on tire b - - 1. On a done 


x + x + 1 


X- 1 


(x 2 + 2) 2 x 2 + 1 (x 2 + 2) 2 


Ensuite, 


et en integrant par parties 


et finalement. 


1 f 1 2x 1 r 1 2x — 2 1 rill 

2 Jo x 2 + 2 2 Jo (x 2 + 2) 2 2 ^2(x 2 + 2) 

f 


0 Jo 


dx 


(x 2 + 2) 2 


dx 

x 2 + 2 ’ 


r 1 dx 1 /- 1 

/ — ^ j = — ^arctan(l/v2)+ — 
Jo (x 2 + 2) 2 4^2 12 


T 1 3 1 1 

I = - In — H — arctan — = 

2 2 4\/2 v/2 


Exercice 3.16 W 
f x 2 In x 

Calculer F(x) = / — dx. 

J (x 3 + l) 3 


Solution : Commengons par ecrire 


F(x) 


4/ 


(X 3 + 1) 3 


, 3 dx 

ln(x 3 ) — 


a du dx 

Parle changement de variables u — x , = 3 — , on se ramene a calculer 


1 f Inn 

G (n) = -J ttt d u 


(u+ l) 3 


et avec une integration par parties. 


On decompose la fraction 


et on calcule 


11 ln|u| 1 f du 

G [llj — — 77 H / 77 

9 v 2(n+ l) 2 2 J n(z<+ l) 2 


1 


1 1 


1 


et finalement, 


u{u+ 1) 2 u u+1 (n+1) 2 

I u I 1 

G (u) = In + 

I u + 1 1 u + 1 


1 ln|x| 1 1 ln|x 3 + l| 

F(x) = - — — 5-5- + -ln|x[ + ■ 


12 (1 + x 2 ) 2 6 


18 (x 3 + 1) 18 


Exercice 3.17 OV 

/ dx 
- 

! 


sin xcos J x 


Solution : Avec Bioche, on a a)(-x) = a)(x) et on effectue done le changement de variables t - cos x : 

dt C 1 df 


G(f) - - 


"/<dW~/ 


(l — r 2 ) 2 f 4 t 
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Avec le changement de variables y = t 2 , d yly = 2 dtl t, on se ramene a calculer 


H(y) = 


1 f dy 

2 J (1 - y) 2 y 3 


II faut alors decomposer cette fraction rationnelle : 

1 3 2 1 3 1 

(y l) 2 y 3 y y 2 y 3 y-1 (y — l) 2 


On a calcule directement le coefficient de (y- l) 2 et de y 3 . Pour calculer les autres, on a retranche 1/y 3 aux deux 
membres, simplifie et calcule le coefficient de 1/y 2 cn multipliant par y 2 et en prenant y - 0 et a insi de suite. On obtient 
alors 

3 113 1 

H(y) = — ln|y| + - + — - + -ln|y- 1|+ 

1 2 J y 4 y 2 2 J 2(y - 1) 


puis 


F(x) = 31n|tanx| + 


1 

COS 2 X 


+ 


1 

4cos 4 x 


1 

2 sin 2 x 


Exercice 3.18 


Calculer F[x) - 


-ft 


dx 

- thx 


W 


Solution : Avec la regie de Bioche, on effectue le changement de variables t = thx, At - (1 - t 2 ) dx : 

G it) - f dr 

J (l- r) 2 (l + r) 

La decomposition de la fraction rationnelle s’ ecrit : 


1 _ 1/4 1/4 1/2 

(r-i) 2 (r+i) - 7TT r^T (r-i) 2 


d’ou G it) = - In 
4 


I t + 1 I 
| f — 1 1 


et finalement 

2 (t- 1 ) 


1 th x + 1 1 

F(x) = - In 

4 | thx- 1 1 2(thx-l) 


Exercice 3.19 W 

r 2 I r- 1 dt 
Calculer 1 ’integrate 1= \ . 

Ji V r+l r 


Solution : C’est une fraction rationnelle en t et en la racine nieme d’une homographie. Posons done u = 

u 2 + 1 4 u 

t — — 7 , — 7 dt — — — d u 


-u z + 1 


(1 -u 2 ) 


Done 


1 = 


I 


v/3 4rt 2 


(1 - u 2 )il + u 2 ) 

et en decomposant en elements simples cette fraction rationnelle, 


du 


4ir 


1 1 


on trouve finalement : 


il- u 2 )i\ + u 2 ) 1 + u u— 1 m 2 + 1 

t fy/3+l\ 7t 
I = In 


s/3-1 3 
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Exercice 3.20 W 


Calculer F(x) = 


/ 


dx 

x+ V x 2 + 1 


Solution : On primitive une fraction rationnelle en x et une racine d’un trinome qui est de/a reduit sous forme canon- 
ique. Le changement de variables x = sh t donne 


G(f) = 


ch t 


sh t + ch t 


■ df = 


’ e t +l/e t _ t 
2e l “ 2 


En remplagant t par argsh(x) = ln(x + V x 2 + 1) , on trouve que 


F(x) = -ln(x+ V x 2 + 1) 


1 

4(x+ V x 2 + l) 2 


Exercice 3.21 W 

. dx 

Calculer F (x) = /- 


\/x 2 + 1 - \/x 2 - 1 


sur I’ interval le I =]1, +oo[. 


Solution : En multipliant paries quantites conjuguees : 


F(x) = 


V X 2 + 1 + \/x 2 - 1 


■ dx 


on se ramene au calcul de deux primitives simples. Le plus rapide consiste a integrer par parties pour calculer G(x) 
J V x 2 + 1 dx et H(x) = J \/x 2 -1 dx. On trouve finalement : 

F(x) = — | — x\/ x 2 + 1 + argsh x + ~xV x 2 - 1 -ln(x+ V x 2 - 1) 


Exercice 3.22 W 

Calculer F (x) = ^ 


x 2 (l + x 2 ) 3/2 


Solution : La fonction a primitiver ne fait pas partie des classes connues. Essayons le changement de variables z = x 2 . 

dz „ . 

En ecu van t 


On se ramene a primitiver G(z) ; 


u 


z 3/2 ( 1 + z) 3/2 
G(z) 


_ i f dz 
2 J n I z+ 1 


On se ramene a une primitive de la forme /F(z, dz que l’on sait calculer avec le changement de variables 


/ z + 1 1 2 y 

y- \ , z = — — 7, dz = — — • On se ramene a calculer 


r - 1 


(y 2 - 1 V 


H(y) - - 


-/ 


y 2 - 1 , i 

— — dy=-y-- 

y 2 y 


d’ou finalement. 


F(x) = - 


Vx 2 + 1 x 
x Vx 2 + 1 


Exercice 3.23 

Calculer Fix') - J 


l + VT^l 

1 - x 2 


dx sur l’intervalle I =] - 1, 1[. 
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Solution : La fonction a primitiver ne fait pas partie des classes qu ’on a vues. Essayons d ’eliminer une racine carree 
avec le changement de variables x — sin t sur l’intervalle J =] - tt/2, tt/2[ : 


Git) 


-/ 


\/T + |cos t\ 
|cos t\ 


cos t At — 


=f* 


+ cos t df 


En effet, cos t > 0 sur J. On n ’a toujours pas a primitiver une fonction qu i entre dans les categories connues. Avec la 
trigonometric, 1 + cos t — 2cos 2 (r/2), on a 


Git) = 




cos(f/2) df = 2v / 2sin(f/2) 


d’oit finalement 


F(x) = 2\/2sin 


( arcsin(x) \ 
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Conseils 


Heureux comme une riviere 
qui peut suivre son cours 
sans sortir de son lit. 
Graffiti anonyme en salle de classe. XX e siecle. 


D.l Conseils d’ etude 

D.l.l Attitude pendant le cours 

II est tres important d’etre parfaitement concentre pendant les heures de cours. Ne jamais vous dire que si vous ne com- 
prenez pas quelque chose sur le moment, vous aurez le loisir de reprendre ce point chez vous. Un quart d’heure d’inat- 
tention vous prendra plus d’une heure a rattraper et vous n’aurez materiellement pas le temps de combler ces lacunes plus 
tard. II est done important de se presenter au cours en bonne condition ; pour cela il est indispensable d’ adopter un rythme 
de vie equilibre et en particulier de bien dormir pour arriver en cours parfaitement repose. 

En ce qui concerne la prise de notes, tout depend de votre faculte a ecrire rapidement. Votre professeur doit boucler un 
programme tres charge, et par moments il est oblige d’accelerer. Le plus important est de comprendre l’essentiel pendant 
le cours, quitte a ne pas tout ecrire. Notez precisement les definitions et les enonces des theoremes, mais ne notez pas 
les phrases completes pendant le cours, utilisez des abreviations. Il faut etre en permanence attentif a ce que dit votre 
professeur et comprendre les idees qu’il exprime, quitte a ne pas tout noter. 

Apres chaque cours le soir, faites une synthese de ce que vous avez vu pendant la journee en mettant en evidence les points 
importants. Vous devez vous presenter au cours suivant en ayant en tete les definitions du cours precedent. Le moindre 
retard dans votre travail peut avoir des repercussions importantes par la suite. 


D.1.2 Bien comprendre les definitions et les hypotheses de theoremes 

Les definitions ainsi que les theoremes du cours sont tres importants, vous aurez a les utiliser pendant les devoirs et elles 
vous serviront a comprendre la suite du cours. Une erreur frequente consiste a vouloir aller trop vite lors des revisions en 
ne se contentant que d’une connaissance superficielle. Il est normal de passer du temps a bien reflechir aux definitions et 
aux hypotheses des theoremes. En particulier, prenez 1’habitude de chercher vos propres exemples, contre-exemples et de 
faire le maximum de schemas pour vous impregner de ces connaissances fondamentales. 

Prenons l’exemple du theoreme des accroissements finis : 


Theoreme 4. 1 Accroissements finis 

Soit / : [a, b] >-*■ [R une fonction verifiant les hypotheses : 

1 / est continue sur le segment [a, b], 

2 / est derivable sur ] a, b[, 

Alors il existe ce]a,b[ tel que f{b) — f{a ) = (b- a)f'(c). 
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Pour comprendre ce theoreme, essayons de visualiser le resultat. On peut ecrire ^ — LL-L — f'{c). Le quotient — — - — — — - 

b— a b- a 

represente la pente de la corde joignant les points A = (a, f( a)) et B = (/;, fib)). Le reel f'ic) represente la pente de la tan- 
gente a la courbe y - fix) au point C = (c,/(c)). Si Ton place une regie joignant les points A et B et qu’on deplace cette 
regie en maintenant sa pente, on va rencontrer au moins une tangente a la courbe. On voit sur notre dessin que le c du 
theoreme n’est pas necessairement unique. 

Reflechissons aux hypotheses du theoreme. Pour parler de f'ic) ou c e]«, b[, il faut supposer que / est derivable sur \a, h\. 
Si Ton suppose uniquement que / est continue sur ]a,b[, le resultat peut etre faux comme le montre le contre-exemple 
suivant : 


f(a) 

m 


A 


B 


a 


b 


La conclusion du theoreme dit qu’il existe un reel c interieur au segment [a, b\. Le fait que c f a et cf b est important 
dans les applications. On peut se demander si ce theoreme reste valable lorsque la fonction est a valeurs complexes. La 

[0,2tt] — * C 

l x , on a bien / qui est continue sur [0,2tt], / 
f- 0 . 


reponse est negative. Si Ton considere la fonction / : 
derivable sur ]0,2n[ mais /( 1) - /( 0) = 0 et pour tout c e]0,2ti[, /'(c) = ie u 


D.1.3 Faire une synthese des points importants d’une demonstration 

Prenez l’habitude de resumer les points importants d’une demonstration en quelques phrases et schemas. C’est ainsi que 
vous les retiendrez sur le long terme. Prenons l’exemple du theoreme des accroissements finis. Si Ton observe le schema 
precedent, on s’apcrcoit que le point C rend extremale la hauteur entre la courbe et la corde [AB] ce qui nous conduit a 
introduire une bonne fonction auxiliaire. 



L’ equation de la corde s’ecrit y = f[a) + (jc- a) 


f{b)~ fja) 
b- a 


d’ou la fonction auxiliaire definie par 


cp(jc) = fix) - fia) - ix- a) 


fib)- fja) 
b- a 


On a fib) = fia) = 0 et il suffit d’appliquer le theoreme de Rolle (en verifiant les hypotheses) a cette fonction auxiliaire. 
Sur une fiche, vous pouvez resumer les idees de cette demonstration : 

- Introduire la fonction auxiliaire et faire le dessin ci-dessus. 

- Verifier les hypotheses de Rolle pour cette fonction auxiliaire. 

- En deduire qu’elle admet un extremum. 

Prenons un autre exemple typique, le theoreme du rang : 
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Theoreme 4.2 

Soit u : E >-<• F une application lineaire entre deux espaces vectoriels avec E de dimension finie. On a la formule du 
rang : 

dim E = dim (Ker u) + rg( u) 


On resume la demonstration avec les points suivants : 

- Verifier que Im u est isomorphe a tout supplemental V de Ker u. 

- Pour verifier cet isomorphisme, considerer la restriction v de u a V. 

- Verifier que v est surjective en decomposant un antecedent d’un vecteur y e 1 m u sur Ker ue t V : 

V 

x 


Ker u 
x\ 


- Utiliser que dimV = dimlm u et que dimE = dim Ker u + dimV 

D.2 Conseils de redaction 

Vous preparez des epreuves ecrites de concours. Contrairement au baccalaureat, les examinateurs n’ont pas de consignes 
d’ indulgence pour vous attribuer artificiellement des points, mais leur but est de vous classer par rapport aux autres 
candidats. Si vous rendez une copie mal redigee, illisible ou il manque des arguments essentiels, ou au contraire, si 
vous utilisez trois pages pour un calcul qui ne necessite que deux lignes, vous serez inevitablement penalise. II est tres 
important de s’entrainer pendant les deux annees de preparation a rediger de fagon correcte vos devoirs pour prendre de 
bonnes habitudes et etre bien prepare pour les concours. Voici quelques mauvaises habitudes a perdre : 

- Ecrire directement sur votre copie la premiere idee qui vous passe par la tete (quelquefois au crayon de papier . . .) 

- Commencer une phrase ou une demonstration et s’arreter en plein milieu ! Au lieu de montrer votre inconsistance au 
correcteur (n’esperez pas gagner quelques centiemes de points ainsi), mieux vaut ne rien ecrire. 

- Effectuer un calcul directement sur votre copie en detaillant toutes les etapes de fagon maladroite. 

- Sauter une question dont vous ne trouvez pas la solution immediatement, quitte a y revenir ensuite en ecrivant dans la 
marge, en mettant une asterisque demandant au correcteur de se reporter a la derniere page . . . 

- Utiliser des formules de type « c’est evident », « trivialement ». . . 

- Citer vaguement un theoreme : « d’apres un theoreme »sans verifier ses hypotheses d’ application. 

- Ecrire de fagon tres compacte sans jamais passer a la ligne. Les quelques centimes d’euros que vous economisez en 
feuilles n’interesseront certainement pas votre correcteur qui tient a sa vue ! 

- Ecrire trop gros en utilisant quelques dizaines de feuilles doubles pour un probleme qui n’en necessite que deux. 

II faut au contraire : 

- Utiliser imperativement un brouillon sur lequel vous pouvez chercher les idees de demonstrations, faire des calculs 
longs . . .C’est uniquement une fois que vous avez les idees claires sur la fagon de proceder que vous redigez au propre 
le calcul ou la demonstration. 

- Si vous vous apercevez que vous avez fait une erreur, n’utilisez pas Feffaceur ni le bianco (perte de temps et souvent 
illisible), mais barrez proprement ce que vous avez ecrit et recommencez. 

- Une fois que vous avez trouve une idee de preuve, prenez le temps de vous demander s’il n’y a pas moyen de la 
simplifier encore. Reperez les points importants qu’il faudra mettre en evidence au propre, ainsi que les details que 
vous pourrez minimiser dans la redaction definitive. Faites de meme pour un calcul, ne recopiez pas toutes les etapes, 
mais uniquement les plus importantes. 

- Encadrez les resultats de calculs demandes. 

- Ne cherchez pas a grappiller des points, mais traitez les questions les unes apres les autres en passant un minimum de 
temps a chaque question. Ce temps n’est jamais perdu car vous aurez mieux assimile Fenonce, repere que le resultat 
peut servir par la suite et vous serez moins bloque sur les questions suivantes. 

- Numerotez correctement les questions que vous traitez en laissant un espace blanc si vous n’avez pas trouve le resultat. 
Vous pourrez completer cet espace par la suite et le correcteur suivra votre copie selon l’ordre du probleme. 

- Pour rediger une demonstration ou un calcul, passez souvent a la ligne, centrez des formules . . .Le but est de mettre en 
evidence les points importants et de montrer a votre correcteur que vous les avez vus. 
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- Tirez un trait horizontal pour separer chaque question, vous facilitez ainsi la lecture de votre copie. 

- Si vous devez utiliser un resultat precedent du probleme, citez precisement le numero de la question ou ce resultat a ete 
demontre. De meme, respectez scrupuleusement les notations de l’enonce. 

- Si vous utilisez un theoreme du cours, citez-le precisement (il a souvent un nom), et surtout verifiez ses hypotheses 
precises avant de l’appliquer (vous montrez ainsi que vous connaissez votre cours). 

- Evitez trop de phrases longues et verbeuses, allez a l’essentiel. Au contraire, une copie avec uniquement des formules 
est illisible. II faut savoir trouver le juste milieu. N’ abusez pas des abreviations et essayez de rediger des phrases simples 
mais correctes. 

- N’ utilisez jamais les symboles => , <=> dans vos demonstrations, mais des mots comme « done », « par consequent ». . . 
Si on vous demande une demonstration, commencez par travailler au brouillon : 

- Bien analyser l’enonce pour comprendre ce que vous devez montrer. Demandez-vous la nature de chaque objet manipule 
(vecteur, application . . .). 

- Ecrire le plan de demonstration au brouillon. 

- Chercher un brouillon l’idee de la demonstration. Pour cela, 

- Essayez de voir un lien entre le resultat a demontrer et un point du cours ou une question precedente du probleme. 

- Faites eventuellement des schemas pour trouver l’idee. 

- N’hesitez pas a chercher un exemple ou a traiter la question dans un cas plus simple, ou a faire des hypotheses 
supplementaires. 

- Demandez-vous dans quel ordre vous devez introduire les objets necessaires. 

Une fois que vous pensez que vous avez bien compris l’idee, vous pouvez rediger au propre : 

- Commencez par citer le resultat que vous allez demontrer. 

- Si vous voulez montrer une equivalence ou une egalite d’ ensembles, procedez systematiquement par double implication 
ou double inclusion. 

- Redigez la demonstration en respectant le plan. 

- Mettez en evidence les points importants (en soulignant, en passant a la ligne . . .). 

- Une fois votre preuve redigee, relisez-la en vous assurant que chaque objet est bien introduit et que le plan a ete respecte. 

- Si un schema n’est pas suffisant a lui seul, il peut illustrer votre demonstration. N’hesitez pas a le reproduire sur votre 
copie. 
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E.l Trigonometric 


Formules d’ addition 


cos(fl+ b ) = cos a cos Z?- sin a sin Z? sin(a + b ) = sintzcosZ? + cosasinZ? tan(a + b ) = 

cos(fl- b ) = cosacosb+sinasinb sin(a- b ) = sin a cos b — cos a sin b tan(a- b ) = 


1-tanatanfr 
tan a-tanb 


Formules de linearisation 


cos a cos b = - (cos (a+ b) + cos ( a - b )) 
2 

sinasinZ? = - (cos (a - b ) - cos (a+ b)) 

2 

cos asinb — - (sin(a+ b ) - sin [a- b )) 






p+q p-q 

„ . p+q p-q 

tan p + tan q — 

sin [p+q) 

cos p + cos q = 2 cos cos 

sm p + sm q = 2 sin cos 

2 2 

2 2 

cos pcosq 

„ . p+q . p-q 

p+q . p-q 

tan p - tan q = 

sin {p-q) 

cos p - cos q = -2 sin sin 

sin p - sm q -2 cos sm 

2 2 

2 2 

cos(2x) = cos 2 x - sin 2 x 
= 2 cos 2 x- 1 
= 1-2 sin 2 x 
sin(2x) = 2cosxsinx 

cos pcosq 
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E.2 Trigonometric hyperbolique 


Proposition 5.1 

Vxe IR, 

ch x + sh x = e x 



Vx e IR, 

chx- shx = e~ x 



Vx e IR, 

ch 2 x - sh 2 x = 1 



'Proposition 5.2 
V(x,y) £ IR 2 , 


ch(x+ y) = chxchy + shxshy 
ch(x- y) = chxchy- shxshy 
sh(x+ y) = shxchy + chxshy 
sh(x-y) = shxchy-chxshy 


Proposition 5.3 
Vx E [R, 

ch2x = ch 2 x + sh 2 x = 2 ch 2 x - 1 = 1 + 2 sh 2 x 
sh2x = 2shxchx 

'Proposition 5.4 
V(x,y) e IR 2 , 

chxchy = - [ch(x+y) + ch(x-y)] 
shxshy = — [ch(x + y) - ch(x-y)] 
shxchy = - [sh(x + y) - sh(x- y)] 

9 1 

ch x = -(ch2x+ 1) 

, 1 

sh 2 x = -(ch2x- 1) 

V J 

'Proposition 5.5 N 

V(x,y) eIR 2 , 

, , , x+ V , x- y 

ch x + ch y = 2 ch — ch 

2 2 

, , , x+ V , x- y 

ch x - ch y = 2 sh — sh 

J 2 2 

x+ y x- y 

sh x + sh y = 2 sh — ch 

y 2 2 

, , , x- y , x+y 

sh x - sh y = 2 sh — ch 

2 2 

J 
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Proposition 5.7 

X 

Pour tout x e !R, posant t = th — , on a : 



E.3 Derivees des fonctions usuelles 

Dans tout le formulaire, les quantities situees au denominateur sont supposees non nulles 

^irivie^e^fonction^sueiier^ 

Dans chaque ligne, f est la derivee de la fonction / sur l’intervalle I. 


fix) 

I 

fix) 

A (constante) 

R 

0 

X 

R 

1 

x n (n eM*) 

R 

nx' 1 - 1 

1 

X 

]-oo,0[ ou ]0,+oo[ 

1 

X 2 


]-oo,0[ ou ]0,+oo[ 

n 

x n +i 

\fx 

]0,+oo[ 

1 

2 y/x 

lnx 

]0,+oo[ 

1 

X 

e x 

R 

e x 

sinx 

R 

cosx 

cosx 

R 

-sinx 

tanx 

]-| + kn, | + fctxf, keZ 



^omain^^ifinitio^^^iriv^iiit^e^fonction^sueiier 

• sh : R — ► R est derivable sur R. 

• ch : R — ► [1, +oo[ est derivable sur R. 

• th : R — ► ] - 1, 1 [ est derivable sur R. 

• argsh : R — *■ R est derivable sur R. 

• argch : [l,+oo[ — ► R est derivable sur ]l,+oo[. 

• argth : ] - 1, 1 [ — ► R est derivable sur ] — 1, 1 [. 

• arcsin : [-1,1] — «■ [~f » f ] est derivable sur ] — 1 , 1 [. 
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E.4 Primitives des fonctions usuelles 


^rimitive^e^ 

Dans chaque ligne, F est pme*| primitive de / sur l’intervalle I. Ces primitives sont | uniques a line constante pres 
no tee C. 


fix) 

I 

F(x) 

A (constante) 

r 

Ax + C 

X 

R 

T + C 

x n (n e l\l*) 

R 

v n+ 1 

frr + c 

1 

X 

]-oo,0[ ou ]0,+oo[ 

ln|x| + C 

■pr ou n £ N, n>2 

]-oo,0[ ou ]0,+oo[ 

I 

7 

+ 

n 

1 

\fx 

]0,+oo[ 

2x/x + C 

lnx 

R* 

xlnx-x+C 

e x 

R 

e x + C 

sinx 

R 

-cosx+C 

cosx 

R 

sin x + C 

1 + tan 2 x = — 

COS* X 

]-| + kn, | + kn[, k el 

tan x + C 


^ 

Dans chaque ligne, F est | une | primitive de / sur l’intervalle I. Ces primitives sont | uniques a line constante pres 
notee C. 


fix) 

I 

F (x) 

a x (ae R* \ {1}) 

R 

r^— CL X + C 

In a 

x“ (aeR\{-l}) 

R* 

^x“ +1 + C(aEll) 

sh(x) 

R 

ch(x) + C 

ch(x) 

R 

sh(x) + C 


R 

th(x) + C 

1 

Vx^TT 

R 

argsh(x) + C 

1 

Vx 2 -l 

] + 1, +oo[ 

argch(x) + C 

1 

1-x 2 

]-l,l[ 

argth(x) + C 

1 

]-l,l[ 

arcsin(x) + C 

i 

1+x 2 

R 

arctan(x) + C 


^pdration^^rimitiver 

On suppose que u est une fonction derivable sur un intervalle I 

• Une primitive de u'u n sur I est p ( n e l\l*) 

• Une primitive de \ sur I est -jj. 

• Une primitive de jjw sur I est - • (» e N, n 3= 2. 

• Une primitive de -j= sur I est 2 \fu (En supposant u > 0 sur I.) 

• Une primitive de ^ sur I est In | u\. 
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• Une primitive de u'e 11 sur I est e u . 

En particular, si u > 0 sur I et si «eR\ {-1}, une primitive de u'u a sur I est : 


^j-M a+1 + C si a e IR \ {-1} 
In u + C si a = - 1 


E.5 Coniques 


E.5.1 Definition et equation generate d’une conique c € 



Soit 2 une droite, F un point n’appartenant pas a 2 et e un reel 
strictement positif. 

La conique de directrice 2, de foyer F et d’excentricite e est 
donnee par F ensemble des points M du plan 
tels que : 

d(M,F) = e dm,®) 

L’ equation cartesienne de cette conique dans le repere (O, / , /) 
est : 


x 2 + y 2 = e 2 (x+ d) 2 


E.5.2 Parabole & (e = 1) 



y 2 - 2px - 0 
p - d{ F,2) 

:reR 

y(t) = p t 

2: x——— 

2 
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E.7 Equivalents usuels et croissances comparees 


Comparaison des suites de reference 


Soient a> 1, a > 0 et p > 0 alors : 


(In n) a = o 

n —*+ oo 


4 = o ( a ' 1 ) I I a n = o (n!) 

n -> +oo ■ 1 j — 



I^ComparaisoiidesJonctio^ 

Soient a, p et y des reels strictement positifs. 


En 0 et -oo : 


(lnx) a = o et [JZ o (e^ x ) 

x — *-+oo V J I x — *-+oo v J 


|lnxp= o (— ) I et e (x - o — 

x —< -0 V x a • I \ lx| a 



1254 







































ln(l + /(x)) ~ /(x) 

x— a 


sin (/(x)) ~ /(x) 

X * 


tan (/ (x)) ~ /(x) 

X— £2 



E.8 Developpements limites 
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Cette derniere formule appliquee a a = | et n - 2 donne : 


, XX , o 

' 1 + X = lH h O lx 

2 8 x— 0 

/ XX 2 , O 

1 - X = 1 1- O X 

2 8 x— *0 




arctanx = x- — + - + (— 1) " + o (x 2n+2 ) 

3 5 2n+l x— *0 v 

r 3 r 5 r 2n+l 

argthx = x+ — + - + •••+- + o (x 2n+2 ) 

3 5 2n+l x — *0 

1 x 3 1-3 x 5 1-3-5 x 7 , o WJ _o A 

arcsinx = xh 1 1 1 H o x ) 

2 3 2-4 5 2-4-6 7 X— 0 

, 1 X 3 1-3 X 5 1-3-5 X 7 nr 2nJ-2\ 

argshx = x + + --- + (-1) o r 2 

2 3 2-4 5 2-4-6 7 x— 0 

7t lx 3 1-3 x 5 1-3-5 x 7 , on+2\ 

arccosx = — x 1 - o [x I 

2 2 3 2-4 5 2-4-6 7 x— 0 


La derniere s’obtient en remarquant que arccosx = | - arcsinx. 

Legende : ^ = a savoir par coeur, = a savoir retrouver rapidemment. 


E.9 Espaces vectoriels 

Dans tout la suite IK designe le corps des reels 1 ou celui des complexes C. (E, +, .) est un K-espace vectoriel. 

^ou^spac^ectorie^ 

Soit FcE, une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 

1 F^0 

2 F est stable par combinaison lineaire : 

V (x,y) e E 2 , V(ct,p)elK 2 , ax+PyeF 

Remarque : si F est un sous-espace vectoriel de E alors 0 e F. 

^ou^spac^ectorie^ngend^ 

Soient n vecteurs de E : v\,...,v n . On a : 

Meet (vi,...,v n ) = {oq v\ + ... + a n v n \ ai,...,a n e K} 

C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant v\ v n . 

^ou^space^upplimenteire^ 

On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplementaires si et seulement si ils verifient : 

(jrT) E = F + G 
(m) F n G = {0| 

^^c^risatio^e^ou^space^uppidmenmire^ 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (E, +, •). On a equivalence entre : 

1 E = F ® G (c’est a dire F et G sont supplementaires). 

2 VxeE, 3 !(xi,X 2 ) eFxG: x = x\ + X 2 (c’est a dire. | touT| vecteur de E se decompose de maniere | unique 

comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 

Dans toute la suite (E,+,.) et (F, +,.) sont deux IK-espace vectoriel. 
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Soit / : E — *■ F. / est lineaire si et seulement si : 


V [x,y) e E 2 , V(«,P)eK 2 , 


|^propos^de^Ker/^etEn/. 

Soit / e 5£ (E,F). On appelle : 

1 - Noyau de / et on note Ker / le sous-ensemble de E 
- Image de / et on note Im/ le sous-ensemble de F : 

2 Ker / est un sous-espace vectoriel de E et Im / est un sous-espace vectoriel de F. 


| Injectivite et surjectivite des applications lineaires | 

Soit / e Jz? (E,F). 

l / est injective si et seulement si Ker / = {0}. 2 / est surjective si et seulement si Im/ = F. 



Soient p, seS£[E). 

1 p est un projecteur si et seulement si po p - p. 

2 s est une symetrie si et seulement si .so .s = id. 



Pour montrer que F ® G = E 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 

1 ^^onton^u^^omm^s^irect^^ II faut done montrer que F n G = {0}. Soit x e F n G. 

2 l^ontronTque^^FT'^7'1 Soit reE. Posons xi — . . .. Posons X 2 - .... On a bien : 
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1 X\ E F. 


2 X 2 £ G. 


3 X=Xi + X2. 


^^ndthode^ou^montre^u’un^arti^^d^^Ts^^e^^^ 

Soit F une partie de E. Pour montrer que F est un sev de E, on peut : 

1 Montrer que F est non vide et stable par combinaison lineaire. 

2 Montrer que F = Vect(A) ou A est une famille de vecteurs de E a determiner. 

3 Montrer que F = Ker / ou / est une application lineaire a determiner. 

4 Montrer que F = Im/ ou / est une application lineaire a determiner. 


Pour montrer qu’une application est lineaire 


Soit / : E — F. 

l Soient a, p £ R. Soient u, v £ E. 


2 Montrons que : 




Remarque : si / est lineaire alors /(Oe) = Op. 



Soit/e^f (E). 


' 

I 1. / est bijectif si et seulement si il existe g e 5£ (E) tel que 

f°g — Si une telle application g existe 

alors / J = g. 



2. / est une projection si et seulement si | 

/»/=/ \ 


3. /est une symetrie si et seulement si | so s - id |. 
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d’ordre p 760 

d’unpolynome 759 

double 760 

multiple 760 

simple 760 

Rang 

d’un systeme lineaire 965 
d’une application lineaire 895 

d’une famille de vecteurs 895 

d’une matrice 953 
Reciproque 

du theoreme de Thales 1099 
Reflexion 1056, 1094 

Regie 

" de F Hospital 487 
deSarrus 110,958,1026 

Regies 

de calculs avec les matrices 938 
Regulier 

point 219 

Relation 

de Chasles 510 

de Pascal 299 

Relations 

entre les coefficients et les racines d’un polynome 
Repere 

axe d’un 49 
cartesien 49 

cartesien dans un espace affine 1088 
Changement de 52 

de Frenet 627 

direct de l’espace 100 

indirect de F espace 100 
origine d’un 49 

orthogonal 49 
orthonormal 49 

orthonormal direct 49 

Polaire 53 
Repere orthonormal 

Changement de 52 

Representation parametrique 


d’un cercle 66 
d’une droite 60 
Resolution 

d’une equation du second degre a coefficients com- 
plexes 20 

d’une equation du second degre a coefficients reels 
20 

Reste 

d ’ un developpement limite 581 

euclidien 735, 756 
Rotation 22 

decompositon 1062 
matrice 1065 
vectorielle 1061 

Rotationnel 689 

s 

Scalaire 830 
Second membre 

d’un systeme lineaire 965 
Segment 329, 1088 
Serie 

geometrique 352, 711 

geometrique complexe 641 
Similitude 1097 

directe 1097 
Similitude directe 23 

Simson 

Droite de 89 
Sinus 145 

hyperbolique 151 

Solution 

d’une equation differentielle lineaire du premier ordre 
184 

d’une equation differentielle lineaire du second ordre 
195 

Somme 

binomiale 1 144 

de Newton 1163 

de Riemann 528 

de sous-espaces vectoriels 838 
directe de sous-espaces vectoriels 839 
geometrique 1144 

Sommet 

766 d’une parabole 259 
de F ellipse 261 

de F hyperbole 265 

Sous-corps 711 
Sous-espace vectoriel 833 

engendre par une partie d’un espace vectoriel 836 
orthogonal 1050 

somme 838 

Sous-espaces vectoriels 

en somme directe 839 
supplementaires 840 

Sous-groupe 706 

Sphere 119 
Stationnaire 219 

Strophoide droite 232 
Subdivision 

d’un intervalle 503 
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plus fine qu’une autre 503 

subordonnee a une fonction continue par morceaux sur 
un segment 506 

subordonnee a une fonction en escalier 504 

Suite 

arithmetique 292 

bornee 340 

complexe 640 

constante 340 

convergente 341 

croissante 340 

decroissante 340 

definie par recurrence 29 1 

de Cesaro 371 

de Fibonacci 749, 898, 988 

divergente 341 

dominee par une autre 353 

extraite 347 

geometrique 292 

geometrique complexe 641 

majoree 340 

minoree 340 

monotone 340 

negligeable devant une autre 354 

reelle 339 

strictement monotone 340 

Suites 

equivalentes 354 

adjacentes 349 
de references 357 

Support 

d ’ un arc parametre 218 

Surjection 1124 

Symbole 

de Kronecker 938,1164 

Symetrie 848 
affine 1092 

affine orthogonale 1094 
du produit scalaire 55,105 
orthogonale 1056 

Symetrique 

d’un element 704 

Systeme 

de Cramer 59, 967 

homogene associe a un systeme lineaire 965 
lineaire a n equations et p inconnues 965 
lineaire compatible 965 

T 

Tangente 

a la parabole 260 

a un cercle 68 
a une ellipse 262 

en un point stationnaire 219 
hyperbolique 153 

Taux d’accroissement 454 
Terme 

dominant d ’ un poly nome 754 

Thales 

Reciproque du theoreme de 1099 
Theoreme de 1099 


Theoreme 

Composition des fonctions continues 653 
d’integration par parties 518 
d’operations sur les derivees 457 
d’ operations sur les fonctions continues 419 

d’operations sur les fonctions de deux variables de classe 
655 

de Bezout 738 

de Bolzano-Weierstrass 351,641 

de caracterisation sequentielle de la continuite 411 

de Cesaro 37 1 

de composition des limites 410 

de d’Alembert-Gauss 763 

de derivation de la bijection reciproque 136, 137, 

459 

de derivation des fonctions composees 458 

de Fubini 685 

de Gauss 739 

de Heine 423 

de la base incomplete 887 

de la bijection 136,424 

de la limite monotone pour les fonctions 413 

de la limite monotone pour les suites 348 

de la limite sequentielle 411 

de Lagrange 719 

de majoration pour les fonctions de deux variables 65 1 

de majoration pour les fonctions reelles 405 
de majoration pour les suites complexes 640 
de passage a la limite dans les inegalites 409 
de Poincare 689 

de Pythagore 1050 

de recurrence 290 

de Rolle 460 

de Schmidt 1052 

de Schwarz 661 

de Thales 1099 

des accroissements finis 461, 1228 
des gendarmes pour les fonctions 410 

des gendarmes pour les suites 345 
des segments emboites 35 1 
des valeurs intermediaires 419, 421 
fondamental de T algebre 763 

fondamental de T analyse 516,644 

formule de Taylor avec reste integral 522 
formule de Taylor- Young 524 
inegalite des accroissements finis 462 

petit theoreme de Fermat 749 
relevement 627 

Trace 

d’une matrice carree 947 
Translation 22 
affine 1090 
Transposee 

d’une matrice 938 
Transposition 1020 

Triangle 

de Pascal 299 

Trifolium 250 
Troncature 

d’un developpement limite 582 
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u 

Uniforme 

continuity 423 


y 

Valeur 

absolue 326 
decimale approchee 350 

Valeur moyenne d’une fonction 5 14 
Valuation 

d’unpolynome 755 

Variable 

muette 1116 

Variation 

de la constante 190 

Vecteur 830 

colonne d’une matrice 935 
directeur 48 

ligne d’une matrice 935 

normal 62 

normal a un plan 99 

normal unitaire 106 

nul 830 
orthoradial 230 
symetrique 47 

unitaire 48, 1050 
Vecteurs 

angle 1061 

Vecteurs 

colineaires 48 

coplanaires 99 

Voisinage 

a droite 408 

a gauche 408 
d’un point 649 

d’un point dans K 403 

pointe d’un point 408 

strict a droite 408 

strict a gauche 408 

w 

Wallis 

integrates de 390 


1268 



